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翻译 说 明 


很 多 数学 工作 者 、 数 学 教师 和 数学 爱好 者 早 就 希望 能 有 一 本 
比较 简明 的 .阐述 一 些 重 要 数学 思想 的 来 源 和 发 展 的 书 . 看 到 
Morris Kline 教授 写 的 这 本 Mathematical Thought from Ancient 
to Modern Times (1972) ,我 们 感到 相当 满意 ,就 组 织 人 力 把 它 翻 

这 本 书 内 容 丰 富 , 全 面 论述 了 近代 数学 大 部 分 分 支 的 历史 发 
展 ; 篇 幅 不 大 ,简明 扼要 .正如 书 名 所 指出 的 ,本 书 着 重 论述 数学 思 
想 的 古往今来 ,而 不 是 单纯 的 史料 传记 ,努力 说 明 数 学 的 意义 是 什 
么 ,各 门 数 学 之 间 以 及 数学 和 其 他 自然 科学 尤其 是 和 力学 、 物 理学 
的 关系 是 怎样 的 .本 书 厚 今 薄 古 ,主要 篇 幅 是 叙述 近 二 三 百年 的 数 
学 发 展 , 着 重 在 19 世纪 ,有 些 分 支 写 到 20 世纪 30 年 代 或 40 年 
代 , 作 者 对 一 些 重 要 数学 分 支 的 历史 发 展 , 对 一 些 著名 数学 家 的 评 
论 ,都 很 有 一 些 独 到 的 见解 ,并 且 写 得 很 引人入胜 . Morris Kline 
教授 本 人 深 受 格 丁 根 大 学 数学 传统 的 影响 ,注意 研究 数学 史 和 数 
学 教育 ,是 一 位 著名 的 应 用 数学 家 和 数学 教育 家 ,因此 ,他 很 能 体 
会 读者 的 心情 ,在 书 中 能 通过 比较 丰富 的 史料 来 阐述 观点 ,把 科目 
的 历史 和 叙述 和 内 容 介绍 结合 起 来 .另外 ,为 了 方便 读者 ,对 许多 十 
代 的 数学 成 就 或 资料 都 翻译 成 近代 数学 的 语言 ,通俗 易 懂 . 这 些 都 
是 本 书 突出 的 优点 . 

当然 ,本 书 也 有 不 足 之 处 ,例如 忽视 了 我 国 的 数学 成 就 及 其 对 
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学 发 展 的 影响 ,这 对 于 论述 数学 的 发 展 来 说 ,无 疑 是 有 片面 性 
的 . 的 TUMARGRMEA BEER 作者 是 持 一 定 保留 
态度 的 ,他 的 这 种 态度 ,给 本 书 带 来 了 某 种 倾向 性 ,我 们 认为 这 是 
可 以 商检 的 .另外 ,关于 数学 中 的 有 些 问题 ,在 历史 上 一 直 是 争论 
不 休 的 ,而 数学 就 在 这 种 争论 中 发 展 着 ;作者 的 一 些 看 法 ,也 只 是 
一 家 之 言 ,还 是 值得 研究 的 . 但 是 总 的 看 来 ,本 书 仍 不 失 为 一 本 难 
得 的 好 书 . Bulletin of the American Mathematical Society, 
1974, 9, Vol. 80, No. 5:805—807 的 书评 文章 说 ;“ 就 数学 史 而 
论 , 这 是 迄今 为 止 最 好 的 一 本 .” 

Bho KIER RE LER RRP RRA EM, 
JS MARL TAI AGA RŽ ENA db L6 E 
KMRL ALE SR BRA IER ULL X e XX 
E. 5 — MRR RR; Re — EL AP A ER. 
冷 生 明 ; 第 三 册 主 要 由 冷 生 明 校 阅 ,其 中 有 一 部 分 是 张 理 京 校 阅 
POMEL PLR ALAR. 另外, 叶 其 孝 、 朱 学 贤 参 加 
校 阅 了 全 书 的 部 分 章节 ,并 协同 做 了 许多 组 织 工作 . 

本 书 是 在 1976 年 初 ,由 北京 大 学 数学 系 的 几 位 教授 与 部 分 教 
师 , 主 要 是 申 又 贝 . 江 泽 涵 、 吴 光 磊 、 冷 生 明 等 建议 组 织 翻译 的 . 当 
时 主要 目的 是 便于 自己 学 习 . 

由 于 版 权 的 关系 , 近 经 上 海 科学 技术 出 版 社 向 牛津 大 学 出 版 
社 购 得 中 文 版 权 , 才 使 这 一 中 译本 得 到 正式 出 版 . 从 开始 翻译 到 现 
在 ,25 年 过 去 了 ,Kline 教授 和 多 位 当年 参加 翻译 的 老 一 辈 数 学 家 
相继 去 世 , 我 们 深 深 地 怀念 他 们 . 原 书 虽 再 没有 新 的 版 本 ,但 其 在 
国际 上 的 影响 仍然 很 大 .为 了 保证 质量 , 冷 生 明 曾 对 译 稿 进 行 了 全 
面 校勘 ,改正 了 许多 误 译 和 其 他 差错 . 在 原 译本 中 , 数 以 千 计 的 人 
名 .地 名 译 法 都 不 规范 ,为 纠正 这 些 错误 ,出 版 社 的 几 位 编辑 也 花 
费 了 大 量 心血 .另外 ,在 本 书 的 出 版 过 程 中 , 吴 文 俊 教 授 给 予 很 大 
的 关怀 与 支持 ,我 们 表示 衷心 的 感谢 ! 


序 


如 果 我 们 想 要 预见 数学 的 将 来 ,适当 的 途径 是 研究 这 门 科 
学 的 历史 和 现状 ， 


Henri Poincaré 


本 书 论述 从 古代 一 直到 20 世纪 头 几 十 年 中 的 重大 数学 创造 
和 发 展 . 目的 是 介绍 中 心思 想 , 特 别 着 重 于 那些 在 数学 历史 的 主要 
时 期 中 逐渐 冒 出 来 并 成 为 最 突出 的 .并 且 对 于 促进 和 形成 尔后 的 
数学 活动 有 影响 的 主流 工作 .本 书 所 极度 关心 的 还 有 :对 数学 本 身 
的 看 法 ,不 同时 期 中 这 种 看 法 的 改变 ,以 及 数学 家 对 于 他 们 自己 的 
成 就 的 理解 . 

必须 把 本 书 看 作 是 历史 的 一 个 概述 . 当 人 们 想到 Euler 全 集 
满 满 的 约 70 Æ, Cauchy 的 26 卷 ,Gauss 的 12 卷 ,人 们 就 容易 理 
解 只 赁 本 书 一 卷 的 篇 幅 不 能 给 出 一 个 详尽 的 叙述 . 本 书 的 一 些 篇 
章 只 提出 所 涉及 的 领域 中 已 经 创造 出 来 的 数学 的 一 些 样本 ,可 是 
我 坚信 这 些 样本 最 具有 代表 性 .再 者 ,为 了 把 注意 力 始 终 集 中 于 主 
要 的 思想 ,我 引用 定理 或 结果 时 ,常常 略 去 严格 准确 性 所 需要 的 次 
要 条 件 . 本 书 当 然 有 它 的 局 限 性 ,但 我 相信 它 已 给 出 整个 历史 的 一 
LE Xs 

本 书 的 组 织 着 重 在 居 领 导 地 位 的 数学 课题 ,而 不 是 数学 家 . 数 
学 的 每 一 分 支 打 上 了 它 的 芮 基 者 的 烙印 ,并 且 杰出 的 人 物 在 确定 
数学 的 进程 方面 起 决定 性 作用 .但 是 ,特意 叙述 的 是 他 们 的 思想 ， 
传记 完全 是 次 要 的 . 在 这 一 点 上 ,我 遵循 Pascal 的 意见 :“ 当 我 们 
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援引 作者 时 ,我 们 是 援引 他 们 的 证 明 ,不 是 援引 他 们 的 姓名 .” 

为 使 叙述 连贯 ,特别 是 在 1700 年 以 后 的 时 期 ,对 于 每 一 发 展 
要 等 到 它 已 经 成 熟 、 在 数学 中 占 重要 地 位 并 且 产 生 影 响 的 时 候 , 我 
才 进 行 论述 . 例如 ,我 把 非 欧 几 里 得 几何 放 在 19 世纪 的 时 期 介绍 ， 
虽然 企图 寻找 欧 几 里 得 平行 公理 的 蕊 代 物 或 证 明 旱 在 Euclid 时 
代 就 开始 了 并 且 继 续 不 断 . 当然 ,有 许多 问题 会 在 不 同 的 时 期 反复 
EX. 

为 了 不 使 资料 漫 无 边际 ,我 忽略 了 几 种 文化 ,例如 中 国 的 D、 
日 本 的 和 玛雅 的 文化 ,因为 他 们 的 工作 对 于 数学 思想 的 主流 没有 
重大 的 影响 , 还 有 一 些 数学 中 的 发 展 ,例如 概率 论 和 差分 演算 , 它 
们 今天 变 得 重要 ,但 在 所 考虑 的 时 期 中 并 未 起 重要 作用 ,从 而 也 只 
得 到 很 少 的 注意 .这 最 后 的 几 十 年 的 大 发 展 使 我 不 得 不 在 本 书 中 
只 收入 那些 20 世纪 的 ,并 且 在 该 时 期 变 成 有 特殊 意义 的 创造 . 我 
没有 在 20 世纪 时 期 继续 讨论 像 常 微分 方程 或 变 分 法 的 扩展 ,因为 
这 将 会 需要 很 专门 的 资料 ,而 它们 只 对 于 这 些 领域 的 研究 工作 者 
有 兴趣 ,并且 将 会 大 大 增加 本 书 的 篇 幅 . 此 外 还 考虑 到 ,对 于 许多 
较 新 的 发 展 的 重要 性 ,目前 还 不 能 作客 观 的 估价 . 数学 的 历史 告诉 
我 们 ,许多 科目 曾经 激 起 过 很 大 的 热情 ,并 且 得 到 最 好 的 数学 家 的 
注意 ,但 终于 淹没 无 闻 . 我 们 只 需要 回忆 一 下 Cayley 的 名 言 :射影 
几何 就 是 全 部 几何 ,以 及 Sylvester 的 断言 :代数 不 变量 的 理论 已 
经 总 结 了 数学 中 的 全 部 精华 . 确实 的 ,历史 给 出 管 案 的 有 趣 问题 之 
一 便 是 :数学 中 哪些 东西 还 生存 着 而 未 被 淘汰 ? 历史 作出 它 自己 
的 而 且 更 可 靠 的 评价 . 

通过 几 十 项 重要 发 展 的 即使 是 基础 的 叙述 ,也 不 能 指望 读者 
知道 所 有 这 些 发 展 的 内 容 . 因此 ,我 在 本 书 中 论述 某 科目 的 历史 


”中 国 数学 的 历史 的 一 个 可 喜 的 叙述 ,已 见于 Joseph Needham( 李 约 瑟 ) 的 Sci- 
ence and Civilization in China ,剑桥 大 学 出 版 社 ,1959, 卷 3, 第 1~168 页 . 
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时 ,除去 一 些 极 初等 的 领域 外 ,也 说 明科 目的 内 容 , 把 科目 的 历史 
SUE fo A EC UL URGES. 对 各 种 数学 创造 ,这 些 说 明 也 许 不 能 把 
它们 完全 讲 清楚 ,但 应 能 使 读者 对 它们 的 本 质 得 到 某 些 概念 . 从 
而 ,在 某 种 程度 上 ,本 书 也 可 作为 一 本 从 历史 角度 来 讲解 的 数学 入 
门 书 . 这 无 疑 是 使 读者 能 获得 理解 和 鉴赏 的 最 好 的 写法 之 一 . 

我 希望 本 书 对 于 专业 的 数学 家 和 未 来 的 数学 家 都 有 帮助 . 专 
业 的 数学 家 今天 不 得 不 把 这 么 多 的 时 间 和 和 精力 倾注 到 他 的 专题 上 
去 ,使 得 他 没有 机 会 去 熟悉 他 的 学 科 的 历史 . 而 实际 上 ,这 历史 党 
” 景 是 重要 的 . 现在 的 根深 扎 在 过 去 ,而 对 于 寻求 理解 “现在 之 所 以 
成 为 现在 这 样子 ?的 人 们 来 说 ,过 去 的 每 一 事件 都 不 是 无 关 的 . 再 
者 ,虽然 数学 大 树 已 经 伸张 出 成 百 的 分 支 , 它 毕 竟 是 一 个 整体 ,并 
且 有 它 自己 的 重大 问题 和 目标 . 如 果 一 些 分 支 专题 对 于 数学 的 心 
脏 无 所 贡献 ,它们 就 不 会 开花 结果 . 我 们 的 被 分 裂 的 学 科 就 面临 着 
这 种 危险 ; 跟 这 种 危险 作 斗 争 的 最 稳 爱 的 办 法 ,也 许 就 是 要 对 于 数 
学 的 过 去 成 就 传统 和 目标 得 到 一 些 知识 ,使 得 能 把 研究 工作 导入 
有 成 果 的 渠道 .如同 Hilbert 所 说 的 :数学 是 一 个 有 机 体 , 它 的 生 
命 力 的 一 个 必要 条 件 是 所 有 各 部 分 的 不 可 分 离 的 结合 .” 

对 于 学 数学 的 学 生来 说 ,本 书 还 会 另 有 好 处 . 通常 一些 课程 所 
介绍 的 是 一 些 似乎 没有 什么 关系 的 数学 片断 , 历史 可 以 提供 整个 
课程 的 概 魏 ,不 仅 使 课程 的 内 容 互相 联系 ,而 且 使 它们 跟 数 学 思想 
的 主干 也 联系 起 来 . 

在 一 个 基本 方面 ,通常 的 一 些 数 学 课程 也 使 人 产生 一 种 幻觉 . 
它们 给 出 一 个 系统 的 逻辑 叙述 ,使 人 们 有 这 种 印象 :数学 家 们 几乎 
理所当然 地 从 定理 到 定理 ,数学 家 能 克服 任何 困难 ,并 且 这 些 课程 
完全 经 过 锤炼 ,已 成 定局 . 学 生 被 漂 没 在 成 串 的 定理 中 ,特别 是 当 
他 正 开始 学 习 这 些 课程 的 时 候 . 

历史 却 形成 对 比 . 它 教导 我 们 ,一 个 科目 的 发 展 是 由 汇集 不 同 
方面 的 成 果 点 滴 积 累 而 成 的 . 我 们 也 知道 ,常常 需要 几 十 年 ,甚至 
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几 百 年 的 努力 才能 到 出 有 意义 的 几 步 . 不 但 这 些 科 目 并 未 锤炼 成 
无 儿 的 天 衣 , 就 是 那 已 经 取得 的 成 就 ,也 常常 只 是 一 个 开始 ,许多 
缺陷 有 待 填补 ,或 者 真正 重要 的 扩展 还 有 待 创造 . 

课本 中 的 项 字 酌 句 的 叙述 ,未 能 表现 出 创造 过 程 中 的 斗争 、 挫 
折 , 以 及 在 建立 一 个 可 观 的 结构 之 前 ,数学 家 所 经 历 的 艰苦 漫长 的 
道路 . 学 生 一 旦 认识 到 这 一 点 ,他 将 不 仅 获得 真知 灼 见 ,还 将 获得 
顽强 地 追究 他 所 攻 问 题 的 勇气 ,并 且 不 会 因为 他 自己 的 工作 并 非 
KRACK HR TMK. 实在 说 ,叙述 数学 家 如 何 跌 跤 ,如 何在 迷雾 
中 摸索 前 进 , 并 且 如 何 零 零碎 碎 地 得 到 他 们 的 成 果 , 应 能 使 搞 研究 
工作 的 任 一 新 手 鼓 起 勇气 . 

为 了 使 本 书 能 包罗 所 涉及 的 这 个 大 范围 ,我 曾经 试 着 选择 最 
可 靠 的 原始 资料 . 对 于 微 积分 以 前 的 时 期 , 像 T. L. Heath 的 《和 希 
腊 数 学 史 》(A History of Greek Mathematics) A 9| B A W BA 
手 的 资料 ,可 是 我 并 未 只 依靠 这 样 的 一 个 来 源 . 对 于 以 后 时 期 中 的 
数学 发 展 ,通常 都 能 直接 查阅 原 论文 ;这 些 都 幸而 可 以 从 期 刊 或 杰 
出 的 数学 家 的 全 集中 找到 . 对 研究 工作 的 大 量 报道 和 概述 也 帮助 
了 我 ,其 中 一 些 实际 上 也 就 在 全 集 里 . 对 于 所 有 的 重要 结果 ,我 都 
试 着 给 出 出 处 .但 并 没有 对 于 所 有 的 断言 都 这 么 做 ;否则 将 会 使 引 
证 泛 漆 ,浪费 篇 幅 , 而 这 些 篇 幅 还 不 如 用 来 充实 报道 . 

每 章 中 的 参考 书目 指出 资料 来 源 . 如 果 读 者 有 兴趣 ,他 能 从 这 
些 来 源 得 到 比 本 书 中 所 说 的 更 多 的 报道 .这 些 书目 中 还 包括 许多 
不 应 而 且 没 有 作为 来 源 的 文献 .把 它们 列 在 书目 中 ,是 因为 它们 供 
给 额外 的 报道 ,或 者 表达 的 水 平 可 以 对 一 些 读 者 更 有 帮助 ,或 者 它 
们 比 原始 资料 更 易于 找到 . 

在 此 ,我 想 对 我 的 同事 Martin Burrow, Bruce Chandler, 
Martin Davis, Donald Ludwig, Wilhelm Magnus, Carlos 
Moreno, Harold N. Shapiro 和 Marvin Tretkoff 表示 谢意 ,感谢 
他 们 回答 了 大 量 的 问题 ,阅读 了 本 书 的 许多 章节 ,提出 了 许多 宝贵 
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的 批评 意见 . 我 特别 感激 我 的 妻子 Helen, 她 以 批评 的 眼光 编辑 我 
的 手稿 ,广泛 地 核对 人 名 、 日 期 和 出 处 ,而 且 极 仔细 地 阅读 尚未 分 
成 页 的 校 样 并 给 它们 编 上 页 码 .Eleanore M. Gross 夫人 做 了 大 量 
的 打字 工作 ,对 我 是 一 个 极 大 的 帮助 .我 想 对 牛津 大 学 出 版 社 的 纺 
辑 部 表示 感激 ,感谢 他 们 细心 地 印刷 了 本 书 . 


Morris Kline 
414) 1972 465 B 
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美 索 不 达 米 亚 的 数学 


逻辑 可 以 等 待 ,因为 它 是 永恒 的 . 


Oliver Heaviside 


1. 数学 是 在 哪里 开始 出 现 的 

数学 作为 一 门 有 组 织 的 ,独立 的 和 理性 的 学 科 来 说 ,在 公元 前 
600 到 前 300 年 之 间 的 古典 希腊 学 者 登场 之 前 是 不 存在 的 . 但 在 
更 早期 的 一 些 古 代 文明 社会 中 已 产生 了 数学 的 开端 和 荫 芽 . 在 这 
些 原始 文明 社会 中 ,有 好 些 社会 只 能 分 辨 一 .二 和 许多 ,并 没有 更 
多 的 数学 知识 ;有 些 则 知道 并 且 能 够 运算 大 的 整数 . 还 有 一 些 能 名 
把 数 作为 抽象 概念 来 认识 ,并 采用 特殊 的 字 来 代表 个 别 的 数 ,引入 
数 的 记号 ,甚至 采用 十 、 二 十 或 五 作为 基底 来 表示 较 大 的 数量 . 也 
可 以 发 现 他 们 知道 四 则 运算 ,不 过 仅 限于 小 的 数 ,并且 具有 分 数 的 
A ALAR ES. LEA MARAE Se 9. 此 外 ,古人 也 
认识 到 最 简单 的 几何 概念 如 直线 、 加 和 角 . 也 许 值得 一 提 的 是 , 角 
的 概念 想必 是 从 观察 到 人 的 大 小 腿 ( 股 ) 或 上 下 营 之 间 形 成 的 角 而 
产生 的 ,因为 在 大 多 数 语言 中 , 角 的 边 常 是 用 股 或 车 的 字 来 代表 
的 . 例如 在 英文 中 ,直角 三 角形 的 两 边 叫 两 细 . (在 汉文 中 直角 三 角 
形 的 一 条 直角 边 也 叫 股 . 一 译 者 ) 在 这 些 原始 文明 中 ,数学 的 应 
用 只 限于 简单 交易 ,田地 面积 的 粗略 计算 ,陶器 上 的 几何 图 案 , 织 
在 布 上 的 花 格 和 记 时 等 方面 

在 公元 前 3000 年 左右 巴比伦 和 埃及 的 数学 出 现 以 前 ,人 类 在 
数学 上 没有 取得 更 多 的 进展 . 由 于 原始 人 早 在 公元 前 一 万 年 就 开 
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始 定居 在 一 个 地 区 ,建立 家 园 , 靠 农 牧 业 生活 ,可见 最 初等 的 数学 
迈 出 头 几 步 是 多 么 费时 ;更 由 于 许 许多 多 古代 文明 社会 竟然 没有 
什么 数学 可 言 ,足见 能 培育 出 这 门 科学 的 文明 是 多 么 稀少 . 


2. 美 索 不 达 米 亚 的 政治 史 

在 上 述 两 个 古代 文明 社会 中 ,巴比伦 人 是 首先 对 数学 主流 作 
出 贡献 的 . 由 于 我 们 对 近东 的 特别 是 对 巴比伦 古代 文明 的 知识 ,大 
部 分 来 自 近 百年 来 考古 研究 的 结果 ,所 以 这 一 知识 是 不 完整 的 ,而 
且 会 因 以 后 的 新 发 现 而 必须 加 以 改正 . “巴比伦 入 ”这 个 名 词 包括 
好 些 同时 或 先后 居住 在 底格里斯 (Tigris) 和 幼发拉底 (Euphrates) 
两 河 之 间 及 其 流域 上 的 一 些 民 族 . 这 块 地 方 古代 叫 美 索 不 达 米 亚 
(Mesopotamia), 是 今日 伊拉克 的 一 部 分 . 这 些 民族 居住 在 独立 的 
城 邑 如 巴比伦 (Babylon), 乌 尔 (Ur), 尼 普尔 (Nippur), 苏 萨 
(Susa), 阿 塞 尔 (Assur), 乌 鲁 克 (Uruk), 拉 格 什 (Lagash), 启 什 
(Kish). 公元 前 4000 年 左右 , 同 办 族 及 印度 -日 耳 曼 族 不 同 种 族 
的 苏 美 尔 人 (Sumerians) 在 美 索 不 达 米 亚 的 部 分 地 区 定居 了 下 来 . 
他 们 的 首都 是 乌 尔 ,他 们 所 控制 的 地 区 叫 苏 美 尔 . 虽然 他 们 的 文化 
在 公元 前 2250 年 达到 最 高 点 ,但 甚至 在 更 早 的 时 候 ,公元 前 2500 
年 左右 , 苏 美 尔 人 就 受 阿 卡 得 人 (Akkadians) 的 政治 控制 . 这 阿 卡 
德 人 是 内 族 ,他 们 的 主要 城市 是 阿 卡 得 ,当时 的 统治 者 是 Sargon. 
于 是 苏 美 尔 文化 就 被 阿 卡 得 文化 所 淹没 了 . 在 Hammurabi 王 ( 公 
元 前 1700 年 左右 ) 统 治 期 间 , 文 化 得 到 高 度 发 展 . 这 位 君王 也 以 制 
定 一 部 著名 法 典 而 垂 名 后 世 . 

公元 前 1000 年 左右 ,民族 迁徙 和 铁器 的 使 用 产生 了 进一步 的 
变革 . 其 后 到 公元 前 8 世纪 ,这 地 区 为 原 住 在 底格里斯 河上 游 的 亚 
述 人 (Assyrians) 所 统治 . 据 今 日 所 知 , 亚 述 人 对 文化 没有 什么 新 
贡献 . 一 个 世纪 之 后 , 亚 述 帝国 为 迎 勒 底 人 (Chaldeans) 和 和 米 提 亚 
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人 (Medes) 所 割据 ,而 米 提 亚 人 则 与 更 往 东 的 波斯 人 种 族 接 近 . R 
索 不 达 米 亚 史 上 的 这 段 时 期 (公元 前 7 世纪 ?通常 称 为 迎 勒 底 时 
期 . 公元 前 540 年 左右 ,近东 地 区 为 居 鲁 士 (Cyrus) 统 治 下 的 波斯 
人 所 征服 . 波斯 数学 家 如 Nabu-rimanni( 公 元 前 490 年 左右 ) 和 
Kidinu( 公 元 前 480 年 左右 ) 开 始 为 希腊 人 所 知悉 . 

公元 前 330 年 ,希腊 军事 领袖 Alexander the Great 征服 了 美 
索 不 达 米 亚 . 从 公元 前 330 年 迄 基 督 诞生 这 一 段 历 史 时 期 世 称 为 
塞 琉 西 时 期 (Seleucid period) ,这 是 从 公元 前 323 年 Alexander 5E 
后 统治 该 地 区 的 希腊 将 领 Seleucus 得 名 的 . 但 其 时 希腊 数学 之 花 
已 盛开 ,所 以 自 Alexander 迄 公元 7 世纪 阿拉 伯 人 到 来 这 一 段 时 
期 内 ,希腊 人 的 影响 遍及 近东 .巴比伦 人 所 创造 的 数学 大 部 分 出 现 
在 塞 琉 西 时 期 以 前 . 

尽管 美 索 不 达 米 亚 地 区 的 统治 者 变动 频繁 ,但 数学 的 知识 、 
传统 和 使 用 , 从 古代 起 至 少 一 直到 Alexander HK, 始终 连 编 
不 断 . 


3. 数 的 记号 

我 们 对 巴比伦 文明 和 数学 的 知识 ,无论 是 其 古代 的 或 较 近 期 
的 ,都 得 自 其 泥 版 的 文书 . 这 些 泥 版 是 在 胶泥 尚 软 时 刻 上 字 然 后 晒 
干 的 , 因而 那些 未 被 毁坏 的 就 能 完整 保存 下 来 . 这 些 泥 版 的 制作 大 
抵 在 两 段 时 期 ,有 些 是 公元 前 2000 年 左右 的 ,而 大 部 分 是 公元 前 
600 年 到 公元 300 ERKI. 较 早 的 泥 版 对 数学 史 来 说 重要 性 更 
KË. 

较 早 期 泥 版 上 刻 的 是 阿 卡 得 文字 ,这 是 附加 到 较 早 的 苏 美 尔 
文字 上 的 一 种 文字 . 阿 卡 得 语 中 的 字 含 有 一 个 或 多 个 音节 ;每 个 音 
节 则 用 一 批 基本 上 是 线条 形式 的 记号 表示 . 阿 卡 得 人 用 一 种 断面 
呈 三 角形 的 笔 斜 刻 泥 版 ,在 版 上 按 不 同方 向 刻 出 枢 形 刻 痕 . 因此 这 
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种 文字 就 叫 攀 形 文字 . 模 形 文字 的 英文 字 cuneiform 就 是 从 拉丁 
X cuneus 而 来 的 ,而 cuneus 的 原意 就 是 “ 模 " 或 尖 臂 . 
巴比伦 文化 中 发 展 程度 最 高 的 算术 是 阿 卡 得 人 的 算术 . 他 们 
的 整数 写法 如 下 : 
7 7 
4 7 


1 2 3 5 6 


Wel m < 7 2 《KK<< 


10 11 12 20 30 40 50 


Y K K YY YK 
60 70 80 120 130 
巴比伦 数 系 的 突出 之 点 是 以 60 为 基底 并 采用 进位 记号 . 

起 初 巴比伦 人 没有 用 什么 记号 来 表示 某 一 位 上 没有 数 ,因此 
他 们 写 的 数 是 意义 不 定 的 . 例如 人 可 以 表示 80 或 3 620, 这 要 取 
决 于 头 一 个 记号 是 表示 60 还 是 3 600. 他 们 往往 空 出 一 些 地 方 来 
表明 哪 一 位 上 没有 数 , 但 这 当然 还 会 引起 误解 的 . 在 塞 琉 西 时 期 他 
们 引入 了 一 种 特别 的 分 开 记号 来 表示 哪 一 位 上 没有 数 . HOTA 
= 1. 607 +0 . 60 +4 = 3604. 但 即使 在 这 段 时 期 也 还 未 采用 一 
个 记号 来 表明 最 右 端的 一 位 上 没有 数 ,如 同 我 们 今日 所 记 的 20 那 
样 . 在 这 两 段 时 期 ,人 们 都 得 依靠 文件 的 内 容 , 才 能 定 出 整个 数字 
的 确切 数值. 


巴比伦 信也 用 进位 记 法 来 表示 分 数 . 例如 , X oo toin 


时 ,可 以 表示 20/60, 而 改作 为 分 数 来 记 ,可 表示 21/60 或 
20/60 + 1/607. 所 以 他 们 数字 系统 的 混淆 不 清 比 上 面 所 指出 的 还 
Bins. 


少数 几 个 分 数 有 其 特定 记号 . Ol MEAT La BIE = 4, 
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AY= 2, = 2. seeps, VL MESA 
在 量 的 度量 意义 上 是 作为 “整体 "看 待 的 ,而 不 是 一 的 几 分 之 几 , 虽 
则 它们 是 从 量 的 度量 ( 同 另 一 量 相 比 有 这 相应 关系 ) 所 得 出 的 结 


果 . 例如 把 一 角 钱 与 元 对 比 时 我 们 可 以 把 1 角 钱 写成 七, 但 又 把 


这 而 本 身 看 成 是 一 个 单位 . 

实际 上 巴比伦 人 并 不 到 处 都 用 60 进 制 . 有 时 他 们 把 年 数 写成 
2me25 ,这 里 me 代表 百 ,用 我 们 的 记号 这 就 是 225. 他 们 也 用 imu 
代表 1 000, 这 一 般 用 在 非 数学 的 文件 上 ,然而 也 出 现在 塞 琉 西 时 
代 的 数学 文件 上 . 有 时 10 和 60 进位 是 混用 的 . 如 2me1,10, 这 表 
示 2X 100 十 1 X60 十 10 == 270. 他 们 以 60, 24, 12, 10, 6, 2 TR. 
合 进位 制 写 出 的 数 ,表示 日 期 面积. 重量、 钱币 ,正如 我 们 今日 的 
钟点 数 用 12 进位 ,分 . 秒 数 用 60 进位 ,英寸 数 用 12 进位 而 普通 计 
数 则 用 10 进位 一 样 .巴比伦 人 的 数 制 也 像 今日 所 用 的 一 样 ,是 由 
许多 历史 条 件 和 地 区 习惯 形成 的 混合 数 制 . 不 过 在 数学 和 天 文 上 ， 
他 们 则 是 一 贯 用 60 进 制 的 ， 

我 们 不 能 明确 地 知道 基底 60 是 怎么 来 的 . 这 也 许 是 由 于 他 们 
采用 一 -系列 重量 单位 制 的 结果 . 假如 我 们 有 一 个 重量 单位 制 , 其 名 
单位 所 含 重量 之 比 为 


1/2, 1/3, 2/3, 1, 10. 

又 假如 另外 还 有 一 种 重量 单位 制 ,其 单位 不 同 但 重量 值 之 比 相同 ， 
而 政治 或 社会 力量 要 求 把 这 两 种 衡 制 合并 起 来 .( 例 如 我 们 有 米 和 
BY. ) 如 果 较 大 的 单位 是 较 小 单位 的 60 倍 ,那么 较 大 单位 的 1/2， 
1/3 和 2/3 将 是 较 小 单位 的 整 倍 数 . 因而 为 了 使 用 方便 就 采纳 较 
大 的 单位 . 

关于 进位 记 数 法 的 来 源 有 两 种 可 能 的 解释 .在 较 早 的 记 数 
法 中 ,他 们 用 较 大 的 了 代表 1 乘 60 而 以 较 小 的 这 种 记号 代表 1. 
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在 写法 简化 以 后 ,? 的 外 形 减 小 了 但 仍 放 在 代表 60 的 那个 位 置 
上 ,因而 所 在 的 位 置 就 变 成 代表 60 的 倍数 记号 . 男 一 种 可 能 包 
解释 来 自 币 制 . 他 们 可 能 把 ltalent( 古 币 单 位 ) 和 10mana 写作 
K ,这 里 了 表示 1talent, 它 等 于 60mana. 正如 我 们 所 写 $1. 20 中 
的 1 代表 100 分 那样 .于 是 记 钱 数 的 写法 就 采用 到 一 般 算 术 上 
来 了 . 


4. 算术 运算 

在 巴比伦 记 数 制 中 ,代表 1 和 10 的 记号 是 基本 记号 .从 1 到 
59 这 些 数 都 是 用 几 个 或 者 更 多 一 些 基 本 记号 结合 而 成 的 . 因此 这 
种 数 的 加 减法 就 不 过 是 加 上 或 去 掉 这 种 记号 就 是 了 . 巴比伦 人 把 


数字 合 在 一 起 用 来 表示 相 加 ,例如 忒 必 表 示 16. 减法 用 记号 


表示 . ip Yin 40— 3. 在 较 晚 期 的 天 文 文件 中 则 出 现 vab 这 个 
字 , 它 表示 加 法 . 
们 也 做 整数 的 乘法 . 比方 说 , 乘 以 37, 他 们 的 做 法 是 乘 以 30， 
另外 再 乘 以 7, 然后 把 结果 相 加 . 乘法 记号 是 由 PT ate a-ra, 8 
巴比伦 人 也 做 整数 除 以 整数 的 运算 . 由 于 除 以 一 个 整数 a 就 
是 乘 以 倒数 一 ,这 就 幸 涉 到 分 数 的 运算 .巴比伦 人 把 倒数 化 成 60 
进 制 的 “小 数 ", 而 除了 上 面 指 出 的 几 个 分 数 以 外 ,不 用 分 数 的 特殊 
记号 . 他 们 有 数字 表 ,可 以 查 出 Va 形式 的 数 (其 中 a = 235) fe 
样 写成 有 限 位 的 60 进 制 “小 数 ”. 有 些 数 表 给 出 1/7，1/11,，1/13 
等 的 近似 值 ,因为 这 些 分 数 所 化 成 的 60 进 制 小 数 是 无 限 循环 的 ， 
在 一 些 老 问题 里 所 出 现 的 分 数 中 ,如 果 分 母 里 含有 2, 3 或 5 之 外 
的 因子 ,分 子 里 也 有 这 种 因子 , 那 就 彼此 约 掉 . 
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巴 比 化 人 完全 靠 倒 数 表 来 作 计算 . 例如 ,他 们 的 表 中 有 : 


igi 2gál -b130 igi8gál -biT , 30 

igi 3gál -bi20 igi9gál -b:6, 40 
wt4gal-bil5 si... 

igt 6 gal -bil0 igi 27 gal -bi2, 13, 20 


这 些 显然 表示 1/2 = 30/60, 1/3 = 20/60 等 等 . BF igi 和 gal -bi 
的 确切 意义 则 不 知道 . 60 进 制 分 数 ( 即 小 于 1 的 数 ) 用 60 RA 60, 
60^ SER EZ; RS ,不 过 分 母 并 未 明确 写 出 . 这 种 写法 仍 为 希腊 人 
Hipparchus 和 Ptolemy 所 采用 ,并 且 一 直 沿 用 到 16 世纪 文艺 复兴 时 
的 欧洲 ,这 之 后 才 被 以 10 为 底 的 10 进 制 小 数 所 代替 

巴比伦 信也 有 表示 平方 .平方 根 、 立 方 和 立方 根 的 数 表 . 当 方 
根 是 整数 时 ,给 出 的 是 准确 值 . 对 于 其 他 的 方 根 ,相应 的 60 进 制 数 
值 只 是 近似 的 . 无 理 数 当然 是 不 能 用 有 限 位 的 10 进 制 或 60 进 制 
小 数 来 表示 的 . 不 过 ,没有 事实 可 以 证 明 巴 比 伦 人 懂得 这 一 点 . 他 
们 很 可 能 相信 ,只 要 用 足够 多 的 位 数 ,就 可 用 60 进 制 小 数 准确 表 
达 无 理 数 . 巴比伦 人 给 出 的 V2 的 近似 值 是 V2 = 1.414 213… 而 不 
是 1.414 214… 

在 他 们 计算 高 h 宽 w 的 矩形 对 角 线 d 时 出 现 平方 根 . 有 一 个 
问题 是 求 给 定 宽 和 高 的 一 扇 门 的 对 角 线 . 给 出 的 解答 并 未 说 明 是 
怎么 求 得 的 ,但 相当 于 用 了 求 对 角 线 4 的 近似 公式 , 即 

d ~ hm. 
RARE h > w 时 是 4 的 很 好 的 近似 式 , 例 如 在 他 们 的 一 个 问题 
中 有 角 之 w 的 情形 ,可 以 看 出 这 解答 是 合理 的 ,因为 


4 -/ Eu = AE =A(1+ 8)", 
如 果 把 二 项 式 展 开 并 只 取 头 两 项 , 那 就 得 出 上 面 的 近似 式 . 他 们 还 
给 出 了 求 平方 根 问题 的 其 他 近似 解答 ,这 些 可 能 是 用 了 巴比伦 人 
数字 表 中 的 数 而 得 出 的 . 
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5. 巴比伦 的 代数 

从 载 有 数字 表 的 文件 中 , 可 以 获得 巴比伦 人 的 数 系 和 数字 运 
算 方 面 的 许多 知识 . 还 有 一 些 文件 与 此 不 同 ,它们 是 处 理 代 数 与 几 
何 问题 的 . 早期 巴比伦 代数 的 一 个 基本 问题 ,是 求 出 一 个 数 ,使 它 
与 它 的 倒数 之 和 等 于 已 给 数 . 用 现代 的 记号 来 说 , 即 巴比伦 人 要 求 


出 这 样 的 z 与 工 , 使 
ax=l,zat+z=b. 


从 这 两 个 方程 得 出 z ARAE, x! — bx 1 0. 他 们 作 


) ;再 作出 A/ ( 划一 , 然后 得 出 解答 ， 
zG)— 及 $-J()- 


这 就 是 说 巴比伦 人 实际 上 知道 二 次 方程 根 的 公式 . 有 些 别 的 问题 ， 
如 给 定 两 数 之 和 与 两 数 之 积 而 求 出 这 两 数 , 也 可 化 为 上 述 问题 . 由 
于 巴比伦 入 不 用 负数 , 故 二 次 方程 的 负 根 是 略 而 不 提 的 . 虽然 他 们 
只 给 出 具体 例题 ,但 好 些 问题 是 打算 说 明 二 次 方程 的 一 般 解 法 的 ， 
他 们 用 变量 置换 把 更 为 复杂 的 代数 问题 化 成 较 简 单 的 问题 . 

巴比伦 人 能 解 出 含 五 个 未 知 量 的 五 个 方程 这 类 个 别 的 问题 . 
在 校正 天 文 观 测 数据 而 引起 的 一 个 问题 中 ,包括 含 十 个 未 知 量 的 
十 个 (大 多 数 是 线性 的 ) 方 程 . 他 们 用 一 种 特殊 的 方法 结合 各 个 方 
ie ,最 后 算出 了 所 有 未 知 量 . 

他 们 的 代数 方程 是 用 语文 叙述 并 用 语文 来 解 出 的 . 他 们 常用 
us (4&) ,sag (3E) fH a5a( 面 积 ) 这 些 字 来 代表 未 知 量 ,并 不 一 定 因 
为 所 求 未 知 量 确实 是 这 些 几 何 量 ,而 可 能 是 由 于 许多 代数 问题 来 
自 几 何方 面 , 因 而 用 几何 术语 成 了 标准 做 法 . 我 们 举 下 面 一 个 例 
子 , 来 说 明 他 们 是 怎样 用 这 些 术语 表示 未 知 量 和 陈述 问题 的 :我 
把 长 乘 宽 得 面积 10. 我 把 长 自 乘 得 面积 ,我 把 长 大 于 宽 的 量 自 乘 ， 
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再 把 这 个 结果 乘 以 9. 这 个 面积 等 于 长 自 乘 所 得 的 面积 . 问 长 和 帘 
是 多 少 ?很 明显 ,这 里 的 文字 长 . 宽 和 面积 ,只 不 过 是 分 别 代表 两 
个 未 知 量 及 其 乘积 的 方便 说 法 中 . 

这 问题 现今 的 写法 是 

xy — 10, 
9(r—y)-zx. 

附带 说 明 一 下 ,求解 时 得 出 z 的 一 个 四 次 方程 ,但 其 中 缺少 zx 和 
x? 项 ,因而 可 作为 xz? 的 二 次 方程 来 解 出 . 

他 们 也 搞 需 要 求 三 次 根 的 问题 . 其 中 一 个 问题 若 用 现今 的 记 
号 来 写 是 这 样 的 : 

12z = z, y= z, zyz =V, 

这 里 V 是 个 给 定 的 体积 . 求 这 里 的 xz 时 必须 算 立 方 根 . 巴比伦 人 
用 上 述 的 立方 根 数字 表 来 算 这 个 根 . 他 们 也 计算 复 利 问题 ,其 中 需 
要 求 出 一 个 未 知 的 指数 函数 值 . 

巴比伦 人 有 时 也 用 记号 表示 未 知 量 ,但 这 种 记 法 只 是 偶尔 用 之 . 
在 有 些 问 题 里 ,他们 用 两 个 苏 美 尔 文字 ( 字 尾 变形 有 点 受 阿 卡 得 文 的 
影响 ) 表 示 两 个 互 为 倒数 的 未 知 量 . 又 因 这 两 个 文字 在 古 苏 美 尔 文 里 
是 用 象形 记号 的 ,而 这 两 个 象形 记号 当时 已 不 流行 ,所 以 结果 就 等 于 
用 两 个 特殊 记号 来 表示 未 知 量 . 他 们 反复 运用 这 些 记号 ,因而 虽 不 懂 
得 这 两 个 记号 在 阿 卡 得 文 里 的 读 法 ,我 们 也 可 以 认 出 它们 来 . 

他 们 解 代 数 问题 时 只 指出 求解 的 步骤 . 例如 , 10 平方 得 100; 
从 1000 减 去 100 得 900; 等 等 . 由 于 他 们 并 不 说 明 每 步 做 法 的 理 
由 ,所 以 只 能 推 想 他 们 是 怎么 知道 这 种 做 法 的 . 

他 们 在 具体 问题 里 算出 了 算术 数列 和 几何 数列 之 和 ;对 于 后 
者 ,用 我 们 的 记号 是 : 


(D f£ van der Waerden —# pp. 65—73 中 可 找到 许多 代数 问题 的 例子 . 请 参看 
本 章 末 的 文献 . 
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1 二 2 十 4 十 … 十 2 一 2 十 (2 一 1) -2*—1. 
他 们 也 给 出 了 从 1 到 10 的 整数 平方 和 ,好 像 是 应 用 了 下 列 公 式 似 
HJ: 
2 2 2 1 2 
PEt = (1x5 tnax E) H23 +n). 


在 处 理 这 方面 的 特殊 问题 时 ,他 们 没有 给 出 推导 . 

巴比伦 代数 中 也 含有 一 些 数论 . 他 们 求 出 了 好 几 批 Pythago- 
ras 三 元 数组 ,并 且 很 可 能 是 用 正确 方法 得 出 的 ; 即 , 若 z = pp 一 
q,y-—2pq,zx-— p +E, M x 4 y! = x. 他们 还 求 出 了 十 > 
= 22° 的 整数 解 . 


6. 巴比伦 的 几何 

几何 在 巴比伦 人 的 心目 中 是 不 重要 的 . 几何 并 不 是 他 们 一 门 
独立 的 学 科 . 关于 划分 土地 或 计算 某 项 工程 所 需 砖 数 之 类 的 问题 
很 易于 化 为 代数 问题 . 面积 和 体积 的 一 些 算法 是 按 固 定 法 则 或 公 
式 给 出 的 . 不 过 ,那些 说 明 几何 问题 的 图 画 得 很 粗 ,所 用 的 公式 也 
可 能 不 正确 . 例如 ,在 巴比伦 人 计算 面积 的 问题 里 ,我 们 分 不 清 其 
中 的 三 角形 是 否 为 直角 三 角形 ,也 不 知 其 四 边 形 是 否 为 正方 形 , 因 
而 不 知 其 对 有 关 图 形 所 用 的 公式 是 否 正确 . 不 过 ,Pythagoras 定理 
中 的 关系 ,三 角形 的 相似 以 及 相似 三 角形 对 应 边 成 比例 的 关系 他 


们 是 知道 的 ,他 们 似 用 A = £5 (其 中 c 表 圆周 长 ) 这 个 法 则 得 出 加 
面积 . 在 这 个 法 则 里 ,他们 等 于 用 RET r. 不 过 ,在 他 们 给 出 正 
六 边 形 及 其 外 接 圆周 长 之 比 时 ,其 中 的 结果 说 明 他 们 用 3 诗作 为 


r 值 .在 计算 一 些 特定 物理 问题 时 ,他们 算出 了 一 些 体 积 ,有 些 算 
对 了 ,有 些 算 得 不 对 . 
除了 计算 一 个 给 定 的 等 腰 三 角形 的 外 接 圆 半 径 之 类 这 一 些 特 
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殊 的 实际 知识 外 ,巴比伦 人 的 几何 的 内 容 只 是 收集 了 一 些 计 算 简 
单 平面 图 形 面积 和 简单 立体 体积 的 法 则 ,而 平面 图 形 中 则 包括 正 
多 边 形 . 他 们 并 不 专 为 几何 而 研究 几何 ,总 是 在 解决 实际 问题 时 才 
去 摘 几 何 的 . 


7. 巴比伦 人 对 于 数学 的 使 用 

尽管 巴比伦 人 的 数学 知识 有 限 ,但 数学 在 他 们 生活 的 许多 方 
面 都 起 作用 .巴比伦 位 于 古代 贸易 通道 上 ,他 们 商业 活动 范围 很 
广 .巴比伦 入 用 他 们 的 算术 和 简单 代数 知识 来 表示 长 度 和 重量 ,来 
部 换钱 币 和 交换 商品 ,来 计算 单 利和 复 利 ,来 计算 税额 ,来 给 农民 、 
教会 和 国家 之 间 分 配 收获 的 粮食 . 划分 土地 和 遗产 的 问题 引出 代 
数 问题 . 牵涉 到 数学 的 大 多 数 模 形 文字 著作 (除了 数字 表 和 解 题 的 
文件 之 外 ) 都 是 关于 经 济 问题 的 . 在 他 们 的 早期 历史 中 ,经 济 对 算 
术 发 展 的 影响 是 对 庸 置疑 的 . 

挖 运河 , 修 堤 坝 以 及 搞 其 他 水 利 工程 都 需要 用 到 计算 . 关于 
砖 的 需 用 晤 问题 就 引起 许多 数字 计算 和 几何 问题 . 他 们 需要 计 
算 谷 仓 和 房屋 的 容积 以 及 田地 的 面积 . 巴比伦 数学 和 实际 问题 
之 间 的 紧密 联系 可 从 下 例 看 出 :要 挖 一 条 运河 ,其 横断 面 为 给 定 
的 梯形 ,其 长 A . 深 是 已 知 的 . 每 人 每 天 的 挖 土 景 是 已 知 的 , 控 
土 人 数 和 他 们 的 工作 日 数 之 和 也 是 已 知 的 . 问题 是 要 算出 人 数 
和 工作 日 数 . 

由 于 从 希腊 时 代 起 数学 和 天 文学 之 间 的 关系 就 非常 重要 ,所 
以 我 们 这 里 要 指出 巴比伦 人 在 天 文学 方面 有 哪些 知识 并 做 了 些 什 
么 工作 . 苏 美 尔 人 的 天 文 知识 如 何 我 们 一 无 所 知 ,而 阿 卡 得 时 代 的 
天 文 知 识 是 粗糙 的 并 缺乏 数量 关系 ;在 出 现 值得 一 提 的 天 文学 之 
前 ,数学 先 有 了 发 展 .在 亚 述 时 代 ( 公 元 前 700 年 左右 ) 的 天 文学 中 
开始 有 了 对 现象 的 数学 描述 ,并 有 系统 地 记录 观测 数据 .在 公元 
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前 的 最 末 三 个 世纪 里 ,数学 的 应 用 多 了 起 来 ,特别 是 用 于 计算 月 
球 和 行星 的 运动 . 天 文学 方面 的 文件 大 多 产生 在 这 个 塞 琉 西 时 
期 . 这 种 文件 有 两 类 ,一 类 是 程式 文书 ,一 类 是 天 文 历 书 , 即 给 出 
天 体 在 不 同时 期 所 处 位 置 的 书 表 . 程式 文书 是 说 明 怎 样 计 算 天 
文 历 书 的 . 

从 他 们 对 月 日 观察 数据 所 作 的 算术 ,可 以 看 出 巴比伦 人 计算 
了 相继 数据 之 间 的 一 次 和 二 次 差分 ,观察 到 了 一 次 或 二 次 差分 等 
于 常数 时 的 情况 ,并 对 数据 作 了 外 插 与 内 播 . 他 们 算法 的 程式 等 于 
利用 了 这 一 事实 :所 观测 的 数据 可 用 多 项 式 函 数 来 拟 合 ,这 样 使 他 
们 能 预测 各 行星 在 每 一 天 的 位 置 . 他 们 颇 为 准确 地 知道 一 些 行星 
的 运动 周期 ,并 利用 亏 蚀 现象 来 作为 计算 的 基础 . 但 在 巴比伦 人 的 
天 文学 里 ,并 没有 对 行星 运动 或 月 球 运动 给 出 几何 概 型 . 

塞 琉 西 时 期 的 巴比伦 人 已 对 太阳 和 月 球 的 运动 记录 了 很 多 的 
数据 ,其 中 给 出 变动 的 速度 和 位 置 . 这 些 数 据 表 里 还 列 有 (或 者 易 
于 从 中 推算 出 ) 太 阳 和 月 球 的 特定 位 置 和 亏 蚀 时 间 . 他 们 的 天 文学 
家 能 把 新 月 和 亏 蚀 出 现 的 时 间 算 准 到 几 分 钟 之 内 . 从 他 们 的 数据 
说 明 他 们 知道 太阳 年 或 回归 年 (季节 年 ) 等 于 12 十 22/60 十 8/60? 
个 月 (从 新 月 出 现 到 下 次 新 月 出 现 为 一 月 ) ,并 把 恒星 年 (太阳 相对 


于 恒星 的 位 置 复原 所 需 之 时 ) 准 确 算 到 4 分 . 


黄道 带 里 相应 于 十 二 富 的 星座 是 他 们 早 就 知道 的 ,但 黄道 带 
的 名 称 是 在 公元 前 419 年 的 一 项 文件 中 才 首 次 出 现 的 . 黄道 带 每 
宫 占 30. 天 上 行星 的 位 置 以 恒星 为 依据 来 确定 ,也 用 其 在 黄道 带 
中 的 位 置 来 确定 . 

天 文学 有 许多 用 处 . 其 一 是 要 用 它 来 算出 历 书 ,这 是 由 太阳 、 
月 球 和 人 恒星 的 位 置 推定 的 .年 .月 .日 这 些 天 文 上 的 数量 要 准确 算 
出 ,才能 知道 播种 日 和 宗教 节日 . 部 分 地 由 于 日 历 同 宗教 节日 和 宗 
教 仪式 的 关系 ,部 分 由 于 他 们 认为 天 体 都 是 神 ,所 以 在 巴比伦 由 祭 
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司 掌管 日 历 . 

他 们 的 日 历 是 阴历 .每 月 是 在 月 球 全 黑 ( 我 们 今日 所 谓 的 新 
1 ) 后 首次 出 现 蛾 居 月 时 开始 的 . 日 子 从 首次 出 现 蛾 启 月 的 那天 晚 
上 开始 算 起 ,并 把 从 日 落 到 第 二 次 的 日 落 之 间 的 时 间作 为 一 天 . 阴 
历 是 难 办 的 ,因为 虽然 使 一 个 月 有 整数 的 日 子 是 件 方便 的 事 ,但 根 


据 太 阳 月 球 接连 有 同样 本 
来 算 的 阴历 
AA 29 天 和 
明 历 符合 季 


F 


对 位 置 ( 即 从 新 月 到 新 
分 ,有 的 是 29 天 ,有 的 是 30 X. 这 就 出 现 该 定 哪些 
哪些 月 为 30 天 的 问题 . 更 重要 的 一 个 问题 是 怎样 使 
节 . 这 问题 的 解答 很 复杂 , 因 它 要 取决 于 月 球 和 太阳 的 
运行 路 径 和 它们 的 速度 . 阴历 里 还 择 进 了 额外 的 月 份 ,使 


] ) 之 间 相 隔日 数 


得 在 19 


年 里 这 样 插 进 了 7 个 月 之 后 ,才能 让 阴历 约 摸 符合 太阳 年 . 这 样 


235 个 阴历 月 份 等 于 19 个 太阳 年 . 他 们 逐年 算出 了 夏至 的 


然后 取 相 等 


时 间 ， 


的 分 段 , 定 出 冬至 和 春分 、 秋 分 的 时 间 , 这 种 历法 为 狂 


AA .希腊 入 所 沿用 ,罗马 人 起 初 也 沿用 ,直到 公元 前 45 年 他 们 采 


FA Julian 历法 时 为 止 ， 
把 圆 分 为 3 


60 度 是 巴比伦 天 文学 家 在 公元 前 最 末 一 个 世纪 里 


首创 的 . 这 跟 他 们 早先 用 60 


纪 ) 也 沿用 巴比伦 人 的 这 种 分 法 . 
与 天 文学 密切 相关 的 是 


文明 社会 中 的 人 一 样 ,认为 天 体 都 是 神 ,因而 认为 它 作 


败 基 底 一 事 不 村 


HT ;不 过 eo 却 用 来 作 
为 把 度 分 成 分 和 把 分 分 成 秒 的 底数 . 天 文学 家 Ptolemy( 公 元 2 世 


占星 术 . 巴比伦 人 也 像 其 他 许多 古代 


主宰 入 间 的 事 . 如 果 我 们 想 想 太阳 的 重要 拆 


对 植物 生长 的 影响 ， 


中 的 日 常事 务 . 


AUT) sr zh rp xiu 


古代 社会 中 伪 科 学 性 的 预 卜 并 非 都 
有 神秘 特性 并 可 用 之 于 预 卜 未 来 . 我 们 可 在 但 以 理 书 及 新 下 
巴比伦 人 预 卜 未 来 的 做 法 , 希 伯 


zx ób EZ 
EX A 


HRX. 他 们 认为 数 本 身 


] 能 影响 甚至 


FE: 它 给 我 们 以 光 和 热 ， 
日 蚀 时 所 引起 的 恐惧 ,以 及 动物 交配 的 季节 性 
现象 , 那 就 很 可 以 理解 ,为 什么 十 人 相信 天 体 甚 


响 人 的 一 生 


约 先 


来 人 的 “科学 " 测 
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字 术 (gematria)( 希 伯 来 传统 神秘 主义 的 一 种 形式 ) 就 是 根据 这 一 
事实 而 来 的 , 即 因 希 伯 来 人 用 字母 来 表示 数 ,所 以 他 们 认为 由 字母 
组 成 的 每 个 字 都 具有 一 个 数值 . 如 果 两 个 字 的 字母 值 之 和 相同 , 那 
就 表明 这 两 个 字 所 代表 的 两 种 概念 、 两 个 人 或 两 件 事 之 间 有 重要 
的 联系 . 在 以 赛 亚 的 预言 里 ( 21 : 8 ) ,狮子 宣告 巴比伦 城 的 沦落 ， 
因为 希 伯 来 文中 狮子 这 个 字 和 已 比 伦 这 个 字 里 , 其 字母 所 代表 的 


数字 之 和 是 一 样 的 . 


8. 对 巴比伦 数学 的 评价 


巴比伦 人 用 特殊 的 名 称 和 记号 来 表 未 知 量 , 采 用 了 少数 几 个 


运算 记号 , 解 出 了 含有 一 个 或 较 多 未 知 
是 解 出 了 二 次 方程 ,这 些 都 是 代数 的 开 


量 的 几 种 形式 的 方程 ,特别 


端 . 他 们 对 整数 和 分 数 搞 出 


了 有 系统 的 写法 ,这 使 他 们 能 把 算术 推进 到 相当 高 的 程度 ,并 用 之 
于 解决 许多 实际 问题 特别 是 天 文 上 的 问题 . 他 们 在 解 特殊 型 高 次 


方程 方面 具有 一 些 代数 技能 ,但 总 的 说 来 ,他 们 的 算术 和 代数 是 很 


初等 的 . 虽然 他 们 算 的 都 是 具体 的 数 和 


学 也 有 部 分 掌握 ,因为 他 们 认识 到 某 些 运算 过 程 对 某 些 类 方程 具 


有 典型 性 . 


具体 问题 ,但 他 们 对 抽象 数 


问题 是 巴比伦 入 在 采用 数学 证 明 这 方面 做 到 什么 程度 . 他 们 


确 曾 用 正确 的 有 系统 的 步骤 , 解 出 了 含 未 知 量 的 颇 为 复杂 的 方程 . 
但 他 们 只 用 语言 说 出 该 做 的 步骤 ,没有 说 出 做 那 一 步 的 理由 根据 
什么 . 几乎 可 以 肯定 地 说 ,他 们 的 算术 和 代数 步骤 以 及 几何 法 则 都 
是 根据 物理 事实 、 边 试 边 改 以 及 从 直观 认识 得 出 的 结果 . 如 果 有 些 
方法 行 之 有 效 ,巴比伦 人 便 认为 这 就 有 充分 理由 继续 加 以 采用 . K 


于 证 明 的 想法 ,依据 于 决定 取舍 原则 的 


逻辑 结构 的 思想 ,以 及 问题 


的 解 在 什么 条 件 下 存在 这 些 方面 的 考虑 ,在 巴比伦 人 的 数学 里 都 


是 找 不 到 的 . 
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埃及 的 数学 


所 有 科学 ,包括 逻辑 和 数学 在 内 ,都 是 有 关 时 代 的 函数 一 一 
所 有 科学 连同 它 的 理想 和 成 就 统统 都 是 如 此 . 
E. H. Moore 


Lë & 

当 美 索 不 达 米 亚 地 区 的 统治 民族 和 迭 经 更 替 从 而 接受 新 的 文化 
影响 之 际 , 埃 及 的 文明 却 在 不 受 外 来 势力 的 影响 下 独自 发 展 .埃及 
文明 源 自 何 处 至 今 未 知 ,但 它 表 定 在 公元 前 4000 年 之 前 就 已 存 
fr. 正如 希腊 史学 家 Herodotus 所 说 ,埃及 是 受 尼罗河 恩施 的 . 这 
条 河 把 南方 的 水 一 年 一 度 地 泛滥 到 沿 河 两 岸 之 后 留 下 沃土 . 他 们 
的 大 多 数 人 自古 以 来 就 一 直 靠 耕种 这 片 沃土 谋生 . 这 国家 的 其 余 
B n. 

在 今日 埃及 这 块 地 方 ,古代 有 两 个 王国 ,一 个 在 北方 ,一 个 在 
南方 . 在 公元 前 3500 年 到 前 3000 年 之 际 ,他 们 的 一 个 统治 者 Me- 
na( 或 Menes) 统 一 了 南 . 北 (或 上 、 下) 埃及 . 山 后 埃及 历史 的 主要 
时 期 就 按 统治 的 朝代 来 命名 , 而 以 Menes 为 第 一 朝代 的 创建 人 ， 
埃及 文化 在 第 三 朝代 (公元 前 2500 年 左右 ) 到 达 最 高 点 ,当时 的 统 
治 者 建立 了 至 今 闻 名 的 金字 塔 . 一 直到 公元 前 332 年 Alexander 
the Great 征服 它 以 前 ,埃及 文明 按 着 它 自 己 的 道路 延续 着 . 此 后 
一 直到 公元 600 年 左右 ,埃及 的 历史 和 数学 就 附属 于 希腊 文明 了 . 
因此 ,除了 受 Hyksos 人 的 一 次 小 小 入 侵 ( 公 元 前 1700 一 前 1600) 和 
跟 巴 比 伦 文明 的 轻微 接触 (这 从 尼罗河 谷 发 现 公 元 前 1500 年 左右 
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的 Tell al-Amarna JE XC Je — BE WI) Z 9h RRM ERA 
地 居民 的 创造 物 . 

古 埃 及 人 造 出 了 他 们 自己 的 几 套 文字 . 其 中 有 一 套 是 象形 文 
F ,每 个 文字 记号 是 某 件 东 西 的 图 形 . 直到 基督 降生 的 年 代 , 埃 及 
象形 文字 还 用 在 纪念 碑文 和 器 加 上 . 从 公元 前 2500 年 左右 起 , 埃 
及 人 用 一 种 所 谓 僧侣 文 (hieratic writing) 来 作 日 常 书写 . REM 
字 所 用 的 人 为 记号 起 初 只 是 象形 字 的 简 缩 . 僧侣 文 是 拼音 的 ,每 个 
音节 由 一 个 会 意 文 代表 ,而 整个 文字 则 由 一 些 会 意 文 组 成 . 整个 文 
字 的 意义 并 不 受 个 别 会 意 文 的 限制 . 

T5187 JH SGKS TER (papyrus) E , ix é J8 — Fh B& 
紧 压 后 切 成 的 薄片 . 因 草 片 会 干裂 成 粉末 ,所 以 除了 铭刻 在 石头 上 
的 象形 文字 外 , 古 埃 及 的 文件 很 少 保存 下 来 . 

现存 的 数学 文件 主要 是 两 批 草 片 文 书 : 一 批 是 保存 在 莫斯科 
的 , 叫 莫 斯 科 草 片 文书 ;一 批 是 1858 年 英国 人 Henry Rhind 发 现 
的 ,现存 英国 博物 馆 , 叫 Rhind 草 片 文书 . Rhind 草 片 文书 又 叫 
Ahmes 草 片 文书 , 因 其 作者 叫 Ahmes. 他 在 这 文书 的 开 首 写 了 如 
下 这 名 话 :“ 获 知 一 切 奥 秘 的 指南 ”. 这 两 批 草 片 文书 都 是 公元 前 
1700 年 左右 的 东西 . 此 外 还 存 有 写 于 这 一 时 代 及 其 后 的 一 些 草 片 
文书 的 片断 . 数学 草 片 文书 的 作者 是 在 十 埃及 政府 和 教会 行政 机 
构 中 工作 的 书记 . 

草 片 文书 里 含有 数学 问题 和 解答 一 一 在 Rhind 草 片 文书 里 
有 85 题 , 在 莫斯科 草 片 文书 里 有 25 题 . 这 些 想必 是 书记 们 在 工 
作 中 所 碰 到 的 问题 ,而 人 们 则 指望 他 们 求 出 解答 . 这 两 大 批 草 片 
文书 中 的 问题 很 可 能 是 作为 一 些 典型 间 题 和 典型 解法 的 示范 例 
子 而 记 下 来 的 . 虽然 这 些 草 片 文书 的 撰写 年 代 在 公元 前 1700 年 
左右 ,但 其 中 所 含 的 数学 是 埃及 人 早 在 公元 前 3500 年 就 已 经 知 
道 的 ,而 从 那 时 起 直到 希腊 人 征服 他 们 以 前 ,他 们 很 少 增加 新 的 
知识 . 


] 18 第 2 章 埃及 的 数学 


2.8 R 
埃及 人 用 的 象形 数字 记号 是 :1 表 1,n 表 10,@ 及 9 表 100, f 


R 1000, F 10 000, 以 及 表示 更 大 单位 的 其 他 记号 . NPRN 
的 各 数 则 由 这 些 记 号 组 合 而 成 . 书写 的 方式 是 从 右 往 左 的 , 故 
HIN 24. 这 套数 字 写 法 是 以 10 为 底 的 ,但 不 是 进位 制 的 . 

埃及 僧侣 文 的 整数 写法 可 用 下 面 几 个 记号 作为 例子 


| I o] WV Z— aq A 


1 2 3 4 5 6 7 8 10 


tb. TTBS SAR SE 82 FBS. 做 通常 加 减法 时 ,他 们 只 是 靠 添 上 
或 划 掉 一 些 记 号 ,以 求 得 最 后 结果 . 乘除 法 也 是 化 成 释 加 步骤 来 做 
的 . 比如 说 ,计算 12 R 12 时 ,埃及 人 的 做 法 如 下 : 


1 12 
2 24 
4 48 
8 96 


每 行 是 由 上 一 行 取 二 倍 得 出 的 .有 了 4 .12 王 48 和 8.12=96, 把 
48 和 96 相 加 ,这 就 得 到 12 - 12. 这 种 算法 当然 同 分 别 乘 以 10 和 
乘 以 2 然后 相 加 的 算法 很 不 一 样 . 乘 以 10 的 算法 他 们 也 做 ,这 时 
他 们 把 表示 1 的 记号 改 成 表示 10 的 记号 ,把 表示 10 的 记号 改 成 
表示 100 的 记号 . 

埃及 人 做 一 个 整数 除 以 另 一 整数 的 算法 也 是 怪 有 意思 的 . 例 
如 ,他 们 做 19 除 以 8 的 算法 如 下 : 

1 8 


2 16 
1/2 4 
1/4 2 
1/8 1 


于 是 得 解答 为 2 十 1/4 +178, 求解 的 思想 无 非 是 取 8 的 倍数 和 部 
分 数 , 使 之 合并 成 19. 

埃及 数 系 中 分 数 的 记 法 比 我 们 今日 的 复杂 得 多 . 记号 -一 读 作 
ro ERU SUR CERE CHE EO , 埃 
及 人 用 来 表示 一 个 分 数 . d MAE SCH IBI c 4 ec IRIE 
-一 或 点 通常 记 在 整数 上 ,表明 它 是 个 分 数 . 例如 在 象形 文字 写法 
m, 


< 一 1 <> 1 «—»u l 


"o 5' n0 1^ 0" I9 
少数 几 个 分 数 用 特殊 记号 表示 . 如 象形 记号 一 一 表示 NTER 
2/ 3DCGERT. 


除了 几 个 特殊 分 数 之 外 ,所 有 分 数 都 拆 成 一 些 所 谓 单位 分 数 . 
例如 ,Ahmes 把 2/5 写成 1/3 十 1/15. 加 法 记号 是 没有 的 ,但 从 上 
下 文 可 以 看 出 加 的 意思 . Rhind 草 片 文书 里 有 个 数 表 , 把 分 子 为 2 
而 分 母 为 5 到 101 的 奇数 的 这 类 分 数 , 表 达成 分 子 为 1 的 分 数 之 
和 . 利用 这 表 ,可 把 7/29 这 样 一 个 分 数 (这 在 Ahmes 看 来 是 整数 
7 除 以 整数 29) 表 达成 单位 分 数 之 和 . 由 于 7 = 2 十 2 十 2 十 1, 他 把 
每 个 2/ 29 表达 成 分 子 为 1 的 分 数 之 和 . 把 这 些 结果 加 起 来 ,并 作 
进一步 的 变换 ,最 后 得 到 一 些 单位 分 数 之 和 ,其 中 每 个 分 数 的 分 母 
各 不 相同 . 所 得 7/ 29 的 最 后 这 种 表达 式 是 


l 
232° 


这 里 凑巧 7/29 还 可 表达 成 1/5 -- 1/29 2- 1/145, 不 过 用 了 Ahmes 


1 1 1 1 
6 31'58' 87^ 
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的 2/n 数 表 会 得 出 头 一 个 结果 ,所 以 他 就 用 头 一 个 表达 式 . 把 分 数 
a/b 表达 成 单位 分 数 之 和 是 系统 地 按照 老 办 法 做 的 . 埃及 人 利用 
单位 分 数 就 可 对 分 数 进行 四 则 运算 . 埃及 人 之 所 以 未 能 把 算术 和 
代数 发 展 到 高 的 水 平 ,其 分 数 运算 之 繁复 也 是 原因 之 一 . 

埃及 算术 里 也 如 巴比伦 一 样 未 能 认识 到 无 理 数 的 性 质 . 代 
数 问 题 中 出 现 的 简单 平方 根 ,他 们 是 能 够 用 整数 和 分 数 来 表 
达 的 . 


3. 代数 与 几何 

草 片 文书 由 有 求 一 个 未 知 量 问 题 的 解法 ,这 个 问题 大 体 上 相 
当 于 今日 的 一 元 一 次 方程 . 不 过 用 的 方法 纯粹 是 算术 的 ,并 量 在 埃 
及 人 心目 中 这 并 不 成 其 为 一 门 独特 的 学 科 一 一 解 方 程 . 问题 是 用 
文字 叙述 的 , 仅 告诉 得 出 解 的 步骤 ,不 说 明 为 什么 用 这 些 方法 ,也 
不 说 明 为 什么 这 些 方法 能 行 . 例如 Ahmes 草 片 文书 中 的 第 31 题 ， 
直译 出 来 是 : “一 个 数量 , 它 的 2/3, 它 的 1/2, 它 的 177, 它 的 全 
部 ,加 起 来 总 共 是 33”. 用 我 们 的 记号 就 是 

Ze +3 b> +a = 33, 


这 个 题 只 要 用 埃及 人 的 简单 算术 就 可 解 出 . 

草 片 文书 中 的 第 63 题 如 下 :“ 把 700 块 面包 分 发 给 四 人 ,第 
一 人 2/3, 88 — A 172 ,第 三 人 173 ,第 四 人 1/747. 这 对 我 们 来 说 
就 是 


2 
3 


z+ Lr4 et Tx = 700, 
N uus eu 2 1 1 1 " 
Ahmes 给 出 的 解法 是 这 样 的 : IB. 2*3" 1 加 起 来 ,得 


11, 1 laa, 4,1 1 、 1 1 ..- 
es d 一 . Hk 外 一 一 Ei ” 
1 2 pA! 2 4 KL PES wee 700 B 2 1 这 起 A00. 
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在 解 有 些 问 题 时 ,Ahmes 用 了 “错位 法 则 ”. 例如 ,为 定 出 算术 
数列 中 的 五 个 数 , 需 使 它们 的 和 等 于 100,Ahmes 先 取 公差 4 为 最 


小 那个 数 的 5 i. 然后 他 把 其 中 最 小 的 数 取 为 1, 于 是 得 数列 1, 


6. 12, 174, 23. 但 这 些 数 相 加 得 60 而 所 需 的 和 应 是 100. F 


是 他 把 各 项 乘 以 5/3. 
草 片 文书 中 只 涉及 到 最 简单 的 二 次 方程 如 ax = o. 即使 在 
出 现 两 个 未 知 量 时 ,方程 的 类 型 也 是 


riy = 100, y= Žr, 


所 以 消去 y 后 ,x 的 方程 仍 是 前 述 类 型 . 草 片 文书 中 也 可 看 到 牵涉 
算术 数列 和 几何 数列 的 具体 问题 . 从 所 有 这 些 问 题 及 其 解法 中 ,我 
们 不 难 推 知 他 们 所 用 的 一 般 法 则 . 

在 埃及 人 有 限 的 代数 里 实际 上 没有 成 套 的 记号 . 在 Ahmes 草 
片 文书 中 ,加 法 和 减法 用 一 个 人 走 近 和 走 开 (来 和 去 ) 的 腿 形 _ 刀 和 
八 来 表示 ,记号 [用 来 表示 平方 根 . 

埃及 人 的 几何 是 怎样 的 呢 ? 他 们 并 不 把 算 本 和 几何 分 开 . 草 
片 文书 中 都 有 这 两 方面 的 问题 .埃及 人 也 像 巴比伦 人 那样 ,把 几何 
看 作 实 用 工具 . 他 们 只 是 把 算术 和 代数 用 来 解 有 关 面 积 、 体 积 及 其 
他 几何 性 质 的 问题 . 所 希腊 历史 学 家 Herodotus 说 ,埃及 是 因为 尼 
罗 河 每 年 涨 水 后 需要 重 定 农民 土地 的 边界 才 产 生 几 何 的 .但 巴 比 
伦 人 并 无 这 种 需要 却 也 在 几何 上 作出 同样 多 的 贡献 . 埃及 人 有 计 
算 和 矩形 三 角形 和 梯形 面积 的 死 方法 . 就 计算 三 角形 面积 而 论 ,他 
们 虽 用 一 数 乘 以 另 一 数 的 一 半 来 做 ,但 我 们 不 能 肯定 这 方法 是 否 
正确 , 因 从 题 中 所 用 的 字 语 不 能 肯定 相 乘 的 两 个 长 度 代 表 底 和 高 
还 是 只 代表 两 条 边 . 又 由 于 图 是 画 得 那么 不 清 ,使 人 不 能 确定 究竟 
所 求 的 是 哪 块 面积 或 哪 块 体积 . 他 们 对 贺 面 积 的 计算 好 得 惊人 ,用 
HARE A= (8d/9)’, 其 中 以 是 直径 . 这 就 等 于 取 x 为 3. 160 5. 


AN ORG o ^A 
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政 举 一 例 便 可 说 明 埃 及 人 的 面积 公式 多 么 “准确 ”. 在 埃 德 富 
(Edfu) 一 个 庙宇 的 墙 上 刻 有 一 个 捐献 给 庙宇 的 田地 表 . 这 些 田地 
一 般 有 四 边 , 今 将 其 记 之 为 4a, b, c, d, 其 中 a 与 5 以 及 c 与 4 是 两 


批 相对 的 边 . eee INA EEO ED ng 
些 田地 是 三 角形 的 ,这 时 他 们 认为 d 就 没有 了 ,面积 的 算法 变 成 
GED. E. 即使 对 四 边 形 来 说 ,这 种 算法 也 只 是 粗略 的 近似 
埃及 人 也 有 算 立 方 体 . 箱 体 . 柱 体 和 其 他 图 形体 积 的 法 则 . 有 
些 法 则 是 对 的 ,有 些 只 是 近似 . 草 片 文书 中 给 出 的 一 个 截 锥 水 名 的 
体积 ,用 我 们 的 记号 是 
h(3 
V — 35 (5 O4 4)) 
E A RES, (D+ d)/2 是 平均 周 长 , 这 个 公式 相当 于 取 r 为 3. 
埃及 几何 里 最 了 不 起 的 一 个 法 则 是 计算 截 棱锥 体 的 体积 公 
AL 锥 体 的 底 是 正方 形 ,这 公式 用 现代 的 记号 是 
V = (a! tab +0"), 


其 中 包 是 高 ,a Mb 是 上 下 底 的 边 . 这 公式 之 所 以 了 不 起 , 乃 是 因 
为 它 正确 ,而 且 表 达 的 形式 是 对 称 的 (当然 不 是 用 我 们 的 记 法 ). € 
只 是 用 具体 数字 写 出 的 . 不 过 我 们 并 不 知道 棱锥 体 的 底 是 否 确 为 
正方 形 ,因为 草 片 文书 中 的 图 作 得 很 马虎 . 

我 们 也 不 知道 埃及 人 是 否认 识 到 Pythagoras 定理 . 我 们 知道 
他 们 有 拉 绳 人 (测量 员 ) ,但 所 传 他 们 在 绳 上 打 结 , 把 全 长 分 成 长 度 
各 为 3 比 4 比 5 的 三 段 ,然后 用 来 形成 直角 三 角形 之 说 , 则 从 未 在 
任何 文件 上 得 到 证 实 . 

他 们 的 法 则 并 不 用 记号 表示 . 埃及 人 是 用 语文 来 表述 数学 问 
题 的 ;他 们 的 解 题 步骤 基本 上 同 我 们 在 套 公式 进行 计算 时 的 做 法 
一 样 . 例如 ,对 于 求 截 棱锥 体 体积 这 样 一 个 几何 问题 ,如 果 大 体 上 


=> 


2 
, 
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逐 字 逐 句 译 出 来 便 是 :“ 若 有 人 告诉 你 说 :有 截 棱锥 ,高 为 6, 底 为 
4, 顶 为 2. 你 就 要 取 这 4 的 平方 ,得 结果 为 16. 你 要 把 它 加 倍 ,得 结 
AK 8. 你 要 取 2 的 平方 ,得 A. 你 要 把 16、8 和 4 加 起 来 ,得 28. 你 要 
取 6 的 三 分 之 一 ,得 2. 你 要 取 28 的 两 倍 ,得 56. 你 看 , 它 等 于 56. 
你 可 以 知道 它 是 对 的 .” 

埃及 入 究竟 懂 不 懂 证 明 ,或 者 懂 不 懂 他 们 的 算法 和 公式 需要 
有 根据 ? 有 一 种 说 法 认为 Ahmes 草 片 文书 是 按 教 科 书 格式 写 给 
当时 学 生 学 习 用 的 ,因此 虽然 Ahmes 在 解 一 些 类 型 的 方程 时 没有 
叙述 一 般 法 则 ,但 很 可 能 他 懂得 这 些 法 则 ,但 想 让 学 生 自 己 去 体会 
出 这 些 法 则 ,或 者 想 让 教师 教 给 他 们 . 按照 这 种 观点 ,Ahmes BE 
文书 是 颇 为 高 深 的 算术 课本 . 别 的 一 些 人 又 说 这 是 一 个 学 生 的 笔 
记 本 . 不 管 怎样 ,几乎 可 以 肯定 地 说 , 草 片 文书 中 所 载 的 问题 是 当 
时 的 商业 人 员 和 行政 管理 人 员 应 该 解决 的 那 类 间 题 ,而 求解 的 方 
法 则 是 从 工作 经 验 中 得 出 的 实用 法 则 . 谁 也 不 会 相信 埃及 人 有 一 
种 依据 可 靠 公理 形成 的 演绎 结构 ,来 证 明 他 们 所 用 的 法 则 是 正 
确 的 . 


4. 埃及 人 对 数学 的 使 用 

埃及 人 用 数学 来 管理 国家 和 教会 的 事务 ,确定 付 给 劳役 者 的 
报酬 , 求 谷 仓 的 容积 和 田地 的 面积 ,征收 按 土地 面积 估 出 的 地 税 ， 
从 一 种 度量 单位 换算 成 另 一 种 度量 单位 ,计算 修造 房屋 和 防御 工 
程 所 需 的 砖 数 . 草 片 文书 中 还 有 一 些 问题 ,计算 酿造 一 定量 啤酒 所 
需 的 谷物 数量 ,以 及 用 一 种 出 酒 率 与 他 种 谷物 之 比 为 已 知 的 谷物 
酿 出 与 他 种 谷物 同样 的 酒 所 需 的 数量 . 

同 巴比伦 人 一 样 ,埃及 数学 的 一 个 主要 的 用 途 是 天 文 ,这 是 从 
第 一 朝代 就 开始 做 的 . 尼罗河 是 埃及 人 的 生命 源泉 ,他 们 靠 耕种 尼 
有 罗 河 每 年 泛滥 的 诉 土 所 覆盖 的 田地 谋生 . 但 他 们 也 得 准备 好 应 付 
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洪水 的 危害 ,他 们 得 把 家 ,农具 和 永 畜 暂时 迁 至 别处 ,并 做 好 安排 ， 
使 洪水 过 后 能 立即 播种 . 因此 就 得 预报 洪水 到 来 的 日 期 ,这 就 要 知 
道 洪水 到 来 前 的 天 文 现象 
有 了 天 文学 才 可 能 有 历法 .除了 在 商业 上 的 需要 之 外 ,预报 宗 
教 节 日 也 需要 历法 . 他 们 认为 ,为 要 求 得 天 神 保佑 ,节日 必须 按时 
庆贺 , 同 巴比伦 入 一 样 ,历法 是 由 教士 来 管 的 . 

埃及 人 靠 观察 天 狼 星 算得 太阳 年 的 日 子 数 . 这 颗 星 在 夏季 的 
某 一 天 可 在 太阳 快 出 来 的 时 候 在 地 平 线 上 看 到 . 在 其 后 一 些 日 子 
里 ,在 太阳 升 起 以 前 可 以 在 较 长 的 时 间 里 看 到 它 . 把 在 太阳 快 升 起 
时 能 看 到 它 的 那 第 一 天 ,叫做 天 狼 星 的 先 阳 升 日 (heliacal rising of 
Sirius) ,两 个 先 阳 升 日 之 间 大 约 相隔 365 于 天 ;因此 埃及 人 (一 般 
认为 是 在 公元 前 4241 年 ) 采 用 以 365 日 为 一 年 的 民 历 . 他 们 之 所 
以 集中 观察 天 狼 星 ,无 疑 是 因为 尼罗河 水 在 那天 开始 上 涨 ,而 那天 
也 就 被 选 定 为 一 年 的 第 一 天 . 

他 们 把 365 天 的 一 年 分 为 12 个 月 ,每 月 30 天 ,年 未 外 加 5 
X. 因 埃 及 人 没有 在 每 四 年 内 加 插 一 天 ,他 们 的 民 历 就 要 慢 慢 落 
后 于 季节 . 这 种 民 历 需 要 经 1 460 年 之 后 才能 又 符合 季节 ;这 自 
时 期 叫 索 特 周期 (Sothic cycle) ,这 是 因为 埃及 人 称 天 狼 星 为 索 
特 . 但 埃及 人 是否 知 道 索 特 周期 是 有 疑问 的 . 他 们 的 历法 在 公元 
前 45 年 为 Julius Caesar 所 采用 ,但 他 采纳 亚历山大 城 希腊 人 
Sosigenes 的 建议 ,把 一 年 改 为 365 TR. 埃及 人 虽 在 定 出 一 年 的 
天 数 和 历法 上 作出 了 有 价值 的 贡献 ,但 这 并 不 是 由 于 他 们 的 天 
文学 高 明 ,实际 上 他 们 的 天 文学 是 粗浅 的 ,并 且 远 不 如 巴比伦 人 
的 天 文学 . 

埃及 人 把 他 们 的 天 文 知识 和 几何 知识 结合 起 来 用 于 建造 他 们 
的 神 商 ,使 一 年 里 某 几 天 的 阳光 能 以 特定 方式 照射 到 店 宇 里 . 例如 
他 们 把 某 些 庙宇 修得 这 样 , 使 一 年 中 白昼 最 长 的 那天 ,阳光 能 直接 
进入 庙宇 , 照 亮 祭坛 上 的 神像. 巴比伦 人 和 希腊 人 ,也 在 某 种 程度 
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上 按 这 种 方式 确定 庙宇 的 方向 和 位 置 . 金字 塔 的 方位 也 朝向 天 上 
特定 的 方向 ,而 斯 芬 克 斯 ( 即 狮 面 人 身 像 一 一 译 者 ) 的 面 则 是 朝 东 
的 . 虽 则 这 些 工 程 的 修建 细节 对 我 们 无 关 宏 旨 ,但 值得 指出 的 是 ， 
金字 塔 代表 埃及 人 对 几何 的 另 一 种 用 法 . 金字 塔 是 帝王 的 陵墓 ; 因 
埃及 人 相信 灵魂 不 灭 ,所 以 他 们 相信 合适 修造 陵墓 对 死者 的 阴间 
生活 大 有 影响 . 事实 上 ,每 个 金字 塔 里 都 专 设 一 间 房 , 供 帝王 和 王 
后 死 后 居住 . 他 们 竭力 使 金字 塔 的 底 有 正确 的 形状 ; 底 和 高 的 尺寸 
之 比 也 是 意义 非常 重大 的 . 但 我 们 不 应 把 有 关 工 程 的 复杂 性 或 想 
法 的 深奥 性 过 分 强调 . 埃及 人 的 数学 是 简单 粗浅 的 ,并 不 像 过 去 经 
常 有 人 宣称 的 那样 包含 着 深刻 的 原理 . 


5. 总 结 

我 们 来 回顾 一 下 希腊 入 出 场 之 前 的 数学 状况 . 在 巴比伦 和 埃 
及 文明 中 ,我们 发 现 有 整数 和 分 数 的 算术 ,包括 进位 制 记 数 法 ,有 
初步 的 代数 和 几何 上 的 一 些 经 验 公 式 . 几乎 还 没有 成 套 的 记号 , 几 
乎 没有 有 意识 的 抽象 思维 ,没有 摘出 一 般 的 方法 论 ,没有 证 明 甚 或 
直观 推理 的 想法 ,使 人 能 深信 他 们 所 作 的 运算 步骤 或 所 用 的 公式 
是 正确 的 . 实际 上 ,他 们 没有 想到 需要 任何 理论 科学 . 
除了 巴比伦 人 偶然 得 出 的 少数 结果 外 ,在 这 两 个 文明 里 , 数 
并 不 成 其 为 独立 的 一 门 学 科 ,也 未 曾 为 数学 本 身 进 行 过 研究 . ER 
是 一 种 工具 ,形式 上 是 些 无 联系 的 简单 法 则 ,用 于 解决 入 们 日 常 
活 中 所 碰 到 的 问题 .他们 肯定 没有 在 数学 上 做 出 什么 能 改变 或 影 
响 生 活 方式 的 大 事 . 虽然 巴比伦 数学 比 埃及 数学 高 明 些 ,但 我 们 对 
两 者 至 多 只 能 说 他 们 表现 出 一 些 活力 , 虽 还 谈 不 上 什么 严密 性 ;他 
们 的 毅力 超过 他 们 的 才 力 . 

凡 作 评价 总 得 有 个 标准 . 把 这 两 种 文明 同 其 后 的 希腊 文明 相 
比 可 能 并 不 公允 ,然而 却 很 自然 . 按 这 标准 说 ,埃及 人 和 巴比伦 人 
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好 比 粗 陋 的 木匠 ,而 希腊 人 则 是 大 建筑 师 . 我 们 确实 看 到 有 些 书 上 
把 巴比伦 人 和 埃及 人 的 成 就 说 得 更 好 些 甚至 加 以 赞扬 . 不 过 那 是 
某 些 专家 们 所 做 的 事情 ,他 们 也 许 无 意 中 对 其 兴趣 所 专注 的 领域 
作 了 过 分 热情 的 传颂 . 
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所 以 说 数学 就 是 这 样 一 种 东西 ;她 提醒 你 有 无 形 的 灵魂 ， 
她 赋予 她 所 发 现 的 真理 以 生命 ;她 唤起 心神 , 滞 净 智慧 ; 
她 给 我 们 的 内 心思 想 添 盗 ;她 涤 尽 我 们 有 生 以 来 的 蒙昧 
与 无 知 . 


Proclus 


1 # 景 

希腊 人 在 文明 史上 首屈一指 ,在 数学 史上 至 高 无 上 . 他 们 虽 也 
取 用 了 周围 其 他 文明 世界 的 一 些 东 西 , 但 希腊 人 创造 了 他 们 自己 
的 文明 和 文化 ,这 是 一 切 文明 中 最 宏伟 的 ,是 对 现代 西方 文化 的 发 
展 影响 最 大 的 ,是 对 今日 数学 的 黄 基 有 决定 作用 的 . 文明 史上 的 重 
大 问题 之 一 ,是 探讨 何以 古代 希腊 人 有 这 样 的 才气 和 创造 性 , 

虽然 我 们 对 希腊 早期 历史 的 知识 ,会 因 考 十 研究 工作 的 进展 
而 必须 加 以 纠正 和 补充 ,但 是 根据 Homer 的 《伊里 亚 特 》( Tiad) 
Ail (BSE) (Odyssey) ,根据 对 古代 语文 和 十 籍 的 阐释 以 及 古物 
考察 的 结果 ,我 们 有 理由 相信 希腊 文明 可 追溯 到 公元 前 2800 年 . 
古代 希腊 人 定居 在 小 亚细亚 (这 可 能 是 他 们 的 老家 ) ,欧洲 大 陆 上 
如 今 希腊 所 在 地 区 ,以 及 意大利 南部 ,西西 里 (Sicily), 克 里 特 
(Crete) , 罗 得 斯 (Rhodes) ,得 洛斯 (Delos) 和 北非 . 在 公元 前 775 
年 左右 ,希腊 人 把 他 们 用 过 的 各 种 象形 文字 书写 系统 改换 成 腓 尼 基 
人 的 拼音 字母 (这 些 也 为 希 伯 来 人 所 采用 ). 采 用 了 拼音 字母 之 后 ， 
希腊 人 变 得 更 通 文 达 理 ,更 有 能 力 来 记载 他 们 的 历史 和 思想 了 . 

希腊 人 定居 创业 之 后 , 便 游 访 埃及 .巴比伦 ,并 与 之 贸易 往来 . 
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古典 希腊 著述 中 有 许多 地 方 提 及 埃及 人 的 学 问 , 他 们 错误 地 认为 
埃及 人 是 科学 (特别 是 测量 、 天 文学 和 算术 ) 的 创始 者 . 许多 希腊 人 
到 埃及 去 游历 和 学 习 . 又 有 一 些 人 则 去 巴比伦 :到 那里 去 学 习 数学 
和 科学 . 

小 亚细亚 爱 奥 尼 亚 (lonia) 地 区 的 一 个 城市 米利 都 (Miletus) 
是 希腊 哲学 .数学 和 科学 的 诞生 地 . 那里 几乎 肯定 受到 了 挨 及 和 巴 
比 伦 的 影响 . 米利 都 是 濒临 地 中 海 的 一 个 富庶 商业 大 城 . 来 自 希腊 
本 土 . 腓 尼 基 和 埃及 的 船舶 都 驶 进 它 的 港口 ; 往 东 有 商 队 大 道 与 巴 
比 伦 相 通 . 公元 前 540 年 左右 , 爱 奥 尼 亚 地 区 落 入 波斯 人 之 手 ,但 
仍 允 许 米 利 都 保持 一 些 独立 性 . 在 公元 前 494 年 爱 奥 尼 亚 人 反抗 
波斯 的 起 义 被 镇 压 后 , 爱 奥 尼 亚 的 重要 地 位 就 此 衰落 . 当 希 腊 人 在 
公元 前 479 年 击败 波斯 后 , 爱 奥 尼 亚 又 成 为 希腊 领土 ,但 此 后 文化 
活动 地 区 便 移 到 希腊 本 土 ,而 雅典 则 为 其 活动 中 心 . 

古代 希腊 文明 虽然 一 直 延 续 到 公元 600 年 ,但 从 数学 史 的 观 
点 讲 ,需要 把 它 分 为 两 段 时 期 :一段 是 从 公元 前 600 年 到 公元 前 
300 年 的 古典 时 期 ;一 段 是 从 公元 前 300 年 到 公元 600 年 的 亚 历 
山大 时 期 (或 称 希腊 时 期 ). 由 于 采用 了 拼音 文字 (前 面 已 经 提 过 ) 
并 且 公元 前 7 世纪 时 希腊 和 已 经 有 了 草 片 当 纸张 用 ,这 可 能 说 明 
何以 公元 前 600 年 左右 的 文化 活动 繁荣 起 来 . 有 了 这 种 书写 纸 ,无 
疑 能 帮助 思想 的 传播 . 


2. 史料 的 来 源 

说 来 奇怪 ,我 们 对 希腊 数学 史 知识 的 来 源 , 反 而 没有 像 早 得 多 
的 巴比伦 数学 史料 和 埃及 数学 史料 那样 确 间 可 靠 ,因为 现在 已 经 
没有 重要 的 希腊 数学 家 的 原文 手稿 .其 原因 之 一 是 草 片 易于 损毁 . 
埃及 人 虽然 也 用 草 片 ,但 幸而 他 们 的 一 些 数 学 文件 确实 保留 了 下 
来 .还 有 希腊 人 的 大 图 书馆 后 来 毁 于 兵 殉 ,否则 也 许 今日 还 能 看 到 
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卷 快 浩 繁 的 希腊 著述 中 的 一 些 材料 . 

今日 希腊 数学 著作 的 主要 来 源 是 拜占庭 的 希腊 文 手 抄本 ,这 
是 在 希腊 原著 写成 后 500 年 到 1 500 年 之 间 录 写 的 . 这 些 抄本 并 
不 是 逐 字 不 变 的 原著 抄录 本 而 是 评述 本 ,因此 我 们 不 能 确定 编 
者 作 了 些 什么 修改 .我们 还 有 希腊 著作 的 阿拉 伯 文 译本 和 转译 
阿拉 伯 文 的 拉杆 文 译本 . 这 里 我 们 又 不 知道 译 者 可 能 作 了 什么 
改 , 也 不 知道 译 者 对 原著 了 解 到 什么 程度 . 而 且 甚 至 阿拉 伯 人 和 和 拜 
占 庭 编 述 者 所 用 的 希腊 文件 本 身 也 是 有 疑问 的 . 例如 ,我们 虽 无 亚 
历 山 大 时 代 希 腊 和 人 Heron 的 手稿 ,但 我 们 知道 他 对 Euclid BJ CR 
本 》(Elements) 作 了 若干 改动 . 他 作出 了 不 同 的 证 明 , 添 补 了 一 些 
定理 的 新 例子 和 逆 定 理 . 同样 ,亚历山大 的 Theon( 公 元 4 世纪末 ) 
告诉 我 们 ,他 在 自己 的 编 述 本 中 改动 了 《原本 》 中 的 若干 部 分 . 我 们 
今日 看 到 的 拉丁 文 (原著 为 “希腊 文 ", 可 能 系 作者 笔 误 一 一 译 者 ) 
和 阿拉 伯 文 译本 可 能 是 根据 原著 的 这 种 修改 本 译 出 的 , 不 过 我 们 
确实 能 看 到 用 这 种 形式 保存 下 来 的 希腊 学 者 们 的 著作 ,如 Euclid， 
Apollonius, Archimedes, Ptolemy, Diophantus 和 其 他 希腊 学 者 
的 著作 . 许多 写 于 古典 希腊 时 代 和 亚历山大 时 代 的 希腊 著作 并 没 
有 流传 下 来 ,因为 即使 在 希腊 时 代 , 他们 的 作品 已 被 上 述 这 些 学 者 
的 著作 所 取代 . 

希腊 人 写 了 一 些 数 学 史 和 科学 史 . Aristotle 学 派 中 的 一 员 
Eudemus( 公 元 前 4 世纪 ) 写 过 一 本 算术 史 ,一 本 几何 史 , 一 本 天 
文史 . 但 除了 后 世 作 者 引述 过 的 片断 材料 外 ,这 些 史 书 都 失传 
了 .几何 学 史 人 氢 述 了 Euclid 以 前 的 几何 学 状况 ,如 果 还 在 , 那 将 
是 无 价 之 宝 . Aristotle 的 另 一 个 学 生 Theophrastus( 约 公元 前 
372 一 前 287) 写 了 一 本 物理 学 史 , 但 这 书 (除了 片断 材料 外 ) 也 
失传 了 . 

除 上 述 材料 之 外 ,我 们 有 两 批评 述 本 . Pappus( 公 元 3 世纪 
末 ) 写 过 《数学 汇编 》(Synagoge 或 者 Mathematical Collection), 
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它 的 几乎 全 部 的 内 容 流传 在 12 世纪 的 抄本 中 . 这 书 介绍 了 希腊 古 
典 时 期 和 亚历山大 时 期 的 许多 数学 著作 ,从 Euclid 一 直到 Ptole- 
my. Pappus 自己 又 补充 了 一 些 引 理 和 定理 ,帮助 读者 理解 . Pap- 
pus 又 写 了 一 本 书 叫 《 分 析 集 锦 》( Treasury of Analysis), 那 是 希 
腊 著 作 本 身 的 汇编 本 . 这 书 已 失传 . 但 Pappus 在 他 那 《 数 学 汇编 》 
的 第 七 篇 里 告诉 我 们 《集锦 》 中 有 哪些 内 容 . 

第 二 位 重要 的 评述 者 是 Proclus(410 一 485) ,他 是 个 多 产 的 作 
家 . 他 的 材料 取 自 希腊 数学 家 的 原著 和 他 以 前 的 评述 本 . 保留 下 来 
的 他 的 一 些 作 品 中 ,最 有 价值 的 是 《评述 》(Cormzertary) ,内 容 是 
介绍 Euclid《 原 本 ?的 第 一 篇 . 看 来 Proclus 是 打算 讨论 《4 原本》 中 
更 多 内 容 的 ,但 没有 材料 可 以 证 明 他 确实 这 样 做 了 .《 评 述 ) 中 有 一 
段 文字 是 后 人 引用 的 三 段 文字 中 的 一 段 . 第 三 段 文字 相传 认为 是 
Eudemus《 几 何 史 》( History of Geometry ,参看 第 10 节 ) 中 的 话 ， 
但 可 能 引 自 较 晚 的 修订 本 . 这 特别 提 及 的 一 段 引 文 是 三 段 引 文中 
最 长 的 ,后 人 称 之 为 Eudemus 总 结 . Proclus 也 提 到 Pappus 书 中 
的 一 些 内 容 , 所 以 除了 一 些 希 腊 经 典 著作 本 身 的 后 世 版 本 和 译本 
外 ,Pappus 的 《数学 汇编 和 Proclus 的 《评述 》 也 是 我 们 研究 希腊 
数学 史 的 两 大 史料 . 

关于 原著 的 文字 (但 非 手 稿 ) ,我 们 如 今 只 知道 Simplicius(6 
世纪 前 半 叶 ) 引 自 Eudemus 那 本 失传 的 4 几何 史 》 中 的 片断 文字 ， 
那 是 有 关 Hippocrates 月 牙 形 的 一 些 话 . 此 外 还 有 Archytas 关于 
宫 立 方 体 问题 的 片断 文字 .至 于 原著 手稿 ,至 今 还 有 希腊 亚 历 山 
大 时 代 撰 写 的 一 些 草 片 本 材料 . 同 希 腊 数学 有 关 的 史料 也 是 大 
有 价值 的 . 例如 希腊 哲学 家 特别 是 Plato 和 Aristotle 关于 数学 发 
表 过 许多 意见 ,而 他 们 的 许多 著作 也 颇 像 数学 著作 似 地 保留 了 
下 来 . 

要 把 希腊 数学 史 从 上 述 这 些 史料 中 重新 整理 出 来 ,这 是 一 项 
浩 繁 而 复杂 的 工作 . 尽管 学 者 进行 了 广泛 的 工作 ,我 们 的 知识 还 有 
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欠缺 之 处 ,有 些 结论 也 有 争议 . 不 过 基本 事实 是 清楚 的 . 


3. 古典 时 期 的 几 大 学 派 

古典 时 期 数学 成 就 的 精华 是 Euclid 的 《原本 》 和 Apollonius 的 
《圆锥 曲线 》(Conic Sections). 为 领略 这 些 著 作 , 须 对 当时 数学 的 本 质 
所 产生 的 巨大 变革 以 及 希腊 人 所 面临 的 和 所 解决 的 问题 有 所 了 解 . 
此 外 ,从 这 些 精心 扎 述 的 著作 中 ,我 们 看 不 出 此 前 三 百年 间 数 学 上 的 
创造 性 工作 ,或 此 后 数学 史上 关系 重大 的 一 些 问 题 . 

古典 希腊 数学 是 在 先后 相继 的 几 个 中 心地 点 发 展 起 来 的 ,每 
处 都 在 前 人 工作 的 基础 上 进行 添 筑 . 在 每 个 中 心地 点 . 总 有 无 正式 
组 织 的 成 群 学 者 在 一 两 个 伟大 学 者 领导 下 开展 活动 . 这 类 组 织 在 
现代 也 是 习 见 的 , 它 之 所 以 存在 也 是 可 以 理解 的 . 今日 , 当 一 位 大 
学 者 住 在 某 一 处 一 一 通常 是 个 大 学 一 一 时 ,其 他 学 者 就 接 是 而 去 ， 
向 大 师 学 习 . 

第 一 个 学 派 是 爱 奥 尼 亚 学 派 ,是 米利 都 地 方 的 Thales( 约 公元 
前 640 一 前 546) 创 立 的 , 我 们 并 不 知道 Thales 授 徒 讲 业 的 全 部 情 
况 ,但 肯定 知道 哲学 家 Anaximander( 约 公元 前 610 一 前 547) 和 
Anaximenes( 约 公元 前 550 一 前 480) 是 他 的 学 生 , Anaxagoras( 约 公 
元 前 500 一 前 428) 是 属于 这 学 派 的 ,Pythagoras( 约 公元 前 585 一 前 
500) 据 信也 是 跟 Thales 学 过 数学 的 . 其 后 Pythagoras 在 意大利 南部 
形成 他 自己 的 学 派 . 在 公元 前 6 世纪 末 之 际 , 爱 奥 尼 亚 地 区 科勒 芬 
(Colophon) 城 的 Xenophanes 迁居 到 西西 里 ,在 那里 建立 一 个 中 心 ， 
属于 这 学 派 中 的 人 有 哲学 家 Parmenides( 公 元 前 5 世纪 ) 和 Zeno( 公 
元 前 5 世纪 ). 这 两 人 住 在 意大利 南部 埃 利 亚 (Elea) ,学派 也 随 之 迁 
到 那里 ,因此 这 群 学 者 就 叫 埃 利 亚 学 派 . 自 公 元 前 5 世纪 下 半 叶 起 
进行 学 术 活 动 的 诡辩 学 派 (Sophists) 则 主要 集中 在 雅典 . 最 出 名 的 
学 派 是 Plato( 公 元 前 427 一 前 347) 在 雅典 的 学 院 派 (Academy)， 
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Aristotle 就 是 那里 的 一 个 学 生 . 学 院 派 在 希腊 思想 史上 有 无 与 伦比 
的 重要 性 . 它 的 学 生 和 学 友 是 当时 最 伟大 的 哲学 家 、 数 学 家 和 天 文 
学 家 ; 世 至 在 数学 方面 的 领导 地 位 转移 到 亚历山大 之 后 ,这 一 学 派 
仍 在 哲学 上 保持 其 领先 的 地 位 . Eudoxus( 约 公元 前 408 一 前 355) 的 
数学 知识 主要 是 从 西西 里 太 兰 吐 姆 (Tarentum ) 地 方 的 Archytas 学 
来 的 ,之 后 他 在 小 亚细亚 北部 的 城市 基 齐 库 斯 (Cyzicus) 成 立 了 他 自 
己 的 学 派 . Aristotle 离开 Plato 的 学 院 之 后 在 雅典 成 立 男 一 学 
派 一 一 学 园 学 派 (Lyceum). 学 园 学 派 通常 称 为 漫步 学 派 (Peripatetic 
school). 并 不 是 古典 时 期 的 所 有 大 数学 家 必定 都 属于 基 一 学 派 ,不 
过 为 叙述 连贯 起 见 ,我 们 有 时 把 某 人 的 著作 同 某 一 学 派 结合 起 来 讨 
论 , 虽然 那 人 同 该 学 派 的 联系 并 不 密切 . 


4. 爱 奥 尼 亚 (Ionian) 学 泊 

这 学 派 的 领袖 和 创立 人 是 Thales. 关于 此 人 的 生平 和 学 术 工作 
虽然 没有 确切 可 靠 的 材料 ,但 他 可 能 就 是 生长 和 工作 于 米利 都 的 
Ay 他 游 迹 甚 广 , 兽 一 度 住 在 埃及 进行 商务 活动 ,并 据说 学 了 不 少 埃 
及 的 数学 . 传说 Thales 还 是 一 个 精明 的 商人 , 在 一 次 油橄榄 大 丰收 
的 季节 ,他 垄断 了 米利 都 和 希 俄 斯 (Chios) 两 地 的 所 有 油坊 之 后 以 高 
价 出 租 . 据说 Thales 预报 了 公元 前 585 年 的 一 次 日 蚀 , 但 因 当 时 天 
文 知 识 没 有 那么 高 明 ,所 以 有 人 否认 此 说 . 

据 传 他 曾 用 一 根 已 知 长 度 的 杆子 ,通过 同时 测量 竿 影 和 金字 
塔 影 之 长 , 求 出 了 金字 塔 的 高 度 . 据 信 他 利用 关于 相似 三 角形 的 这 
一 类 知识 计算 过 船舶 到 海岸 的 距离 . 后 人 也 把 数学 之 成 为 抽象 理 
论 和 有 些 定 理 的 演绎 证 明 归 功 于 他 ,但 这 两 项 功劳 是 否 属实 是 5 
疑 的 . 后 人 也 把 磁铁 和 静电 吸引 力 的 发 现 归 功 于 他 . 

就 对 于 数学 本 身 的 贡献 来 说 , 爱 奥 尼 亚 学 派 只 值得 稍 加 提 及 ， 
不 过 它 在 哲学 特别 是 自然 哲学 方面 的 重要 性 是 无 与 伦比 的 ( 见 第 
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7 章 第 2 节 ) .在 波斯 人 征服 这 地 区 之 后 , 爱 奥 尼 亚 学 派 的 重要 地 
位 就 下 落 了 . 


5. Pythagoras Jk 

Pythagoras 据 信 是 曾 就 学 于 Thales 的 . 他 继而 拾 起 学 术 事 业 
的 火炬 ,在 意大利 南部 的 希腊 居留 地 克 罗 顿 (Croton) 成 立 了 他 自 
己 的 学 派 . Pythagoras 派 学 者 没有 书面 著作 ,我 们 是 通过 他 人 如 
Plato 和 Herodotus 的 著作 知悉 他 们 的 . 特别 是 我 们 对 Pythagoras 
及 其 门徒 的 生平 不 清楚 ,也 不 能 肯定 一 些 发 现 该 归功 于 Pythago- 
ras 本 人 还 是 应 归功 于 他 的 门人 . 因此 ,在 谈 到 Pythagoras 的 工作 
时 ,实际 是 指 这 批 学 者 在 公元 前 585 年 (所 传 Pythagoras 出 生 之 
年 ) 到 公元 前 400 年 左右 这 一 段 时 间 里 所 做 的 工作 . Philolaus( 公 
元 前 5 世纪 ) 和 Archytas( 公 元 前 428 一 前 347) 是 这 个 学 派 中 的 杰 
出 成 员 . 

Pythagoras 生 于 靠近 小 亚细亚 海岸 的 萨摩 斯 岛 (Samos). 他 
在 米利 都 Thales 那里 学 了 一 段 时 期 之 后 就 到 别处 游历 ,其 中 有 埃 
及 和 巴比伦 ,并 可 能 在 那里 学 到 一 些 数学 和 神秘 主义 的 教条 . 然后 
th ETES H. 在 那里 他 成 立 了 一 个 宗教 .科学 和 哲学 性 质 的 帮 
会 . 这 是 个 正式 的 学 派 组 织 , 会 员 人 数 是 限定 的 ,并 由 领导 人 传授 
知识 ,会 员 对 学 派 中 所 传授 的 知识 要 保密 ,不 过 有 些 史学 家 否定 数 
学 和 物理 知识 保密 的 说 法 . 据 信 Pythagoras 派 的 人 参与 政治 活 
动 ; 他 们 同人 贵族 党 派 结盟 ,因而 被 民主 党 派 赶 走 . Pythagoras 逃奔 

到 邻近 的 米 太 旁 登 (Metapontum ) ,公元 前 497 年 被 害 于 该 处 . 他 

的 门人 散居 到 希腊 其 他 学 术 中 心 ,继续 传授 他 的 教导 . 

希腊 人 对 数学 看 法 本 身 的 一 个 重大 贡献 是 有 意识 地 承认 并 强 
调 :数学 上 的 东西 如 数 和 图 形 是 思维 的 抽象 , 同 实际 事物 或 实际 形 
象 是 截然 不 同 的 . 有 些 原 始 文明 社会 (埃及 和 巴比伦 人 肯定 如 此 ) 
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诚然 也 知道 把 数 脱离 实物 来 思考 ,但 他 们 对 这 种 思考 的 抽象 性 质 
究竟 自觉 认识 到 何 种 程度 是 颇 成 间 题 的 . 而 且 在 希腊 人 之 前 的 所 
有 文明 中 ,几何 思想 肯定 是 离 不 开 实 物 的 . 例如 ,埃及 人 的 直线 就 
无 非 是 拉 紧 的 绳 或 田地 的 一 边 ,而 矩形 则 是 田地 的 边界 . 

数学 研究 抽象 概念 ,这 种 认识 肯定 要 归功 于 Pythagoras 学 
派 .不 过 在 他 们 开始 进行 工作 时 情况 可 能 并 不 如 此 . Aristotle 曾 
说 ,Pythagoras 学 派 把 数 看 作 是 真实 物质 对 象 的 终极 组 成 部 分 吕 . 
数 不 能 离开 感觉 到 的 对 象 而 独立 存在 . 早期 Pythagoras 学 派 说 到 
一 切 对 象 由 ( 整 ) 数 组 成 ,或 者 说 到 数 乃 宇宙 的 要 素 时 ,他们 所 要 说 
的 意思 就 是 字面 上 的 意思 , 因 他 们 心目 中 的 数 就 如 同 我 们 心目 中 
的 原子 一 样 . 也 有 人 相信 ,公元 前 6 世纪 和 前 5 世纪 的 Pythagoras 
学 派 实 际 上 并 不 把 数 和 几何 上 的 点 区 分 开 来 . 因此 他 们 从 几何 角 
度 把 一 个 数 看 作 是 扩大 了 的 一 个 点 或 很 小 的 一 个 球 . 但 据 Proclus 
的 记载 ,Eudemus 说 Pythagoras 认识 到 较 高 ( 比 之 于 埃及 人 和 巴 
比 伦 人 ) 的 原理 ,并 且 纯 凭 心智 来 考虑 抽象 问题 . Eudemus 还 说 
Pythagoras 创立 了 纯 数学 ,把 它 变 成 一 门 高 尚 的 艺术 . 

Pythagoras 学 派 常 把 数 描绘 成 沙滩 上 的 点 子 或 小 石子 . 他 们 
按 点 子 或 小 石子 所 能 排列 而 成 的 形状 来 把 数 进行 分 类 . 例如 ,1， 
3, 6 和 10 这 些 数 叫 三 角形 数 ,因为 相应 的 点 子 能 排列 成 正三 角形 
(图 3. 1). 第 四 个 三 角形 数 10 特别 使 Pythagoras 学 派 神往 , 因为 
这 是 他 们 所 珍爱 的 数 ,并 且 这 三 角形 的 每 边 有 4 点 ,而 4 又 是 另 一 
个 得 宠 的 数 . 他 们 认识 到 1, 1 十 2, 1 十 2 十 3 等 等 这 些 和 数 都 是 三 
角形 数 ,并 且 知 道 1 十 2 十 … 十 ?一 (n/2)(n 十 1). 


. * e . . . LÀ 
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1, 4, 9，16,… 这 些 数 他 们 称 之 为 正方 形 数 ,因为 用 点 表示 时 
可 把 它们 排 成 正方 形 (图 3. 2). 复合 数 ( 非 质数 ) 中 凡 不 恰好 是 正 
方形 数 的 , 则 叫做 长 方形 数 . 


图 3.2 


把 代表 数 的 点 子 排 成 几何 图 形 后 ,整数 的 一 些 性 质 就 变 得 很 
明显 . 例如 在 图 3. 2 的 第 三 个 图 形 中 画 了 一 道 斜 杠 之 后 , 便 可 看 出 
相继 两 个 三 角形 数 之 和 是 个 正方 形 数 . 这 个 关系 是 普遍 成 立 的 , 因 
若 用 现代 记 法 ,我 们 可 以 看 出 
nol 
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至 于 说 Pythagoras 学 派 能 证 明 这 个 一 般 结论 , 那 却 是 成 问题 的 . 

Pythagoras 派 再 用 图 3. 3 所 示 的 方案 从 一 个 正方 形 数 得 出 下 
一 个 正方 形 数 . 图 中 折线 右 方 和 下 方 的 那些 点 所 形成 的 数 ,他 们 称 
作 一 个 gnomon. 他 们 从 这 图 里 所 看 出 的 事实 , 若 用 记号 表示 出 来 
MÆ n^ (2n+1) = (n 十 1)?. 其 次 , 若 从 1 起 加 上 gnomon 3, 再 
加 上 gnomon 5 等 等 ,其 结果 用 我 们 的 记号 来 表示 便 是 

1 十 3 十 5 十 … 十 (2n 一 1) =r. 

“gnomon” 这 个 字 在 巴比伦 人 的 原意 可 能 是 指 日 规 上 的 直 杆 ， 

用 它 的 阴影 来 指示 时 刻 .在 Pythagoras 时 代 gnomon j RE HA 


ul noe 
图 3.3 图 3.4 有 阴影 的 那 块 面积 称 为 gnomon 


intl) + 


(n+2) = (n+1)’. 
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AR , 它 的 形状 就 像 图 3. 3 中 的 gnomon 那样 . 它 还 表示 从 正方 形 
的 一 角 割 掉 一 个 小 正方 形 后 所 余 的 图 形 . 以 后 , Euclid 又 把 gno- 
mon 表示 从 平行 四 边 形 一 角 制 掉 一 个 较 小 的 相似 平行 四 边 形 后 
所 余 的 图 形 (图 3. 4) 
Pythagoras 派 还 摘 多 角 数 ,如 五 边 形 数 .六 边 形 数 和 其 他 多 边 
形 数 . 图 3. 5 中 的 每 个 点 代表 数 1. 从 这 图 可 看 出 第 一 个 五 边 形 数 
是 1; 次 一 个 (其 各 点 排 成 一 个 五 角形 的 顶点 ) 是 5; 第 三 个 数 是 1 十 
4 十 7 即 12 等 等 . 第 ”个 五 边 形 数 ,用 我 们 的 记号 是 (3n? 一 n)/2. 
同样 有 六 边 形 数 (图 3. 6)1，6，15，28，… 而 一 般 是 2z2 — n. 


图 3.5 五 边 形 数 图 3.6 六 边 形 数 

若 一 数 等 于 它 的 所 有 因数 (能 除 尽 该 数 的 数 ,包括 1, 但 不 包 
括 该 数 本 身 ) 之 和 ,他 们 称 之 为 完全 数 ,如 6，28 和 496 便 是 完 
数 . 数 本 身 大 于 其 因数 之 和 的 叫 量 数 , 小 于 其 因数 之 和 的 则 叫 亏 
数 . 若 有 两 数 人 彼此 等 于 另 一 数 的 因子 之 和 ,他 们 称 这 两 数 是 亲 和 
数 , 例 如 284 5 220 便 是 亲 和 数 . 

Pythagoras 派 搞 出 了 一 个 法 则 ,能 求 出 可 排 成 直角 三 角形 三 
边 的 三 元 数组 .从 这 一 法 则 说 明 他 们 知道 Pythagoras 定理 ,关于 
这 定理 以 后 还 要 细 讲 . 他 们 发 现 , 若 m 是 奇数 , 则 m, (m 一 1)72 
及 (m 十 1)/2 便 是 这 样 的 三 元 数组 . 不 过 这 法 则 只 给 出 一 部 分 的 
这 种 三 元 数组 . 如 今 我 们 把 能 形成 直角 三 角形 三 条 边 的 三 个 整数 
所 构成 的 任何 集合 统统 称 为 Pythagoras 三 元 数组 . 

Pythagoras 派 研究 了 质数 , 递 进 数列 ,以 及 他 们 认为 美的 一 些 
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比 和 比例 关系 . BID E p 和 g 是 两 数 ,它们 的 算术 平均 值 A 是 
(p+ q)/2, 几何 平均 值 G 是 Vpg ,而 调和 平均 值 H,BD 1/p 和 1/g 
的 算术 平均 值 取 倒 数 ,是 2pgA(p 二 9). 但 我 们 可 看 出 G 是 A AH 
的 几何 平均 值 . A/G = G/H 这 个 比例 便 叫 完全 比例 ,而 
b: (b--qZ = 2pqg/(p 十 9) : q 这 个 比例 他 们 称 之 为 音乐 比例 . 

Pythagoras 派 所 说 的 数 仅 指 整 数 . 和 现代 人 不 一 样 ,他 们 不 把 
两 个 整数 之 比 看 成 是 一 个 分 数 从 而 是 另 一 类 数 . 实际 的 分 数 是 用 
于 商业 上 的 ,以 表示 钱币 或 度量 单位 的 若干 部 分 ,但 算术 在 商业 上 
的 这 类 应 用 是 属于 正统 希腊 数学 范围 之 外 的 . 因此 当 Pythagoras 
派发 现 有 些 比 一 一 例如 等 腰 直 角 三 角形 斜 边 与 一 直角 边 之 比 或 正 
方形 对 角 线 与 其 一 边 之 比 一 一 不 能 用 整数 之 比 表 达 时 ,他 们 就 感 
到 惊奇 不 安 . 由 于 Pythagoras 派 关 心 能 形成 直角 三 角形 三 边 的 三 
元 整数 组 ,他 们 很 可 能 是 在 搞 这 项 工作 时 发 现 这 些 新 比 的 . 他 们 把 
那些 能 用 整数 之 比 表达 的 比 称 做 可 公 度 比 , 意 即 相 比 两 量 可 用 公 
共度 量 单位 量 尽 , 而 把 不 能 这 样 表达 的 比 称 做 不 可 公 度 比 . 例如 我 
们 今日 写成 V272 的 比 便 是 不 可 公 度 比 . 不 可 公 度 量 之 比 希 腊 人 称 
做 adovos(algos, EE B" AN AE RIA”). 他 们 也 用 popyros (arratos, 没 
有 比 ) 这 个 词 来 表达 . 后 人 把 不 可 公 度 比 的 发 现 归 功 于 米 太 旁 登 的 
Hippasus( 公 元 前 5 世纪 ). 相传 当时 Pythagoras 派 的 人 正在 海 
上 ,就 因 这 一 发 现 而 把 Hippasus 投 到 海里 ,因为 他 在 宇宙 间 搞 出 
这 样 一 个 东西 否定 了 Pythagoras 派 的 信条 :宇宙 间 的 一 切 现象 都 
能 归结 为 整数 或 整数 之 比 . 

V2 与 1 不 能 公 度 的 证 明 是 Pythagoras 派 给 出 的 . 据 Aristot- 
le 说 ,他们 用 的 是 归 订 法 一 一 即 间接 证 法 . 这 个 证 明 指 出 , XE 
斜 边 能 与 一 直角 边 公 度 ,， 则 同一 个 数 将 又 是 奇数 又 是 偶数 ,证 
明 过 程 如 下 : 设 等 腰 直 角 三 角形 斜 边 与 一 直角 边 之 比 为 :8 并 
设 这 个 比 已 表达 成 最 小 整数 之 比 . 于 是 根据 Pythagoras 定理 得 
a = 28. RF A ABR, o 必然 也 是 偶数 , 因 任 一 奇数 的 平方 
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JE BLO. 但 比 a :8 是 既 约 的 ,因此 68 必然 是 奇数 . a 既是 偶数 ， 
故 可 设 a = 2y. Feo’ = 47? = 28. WEB! —2y , 这样 8 :是 个 
偶数 . 于 是 8 也 是 偶数 . 但 8 同时 又 是 奇数 ,这 就 产生 了 耶 盾 . 

这 个 证 明 当 然 和 现今 对 V2 为 无 理 数 的 证 明 相 同 , 它 原 来 是 包 
括 在 Euclid 原 本 》 的 早期 版 本 中 的 ,作为 第 十 篇 的 命题 117. 不 过 
Euclid 原 书 中 很 可 能 是 没有 的 ,所 以 现代 版 本 已 经 把 它 删 去 . 

现代 数学 中 用 无 理 数 来 表示 不 可 公 度 比 .但 Pythagoras 派 不 
愿意 接受 这 样 的 数 . 巴比伦 人 是 运用 这 种 数 的 ,用 时 取 它 们 的 近似 
值 ,但 他 们 可 能 不 知道 他 们 的 60 进 制 近似 分 数 是 决 不 能 确切 等 于 
这 种 数 的 . 埃及 人 也 没有 认识 到 无 理 数 有 不 同 的 性 质 . Pythagoras 
派 则 至 少 认 识 到 不 可 公 度 比 与 可 公 度 比 的 性 质 完全 不 同 . 

这 发 现 提出 了 希腊 数学 里 的 一 个 中 心 问题 . 在 这 之 前 Py- 

thagoras 派 是 把 数 与 几何 等 同 起 来 的 . 但 不 可 公 度 比 的 存在 打破 
了 这 种 等 同 的 看 法 . 他 们 并 不 因此 不 再 在 几何 里 考察 所 有 种 类 的 
TE ,面积 和 比 ,但 对 于 数 的 比 则 只 限于 考察 可 公 度 比 . 关于 不 可 
公 度 比 以 及 一 切 量 的 比例 ,它们 的 理论 是 Eudoxus 提出 的 ,这 人 
的 工作 我 们 不 久 就 要 讲 到 . 
有 些 几 何 结果 也 算是 归功 于 Pythagoras 派 的 . 最 出 名 的 是 
Pythagoras 定理 本 身 , 这 是 Euclid 几何 的 一 个 关键 定理 . ATTA 
为 我 们 所 学 的 关于 三 角形 ,平行 线 ,多边 形 . 圆 . 球 和 正 多 面体 的 一 
些 定理 也 是 Pythagoras 派发 现 的 . 特别 是 他 们 知道 三 角形 三 角 之 
和 是 1807. 关于 相似 形 的 一 套 有 限 的 理论 ,以 及 平面 可 为 等 边 三 
角形 .正方形 和 正六 边 形 所 填 满 这 一 事实 ,都 属于 Pythagoras jk 
的 研究 结果 . 

Pythagoras 派 开 头 研究 的 一 类 问题 叫 面积 应 用 问题 . 其 中 最 
简单 的 一 个 问题 是 求 作 一 多 边 形 使 其 面积 与 一 已 给 多 边 形 相 等 而 


QD 任 - 奇 整数 可 表 为 2n 十 1, 于 是 (22 十 1) 一 422 十 42 十 1,， 这 必然 是 奇数 
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形状 与 男 一 已 给 多 边 形 相似 . 另 一 个 是 求 作 一 特定 图 形 ,使 其 面积 
超过 或 小 于 另 一 图 形 的 面积 ,其 差 为 一 给 定 的 数值 . 面积 应 用 问题 
的 最 重要 形式 是 :在 一 已 知 线段 的 一 部 分 或 其 延长 线 上 作 一 平行 
四 边 形 ,使 其 与 一 给 定 直线 图 形 等 面积 ,并 使 其 小 于 (在 第 一 种 情 
况 下 ) 或 超过 (在 第 二 种 情况 下 ) 整 个 线段 上 的 平行 四 边 形 的 部 分 ， 
与 一 已 给 的 平行 四 边 形 相似 . 我 们 在 研究 Euclid 著作 时 将 要 讨论 
面积 应 用 问题 . 

希腊 人 对 数学 的 最 重大 贡献 是 坚持 一 切 数学 结果 必须 根据 明 
白 规定 的 公理 用 演绎 法 推出 . 这 就 要 问 Pythagoras 派 是 否 证 明了 
他 们 的 几何 结果 . 对 此 我 们 不 能 给 出 明确 的 回答 ,不 过 在 Pythag- 
oras 派 数学 的 早期 或 中 期 ,说 已 要 求 根据 任何 一 种 公理 系统 (明确 
规定 的 或 蕴含 的 ) 来 作 演 绎 证 明 , 这 种 说 法 是 非常 值得 怀疑 的 . 
Proclus 确实 说 过 他 们 证 明了 三 角形 内 角 之 和 的 定理 ;但 这 证 明 可 
能 是 晚期 Pythagoras 派 学 者 作出 的 . 至 于 他 们 是 否 证 明了 Py- 
thagoras 定理 这 一 问题 , 曾 有 许多 人 探讨 过 ,而 答案 则 是 他 们 可 能 
并 未 证 明 . 如 果 用 相似 三 角形 ,这 是 相当 容易 证 明 的 ,但 Pythago- 
ras 派 并 没有 完整 的 相似 形 理论 . Euclid《 原 本 》 第 一 篇 第 47 命题 
给 出 的 证 明 ( 见 第 4 章 第 4 节 ) 是 难 的 , 因 它 并 未 应 用 相似 形 理论 ， 
而 Proclus 是 把 这 一 证 明 归 功 于 Euclid 本 人 的 . 关于 Pythagoras 
派 几何 里 有 没有 证 明 这 一 问题 ,最 合理 的 结论 是 :在 该 学 派 存在 的 
大 部 分 时 间 里 ,他 们 是 根据 一 些 特例 来 肯定 所 得 的 结果 的 . 不 过 到 
了 学 派 晚期 即 公元 前 400 年 左右 ,由 于 其 他 方面 的 发 展 ,证 明 在 数 
学 中 所 处 的 地 位 改变 了 ;所 以 学 派 晚期 的 成 员 可 能 作出 了 合法 的 
证 明 . 
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Pythagoras 派发 现 不 可 公 度 比 这 一 事 突 出 了 使 所 有 希腊 数学 
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家 迫切 要 想 解决 的 一 个 难点 :离散 与 连续 的 关系 .整数 代表 离散 的 
WR ,可 公 度 比 代表 两 批 离散 对 象 间 的 关系 ,或 代表 有 公共 度量 单 
位 的 两 个 长 度 间 的 关系 , 因 这 时 每 个 长 度 都 可 看 成 度量 单位 的 离 
散 集合 .不 过 ,长 度 一 般 说 并 非 度量 单位 的 离散 集合 ;这 就 是 出 现 
不 可 公 度 长 度 之 比 的 原因 . 换言之 ,长 度 .面积 .体积 .时 间 和 其 他 
一 些 量 是 连续 量 . 例如 ,我们 说 一 根 线段 用 某 一 单位 来 量 可 以 有 无 
理 的 或 有 理 的 长 度 . 但 希腊 人 没有 获得 这 种 观点 . 

Zeno 把 离散 与 连续 的 关系 问题 惹 人 注意 地 摆 了 出 来 . Zeno 
住 在 意大利 南部 埃 利 亚 城 ,出 生 于 公元 前 495 到 480 年 之 间 . 他 与 
其 说 是 数学 家 莫如 说 是 哲学 家 . 他 同 他 的 老师 Parmenides 一 样 ， 
据说 原来 也 是 Pythagoras 派 学 者 . 他 提出 一 些 悖 论 ,其 中 四 个 是 
关于 运动 的 . 他 提出 这 些 悖 论 的 目的 何在 并 不 清楚 ,因为 如 今 对 希 
腊 哲 学 史 还 知道 得 不 够 . Parmenides 曾 争 论说 运动 或 变动 是 不 可 
能 的 ,而 据说 Zeno 为 之 辩护 . Zeno 攻击 过 Pythagoras 派 , 因 他 们 
相信 几何 上 的 点 是 有 大 小 但 不 能 分 的 单元 . 我 们 不 确切 知道 Zeno 
所 说 的 话 ,只 能 依靠 Aristotle 的 引述 ,而 Aristotle 引 他 的 话 则 是 
为 了 要 批评 他 . 此 外 我 们 还 依据 6 世纪 Simplicius 的 引述 ,但 他 的 
话 又 是 根据 Aristotle 的 著作 而 来 的 . 

关于 运动 的 四 个 悖 论 是 各 不 相关 的 ,但 四 者 总 的 用 意 可 能 是 
为 提出 同一 个 重要 的 论点 . 当时 人 们 对 空间 和 时 间 有 两 种 对 立 的 
看 法 :一 种 认为 空间 和 时 间 无 限 可 分 ,那样 的 话 运动 是 连续 而 又 平 
顺 的 ; 男 -- 种 认为 空间 和 时 间 是 由 不 可 分 的 小 段 组 成 的 ( 像 放 映 电 
影 时 那样 ) ,那样 的 话 运动 将 是 一 连 串 的 小 跳动 . Zeno 的 争论 是 针 
对 这 两 种 理论 的 ,他 那 关 于 运动 的 头 两 个 悖 论 是 反对 第 一 种 学 说 
的 ,而 后 两 个 悖 论 则 是 反对 第 二 种 学 说 的 , 这 两 对 悖 论 中 ,每 一 对 
的 头 一 个 悖 论 考察 单独 一 个 物体 的 运动 ,其 第 二 个 则 考察 若干 物 
体 的 相对 运动 . 

Aristotle 在 他 的 《物理 》(Physics) 中 陈述 了 第 一 个 悖 论 , 叫 


6. JF] EE Eleatic) EJ "ol 


BK PS 43 iE Pe IE (Dichotomy) , KV, Sl P: 96 — PPE Diis oN FE 
在 ,理由 是 运动 中 的 物体 在 到 达 目 的 地 


Ls 
前 必须 到 达 半 路 上 的 点 . ”这 话 的 意思 4 C € s 
是 说 为 通过 AB( 图 3. 7) ,必须 先 到 达 图 3.7 


C, 为 到 达 C 必须 先 到 达 D; 等 等 .换言之 , 若 设 空间 无 限 可 分 ,从 
而 有 限 长 度 含 无 限 多 的 点 ,这 就 不 可 能 在 有 限时 间 内 通过 有 限 
长 度 . 

Aristotle 在 驳斥 Zeno 时 ,说 关于 一 个 事物 的 无 限 性 有 两 种 
意义 :无 限 可 分 或 无 限 宽广 .在 有 限时 间 内 可 以 接触 从 可 分 意义 上 
是 无 限 的 东西 ,因为 从 这 意义 上 讲 时 间 也 是 无 限 的 ;所 以 在 有 限时 
间 内 .可 以 通过 有 限 的 长 度 . 另外 有 人 把 Zeno 的 悖 论 理解 为 :要 通 
过 有 限 长 度 就 必须 通过 无 穷 多 的 点 ,这 就 意味 着 必须 到 达 没 有 终 
点 的 某 种 东西 的 终点 . 

第 二 个 悖 论 叫 Achilles( 希 腊 的 神 行 太保 一 一 译 者 ) 和 乌龟 赛 
跑 . 据 Aristotle 所 述 :“ 它 说 动 得 最 慢 的 东西 不 能 被 动 得 最 快 的 东 
西 赶 上 ,因为 追赶 者 首先 必须 到 达 被 追 者 出 发 之 点 ,因而 行动 较 慢 
的 被 追 者 必定 总 是 跑 在 前 头 . 这 论点 同 两 分 法 悖 论 中 的 一 样 ,所 不 
同 者 是 不 必 再 把 所 需 通 过 的 距离 一 再 平分 . "之 后 Aristotle 说 ,如 
果 动 得 较 慢 的 对 象 通过 一 段 有 限 的 距离 , 则 根据 他 答复 第 一 个 悖 
论 所 述 的 那个 理由 , 它 是 可 以 被 追 上 的 . 

后 两 悖 论 是 针对 “影片 式 运动 "而 言 的 . 第 三 个 关于 箭 的 悖 论 
Fa Aristotle 所 述 是 这 样 的 :“ 他 (Zeno) 计 的 第 三 个 悖 论 是 说 飞 矢 
不 动 . 他 是 在 假定 了 时 间 由 退 刻 组 成 之 后 得 出 这 结论 来 的 . 如 果 没 
有 这 假定 也 就 不 会 有 这 结论 . "HE Aristotle 说 , Zeno 的 意思 是 第 
在 运动 的 任 一 瞬 刻 必 在 一 确定 位 置 因而 是 静止 的 . 所 以 箭 就 不 能 
处 于 运动 状态 . Aristotle 说 如 果 我 们 不 承认 时 间 有 具有 不 可 分 的 单 
元 ,这 悖 论 就 站 不 住 脚 了 . 

第 四 个 悖 论 叫 操场 或 游行 队伍 悖 论 ,用 Aristotle 的 话 来 说 是 
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这 样 的 ”第 四 个 悖 论 是 关于 一 组 物体 沿 跑道 挨 着 另 一 组 个 数 相同 
的 物体 彼此 相向 移动 ,一 组 是 从 末端 出 发 而 另 一 组 是 从 中 间 开 始 
移动 ,两 者 移动 速度 一 样 ;他 (Zeno) 就 作出 结论 说 由 此 可 知 一 半 
的 时 间 等 于 双 倍 的 时 间 . 错误 在 于 假定 了 以 相同 速度 移动 的 两 物 
体 ,其 一 通过 一 个 移动 物体 , 而 另 一 通过 一 个 等 长 的 静止 物体 ,所 
需 时 间 相 等 ,而 这 个 假定 是 错 的 .” 

我 们 可 把 Zeno 第 四 悖 论 中 可 能 的 要 点 陈述 如 下 : 设 有 A, B, 
C 三 队 兵 (图 3.8) ,并 设 在 最 小 的 时 间 单 位 内 ,B 往 左 移动 一 位 而 
C 则 往 右 移动 一 位 . 于 是 相对 于 B 而 言 C 就 移动 了 两 位 . 因此 必 
有 一 个 使 C 向 B 的 右 方 移动 一 位 所 需 的 较 小 时 间 单 位 ,否则 半 个 
时 间 单 位 将 等 于 一 个 时 间 单 位 . 


Ae . . . A . . P L] 

Be . . . Be 

Ce . ° ° C . . [2 
RH 3.8 


可 能 Zeno 只 是 想 指出 速度 是 相对 的 . C 相对 于 B 的 速度 并 
非 C 相 对 于 4 的 速度 . 或 者 他 的 意思 是 说 没有 什么 绝对 空间 可 
作为 规定 速度 的 依据 .Aristotle 说 Zeno 的 廖 误 在 于 假定 以 相同 
速度 移动 的 两 物体 在 通过 一 移动 物体 与 通过 一 固定 物体 之 际 需 
要 同样 时 间 . Zeno 的 论点 和 Aristotle 的 批 驱 都 说 得 不 清楚 . 但 
若 把 这 悖 论 看 作 是 为 攻击 时 间 和 空间 具有 不 可 分 的 最 小 段落 之 
说 而 作 的 ( 因 Zeno 当时 在 攻击 此 说 ), 那么 他 的 论点 就 有 了 

我 们 可 把 色 雷 斯 地 区 阿布 德 拉 (Abdera in Thrace) 的 
Democritus( 约 公元 前 460 一 前 370) 也 归 入 埃 利 亚 学 派 . 据说 他 很 
聪明 ,研究 许多 学 问 , 其 中 包括 天 文 . 由 于 Democritus 原 属 
Leucippus 学 派 而 后 者 为 Zeno 的 学 生 , 故 他 所 考察 的 许多 数学 问 
题 必 定 是 为 Zeno 的 思想 所 启发 的 . 他 写 出 关于 几何 ,关于 数 , 关 
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于 连续 的 直线 和 立体 的 书 . 他 的 几何 著作 很 可 能 是 Euclid | AX) 
问世 以 前 的 重要 著作 . 

Archimedes 说 Democritus 发 现 
锥 和 棱锥 的 体积 等 于 同 底 同 高 的 
圆柱 和 棱柱 体积 的 三 分 之 一 ,但 证 明 
是 由 Eudoxus 作出 的 . Démocritus 把 
圆锥 看 作 是 一 系列 不 可 分 的 薄 层 全 
成 的 (图 3. 9) ,但 若 设 各 层 相 等 则 得 图 3.9 
圆柱 ,而 志 设 各 层 不 等 , 则 圆锥 面 不 能 光滑 ,因而 这 使 他 感到 苗 恼 . 


fed 


7. ME sit (Sophist) 5E Ji 

自 公元 前 479 年 波斯 人 在 迈 开 里 (Mycale) 地 方 最 后 战败 之 
后 ,雅典 便 成 为 希腊 城邦 联盟 中 的 主要 城市 和 商业 中 心 . 从 事 贸易 
所 得 的 财富 使 雅典 成 为 当时 最 富庶 的 城市 ,他们 的 出 名 领袖 Peri- 
cles 就 利用 这 财富 来 修建 和 美化 这 一 城市 . 爱 奥 尼 亚 派 的 .Py- 
thagoras 派 的 以 及 其 他 的 学 者 都 被 吸引 到 雅典 来 . 这 里 人 们 的 重 
点 就 放 在 抽象 推理 方面 ,并 以 使 理性 统治 遍及 整个 自然 界 和 人 类 
作为 其 宗 旨 . 

在 雅典 的 第 一 个 学 派 一 一 诡辩 派 中 包括 各 方面 的 学 者 大 师 ， 
如 文法 .修辞 .辩证 法 .演讲 术 、 人 伦 , 以 及 对 本 书 有 关 的 几何 、 天 文 
和 哲学 方面 的 学 者 . 他 们 研究 的 主要 目标 之 一 是 用 数学 来 了 解 宇 
出 是 怎样 运转 着 的 . 

有 好 些 数学 结果 是 为 解决 三 个 著名 的 作 图 问题 而 得 出 的 副 产 
m. 这 三 个 作 图 题 是 : 作 一 正方 形 使 其 与 给 定 的 圆 等 面积 ;给 定 立 
方 体 的 一 边 , 求 作 另 一 立方 体 之 边 , 使 后 者 体积 两 倍 于 前 者 体积 ; 
以 及 用 尺 规 三 等 分 任意 角 . 

这 些 著名 作 图 题 的 起 因 有 各 种 说 法 . 例如 关于 倍 立方 问题 起 
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因 ,在 Eratosthenes( 约 公元 前 284 一 前 192) 的 一 本 书 中 的 一 种 说 
法 是 :得 洛斯 (Deios) 地 方 的 人 遭 瘟 疫 求教 于 巫 神 , 巫 神 告诉 他 们 
应 把 现 有 立方 祭坛 加 倍 . 得 洛斯 人 知道 把 祭坛 一 边 加 倍 是 不 能 把 
体积 加 倍 的 ,就 去 找 Plato 解决 . Plato 告诉 他 们 说 巫 神 之 意 并 不 
在 于 要 双 倍 大 的 祭坛 ,而 只 是 为 借 此 谴责 希腊 人 不 重视 数学 并 对 
几何 不 够 尊崇 . 传记 家 Plutarch 也 记载 了 这 一 故事 

实际 上 这 些 作 图 题 是 希腊 和 人 在 解 出 了 一 些 作 图 题 之 后 的 引 
m. 因 任 意 角 可 二 等 分 ,自然 就 想 搞 三 等 分 . 因 以 正方 形 对 角 线 为 
一 边 的 正方 形 有 两 倍 于 前 者 的 面积 ,就 理所当然 地 提出 相应 的 立 
方 体 门 题 . 化 圆 为 方 问题 是 希腊 人 求 作 一 定形 状 的 图 形 使 之 与 给 
定 图 形 等 面积 这 类 问题 中 的 典型 间 题 . 此 外 还 有 求 作 正七 边 形 或 
更 多 边 数 的 正 多 边 形 问题 就 不 那么 出 名 了 . 但 这 也 是 在 作出 正方 
É . 正 五 边 形 正六 边 形 之 后 引申 出 来 的 问题 . 

作 图 之 限于 用 尺 规 ?一事 也 有 各 种 解释 . 希腊 人 认为 直线 和 
Bl xt SEATS ,而 直 尺 和 圆规 是 其 具体 化 . 所 以 用 这 两 种 工具 比较 
好 . 有 一 种 理由 是 说 Plato 反对 用 其 他 机 械 工具 ,办 其 过 于 依赖 感 
党 境界 而 不 其 依赖 思想 境界 ,而 Plato 认为 后 者 是 第 一 性 的 . 但 入 
可 能 在 公元 前 5 世纪 时 对 这 种 限制 不 甚 严格 . 不 过 我 们 以 后 可 以 
看 到 作 图 题 在 希腊 几何 中 起 重要 作用 ,而 Euclid 公理 确实 限制 只 
许 用 尺 规 作 图 . 自 他 以 后 这 一 限制 就 严格 要 求 了 . 例如 Pappus 说 
若 图 形 能 用 尺 规 作出 ,那么 用 其 他 方法 来 解 就 不 可 取 ， 

最 嘻 试图 解 这 三 大 名 题 的 是 爱 奥 尼 亚 派 学 者 Anaxagoras, fis 
说 他 在 牢房 里 还 搞 化 圆 为 方 问题 ,但 他 的 结果 如 何不 得 而 知 . 搞 得 
出 名 的 是 伊利 斯 城 [Elis, 希 腊 伯 罗 奔 尼 撤 (Peloponnesus) 的 城 
] 的 Hippias. 此 人 是 诡辩 学 派 的 头面 人 物 , 生 于 公元 前 460 FÆ 
,是 Socrates 的 同时 代入 . 


最 
市 
t 
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Hippias 在 设法 三 等 分 一 角 时 发 明了 一 种 新 曲线 叫 割 圆 曲 

线 ,只 可 惜 这 曲线 本 身 也 是 不 能 用 以 规 作 出 的 . LER RE DUREE 

成 的 : 设 AB( 图 3. 10) 顺 时 针 方 向 以 匀速 绕 A 转 到 AD 的 位 置 . 同 

时 让 BC 平行 于 其 自身 以 匀速 下 移 到 AD. 设 AB 转 到 AD 时 BC 

移 到 BC . 令 瓦 为 AD 与 BC 的 交点 . 则 此 已 便 是 制 圆 曲线 
BE‘G 上 的 一 个 典型 点 .G 是 割 圆 曲线 的 终点 中. 

B 


C 


图 3. 10 
制 圆 曲线 在 笠 卡 儿 直 角 坐 标 系 中 的 方程 可 如 下 得 出 : 设 AB 
转 到 AD 总 共 需 要 时 间 了 , 令 AD' 到 达 AD 所 需 的 那 部 分 时 间 是 
MT. 因 AD 与 BC “都 是 匀速 运动 的 , 故 BC BA BA rni E'H 
这 一 段 路 时 所 需 的 那 部 分 时 间 也 是 t/ T. 所 以 


$ _EH 
n/2 BA’ 
BV yidE’H Waid BA WA 
$$ .1x 
(1) n/2 a 
、 ,2 
或 y =a.$ 元. 


(D 点 G 不 能 直接 根据 曲线 的 定义 求 得 , 因 AB 5j BC 在 同一 需 刻 到 达 AD 处 , 故 
旋转 线 和 水 平 线 在 那里 没有 交点 .不 过 只 要 把 G 看 作 制 加 曲线 上 较 早 形成 的 一 些 点 的 
极限 就 能 定 出 G. 用 微 积分 法 可 得 AG = 2a/m, 此 处 a = AB. 
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BE AH = x, 则 


$ = arctan 之 . 
X 


2 
TE y= 22 arctan 之 
Ds x 
> 一 TY 
或 y = ztan ^. 


这 曲线 若 能 作出 ,就 可 三 等 分 任 一 锐角 . 令 $ 是 这 个 角 . 把 y 
—ARAMEE'H!-H'H. 过 H' 作 BC 令 其 交割 圆 曲 线 于 工 . 作 
AL. Fe fia ZLAD = 9/3, 因 根 据 得 出 (1) 的 那些 理由 ,可 知 


ZLAD H’H 

m2 a 
, ZLAD _ y/3 
或 v2. a’ 
但 据 (1) 有 

$ 20» 

x/2 a 
故 ZIAD = $. 


由 作 图 题 而 引出 的 另 一 著名 发 现 是 开 奥 斯 的 Hippocrates( 4 
元 前 5 世纪 ) 得 出 的 . 此 人 是 他 那个 世纪 中 最 出 名 的 数学 家 ,但 读 
者 不 要 把 他 和 希腊 医学 祖师 科斯 (Cos) 地 方 的 Hippocrates 混 为 
一 谈 , 数学 家 Hippocrates 于 该 世纪 下 半 叶 谋生 于 雅典 ,他 不 属 诡 
辩 派 ,但 很 可 能 属 Pythagoras yk. 据说 定理 按 其 证 明 所 需 依据 来 
排 先后 次 序 ( 这 是 大 家 在 学 习 Euclid 著作 时 所 熟悉 的 做 法 ) 是 他 
最 早 想 出 来 的 . 最 早 把 间接 证 法 引用 到 数学 里 的 据说 也 是 他 . 他 所 
著 的 几何 书 叫 《几何 原本 》(Elements) ,已 经 失传 . 

Hippocrates 当然 没有 解决 化 圆 为 方 问题 ,但 确实 解决 了 一 个 
有 关 的 问题 . 设 ABC 是 一 等 腰 直 角 三 角形 (图 3. 11), 并 设 它 内 接 
于 中 心 为 O 的 半圆 . 设 AEB 是 以 AB 为 直径 的 半圆 . WA 


半圆 ABC 的 面积 | AC 2 
半圆 AEB 的 面积 ”AB? 1 
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图 3. 11 


因此 OADB 的 面积 等 于 半圆 AEB 的 面积 . 现在 把 两 者 的 公共 面 
积 ADB 去 掉 , 则 知 月牙 形 (阴影 部 分 ) 的 面积 等 于 三 角形 AOB 的 
面积 . 这 样 , 一 个 以 曲线 弧 为 边 的 月 牙 形 面积 等 于 一 个 直 边 图 形 的 

Ri 或 者 说 把 曲 边 图 形 化 成 了 直 边 图 形 . 这 个 结果 叫做 求 积 
(quadrature) ;就 是 说 曲 边 图 形 的 面积 求 出 来 了 ,因为 得 出 了 与 它 
等 面积 的 直 边 形 ,而 直 边 形 的 面积 是 能 计算 的 . 

Hippocrates 在 这 个 证 明 里 应 用 了 圆 面积 之 比 等 于 其 直径 平 
方 之 比 这 一 事实 . 但 Hippocrates 是 否 确实 能 证 明 这 一 事实 则 令 
人 怀疑 ,因为 它 的 证 明 需 要 用 到 后 日 由 Eudoxus 所 发 明 的 穷 
竭 法 . 

Hippocrates 还 搞 出 了 另外 三 个 月 牙 形 的 等 积 直 边 形 . 关于 月 
牙 形 的 这 项 工作 我 们 是 从 Simplicius 的 著作 中 得 知 的 ,这 也 是 十 
典 希 腊 数 学 出 现在 希腊 入 原著 中 的 唯一 的 较 大 厂 断 . 

Hippocrates 又 指出 倍 立方 问题 可 化 为 在 一 线段 与 男 一 双 们 
长 的 线段 之 间 求 两 个 比例 中 项 的 问题 . 用 我 们 的 代数 记 法 来 写 , 令 
rx 5 y 是 这 样 两 个 量 ,使 得 


2 二 > 
x y 2a’ 
则 z = ay, y = 2ax. 


A y= x'/a, 故 自 第 二 式 得 


x 一 243. 
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x 便 是 所 要 求 的 解答 ,但 不 能 用 矿 规 作出 . 当然 Hippocrates 必定 
是 从 几何 上 来 进行 推理 的 ,这 种 推理 方式 我 们 在 考察 Apollonius 
的 《 辑 锥 曲线 》 时 可 以 看 得 比较 清楚 . 

还 有 一 个 很 重要 的 想法 是 诡辩 派 学 者 Antiphon( 公 元 前 5 世 
纪 ) 和 Bryson( 约 公元 前 450 年 ) 搞 出 来 的 . Antiphon 在 搞 化 圆 为 
方 问 题 时 想起 用 边 数 不 断 增加 的 内 接 多 边 形 来 接近 圆 面积 . Bry- 
son 则 又 用 外 切 多 边 形 来 丰富 这 一 思想 . Antiphon 进一步 提出 把 
圆 看 作 是 无 穷 多 边 的 正 多 边 形 . 以 后 可 以 看 到 (第 4 章 第 9 节 )Eu- 
doxus 在 穷竭 法 里 是 怎样 采纳 了 这 些 想法 的 . 


8. Plato 学 派 

继 诡辩 学 派 之 后 领导 数学 活动 的 是 Plato YR. 这 派 学 者 的 先 
驱 者 是 北非 苦 勒 尼 (Cyrene) 地 方 的 Theodorus( 生 于 公元 前 470 
左右 ) 和 意大利 南部 太 兰 吐 姆 (Tarentum) 的 Archytas (公元 前 
428 一 前 347). 他 们 是 Pythagoras 派 学 者 ,并 且 都 教 过 Plato. 他 们 
的 教导 可 能 使 整个 Plato 学 派 受到 Pythagoras 派 的 强烈 影响 ， 

Theodorus 因 证 明 我 们 今日 记 为 V3, V5, V7,，…，, M17 的 这 
些 比 同 1 没有 公 度 一 事 而 闻名 . Archytas 引入 把 曲线 作为 动 点 
的 轨迹 ,把 曲面 作为 是 由 曲线 移动 而 产生 的 看 法 . 他 还 从 求 出 两 
已 给 量 之 间 的 两 个 比例 中 项 来 解决 倍 立 方 问题 . 这 两 个 比例 中 
项 他 是 用 几何 方法 在 求 出 三 个 曲面 交点 之 后 作出 的 . 这 三 个 曲 
面 是 : 圆 绕 其 一 切线 旋转 而 生成 的 曲面 ,一 个 锥 面 ,一 个 柱 面 . 这 
种 作法 很 麻烦 ,不 值得 在 这 里 占 篇 幅 . Archytas 还 写 了 关于 数学 
力学 的 书 ,设计 过 机 器 ,研究 过 声学 ,对 音阶 作出 过 创造 并 制订 
出 一 些 理论 . 

Plato 学 派 的 领袖 是 Plato, 成 员 有 Menaechmus( 公 元 前 4 世 
纪 ), 他 的 兄弟 Dinostratus( 公 元 前 4 世纪 ), 以 及 Theaetetus( 公 
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元 前 约 415 一 前 369). 其 他 许多 成 员 我 们 只 知道 名 字 . 

Plato 出 生 于 名 门 , 早 年 就 有 政治 抱负 . 但 Socrates 的 命运 使 
他 深信 有 良心 的 人 不 能 搞 政治 . 他 游历 过 埃及 并 在 意大利 南部 交 
HiT Pythagoras 派 学 者 之 间 . Pythagoras 派对 他 的 影响 可 能 是 通 
过 这 些 接 触 得 来 的 . 公元 前 387 年 左右 他 在 雅典 成 立 学 院 , 它 在 好 
多 方面 像 现代 的 大 学 . 学 院 有 场地 、 房 屋 、 学 生 , 并 有 Plato 及 其 助 
手 讲授 的 正式 课程 . 在 古 希 腊 时 期 ,数学 和 和 哲学 是 学 院 里 所 喜爱 的 
学 科 . 数学 的 主要 活动 中 心 虽 在 公元 前 300 年 左右 移 到 亚历山大 ， 
但 在 整个 亚历山大 时 代 学 院 派 仍旧 领导 哲学 界 . 学 院 维持 了 九 百 
年 之 久 ,直到 529 年 因 它 传授 “异端 邪说 ”被 信奉 基督 教 的 罗马 王 
Justinian 查封 . 

Plato 是 他 那 时 代 最 有 学 问 的 人 ,但 他 不 是 数学 家 ;不 过 他 热 
心 这 门 科学 ,并 深信 其 对 哲学 和 了 解 宇宙 的 重要 作用 ,这 就 鼓励 了 
数学 家 们 钻研 数学 . 值得 指出 的 是 ,公元 前 4 世纪 时 几乎 所 有 重要 
的 数学 工作 都 是 Plato 的 朋友 和 学 生 搞 的 . Plato 本 人 则 似乎 更 关 
心 把 已 有 的 数学 知识 加 以 改进 并 使 之 完美 . 

虽然 我 们 也 许 不 能 确定 ,在 Plato 之 前 数学 概念 的 抽象 化 究 
竟 搞 到 什么 程度 ,但 Plato 和 他 的 后 继 者 无 疑 是 把 数学 概念 看 作 
抽象 物 的 . Plato 说 数 同 几何 概念 不 含 物质 性 ,因而 和 具体 事物 不 
相同 . 数学 概念 不 依赖 于 经 验 而 自 有 其 实在 性 . 它们 只 能 为 人 所 发 
现 , 并 非 为 人 所 发 明 或 塑造 . 抽象 事物 同 物质 对 象 之 间 的 这 种 区 分 
可 能 得 自 Socrates. 

我 们 引 录 Plato( AER) (Republic) h BS — Briss , EIER] VA 
明 当 时 对 数学 概念 的 看 法 . Socrates 对 Glaucon 说 : 


整个 算术 和 计算 都 要 用 到 数 . 


因此 这 就 是 我 们 所 追求 的 那 种 学 问 , 它 有 双重 用 途 一 一 
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军事 上 的 和 哲学 上 的 ;因为 打仗 的 人 必须 学 习 数 的 技巧 ， 
否则 他 就 不 知道 如 何 布置 他 的 部 队 , 哲 学 家 也 要 学 ,因为 
他 必须 跳出 茫 如 大 海 的 万 变现 象 而 抓 住 真 正 的 实质 ,所 以 
他 必须 是 个 算术 家 ……, 因此 这 是 可 以 在 立法 上 适当 规定 
的 那 种 学 问 ; 而 我 们 儿 须 竭力 奉劝 我 国 未 来 的 主人 翁 学 习 
算术 ,不 是 像 业 余 爱 好 者 那样 来 学 ,而 必须 学 到 他 们 唯 有 
靠 心智 才能 认识 数 的 性 质 那 种 程度 ;也 不 像 商人 和 和 小贩 那 
样 , 仅 是 为 着 做 买卖 去 学 ,而 是 为 了 它 在 军事 上 的 应 用 ,为 
了 灵魂 本 身 去 学 的 ;而 且 又 因为 这 是 使 灵魂 从 暂 存 过 渡 到 
真理 和 永存 的 捷径 ……. 我 所 说 的 意思 是 算术 有 很 伟大 和 
崇高 的 作用 , 它 迫 使 灵 瑰 用 抽象 的 数 来 进行 推理 ,而 厌 弃 
在 辩论 中 引入 可 见 和 可 提 摸 的 对 象 …… 中 . 


另 一 段 引 文 @ 是 讨论 几何 概念 的 . Plato 说 :“ 你 是 否 也 知道 ， 
他 们 昌 继 续 利 用 可 见 的 形象 并 拿 来 进行 推理 ,但 他 们 想 的 并 不 是 
这 些 东西 ,而 是 类 似 于 这 些 东西 的 理想 形象 …… 但 他 们 力求 看 到 
事物 本 身 , 而 这 只 有 用 心灵 之 目 才 能 看 到 .” 

从 这 些 引 述 显 然 可 知 Plato 以 及 他 所 代表 发 言 的 其 他 希腊 入 
重视 抽象 观念 ,并 要 把 数学 思想 当 作 进入 哲学 的 阶梯 . 数学 家 所 处 
理 的 抽象 观念 跟 其 他 的 抽象 观念 ,比如 善良 和 公正 ,是 同一 类 的 ， 
而 了 解 这 两 者 乃 是 Plato 哲学 的 目标 . 数学 是 认识 理想 世界 的 准 
RIR. 

为 什么 希腊 人 爱好 并 强调 数学 的 抽象 概念 呢 ? 我 们 不 能 回答 
这 个 问题 ,但 应 指出 早期 希腊 数学 家 是 哲学 家 ,而 哲学 家 普遍 地 对 
希腊 数学 的 发 展 有 着 决定 性 的 影响 . 哲学 家 喜欢 搞 观 念 ,并 在 许多 
领域 里 显 出 他 们 偏 于 搞 抽象 的 典型 作风 . 希腊 哲学 家 对 于 真理 GE 


(D B. Jowett (Plato 的 对 话 》 第 出 篇 ,525 节 ,Clarendon Press 版 ,1953, 共 2 卷 (原文 
HË 2, RETR). 
© (BBA) SB VER 510 D. 
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展 、 慈 爱 和 智慧 就 是 这 样 来 思考 的 . 他 们 设想 理想 的 社会 和 完善 的 
国家 . 晚期 Pythagoras 派 学 者 和 Plato 派 学 者 把 观念 世界 和 实物 
世界 严格 区 别 开 来 . 物质 世界 中 的 关系 是 会 变 的 ,因而 并 不 代表 终 
极 真 理 , 但 理想 世界 中 的 关系 是 不 变 的 ,因而 是 绝对 真理 ;而 绝对 
真理 才 是 哲学 家 应 该 关心 的 . 

Plato 这 人 特别 相信 唯 有 具体 对 象 的 完美 理想 才 是 实在 . 唯 有 
理想 世界 以 及 理想 间 的 关系 才 是 永恒 的 ,不 受 时 代 影 响 的 ,不 朽 
的 , 布 且 是 普遍 的 . 物理 世界 是 理想 世界 的 不 完善 的 体现 ,因而 它 
是 会 枯 朽 的 ,所 以 只 有 理想 世界 才 值 得 进行 研究 . 只 有 在 纯 理 性 的 
形式 上 ,才能 获得 绝对 正确 的 知识 . 关于 物理 世界 我 们 只 能 有 人 们 
的 种 种 意见 ;因而 物理 科学 陷落 在 感觉 世界 的 糟粕 之 中 了 . 

Plato 学 派 是 否 对 数学 的 演绎 结构 作出 过 贡献 ,我 们 不 能 肯 
AE. 他 们 关心 证 明 ,关心 推理 过 程 的 方法 论 ,Proclus 和 Diogenes 
Laertius(3 世纪 ) 把 两 类 方法 论 归功 于 Plato 学 派 . 第 一 类 是 分 析 
方法 ,用 这 方法 时 ,我 们 把 待 证 的 事项 作为 已 知 ,然后 由 此 推导 出 
一 些 结论 ,直到 得 出 一 个 已 知 的 真理 或 得 到 了 矛盾. 若 得 出 矛盾 , 则 
待 证 的 结论 廖 误 . 若 得 出 一 个 已 知 真理 , 则 (如 若 可 能 ) 便 把 推理 步 
又 倒 过 来 ,于 是 就 作出 证 明 . 第 二 类 是 为 廖 法 或 间接 法 . 第 一 类 方 
法 对 Plato 来 说 也 许 并 不 新 鲜 , 但 可 能 他 要 强调 其 后 有 加 以 综合 
的 必要 . 至 于 间接 法 ,如 前 所 说 , 则 有 人 归功 于 Hippocrates. 

演绎 结构 在 Plato 心目 中 的 地 位 如 何 ,最 好 用 《理想 国 》C 中 的 
一 段 话 来 加 以 说 明 . 他 说 


你 们 知道 几何 、 算 术 和 有 关 科学 的 学 生 , 在 他 们 的 各 科 分 
支 里 ,假定 奇数 和 偶数 、 图 形 以 及 三 种 类 型 的 角 等 等 是 已 
知 的 ;这 些 是 他 们 的 假设 ,是 大 家 认为 他 们 以 及 所 有 人 都 
知道 的 事 , 因 而 认为 是 无 需 向 他 们 自己 或 向 别人 再 作 任 
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何 交代 的 ;但 他 们 是 从 这 些 事实 出 发 的 ,并 以 前 后 一 贯 的 
方式 往 下 推 ,直到 得 出 结论 ， 


如 果 这 段 话 确实 道 出 了 当时 数学 的 状况 ,那么 他 们 肯定 是 作证 明 
的 ,不 过 公理 基础 却 不 是 明显 的 ,或 者 可 能 随 不 同 的 数学 家 而 稍 有 
不 同 . 

Plato 确 平 肯 定 知识 有 加 以 演绎 整理 的 需要 . 科学 的 任务 是 发 
现 (理想 ) 自 然 界 的 结构 ,并 把 它 在 演绎 系统 里 表述 出 来 . Plato 是 
第 一 个 把 严密 推理 法 则 加 以 系统 化 的 人 ,而 大 家 认为 他 的 门人 按 
逻辑 次 序 整理 了 定理 . 我 们 还 知道 Plato 的 学 院 里 曾 提出 过 这 样 
的 疑问 , 即 根据 已 知 的 事实 和 问题 中 给 定 的 假设 ,所 给 问题 究竟 是 
否 可 解 .不 管 Plato 派 有 否 根据 明确 的 公理 真正 用 演绎 法 整理 过 
数学 ,有 一 点 是 毋庸 置疑 的 , 即 至 少 从 Plate 时 代 起 ,数学 上 要 求 
根据 一 些 公认 的 原理 作出 演绎 证 明 . 由 于 坚持 要 有 这 种 形式 的 证 
明 ,希腊 人 得 以 把 此 前 几 千 年 来 数学 里 的 所 有 法 则 、 步 骤 和 事实 全 
部 抛弃 . 

为 什么 希腊 人 坚持 要 作 演绎 证 明 呢 ? 既然 归纳 、 观 察 和 实验 
一 直 是 获得 知识 的 重要 来 源 , 并 且 被 各 门 科 学 用 得 很 多 很 好 , 那 为 
什么 希腊 人 喜欢 在 数学 里 用 演绎 推理 而 排斥 其 他 一 切 方法 呢 ? 我 
们 知道 希腊 人 (人 们 称 之 为 有 哲学 思想 的 几何 学 家 ) 喜 欢 搞 推 理 和 
设想 ,这 从 他 们 对 哲学 逻辑 和 理论 科学 所 作出 的 巨大 贡献 可 以 得 
到 证 明 . 另外 ,哲学 家 是 关心 于 获得 真理 的 ,而 归纳 、 实 验 以 及 根据 
经 验 作出 的 一 般 结论 只 能 给 出 可 能 正确 的 知识 ,而 演绎 法 在 前 提 
正确 的 条 件 下 则 给 出 绝对 肯定 的 结果 . 在 古 希 腊 社会 中 ,数学 是 哲 
学 家 所 追求 的 真理 总 体 的 一 部 分 ,因而 认为 必须 是 演绎 性 的 . 

希腊 人 喜欢 演绎 法 的 另 一 个 原因 可 能 是 由 于 十 希腊 时 期 享受 
教育 的 阶级 轻视 实际 事务 . 雅典 虽 是 商业 中 心 ,但 操 商业 和 医药 之 
类 行业 的 是 奴隶 阶级 . Plato 坚决 主张 自由 民 搞 买卖 应 看 作 是 犯罪 
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ft 252 SIE Tj, Aristotle 也 说 在 完善 的 国家 里 公民 (相对 于 奴隶 
而 言 ) 不 应 该 搞 任 何 机 械 行业 ,对 于 这 种 社会 里 的 思想 家 来 说 , 实 
验 和 观察 就 成 为 陌生 的 事 . 因此 科学 或 数学 上 的 结果 都 不 会 从 这 
种 来 源 得 出 , 

顺便 提起 一 点 ,有 证 据 可 以 说 明 公元 前 6 世纪 和 5 Tec RN S 
腊 人 对 工作 .贸易 和 机 械 技巧 的 看 法 与 此 不 同 ,并且 他 们 曾 把 数学 
应 用 于 实际 技术 . Thales 曾 用 他 的 数学 知识 来 改进 航海 技术 . 公 
元 前 6 世纪 时 的 希腊 统治 者 Solon 给 予 各 种 匠人 以 荣誉 并 宠 崇 发 
明 者 . Sophia 这 个 希腊 字 通 常用 来 表示 明智 和 抽象 思维 ,而 在 当 
时 的 意思 却 是 专业 技能 . 据 Proclus 说 ,把 “数学 变 成 自由 学 科 ” 
( 即 是 说 , 教 给 自由 民 的 学 问 而 不 是 传 给 奴隶 的 技巧 ) 的 正 是 Py- 
thagoras Jk A. 

Plutarch 4E AT Marcellus 的 传记 里 具体 说 出 了 人 们 对 机 械 
工具 这 类 东西 的 态度 是 怎样 改变 的 : 


Eudoxus 和 Archytas 是 这 一 闻名 的 、 高 度 受 人 珍视 的 机 
械 技 能 的 首创 人 .他 们 用 机 械 工 具 来 巧妙 地 说 明 几 何 真 
理 , 并 从 实验 上 以 此 来 证 实 那些 用 图 形 和 言语 证 起 来 过 
于 复杂 的 结论 ,使 人 看 了 一 目 了 然 便 能 信服 . 例如 ,给 定 
两 线 求 其 两 个 比例 中 线 的 问题 是 许多 作 图 题 里 常 要 碰 到 
的 ,这 两 位 数学 家 在 解决 这 问题 时 都 借助 于 仪器 ,使 其 适 
用 于 他 们 所 需要 的 某 些 曲 线 和 线段 . 但 由 于 Plato 对 此 
表示 愤慨 ,并 由 于 他 对 此 大 加 谴责 ,说 它 只 不 过 是 搞 坏 和 
消灭 了 几何 学 的 一 个 优点 ,使 其 如 此 可 耻 地 不 顾 纯 理智 的 
抽象 对 象 ,而 回复 到 感性 ,并 求助 (这 种 帮助 非得 摆 躺 届 膝 
立 尽 尊严 才能 获得 ) 于 物质 . 由 于 这 种 谴责 ,就 产生 了 这 样 
的 情况 ,使 机 械 学 (力学 ) 和 数学 分 了 家 ,并 由 于 它 被 哲学 
家 所 臣 弃 和 忽视, 它 就 只 在 军事 技术 上 占有 地 位 了 . 
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这 就 可 以 说 明 为 什么 十 希腊 时 代 的 实验 科学 和 机 械 科 学 发 展 得 那 
么 差劲 . 

不 管 历史 研究 的 结果 有 没有 把 希腊 人 何以 偏爱 演绎 推理 的 有 
关 因 素 一 个 个 找 出 来 ,我们 肯定 知道 他 们 最 早 坚 持 数 学 里 必须 用 
演绎 推理 作为 求证 的 唯一 方法 . 自 此 以 后 这 便 成 为 数学 所 特有 的 
SOR ,并 使 数学 区 别 于 所 有 别 的 知识 领域 或 研究 领域 . 不 过 后 代数 
学 家 对 这 一 原则 忠实 恪守 到 什么 程度 ,还 有 待 于 此 后 的 考察 

就 数学 内 容 而 论 Plato 和 他 的 学 派 改进 了 定义 ,并 据说 也 证 
明了 平面 几何 中 的 新 定理 . 此 外 ,他 们 推动 了 对 立体 几何 的 研究 . 
Plato 在 《理想 国 》 的 第 七 篇 528 节 中 说 ,由 于 天 文学 是 同 运动 着 的 
立体 打交道 的 , 故 在 研究 天 文学 以 前 需要 懂得 这 种 立体 的 科学 . 但 
是 (他 说 ) 这 种 科学 被 人 忽视 了 . 他 抱怨 国家 没有 支持 研究 立体 图 
形 的 人 . Plato 和 他 的 同事 着 手 研 究 立体 几何 ,并 据说 证 明了 新 的 
定理 . 他们 研究 了 棱柱 棱锥、 圆柱 和 圆锥 ;而 且 他 们 知道 正 多 面体 
最 多 只 有 五 种 . Pythagoras 派 无 疑 知道 ,他 们 可 以 用 4,， 8, 20 个 
等 边 三 角形 做 出 其 中 的 三 种 正 多 面体 ,用 6 个 正方 形 做 成 立方 体 ， 
并 用 12 个 正 五 角形 做 成 正 十 二 面体 ,但 关于 正 多 面体 不 能 多 于 五 
种 这 一 事实 , 则 可 能 是 由 Theaetetus 所 证 明 的 . 

Plato 派 的 最 重要 发 现 是 圆锥 曲线 (conic sections). 亚历山大 
时 代 的 Eratosthenes 把 这 个 发 现 归 功 于 Menaechmus. 此 人 是 几 
何 学 家 兼 天 文学 家 ,他 是 Eudoxus 的 学 生 , 但 系 Plato 学 院 中 的 一 
员 . 我 们 虽 不 能 肯定 发 现 圆锥 曲线 的 起 因 ,但 一 般 相 信 这 是 由 于 搞 
那 几 个 著名 作 图 题 而 引起 的 . 前 面 已 经 讲 过 开 奥 斯 的 Hippocrates 
解决 了 倍 立方 问题 ,其 法 是 求 出 这 样 的 zx 和 >y ,使 

a?tx=xiy= yi 2a, 
但 这 些 方程 无 异 于 
a’ = ay, y = Zar, ry = 2a’. 


所 以 从 坐标 几何 可 知 ac 和 y 就 是 两 抛物 线 的 交点 或 一 抛物 线 和 一 
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双 曲 线 的 交点 的 坐标 . Menaechmus 研究 了 这 问题 ,并 看 出 两 种 纯粹 
用 几何 方法 的 解法 . 根据 数学 史家 Otto Neugebauer (1899- 一 1990 ) 
的 意见 ,圆锥 曲线 可 能 是 在 制作 日 规 的 工作 过 程 中 摘出 来 的 . 

Menaechmus 是 这 样 引 入 圆锥 曲线 的 :他 利用 三 种 圆锥 (图 
3.12) :直角 的 .锐角 的 和 钝 角 的 圆锥 ,再 用 垂直 于 锥 面 一 母线 的 平 
面 来 割 每 个 锥 面 . 当时 他 们 只 知道 双 曲 线 的 一 个 支 . 


s 


图 3.12 


Plato 学 派 的 其 他 数学 研究 工作 中 还 包括 Theaetetus 对 不 可 
公 度 量 的 研究 .在 这 之 前 , 昔 勒 尼 的 Theodorus 已 证 明 ( 用 我 们 的 
记 法 和 语言 )M3, V5, V7 和 其 他 一 些 平 方 根 是 无 理 数 . Theaetetus 
考察 了 其 他 一 些 而 且 属 于 更 高 类 型 的 无 理 数 并 将 其 分 类 . 以 后 在 
研究 Eucli《 原 本 》 第 十 篇 时 ,我 们 将 指出 这 些 类 型 . 我 们 从 The- 
aetetus 的 这 一 工作 中 看 出 数 系 是 怎样 推广 到 更 多 的 无 理 数 的 ,但 
他 所 研究 的 那些 不 可 公 度 比 只 是 在 几何 的 想法 中 产生 的 ,而 且 是 
能 用 几何 方法 作为 长 度 画 出 的 . 男 一 Plato 派 学 者 Dinostratus 指 
出 怎样 用 Hippias B9 E HB £& 5 (180 79 77. 据 Pappus 说 , 老 Aris- 
taeus( 约 公元 前 320 年 ) 写 过 一 本 包含 五 篇 的 书 , 叫 4 圆锥 曲线 述 
BY (Elements of Conic Sections). 


9. Eudoxus 学 派 

Eudoxus 是 古 希 腊 时 代 最 大 的 数学 家 ,并 且 在 整个 古代 仅 次 
于 Archimedes. Eratosthenes 说 他 是 “神明 似 的 ”人 . 他 在 公元 前 
408 年 左右 生 于 小 亚细亚 的 尼 多 斯 (Cnidos), 曾 在 太 兰 吐 姆 求学 
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于 Archytas, 去 埃及 游历 过 ,在 那里 学 了 些 天 文 知识 ,然后 在 小 亚 
细 亚 北部 的 基 齐 库 斯 (Cyzicus) 成 立 了 一 个 学 派 . 公元 前 368 年 左 
右 他 和 他 的 门徒 加 入 Plato 学 派 . 几 年 之 后 他 回 到 尼 多 斯 并 于 公 
元 前 355 年 左右 死 于 该 地 . 他 是 一 位 天 文学 家 、 医 生 、 几 何 学 家 、 立 
法 家 和 地 理学 家 . 他 最 出 名 的 工作 是 创立 了 天 体 运动 的 第 一 个 天 
文学 说 ( 见 第 7 章 ). 

他 在 数学 上 的 第 一 个 大 贡献 是 关于 比例 的 一 个 新 理论 . 越 来 
越 多 无 理 数 (不 可 公 度 比 ) 的 发 现 迫 使 希腊 人 不 得 不 研究 这 些 数 . 
它们 确实 是 数 吗 ? 它们 出 现 于 几何 论证 过 程 中 ,而 整数 和 整数 之 
比 则 既 出 现 于 几何 也 出 现 于 一 般 的 数量 研究 中 . 此 外 ,用 于 可 公 度 
的 长 度 .面积 和 体积 的 几何 证 明 ,怎样 才能 推广 用 之 于 不 可 公 度 的 
这 些 量 呢 ? 

Eudoxus 引入 了 变量 (或 简称 为 量 ) 这 个 概念 (第 4 章 第 5 
节 ). 它 不 是 数 ,而 是 代表 诸如 线段 、. 角 ,面积 .体积 时间 这 些 能 够 
(用 我 们 的 语言 来 说 ) 连 续 变 动 的 东西 . 量 跟 数 不 同 , 数 是 从 一 个 路 
到 另 一 个 ,例如 从 4 跳 到 5. 对 于 量 是 不 指定 数值 的 . 然后 Eudox- 
us 定义 两 个 量 之 比 并 定义 比例 ( 即 两 个 比 相等 的 关系 ), 把 可 公 度 
比 与 不 可 公 度 比 都 包括 在 内 . 但 他 仍 不 用 数 表达 这 种 比 . 比 和 比例 
的 概念 是 同 几 何 学 分 不 开 的 ,这 在 我 们 研究 Euclid 书 中 第 五 篇 时 
可 以 看 出 来 . 

Eudoxus 所 做 的 这 项 工作 是 为 了 避免 把 无 理 数 当 作 数 . 实 
际 上 ,他 连 线 段 长 度 、 角 的 大 小 以 及 其 他 的 量 和 量 的 比 ,都 避免 
给 予 数值 . Eudoxus 的 这 个 理论 诚然 给 不 可 公 度 比 提供 了 逻辑 依 
据 , 从 而 使 希腊 数学 家 大 大 推进 了 几何 学 ,但 也 产生 了 一 些 不 幸 
的 后 果 . 

这 种 后 果 之 一 是 它 硬 把 数 同 几 何 截然 分 开 , 因 为 只 有 几何 能 
处 理 不 可 公 度 比 . 它 也 把 数学 家 赶 到 几何 学 家 的 队伍 里 去 ,因为 在 
此 后 两 千年 间 几 何 学 变 成 几乎 是 全 部 严密 数学 的 基础 . 我 们 如 今 
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仍 把 x? 读 作 工 平方 ,把 x’ dE x A MAIR EEE x LX 
x 三 次 ,因为 对 希腊 人 来 说 ,x* 和 x’ 这 些 量 只 有 几何 意义 . 

Eudoxus 处 理 不 可 公 度 长 或 无 理 数 问题 的 办 法 实际 上 把 以 前 
希腊 数学 的 重点 颠倒 了 过 来 . FH Pythagoras 派 肯定 是 重视 数 ， 
把 它 当 作 基 本 概念 的 ,并 且 Eudoxus 的 老师 太 兰 吐 姆 的 Archytas 
也 曾 说 过 只 有 算术 一 一 而 不 是 几何 一 一 能 提供 满意 的 证 明 . 然而 ， 
古 希 腊 数 学 家 虽 把 几何 搞 得 能 够 处 理 无 理 数 , 却 因 此 放弃 了 真正 
的 代数 和 无 理 数 . 当 二 次 方程 的 解 确实 是 无 理 数 时 他 们 对 于 解 二 
次 方程 的 事 怎么 办 呢 ? 当 息 形 的 两 边 不 可 公 度 时 eRT RE 
形 面积 这 样 一 个 简单 问题 又 怎么 办 呢 ? 回答 是 他 们 把 大 部 分 代数 
都 化 成 了 几何 ,其 办 法 我 们 在 下 一 章 里 就 要 考察 . 用 几何 来 表示 无 
理 数 和 无 理 数 的 运算 当然 是 不 合 实 用 的 ,把 Y2 .V3 当 作 和 矩形 面积 
来 设想 ,这 在 逻辑 上 可 能 是 足够 令 人 满意 的 ,但 若 为 了 想 买 地 板 漆 
布 而 需要 知道 乘积 究竟 等 于 多 少 , 你 就 得 不 出 结果 , 

虽然 希腊 人 把 他 们 在 数学 上 的 最 大 气力 化 在 几何 方面 ,但 我 
们 必须 记 住 整数 和 整数 之 比 仍 是 他 们 认为 可 以 接受 的 概念 . 在 下 
一 章 中 可 以 看 到 ,数学 的 这 个 领域 在 Euclid 书 中 第 七 至 九 篇 里 是 
用 演绎 法 建立 起 来 的 . 其 内 容 基 本 上 属于 我 们 所 说 的 数论 (或 整数 
性 质 论 ). 

问题 又 出 来 了 : 古 希 腊 人 在 科学 工作 中 以 及 在 商业 和 其 他 实 
务 中 需要 用 到 数 的 时 候 怎么 办 呢 ? 我 们 以 后 能 知道 ,十 希腊 时 代 
的 科学 仅仅 是 定性 的 . 至 于 数 的 实际 应 用 ,我 们 以 前 就 说 过 ,那个 
时 期 的 知识 分 子 只 限于 搞 哲 学 和 科学 工作 ,不 去 搞 商 业 和 贸易 ;有 
教养 的 人 不 关心 实际 问题 ,他 们 可 以 在 几何 学 里 考察 所 有 的 矩形 
而 不 去 关心 哪怕 是 一 个 矩形 的 实际 大 小 . 他 们 就 这 样 把 数学 思维 
同 实际 需要 割裂 开 来 ,而且 数学 家 也 没有 感到 有 去 改进 算术 方法 
和 代数 方法 的 压力 .只 有 当 有 文化 的 阶级 与 录 隶 阶级 之 间 的 壁垒 
在 亚历山大 时 期 (公元 前 300 年 一 约 公元 600 年 ) 被 冲破 而 且 有 教 
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养 的 人 关心 实际 事务 的 时 候 ,重点 才 转 移 到 数量 知识 以 及 发 展 算 
术 和 代数 方面 . 
现在 言 归 正 传 再 来 谈 Eudoxus 的 贡献 . 希腊 人 确定 曲 边 形 面 
积 和 曲面 体 体积 的 得 力 方 法 一 一 现今 称 作 穷竭 法 ,也 属于 Eudox- 
us. 我 们 以 后 将 考察 这 方法 以 及 Euclid 对 它 的 用 法 . 这 确实 是 微 
职 分 的 第 一 步 , 但 并 没有 用 明确 的 极限 理论 . 举 几 个 例 说 ,Eudox- 
us 用 这 方法 证 明 两 圆 面积 之 比 等 于 其 半径 平方 之 比 ,两 球体 积 之 
比 等 于 其 半径 立方 之 比 ,棱锥 体积 是 同 底 同 高 棱柱 体积 的 三 分 之 
一 ,以 及 圆锥 体积 是 其 相应 的 圆柱 体积 的 三 分 之 一 . 

从 Thales 起 的 每 个 学 派 ,都 兽 被 某 个 权威 说 成 是 用 演绎 法 整 
理 过 数学 的 . 但 Eudoxus 的 工作 建立 了 数学 上 以 明确 公理 为 依据 
的 演绎 整理 ,这 一 点 是 无 可 怀疑 的 . 对 不 可 公 度 比 进行 了 解 和 运算 
的 需要 ,无 疑 是 促使 他 做 这 步 工 作 的 原因 . 由 于 Eudoxus 要 着 手 
给 这 些 比 提供 逻辑 依据 ,他 很 可 能 就 此 认识 到 有 必要 列 出 公理 ,并 
逐一 推出 结果 ,以 保证 在 处 理 这 些 不 熟悉 而 麻烦 的 量 时 不 致 出 错 . 
处 理 不 可 公 度 比 的 这 一 需要 ,无 疑 又 增强 了 此 前 只 赁 演绎 推理 来 
作证 明 的 决心 . 

因 希 腊 人 要 寻求 真理 并 决心 用 演绎 证 明 , 就 要 找 出 一 些 其 本 
身 便 是 真理 的 公理 . 他 们 确 平 找 出 了 一 些 他 们 认为 真实 性 是 不 言 
而 喻 的 命题 ,但 把 公理 接受 下 来 作为 无 可 置 辩 的 真理 一 事 ,所 根据 
的 理由 却 因 入 而 异 . 几乎 所 有 希腊 学 者 都 相信 心灵 能 够 认识 真理 . 
Plato 有 一 种 前 世 追 忆 说 (theory of anamnesis), 认 为 灵魂 在 投 生 
到 世间 以 前 能 直接 体验 真理 ,他 只 要 追忆 这 种 体验 就 能 认识 到 几 
何 公理 是 包括 在 这 些 真 理 之 内 的 . 人 世间 的 经 验 是 不 必要 的 . 有 些 
数学 史家 从 Plato 和 Proclus 所 说 的 话 里 捉摸 出 这 样 一 种 意思 , 即 
公理 带 有 一 些 随意 性 ,只 要 在 个 别人 的 心眼 里 感到 它 是 清楚 而 真 
实 的 就 行 . 重要 的 事情 是 根据 所 选取 的 公理 来 按 演绎 法 作 推 理 . 
Aristotle 关于 公理 发 表 过 许多 意见 ,我 们 即将 指出 他 的 看 法 . 
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10. Aristotle 及 其 学 派 

Aristotle( 公 元 前 384 一 前 322) 生 于 马其顿 的 一 个 城市 史 太 
其 拉 (Stageira). 他 是 Plato 的 学 生 和 同事 ,相处 二 十 年 之 入, 并 从 
公元 前 343 一 前 340 年 当 Alexander the Great 的 老师 . 公元 前 335 
年 他 成 立 了 自己 的 学 派 学 园 学 派 .学 园 里 有 个 花园 .一 个 课堂 和 一 
所 艺 神 (Muses) 的 祭坛 . 

Aristotle 的 著作 涉及 到 机 械 学 (力学 )、 物 理学 .数学 .逻辑 、 
气象 学 .植物 学 ,心理 学 .动物 学 .伦理 学 文学 ,形而上学 、 经 济 学 
和 其 他 许多 领域 . 他 没有 专门 写 一 本 关于 数学 的 书 ,但 在 许多 地 方 
讨论 过 数学 ,并 用 数学 说 明 他 的 一 些 观点 . 

他 认为 科学 可 分 三 类 :理论 性 的 ,生产 性 的 和 实务 性 的 . 理论 性 
科学 是 探求 真理 的 ,包括 数学 、 物 理学 (光学 和 声学 以 及 天 文学 ) 以 
及 形而上学 ;其 中 数学 是 最 精确 的 科学 ;生产 性 科学 是 各 项 工艺 ;而 
实务 性 科学 ,例如 伦理 学 和 政治 学 , 则 是 为 了 摆 正 人 的 行为 动作 .在 
理论 科学 中 ,逻辑 是 其 中 各 门 科 学 的 先行 学 科 ,而 形而上学 家 则 要 
讨论 并 解释 数学 家 和 自然 哲学 家 (科学 家 ) 认 为 是 不 言 而 喻 的 东西 ， 
例如 研究 对 象 的 存在 性 或 真实 性 问题 以 及 公理 的 本 性 问题 . 

Aristotle 昌 在 发 现 新 的 数学 结果 上 没有 重要 贡献 (Euclid 书 
中 有 几 个 定理 是 属于 他 的 ) ,但 他 对 数学 的 本 性 及 其 与 物理 世界 的 
关系 所 发 表 的 看 法 却 影响 很 大 . Plato 相信 有 一 个 独立 .永恒 的 观 
念 世界 ,认为 它 就 是 宇宙 的 真实 存在 ,而 数学 概念 是 这 世界 中 的 一 
部 分 东西 ;Aristotle 则 不 然 ,他 把 具体 物质 看 成 是 更 为 可 取 的 . 不 
过 他 也 有 重视 观念 之 处 ,例如 ,他 认为 物理 对 象 有 其 一 些 普遍 性 的 
本 质 , 诸 如 硬 、 软 、 重 、 轻 、 球 状 性 、 冷 和 暖 . 数 及 几何 形状 也 是 实物 
的 属性 ;它们 是 通过 抽象 思维 为 人 所 认识 的 ,但 它们 是 从 属于 实物 
的 . 所 以 数学 是 搞 抽象 概念 的 ,而 抽象 概念 则 来 自 实物 的 属性 . 
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Aristotle 讨论 定义 . 他 对 定义 的 想法 是 合乎 现代 精神 的 ;他 
说 定义 只 不 过 是 给 一 批文 字 定 个 名 . 他 又 指出 定义 必须 用 先 存在 
于 所 定义 事项 的 某 种 东西 来 表述 . 因此 他 批评 “点 是 没有 部 分 的 那 
种 东西 ”这 一 定义 ,认为 “ 那 种 东西 "这 几 个 字 没 有 说 出 所 指 的 究竟 
是 什么 ,除非 所 指 的 可 能 就 是 “点 ”, 因 而 这 定义 并 不 合适 . 他 承认 
未 经 定义 的 名 词 是 需要 的 ,因为 在 一 系列 的 定义 里 总 得 有 个 开头 ， 
但 其 后 的 数学 家 漠视 这 一 需要 ,直到 19 世纪 之 末 . 

他 又 指出 ( 据 Plutarch 说 Plato 较 早 指出 过 ) 一 个 定义 只 能 告 
诉 我 们 一 件 事物 是 什么 ,并 不 说 明 它 一 定 存 在 . 定义 了 的 东西 是 否 
存在 有 待 于 证 明 ,除非 是 少数 几 个 第 一 性 的 东西 诸如 点 和 直线 , 它 
们 的 存在 是 同 公理 (第 一 性 原理 ) 一 起 事先 为 人 们 所 接受 的 . 例如 
我 们 可 以 定义 一 个 正方 形 ,而 这 种 图 形 可 能 不 存在 ;就 是 说 ,定义 
中 所 要 求 的 诸 属 性 可 能 无 法 并 存 . Leibniz 就 举 出 过 正 十 面体 这 样 
一 个 例子 ;我 们 可 以 定义 这 样 一 个 图 形 , 但 它 并 不 存在 . 如 果 有 人 
并 未 意识 到 这 图 形 不 存在 就 着 手 去 证 明 有 关 这 图 形 的 定理 , 那 他 
得 出 的 结果 将 是 胡说 一 气 . Aristotle 和 Euclid 所 采取 的 用 以 证 明 
存在 性 的 方法 是 构造 (construction). Eucli《 原 本 》 中 头 三 个 公理 
承认 直线 和 圆 的 构造 ;所 有 其 他 数学 概念 则 必须 构造 出 来 以 证 明 
其 存在 ,例如 角 的 三 等 分 线 虽 可 定义 ,但 不 能 用 直线 和 圆 构造 出 
来 ,所 以 在 希腊 几何 学 里 不 能 加 以 考虑 . 

Aristotle 也 讨论 数学 的 基本 原理 . 他 把 公理 和 公设 加 以 区 
别 ,认为 公理 是 一 切 科学 所 公有 的 真理 ,而 公设 则 只 是 为 某 一 门 科 
学 所 接受 的 第 一 性 原理 . 他 把 逻辑 原理 (诸如 矛盾 律 . 排 中 律 .等 量 
加 减 等 量 后 结果 相等 的 公理 以 及 其 他 这 类 原理 ) 都 列 为 公理 . 公设 
无 需 是 不 言 自明 的 ,但 其 是 否 属 真 应 受 所 推出 结果 的 检验 . 所 列 出 
的 一 批 公理 或 公设 ,数目 应 该 愈 少 愈 好 ,只 要 它们 能 用 以 证 明 所 有 
结果 . 虽然 Euclid 也 采用 Aristotle 之 说 ,把 公理 和 公设 区 别 开 来 
(从 下 章 可 知 ) ,但 直到 19 世纪 末期 为 止 的 所 有 数学 家 都 漠视 这 一 
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区 别 ,把 公理 和 公设 都 当 作 是 同样 不 言 自 明 的 . Aristotle 认为 公 
理 是 从 观察 实物 (物理 对 象 ) 得 出 的 . 它们 是 直接 为 人 们 所 理解 的 
一 般 性 认识 . Aristotle 和 他 的 门人 给 出 了 许多 定义 和 公理 ,或 是 
改进 了 前 人 的 这 些 东西 . Aristotle 的 有 些 定义 和 公理 是 被 Euclid 
所 采纳 的 . 

Aristotle 讨论 了 怎样 能 把 点 同 线 联系 起 来 这 个 基本 问题 .他 
说 点 不 可 分 ,然而 占有 位 置 . 但 那样 的 话 , 不 论 聚 集 起 多 少 点 来 ,还 
总 是 聚 不 成 能 分 的 东西 ,而 线段 则 肯定 是 能 分 的 量 . 因此 点 不 能 形 
成 像 线 这 类 连续 的 东西 ,因为 点 与 点 不 能 自己 连续 在 一 起 . 他 说 一 
点 好 比 是 时 间 中 的 "此刻 ”( 现 在 ). 此 刻 不 可 分 ,因而 并 非 时 间 的 一 
部 分 . 一 点 可 能 是 一 线 的 末端 、 开 端 或 其 上 的 分 界 处 ,但 它 不 能 是 
线 的 一 部 分 ,也 不 成 其 为 量 . 一 点 只 有 通过 运动 才能 产生 一 线 从 而 
成 其 为 量 的 本 原 . 他 又 论证 说 点 没有 长 度 ,因此 若 一 线 由 点 组 成 ， 
它 将 没有 长 度 . 同样 ,如 果 时 间 由 瞬 刻 组 成 , 那 就 没有 整个 的 时 段 
T. 关于 线 所 具有 的 连续 性 ,他 是 这 样 定义 的 :如 果 一 件 东 西 的 任 
何 两 个 相继 部 分 在 其 接触 处 的 两 个 界限 合 而 为 一 ,这 东西 就 是 连 
续 的 . 实际 上 Aristotle 讲 过 许多 次 关于 连续 量 的 话 ,讲法 都 不 一 
致 .但 他 那个 主张 的 实质 是 :点 和 数 是 离散 量 , 必 须 同 几何 上 的 连 
续 量 区 别 开 来 . 在 算术 上 没有 连续 集合 (连续 统 ). 至 于 就 两 门 学 科 
的 关系 来 说 ,他 认为 算术 ( 即 数论 ) 是 更 准确 的 ,因为 数 比 几何 概念 
更 易于 抽象 化 . 他 又 认为 算术 要 先行 于 几何 ,因为 在 考察 三 角形 之 
前 先 需 要 有 三 这 个 数 . 

在 讨论 到 无 穷 ( 大 ) 这 个 概念 的 问题 时 ,他 提出 要 把 潜在 的 无 
穷 ( 大 ) 和 真实 的 无 穷 ( 大 ) 加 以 区 别 ( 这 在 今日 有 重要 意义 ). 地 球 
如 果 有 个 突然 的 开始 ,那么 它 的 年 龄 是 潜在 无 穷 ( 大 ) ,但 存 任 何 一 
刻 都 不 是 真实 无 穷 ( 大 ). Aristotle 认为 只 存在 潜在 的 无 穷 ( 大 ). 
他 承认 正 整 数 是 潜在 无 穷 的 , 因 给 任何 数 加 上 1 后 总 能 得 一 新 数 ， 
但 无 穷 集合 这 类 集合 是 不 存在 的 . 其 次 ,大 多 数 的 量 黄 至 不 能 是 潜 
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在 无 穷 的 , 因 它 们 若 不 断 增 加 ,就 会 超出 宇宙 范围 .但 空间 是 潜在 
无 穷 的 , 因 它 能 反复 往 下 细 分 ,而 时 间 则 在 两 个 方向 上 都 是 潜在 无 
穷 的 . 

Aristotle 的 一 个 重大 贡献 是 创立 逻辑 学 . 希腊 人 在 搞 出 正确 
的 数学 推理 规律 时 就 已 黄 立 了 逻辑 的 基础 ,但 要 等 到 有 Aristotle 
这 样 的 学 者 才能 把 这 些 规 律 典范 化 和 系统 化 ,使 之 形成 一 门 独立 
学 科 . 从 Aristotle 的 著作 中 ,可 以 十 分 清楚 地 看 出 ,他 是 从 数学 得 
出 逻辑 来 的 . 他 的 基本 逻辑 原理 一 一 矛盾 律 ,指出 一 个 命题 不 能 既 
是 真 的 又 是 假 的 ; 排 中 律 , 它 指出 一 个 命题 必然 是 真 的 或 者 是 假 
的 一 一 就 是 数学 里 间接 证 法 的 核心 . Aristotle 用 当时 课本 中 的 数 
学 例子 来 说 明 他 的 推理 原则 . Aristotle 的 逻辑 一 直到 19 世纪 无 
人 能 挑 出 它 的 毛病 . 

逻辑 这 门 科学 虽 来 自 数 学 ,但 其 后 却 被 人 们 认为 是 独立 于 并 
且 先 行 于 数学 的 ,而 且 能 应 用 于 一 切 推理 过 程 . 如 前 所 述 ,其 至 
Aristotle 自己 也 认为 逻辑 先行 于 科学 和 哲学 . 在 数学 里 他 强调 演 
绎 证 明 ,认为 这 是 确定 事实 的 唯一 基础 . 就 Plato 而 论 , 他 相信 数 
学 真理 早先 存在 于 或 独立 于 物质 的 世界 , 故 认为 推理 不 足以 保证 
定理 正确 ;他 认为 逻辑 的 作用 是 第 二 位 的 . 逻辑 无 非 是 把 我 们 已 知 
其 为 真 的 命题 明白 说 出 来 罢了 . 

Aristotle 学 派 中 有 一 人 特别 值得 一 提 , 这 就 是 洛 得 斯 
(Rhodes) 的 Eudemus. 此 人 生活 于 公元 前 4 世纪 后 期 ,是 为 Pro- 
clus 和 Simplicius 所 引述 过 的 那 本 书 (Eudemus 的 总 结 ) 的 作者 . 
前 面 指 出 过 ,Eudemus 写 过 算术 .几何 及 天 文学 方面 的 历史 . 他 是 
有 案 可 查 的 第 一 位 科学 史家 . 但 更 重要 的 一 点 是 ,只 有 当 一 门 科学 
在 他 那个 时 代 的 知识 足够 丰富 广博 的 才 值 得 为 之 写 出 历史 ， 

本 书 所 要 提 到 的 古典 时 期 那些 人 里 的 最 后 一 人 是 皮 坦 尼 (Pi- 
tane) 的 Autolycus ,他 是 个 天 文学 家 兼 几 何 学 家 ,生活 于 公元 前 
310 年 前 后 .他 不 是 Plato 或 Aristotle 学 派 的 人 ,虽然 他 曾 教 过 
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Plato 之 后 的 一 位 学 派 领袖. 他 所 写 的 三 本 书 中 ,有 两 本 流传 到 今 
天 ;这 是 保存 完整 的 最 早 的 希腊 书 ,虽然 流传 下 来 的 只 是 Autoly- 
cus 原 书 的 抄写 手稿 . 这 两 本 书 的 书 名 叫 《 论 运动 的 球 》(On the 
Moving Sphere) FUGE HMM Y (On Risings and Settings), ENG 
BABA CON KM) (Little Astronomy ) 文 集中 [以 别 于 日 后 Ptole- 
my 的 《大 汇编 )(Great Collection ) 或 《Almagest》].《 论 运动 的 球 》 
中 研究 了 球面 上 的 子午 圈 , 一 般 的 大 圆 , 以 及 我 们 今日 称 之 为 纬度 
线 的 圆 ,并 论述 一 远 处 光源 照 到 一 旋转 球 上 (如 同 太阳 照射 地 球 那 
样 ) 时 的 受 光 区 域 与 黑暗 区 域 . 书 中 内 容 需 要 一 些 球面 几何 的 定 
理 ,由 此 可 以 知道 这 些 定理 必 是 当时 希腊 人 已 经 知道 的 . Autoly- 
cus 的 第 二 本 书 谈 恒星 的 升 和 落 , 是 关于 观测 天 文学 方面 的 著作 . 

《 论 运动 的 球 》 那 本 书 的 形式 是 很 有 意义 的 . 图 上 的 点 是 用 字 
母 来 代表 的 . 命题 是 按 逻 辑 次 序 排列 的 . 每 个 命题 先 作 一 般 性 的 陈 
述 ,然后 再 重复 ,但 重复 陈述 时 明确 参照 附 图 ;到 最 后 给 出 证 明 . 这 
是 Euclid 著述 中 所 采用 的 风格 . 
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第 4 章 
Euclid 和 Apollonius 


这 门 科学 的 先驱 者 本 人 的 教导 使 我 们 懂得 ;在 碰 到 要 不 要 
把 推理 烈 入 我 们 的 几何 原理 时 ,不 要 对 那些 仅仅 是 颇 为 可 
信 的 设想 稍 有 顾 异 . 


Proclus 


1. 引 

古典 时 期 学 者 们 的 数学 工作 的 精华 ,幸运 地 在 Euclid 和 
Apollonius 两 个 人 的 著作 中 流传 到 今天 . 从 生活 年 代 来 说 ,两 人 都 
属于 希腊 历史 上 第 二 个 大 分 期 , 即 亚历山大 时 期 ( 见 第 3 章 第 1 
节 ). Euclid 在 公元 前 300 年 左右 生活 在 亚历山大 城 并 在 该 处 授 
徒 ,这 一 点 是 很 肯定 的 ,虽然 他 本 人 的 教育 可 能 得 自 Plato 的 学 
院 . 我 们 对 Euclid 个 人 的 生平 几乎 就 只 知道 这 点 情况 ,而 且 连 这 
点 情况 也 还 是 从 Proclus《 评 述 》 的 一 段 文 字 中 得 来 的 . Apollonius 
死 于 公元 前 190 年 ,所 以 他 也 是 生活 在 亚历山大 时 代 的 人 . 但 通常 
把 Euclid 的 工作 归 到 古典 时 期 ,因为 他 书 里 的 内 容 是 讲解 十 典 时 
代 所 发 展 的 数学 . Euclid 的 著作 实际 是 古 希腊 时 期 一 些 个 别 发 现 
的 整理 ,这 只 要 把 他 书 里 的 内 容 和 我 们 所 知道 的 较 早 的 数学 工作 
比较 一 下 就 可 以 清楚 . 特别 是 《4 原本》 一 书 , 不 仅 是 对 这 门 学科 作 还 
辑 讲 解 的 书 , 同 样 也 是 刚 过 去 的 那个 时 代 的 一 本 数学 史 . Apollo- 
nius 的 工作 一 般 归 入 亚历山大 时 期 ,但 其 主要 著作 《圆锥 曲线 》 的 
内 容 和 精神 是 属于 古典 时 期 的 . 事实 上 ,Apollonius 承认 在 他 那 本 
有 八 篇 的 书 中 ,前 四 篇 只 是 Euclid 所 写 关于 圆锥 曲线 的 那 本 失传 
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T BOSE TER Ei A. Pappus 提 到 Apollonius 曾 在 亚历山大 城 同 
Euclid 的 门徒 相处 很 久 ,这 就 立即 可 以 说 明 他 同 Euclid 的 学 术 关 
FR. 当 我 们 懂得 亚历山大 时 期 数学 工作 的 特点 之 后 ,把 Apollonius 
列 为 古典 时 期 作者 的 理由 就 更 加 明显 了 . 


2. Euclid( RA) HER 

Euclid 最 出 名 的 著作 是 《4 原本 》. 书 中 材料 的 主要 来 源 一 般 都 
能 查 到 ,尽管 我 们 对 古典 时 期 所 知 甚 少 . 他 的 大 部 分 材料 无 疑 得 自 
同 他 一 起 学 习 的 Plato jhe. 此 外 , 据 Proclus 说 ,Euclid 把 Eudoxus 
的 许多 定理 收入 《4 原 本》 中 ,完善 了 Theaetetus 的 定理 ,并 对 前 人 
AA S E UE RAT Cte ET d TO UE. 

对 公理 的 特定 的 选择 ,把 定理 排列 起 来 以 及 一 些 定理 的 证 明 ， 
这 些 是 属于 他 的 ,正如 论证 之 精彩 和 严密 应 归功 于 他 一 样 . 不 过 陈 
述 证 明 的 那 种 形式 在 Autolycus 的 著作 里 已 可 看 出 ,并 且 相当 肯 
定 地 已 为 Euclid 以 前 的 其 他 人 所 采用 . 尽管 他 从 前 人 书 里 或 从 其 
他 来 源 取 用 许多 材料 ,但 Euclid 无 疑 是 个 大 数学 家 . 他 的 其 他 著 
作 也 可 以 证 明 这 个 判断 不 错 , 尽管 有 人 疑问 《4 原本》 中 究竟 有 多 少 
材料 是 他 所 独创 的 . Proclus 明白 说 过 希腊 人 对 《原本 》 评 价 甚 高 ， 
并 引述 许多 评语 以 作 佐证 . 这 些 入 中 最 重要 的 有 Heron( 公 元 前 约 
100 年 一 公元 约 100 Æ), Porphyry (3 世纪) 和 Pappus. 或 许 因 
Euclid 的 书写 得 那么 好 ,所 以 它 才 取代 了 相传 开 奥 斯 的 Hippocra- 
tes 和 Plato 派 学 者 Leon 及 Theudius 所 写 的 书 . 

Euclid 本 人 写 的 手稿 现 已 无 存 . 所 以 他 的 著作 只 能 参考 其 他 
作者 的 许多 修订 本 、 评 注 本 和 简 评 ,重新 整理 出 来 . Euclid (JR A) 
的 所 有 英文 版 和 拉丁 文 版 都 来 源 于 希腊 人 的 手稿 . 这 些 来 源 是 亚 
历 山大 城 的 Theon(4 世纪 末 ) 对 Euclid《 原 本 》 的 修订 本 ,Theon 
修订 本 的 抄本 ,Theon 讲课 的 记录 ,以 及 Francois Peyrard(1760 一 
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1822) 在 焚 蒂 冈 图 书馆 里 发 现 的 一 本 希腊 手稿 . 这 本 10 世纪 的 手 
稿 是 Theon 以 前 出 版 的 一 本 Euclid 著作 的 抄本 . 因此 数学 史家 J. 
L. Heiberg #1 Thomas L. Heath 在 研究 Euclid 时 主要 利用 这 手 
稿 ,当然 同时 也 跟 现 有 的 其 他 手稿 和 评注 本 加 以 比较 . SR 
腊 著 作 的 阿拉 伯 文 译本 以 及 阿拉 伯 文 评注 ,这 些 可 能 是 根据 业已 
失传 的 希腊 手稿 译 出 的 . 这 些 书 当然 也 用 来 决定 Euclid《 原 本 》 的 
确切 内 容 , 但 阿拉 伯 文 译本 和 修订 本 总 的 说 来 不 如 希腊 手稿 . 由 于 
有 这 么 多 的 材料 来 源 ,所 以 重新 整理 出 来 的 东西 自然 留 有 一 些 存 
疑 之 处 . Euclid 写 《 原 本 》 的 目的 也 成 问题 .有 人 说 是 写 给 数学 家 看 
的 学 术 论 著 , 有 人 说 是 写 给 学 生 用 的 课本 . Proclus 比较 相信 于 后 
一 种 说 法 . 

由 于 这 一 著作 较 长 且 有 其 无 与 伦比 的 历史 意义 ,我 们 要 在 本 
章 里 用 几 节 篇 幅 来 回顾 和 评述 它 的 内 容 . 因 今日 还 在 学 Euclid JL 
何 , 所 以 我 们 看 了 《原本 》 的 内 容 后 可 能 会 感到 有 点 奇怪 . 今天 广泛 
流传 的 中 学 课本 里 的 写法 是 仿照 Legendre 对 Euclid 著作 的 改写 
本 的 . Legendre 所 用 的 一 些 代数 在 《原本 》 里 没有 ,不 过 相应 的 几 
何 材 料 是 有 的 . 


3.《 原 本 》 里 的 定义 和 公理 

《原本 》 共 含 十 三 篇 . 有些 版 本 里 还 附加 两 篇 ,但 那 肯 定 是 后 人 
写 的 . 第 一 篇 先 给 出 书 中 第 一 部 分 所 用 概念 的 定义 , 我 们 只 指出 其 
最 重要 的 ;定义 的 编号 按照 Heath 的 版 本 了 . 
定义 
1. 点 是 没有 部 分 的 那 种 东西 . 
2. 线 是 没有 宽度 的 长 度 . 

线 这 个 字 指 曲线 . 


(D T.L. Heath; (Euclid 原本 十 三 篇 》, Dover( 重 印 本 ) ,1956, 共 三 卷 . 
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3. 一 线 的 两 端 是 点 . 

这 定义 明确 指出 一 线 或 一 曲线 总 是 有 限 长 度 的 《原本 》 里 没 
有 伸展 到 无 穷 远 的 一 根 曲 线 . 
4. 直线 是 同 其 中 各 点 看 齐 的 线 . 

与 定义 3 的 精神 一 致 ,Euclid 的 直线 是 我 们 所 说 的 线段 . 这 定 
义 据 信 和 是 从 泥水 革 的 水 准 器 或 从 一 只 眼睛 沿 着 线 往 前 看 的 结果 得 
到 启发 而 作出 的 . 
5. 面 是 只 有 长 度 和 宽度 的 那 种 东西 . 
6. 面 的 边缘 是 线 . 

所 以 面 也 是 有 界 的 图 形 . 

7. 平面 是 与 其 上 直线 看 齐 的 那 种 面 . 
15. 圆 是 包含 在 一 ( 曲 ) 线 里 的 那 种 平面 图 形 , 使 从 其 内 某 一 点 连 
到 该 线 的 所 有 直线 都 彼此 相等 . 
16. 于 是 那个 点 便 叫 贺 的 中 心 (简称 圆心 ). 
17. 圆 的 一 直径 是 通过 圆心 且 两 端 终于 圆周 [没有 明确 定义 ] 的 任 
一 直线 ,而 且 这 样 的 直线 也 把 圆 平分 . 
23. 平行 直线 是 这 样 的 一 些 直线 ,它们 在 同一 平面 内 ,而且 往 两 个 
方向 无 限 延 长 后 在 两 个 方向 上 都 不 会 相交 ， 

开头 几 个 定义 是 用 未 经 定义 的 概念 来 讲 的 ,因而 不 起 什么 逻 
辑 作 用 . Euclid 可 能 没有 认识 到 开头 一 些 概念 必然 是 未 经 定义 的 ， 
因而 就 不 自觉 地 用 物理 概念 来 解释 它们 . 有 些 评注 者 说 他 认识 到 
这 些 定义 在 逻辑 上 没有 作用 ,但 想 解 释 一 下 他 所 用 名 词 的 直观 意 
义 ,以 使 读者 相信 公理 和 公设 是 能 应 用 到 这 些 概念 上 去 的 . 

接着 Euclid 就 列 出 五 个 公设 和 五 个 公理 . 他 采纳 Aristotle 对 
公设 和 公理 的 区 别 , 即 公理 是 适用 于 一 切 科 学 的 真理 ,而 公设 则 只 
应 用 于 几何 . 前 已 指出 ,Aristotle 曾 说 公设 无 需 一 望 便 知 其 为 真 ， 
但 应 从 其 所 推出 的 结果 是 否 符合 实际 而 检验 其 是 否 为 真 . Proclus 
甚至 把 全 部 数学 都 说 成 是 假设 性 的 ;就 是 说 , 它 只 是 推导 根据 假定 
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所 必然 得 出 的 结论 , 而 不 管 假 定 是 否 为 真 . Euclid 很 可 能 接受 了 
Aristotle 关于 公设 正确 性 的 观点 . 然而 在 其 后 的 数学 史上 (至 少 
在 出 现 非 欧 几 何以 前 ) ,公设 和 公理 都 被 人 当 作 不 成 问题 的 真理 加 
以 接受 . 

Euclid 举 出 如 下 的 公设 : 
公设 
1. 从 任 一 点 到 任 一 点 作 直线 [是 可 能 的 ]. 

2. 把 有 限 直线 不 断 循 直线 延长 [是 可 能 的 ]. 

3. 以 任 一 点 为 中 心 和 任 一 距离 [为 半径 ] 作 一 圆 [ 是 可 能 的 ]， 
4. 所 有 直角 彼此 相等 . 

5. 若 一 直线 与 两 直线 相交 , 且 若 同 侧 所 交 两 内 角 之 和 小 于 两 直 
角 , 则 两 直线 无 限 延长 后 必 相 交 于 该 侧 的 一 点 . 

公理 

1. 跟 同 一 件 东 西 相等 的 一 些 东西 ,它们 彼此 也 是 相等 的 . 
2. 等 量 加 等 量 ,总 量 仍 相 等 

3. 等 量 减 等 量 RES. 

4. 彼此 重合 的 东西 是 相等 的 . 

5. 整体 大 于 部 分 . 

Euclid 并 没有 幼稚 地 假定 所 定义 的 概念 存在 或 彼此 相 容 ; 正 
如 Aristotle 指出 的 ,我 们 可 以 定义 具有 了 矛盾 性 质 的 某 一 东西 . 头 
三 个 公设 说 的 是 可 以 构造 线 和 圆 , 所 以 它们 是 对 两 件 东西 存在 性 

的 声明 ,在 第 一 篇 里 的 讲述 过 程 中 ,Euclid 通过 构造 证 明了 其 他 一 
些 东西 的 存在 ,但 平面 是 例外 . 

Euclid 事先 假定 公设 1 中 的 线 是 唯一 的 ;这 假定 在 第 一 篇 的 
命题 4 中 是 隐 含 的 . 不 过 若 能 明确 提出 当然 更 好 . 同样 Euclid 在 
公设 2 中 也 假定 延长 线 是 唯一 的 . 他 在 第 十 篇 命题 1 中 明目张胆 
地 用 了 这 个 唯一 性 ,而 实际 在 第 一 篇 的 一 开头 就 已 经 不 自觉 地 把 
CHET. 
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公设 5 是 Euclid 自己 搞 的 ;他 能 认识 其 需要 ,足以 显 出 他 的 
天 才 . 许多 希腊 人 反对 这 一 公设 , 因 它 不 那么 一 望 而 知 ,从 而 不 像 
别 的 公设 那样 容易 被 人 一 下 子 接受 . 想 用 其 他 公理 和 公设 来 证 明 
它 的 种 种 尝试 ( 据 Proclus 说 在 Euclid 时 代 就 已 开始 ) ,结果 都 归 
失败 . 这 些 努 力 的 全 部 历史 我 们 将 在 讨论 非 欧 几何 时 加 以 叙述 . 

至 于 公理 ,究竟 哪些 是 Euclid 原著 中 就 有 的 呢 ” 意 见 各 有 分 
Be. 公理 4 是 以 重 营 法 作证 明 的 依据 ,具有 几何 性 质 ,本 应 列 为 公 
R. Euclid 在 第 一 篇 命题 4 和 8 里 用 了 重合 法 ,但 他 显然 对 这 方法 
不 太 满 意 ;他 很 可 以 用 这 方法 来 证 命题 26(a. s.a. — a.s.a. 及 
saa. — s.a. a. ; BUSA. ALARE AASA 
角 ), 但 却 用 了 较 长 的 证 明 . 也 许 他 看 前 辈 几 何 学 家 用 了 那个 方 
法 ,又 不 知道 怎样 才能 避 开 它 . 其 后 Pappus 和 别 的 人 发 现 Euclid 
的 一 组 公理 不 够 ,又 增加 了 几 个 公理 . 


4.《 原 本 》 的 第 一 篇 到 第 四 篇 

第 一 篇 到 第 四 篇 讲 直 边 形 和 圆 的 基本 性 质 . 第 一 篇 的 内 容 是 
关于 全 等 形 的 一 些 熟 知 的 定理 ,平行 线 , Pythagoras 定理 ,初等 作 
图 法 ,等 价 形 ( 有 等 面积 的 图 形 ) 和 平行 四 边 形 . 所 有 图 形 都 是 直 边 
的 ,就 是 说 ,都 是 由 直线 段 组 成 的 . 特别 值得 指出 的 是 以 下 几 个 定 
理 ( 措 辞 不 是 逐 字 逐 句 译 的 ): 
命题 1. 在 给 定 直线 上 作 一 等 边 三 角形 . 

证 明 是 简单 的 . 以 A 为 中 心 (图 4.1) 以 AB 为 半径 作 圆 . 以 召 


为 中 心 以 BA 为 半径 作 一 圆 . d C 是 一 个 交点 .ABC 便 是 所 求 的 
三 角形 . 


命题 2. 过 一 已 知 点 (作为 一 个 端点 ) 作 一 直线 ( 段 ) 使 之 等 于 一 已 
给 直线 ( 段 ). 
也 许 你 以 为 这 只 要 用 公设 3 就 可 以 立即 作出 . 但 那样 做 就 需 
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4.1 图 4,2 
要 圆规 在 取 了 给 定 一 段 长 度 后 移 到 指定 点 处 时 ,圆规 两 脚 间 的 给 
定 距离 能 保持 不 变 . 但 Euclid 假定 用 的 是 个 不 能 固定 两 脚 的 圆 
规 , 所 以 给 出 了 一 个 比较 复杂 的 作法 . 当然 ,在 以 给 定点 为 中 心 ,以 
给 定 距 离 为 半径 画 圆 时 ( 即 只 要 圆规 两 脚尖 都 在 纸 面 上 时 ),Euc- 
lid 假定 圆规 两 脚 是 能 固定 的 . 
命题 4. 老 两 个 三 角形 的 两 边 和 夹 角 对 应 相等 ,它们 就 全 等 . 

证 法 是 把 一 个 三 角形 放 到 另 一 三 角形 上 ,指明 它们 必然 重合 . 
命题 5， 等 腰 三 角形 两 底 角 相等 . 

书 中 证 法 比 目 前 许多 初级 课本 中 的 要 好 , 因 后 者 在 这 一 阶段 
就 假定 了 角 A 存在 角 平 分 线 , 但 这 个 存在 性 的 证 明 要 依靠 命题 5. 
Euclid 把 AB 3E 3) F(R 4. 2),38 AC 延长 到 G, 使 BF = CG. 
于 是 AAFC 9? AAGB. 因而 FC = GB, ZACF = /ABG, K 
Z3 = ZA. MA ACBF 9 ABCG, W 45 = Z6, 所 以 Z1 = 
£2. Pappus 证 这 定理 时 是 把 所 给 三 角形 看 做 人 ABC FRIAACB. 
然后 应 用 命题 4 , 便 知 两 底 角 相等 . 
命题 16. 三 角形 一 角 的 外 角 大 于 其 他 两 角 中 的 任 一 角 ， 

证 明 需 要 有 一 根 能 任意 延长 的 直线 (图 4. 3), 因 这 里 需要 把 
4 已 延长 -一 倍 到 下 ,而 这 必须 假定 头 一 步 能 做 到 才 行 . 
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B 4.3 
命题 20. 任何 三 角形 的 两 边 之 和 必 大 于 第 三 边 . 

这 定理 就 如 同 我 们 在 Euclid 几何 里 磁 到 的 “两 点 间 最 短 距离 

为 直线 "这 一 事实 一 样 . 
命题 27. 若 一 直线 与 两 直线 相交 并 使 内 错 角 相等 , 则 该 两 直线 平 
行 . 

证 法 是 利用 关于 三 角形 外 角 的 定理 用 归 廖 法. 这 定理 确证 了 
过 给 定 直线 外 一 点 至 少 可 作 一 直线 与 之 平行 . 
命题 29. 一 直线 与 两 平行 线 相交 时 内 错 角 相等 ,同位 角 相 等 , 且 同 
旁 内 角 之 和 等 于 两 直角 . 

证 明 里 先 假 定 L1 A 人 2 (El 4. 4). 3 72 较 大 ,两 者 都 加 上 
ZA WA Z2+ 24> 214+ 24. 这 表明 人 1 十 人 4 小 于 两 直角 . 
根据 平行 线 公 设 ( 在 这 里 第 一 次 用 到 ),AB 与 CD 两 给 定 直 线 就 
将 相交 ,而 题 中 则 已 假定 它们 平行 . 
命题 44. 在 给 定 直 线 上 作 一 平行 四 边 形 , 使 其 一 角 等 于 已 给 角 , 而 
其 面积 等 于 已 知 三 角形 . 

这 命题 (图 4. 5) 说 给 定 一 三 角形 C, 8 D 及 一 线段 AB. 


B 
D 


A 
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要 以 AB A— WE 4 7 ae 3 — fü D Jf 5 C 等 面积 . Euclid 是 
用 以 上 一 些 命题 来 证 的 ,这 里 就 不 讲 了 . 应 该 指出 的 主要 一 点 是 : 
这 是 包括 在 面积 应 用 理论 下 的 第 一 个 问题 ,而 Eudemus 把 那个 理 
论 ( 据 Proclus 书 上 所 载 ) 归 功 于 Pythagoras jk. 在 这 题 中 ,我 们 把 
一 块 面积 (准确 地 ) 应 用 于 AB. 其 次 是 ,这 是 把 一 块 面积 变换 为 另 

块 的 一 个 例子 . 其 三 是 ,在 D 为 直角 的 特殊 情形 下 ,平行 四 边 形 
必 为 矩形 . 那样 便 可 把 所 给 三 角形 和 AB 看 成 是 给 定 的 量 了 . 于 是 
和 矩形 的 男 一 边 可 看 成 是 所 给 面积 C 和 AB 的 商 . 这 样 我 们 就 做 出 
了 几何 上 的 除法 ;这 定理 是 几何 代数 法 的 一 例 . 
命题 47. 直角 三 角形 斜 边 上 的 正方 形 等 于 两 直角 边 上 的 两 个 正方 
形 之 和 .- 

这 当然 就 是 Pythagoras 定理 .证 明 是 用 面积 来 做 的 , 像 许多 

中 学 课本 里 一 样 . 我 们 证 出 (图 4.6) AABD 2 AFBC, 和 矩形 BL 
= 2AABD , 正方形 GB = 2 入 FBC. 于 是 矩形 BL = 正方 形 GB. 
同样 有 和 矩形 CL = 正方 形 AK. 
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这 定理 又 告诉 我 们 怎样 作出 一 正方 形 使 其 面积 为 所 给 两 正方 
形 之 和 , 即 求 z 使 x? =a +o. 因此 这 是 几何 代数 法 的 又 一 个 例 
f. 

命题 48. 若 三 角形 一 边 上 的 正方 形 等 于 其 他 两 边 上 的 正方 形 之 
和 , 则 其 他 两 边 的 夹 角 是 直角 . 

这 命题 是 Pythagoras 定理 的 逆 命 题 . Euclid 书 中 的 证 明 ( 
4.7) 是 作 AD 垂直 于 AC HEF 
AB. 由 题 设 得 

AB’ + AC? = BC’. 
而 由 直角 三 角形 ADC 得 

AD? + AC? = DC’. 
因 AB = AD ,于 是 BC? = DC’, 从 而 
BC = DC. 因此 由 s. s. s. (三 边 相 等 ) 
知 两 个 三 角形 全 等 ,所 以 角 CAB 必 为 直角 |. 

第 二 篇 中 的 突出 内 容 是 对 于 几何 代数 法 的 贡献 . 前 已 指出 希 
腊 人 不 承认 存在 无 理 数 ,所 以 不 能 从 数量 上 处 理 所 有 长 度 、 面 积 、 
角度 和 体积 . 这 样 他 们 就 用 线段 来 代替 数 . 两 数 的 乘积 变 成 两 边 长 
等 于 两 数 的 矩形 的 面积 . 三 数 的 乘积 是 一 体积 . 两 数 相 加 被 他 们 翻 
译 成 把 一 线段 延长 到 使 所 增长 的 部 分 等 于 另 一 线段 ,减法 被 说 成 
是 从 一 线段 制 去 另 一 线段 之 长 . 两 数 相 除 则 仅 用 两 线 之 比 一 语 来 
表明 ;这 是 同 其 后 在 第 五 第 六 篇 里 所 引入 的 原则 一 致 的 ， 

[两 数 ] 乘 积 (一 块 面积 ) 被 第 三 数 除 是 这 样 做 的 :以 第 三 数 
(长 ) 为 边 作 一 矩形 ,使 其 面积 等 于 所 给 乘积 . 矩形 的 另 一边 当 然 就 
是 商 . 作 图 时 用 面积 应 用 理论 ,这 是 在 第 一 篇 的 命题 44 里 已 经 触 
及 到 了 的 . 两 个 乘积 的 加 减 是 两 个 矩形 的 加 减 . 矩形 的 和 与 差 则 以 
面积 应 用 法 化 成 单独 一 个 矩形 .在 这 种 几何 代数 法 里 ,乘积 开平 方 
就 是 作 一 正方 形 与 给 定 矩 形 等 面积 ; 这 在 命题 14 中 作出 ( 见 76 
页 ). 
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第 二 篇 的 头 十 个 命题 从 几何 上 处 理 了 下 述 等 价 代数 问题 . 其 
中 有 些 用 我 们 的 记 法 是 : 
(1)a(b+t+etdt+)=a+t+actadt+.; 
(2) (a +b)a + (a+b)b = (a+b); 
(3) (a+b)a = ab +a"; 
(4) (a 3- b) = a’+2ab+0'; 


(5) ab + zat) =o) = [50+]; 
(6) (2a+6)b+a’ = (a+b). 

(1) 的 几何 说 法 包含 在 : 
命题 1. 若 有 两 直线 (图 4. 8) ,其 中 一 线 被 割 成 任何 多 个 段 , 则 两 
直线 所 作 算 形 等 于 未 割 之 线 与 各 段 所 作出 的 各 个 矩形 之 和 ， 

命题 2 和 3 实际 上 是 命题 1 的 特例 ,但 仍 为 Euclid 单独 陈述 
并 加 以 证 明 . (4) 的 几何 形式 是 众所周知 的 . Euclid 的 说 法 是 : 
命题 4. 若 把 一 线 在 任意 一 点 割 开 (图 4.9), 则 在 整个 线 上 的 正方 
形 等 于 两 段 上 的 正方 形 加 上 以 两 段 为 边 的 矩形 . 


B H E C 
A K L D 
Hi 4.8 图 4.9 


证 明 给 出 了 图 中 所 示 的 明显 几何 事实 . 
命题 11. 分 割 一 已 给 直线 ,使 整 段 与 其 中 一 分 段 所 成 矩形 等 于 另 
一 分 段 上 的 正方 形 . 

这 是 要 我 们 把 AB 分 于 某 点 五 (图 4.10) 使 4AB,B 末 一 AH 
AH. Euclid 的 作法 如 下 : 设 AB 是 所 给 线 , 作 正 方形 ABDC, $ E 
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图 4.10 图 4.11 


是 AC 中 点 . 作 BE. 令 CA 延长 线 上 的 下 适合 EF = EB. 作 正 方 
形 AFGH. FÆ H BUE AB 上 所 需 作 的 分 点 ,就 是 说 
AB - BH = AH - AH. 

证 明 是 通过 面积 得 出 的 ,所 用 的 是 前 述 一 些 定理 ,包括 Pythagoras 
定理 ,关键 性 的 定理 是 命题 6. 

定理 的 重要 意义 在 于 长 为 a 的 AB 分 成 长 为 x 及 a 一 zz 的 两 
B 

(a— zx)a= x! 

或 z Har = d. 
因此 就 有 了 解 这 二 次 方程 的 几何 方法 .还 有 ,这 又 把 AB 分 成 了 两 
部 分 ,一 部 分 是 比例 的 外 项 , 另 一 部 分 是 比例 的 中 项 ,就 是 说 ,从 
AB- BH = AH - AH 可 得 AB : AH = AH :BH. 第 二 篇 中 的 其 
他 命题 相当 于 解 二 次 方程 ax 一 x 二 上 及 azr 十 x* =e. 
命题 14. 作 一 正方 形 等 于 已 知 的 直 边 形 . 

所 给 直 边 形 可 以 是 任何 多 边 形 ,但 若 所 给 的 是 矩形 ABEF 
(图 4.11), M] Euclid 的 方法 相当 于 :延长 AB 至 C 使 BC = BE. 
以 AC HABER. Æ BAYER DB. 所 求 的 正方 形 就 是 DB 上 
的 正方 形 . Euclid 用 面积 作出 证 明 . 这 定理 解 出 了 x^ = ab 或 者 说 
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KET ab 的 平方 根 . 我 们 将 在 第 六 篇 里 看 到 用 几何 方法 解 出 更 复 
杂 的 二 次 方程 . 

第 三 篇 含 37 个 命题 . 它 开 头 给 出 有 关 圆 的 一 些 几 何 定义 , 然 
后 着 手 讨 论 弦 WR AR .圆心 角 及 圆周 角 等 等 . 这 些 定理 大 多 是 
中 学 几何 里 所 熟知 的 . 下 面 几 个 定理 值得 特别 提 一 下 . 
命题 16. 通过 圆 直径 一 端 垂 直 于 直径 的 直线 全 在 圆 外 , 且 在 这 直 
线 和 圆周 之 间 的 空间 内 不 能 再 插入 另 一 直线 ;半圆 和 直径 夹 角 大 
于 而 半圆 和 垂 线 夹 角 小 于 直线 间 的 任何 r A 
锐角 . 

定理 的 新 颖 之 处 在 于 考察 了 切线 TA 
Sa ACE 之 间 的 空间 (图 4. 12); 它 不 仅 
说 在 这 空间 里 不 能 作 过 A 并 全 部 在 圆 外 
的 直线 ,并 考察 了 切线 TA SI ACE 的 
夹 角 . 这 角 希 腊 人 叫 牛 头角 ,对 它 是否 有 
确定 的 大 小 一 事 当 时 是 有 争议 的 . 命题 16 
说 这 角 比 直线 间 的 任何 锐角 小 ,但 没有 说 这 个 角 的 值 是 零 . 

Proclus 把 牛头 角 说 成 是 真 的 角 , 在 中 世纪 末 和 文艺 复兴 时 代 ， 
Cardan, Peletier, Vieta, Galileo, Wallis 等 人 也 辩论 过 牛头 角 的 大 
小 问题 . 牛头 角 之 所 以 使 后 代 Euclid 著作 评注 者 特别 感到 头疼 的 地 
方 是 ,可 以 作 过 A 上 且 与 TA 相 切 的 一 些 直 径 愈 来 愈 小 的 圆 , 并 从 直 
觉 上 似乎 感到 这 牛头 角 显然 会 随 之 增 大 ,而 根据 上 述 命题 却 并 不 如 
此 . 从 另 一 方面 说 ,如 果 任 何 两 个 牛头 角 的 值 都 是 零 从 而 都 相等 , 它 
们 就 应 能 重合 . 但 它们 却 并 不 能 重合 . 因此 有 些 评注 家 下 结论 说 牛 
3 fa fao. 

第 四 篇 在 它 的 16 个 命题 里 论述 圆 的 内 接 和 外 切 图 形 , 如 三 角 
形 、 正 方形 、 正 五 边 形 和 正六 边 形 . 最 后 的 命题 讲 怎 样 在 一 给 定 圆 
内 作 正 15 边 形 , 据 说 这 是 曾 用 于 天 文 上 的 ;因为 在 Eratosthenes 


图 4. 12 


外 ”根据 一 般 对 两 曲线 夹 角 的 定义 ,牛头 角 的 值 是 零 . 
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以 前 一 直 认 为 黄道 角 (地 球 赤道 面 与 绕 日 公转 轨道 面 的 交角 ) 之 值 
是 24 ,或 即 3607 08] 1/15. 


5. 第 五 篇 :比例 论 

根据 Eudoxus 的 工作 而 写 的 这 第 五 篇 ,被 人 认为 是 Euclid JL 
何 的 最 大 成 就 ; 同 《 原 本 》 任 何其 他 部 分 相 比 , 它 的 内 容 被 人 讨论 得 
最 多 , 它 的 意义 被 人 争论 得 最 激烈 . Pythagoras 派 据说 也 有 关于 比 
例 (两 个 比 相等 的 关系 ) 的 理论 , 即 关 于 可 公 度 量 ( 其 比 可 用 整数 比 
表示 的 那 种 量 ) 的 比例 理论 . 虽然 我 们 不 知道 这 一 理论 的 细节 ,但 
据说 就 是 以 后 将 要 讲 的 第 七 篇 中 的 内 容 ,并 据说 曾 用 之 于 有 关 相 
似 三 角形 的 命题 . 在 Eudoxus 以 前 应 用 比例 关系 的 数学 家 ,一 般 
在 用 不 可 公 度 量 时 没有 可 靠 的 理论 根据 . 第 五 篇 把 比例 关系 的 理 
论 推广 到 不 可 公 度量 而 避免 了 无 理 数 . 

量 这 个 概念 原 是 被 人 作为 包括 可 公 度 或 不 可 公 度 的 数量 或 实 
体 的 . 如 长 A AR . 角 、 重 量 和 时 间 都 是 量 . 长 和 面积 是 早 就 出 
现 的 ,例如 在 第 二 篇 中 . 但 迄今 为 止 Euclid 还 没有 机 会 讨论 别 种 
量 或 讨论 量 的 比 和 比例 .所 以 在 这 以 前 他 没有 引入 量 的 一 般 性 概 
念 . 现在 这 一 篇 里 他 特别 要 强调 任何 一 种 量 的 比 . 

尽管 在 这 一 篇 里 定义 占 重要 地 位 ,但 没有 真正 提 到 关于 量 的 
定义 . Euclid 开头 是 这 样 写 的 : 
定义 1. 当 一 较 小 的 量 能 够 量 尽 较 大 的 量 时 , 它 是 较 大 量 的 部 分 . 

这 里 所 谓 部 分 是 指 若 干 分 之 一 ,例如 2 是 6 的 若干 分 之 一 ,而 
4 则 不 是 6 的 若干 分 之 一 ， 
定义 2， 当 较 大 量 能 被 较 小 者 量 尽 时 , 它 是 较 小 者 的 倍 量 . 

这 里 所 谓 倍 量 是 指 整数 倍 量 . 
定义 3. 比 是 同类 量 在 大 小 方面 的 一 种 关系 . 

这 第 三 个 定义 的 意义 很 难 同 下 一 定义 分 开 来 讲 . 
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定义 4. 若 能 把 两 量 中 任 一 量 倍增 后 超过 另 一 量 , 便 说 此 两 量 有 一 
个 比 . 

这 定义 的 意思 是 说 , 量 a Mb 有 一 个 比 ,如 果 a 的 某 个 整数 
(包括 1) 倍 超过 4 Bb 的 某 个 整数 (包括 1) 倍 超过 a 的 话 . 这 定义 
排除 往 后 要 出 现 的 概念 , 即 那 并 非 0 的 无 穷 小 量 . 如 者 两 量 中 有 一 
量 小 到 不 能 使 其 有 限 倍 超过 另 一 量 , 那 么 根据 Euclid 这 个 定义 是 
不 许 它们 之 间 有 一 个 比 的 . 这 定义 也 排除 无 穷 大 量 , 因 那 时 取 较 小 
量 的 任何 有 限 倍 都 不 会 超过 那个 较 大 量 的 . 下 一 个 定义 是 关键 性 
HEX 
EX5 四 个 量 形成 第 一 个 量 与 第 二 个 量 之 比 以 及 第 三 个 量 与 第 
四 个 量 之 比 . 我 们 说 这 两 个 比 是 相同 的 ,如 果 取 第 一 、 第 三 两 个 量 
的 任何 相同 的 倍数 , 取 第 二 第 四 两 个 量 的 任何 相同 的 [ 另 一 个 ] 倍 
数 后 ,从 头 两 个 量 的 倍数 之 间 的 小 于 、 等 于 或 大 于 的 关系 , 便 有 后 
两 个 量 的 倍数 之 间 的 相应 关系 . 

定义 里 说 的 是 ,我 们 有 
$> 
5 Kd 都 乘 以 任 一 整数 后 ,对 于 


3 ols 


WR a Mc 都 乘 以 任 一 整数 
MAZAR mAn, 
从 ma «nb M mc <nd, 
从 ma =nb 推 知 m = nd, 
以 及 从 ma > nb 推 知 ome > nd. 
我 们 用 现代 的 数 来 说 明 这 定义 的 意思 . 为 检验 
v2 _ v6 
1 V3 
这 关系 是 否 成 立 ,我 们 应 该 (至 少 从 理论 上 说 ) 查 明 , 对 于 任何 整数 
m 和 男 一 任何 整数 ,是 否 能 
从 m42-«n-1. HEM mV6 <nV3, 
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从 mf2=n-1 FER m/6 =nV3, 

以 及 从 mf2>n+1 HER m/6 — n43. 
当然 在 眼前 这 个 例子 里 相等 的 情况 不 会 出 现 , 因 和 nn 是 整数 ， 
而 V2 是 无 理 数 ,这 意味 着 mV6 = nV3 不 会 出 现 . 定义 只 是 说 如 果 
左边 三 种 可 能 情况 之 一 出 现 ,那么 右边 的 相应 情况 必然 出 现 . 定义 
5 的 男 一 种 说 法 是 ,使 ma < nb 的 整数 m M n, ERE me < nd 
的 整数 m' 和 n 是 一 样 的 . 

读者 可 能 马上 想 知道 Euclid 拿 上 面 这 个 定义 干什么 用 . 当 我 
们 要 证 “ 若 a/b = c/d, WW (at+6)/b = (c 十 d)/d "时 ,我 们 是 把 这 
里 的 比 和 比例 都 看 做 数 的 (即使 比 是 不 可 公 度 的 ), 然 后 用 代数 来 
证 明 这 个 结果 . 我们 知道 无 理 数 也 可 按 代数 法 则 进行 运算 . 但 Eu- 
clid 不 能 这 样 做 也 没有 这 样 做 . 在 那个 时 候 希 腊 入 还 没有 证 明 对 
不 可 公 度 量 的 比 能 够 加 以 运算 ;因此 Euclid 就 要 用 他 所 给 出 的 那 
些 定 义 特别 是 定义 5 来 证 明 这 个 定理 .事实 上 ,他 这 些 定义 是 为 了 
给 量 的 代数 打下 基础 . 
定义 6. 有 相同 比 的 量 称 为 成 比例 的 量 . 
定义 7. 四 个 量 的 第 一 个 量 和 第 三 个 量 取 相同 倍数 ,其 第 二 个 量 和 
第 四 个 量 又 取 另 一 相同 的 倍数 时 , 若 第 一 个 倍数 量 大 于 第 二 个 倍 
数量 而 第 三 个 倍数 量 却 并 不 大 于 第 四 个 倍数 量 , 则 说 第 一 量 与 第 
二 量 之 比 大 于 第 三 量 与 第 四 量 之 比 . 

定义 说 的 是 ,只 要 有 那么 一 个 m 和 那么 一 个 n ,能 使 ma > nb 
而 mc 却 并 不 大 于 nd , 则 a/b > c/d. 因此 ,对 于 给 定 的 一 个 不 可 
公 度 比 a/5, 我 们 是 可 以 把 它 放 在 所 有 别 的 这 类 比 ( 就 是 说 那些 小 
于 它 的 和 大 于 它 的 比 ) 之 间 的 . 
定义 8. 一 个 比例 至 少 要 有 三 项 . 

在 只 有 三 项 的 情形 下 是 a/b = b/c. 
定义 9. 当 三 个 量 成 比例 时 ,我 们 说 第 一 量 与 第 三 量 之 比 是 第 一 量 
与 第 二 量 的 二 次 比 ， 


5. 第 五 篇 :比例 论 81 I 


例如 , 若 A/B = B/C, 则 A 与 C 之 比 是 A 与 B 的 二 次 比 . 这 意 
ASL A/C = A’/B’, A= B/C, 故 有 A/C= B/C? = A/B. 
定义 10， 当 四 个 量 成 连 比例 时 ,我们 说 第 一 量 与 第 四 量 之 比 是 第 
一 量 与 第 二 量 的 三 次 比 ,其 余 不 管 有 几 个 量 的 连 比 都 依次 类 推 . 

例如 ,车 A/B = B/C = C/D, 则 A 与 D 之 比 是 A 与 B 的 三 
次 比 . 这 就 是 说 A/D = A/B, 因为 A = B/C, 所 以 A/D = 
B'/CD = (B°/C’)(C/D) = A/B. 

定义 11 到 18 AEAEE: Ee ELE A EL EG RR 
比 等 等 . 这 些 指 的 是 从 a/5 形 成 的 (a 十 5)/b, (a — bd) /EVU RE Hh 
的 比 . 

第 五 篇 接着 就 证 明 关 于 量 和 量 之 比 的 25 个 定理 . 证 明 是 用 文 
字 氢 述 的 ,并 且 只 根据 定义 和 公理 (如 等 量 减 等 量 其 差 相 等 ). 公设 
没有 用 到 . Euclid 用 线段 来 说 明 量 ,以 帮助 读者 理解 定理 和 证 明 的 
意义 ,但 这 些 定理 是 适用 于 所 有 各 种 量 的 . 

底下 我 们 用 近世 代数 语言 来 叙述 其 中 一 些 命题 ,用 m,n 和 zp 
REM Aa, b 和 * 表 量 . 不 过 ,为 让 大 家 看 看 Euclid 所 用 的 语 
B ,我 们 在 第 一 个 命题 里 基本 上 照 原文 译 出 以 作 示 范 . 
命题 1. 任意 多 个 量 ,分 别 是 同样 多 个 量 的 相同 倍数 ,那么 不 管 那 
些 个 别 量 的 倍数 是 多 少 ,它们 总 起 来 也 有 那么 多 倍数 . 

用 代数 语言 来 表示 ,这 就 是 

ma 十 1 十 zzc +- = m(ad bo ce). 
命题 4. 若 a/b = c/d, 则 ma/nb = mc/nd. 
命题 11. # a/b = c/d, iii c/d = e/ f, W a/b = e f. 

注意 , 比 的 相等 是 依据 比例 定义 而 来 的 ,所 以 Euclid 要 细心 
证 明 相 等 的 关系 是 可 传递 的 . 
命题 12. # a/b = c/d = e/ f, Wea/b=(atcte)/(b+dt+f). 
命题 17. d a/b = c/d, lil] (a—b)/b = (c—d)/d. 
命题 18. # a/b = c/d, WW (atb)/b = (c+ d)/d. 
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有 些 命题 似乎 同 第 二 篇 中 的 命题 重复 . 但 该 篇 中 的 那些 命 
HRHARIOUETDUERIS NUR ERAN LAT A ACE RT 
适用 的 理论 . 

第 五 篇 对 其 后 数学 发 展 的 历史 有 重大 关系 .古典 希腊 人 不 引 
用 无 理 数 ,部 分 地 想 靠 几何 方法 来 避免 它们 (如 同 在 回顾 第 一 篇 到 
第 四 篇 内 容 时 所 指出 的 ). 不 过 这 种 几何 方法 并 没有 照顾 到 所 有 各 
类 不 可 公 度 的 量 ,而 第 五 篇 则 补足 了 这 个 欠缺 , 它 是 从 量 的 一 般 理 
论 重新 开始 的 . 这 样 就 使 处 理 量 的 全 部 希腊 几何 有 了 可 靠 的 基础 . 
但 仍 存在 迫切 需要 解决 的 问题 , 即 量 的 理论 究竟 能 不 能 作为 实数 
(当然 包括 无 理 数 ) 理 论 的 逻辑 基础 . 

至 于 后 代数 学 家 怎样 来 理解 Euclid 关于 量 的 理论 , 那 是 不 成 
问题 的 . 他 们 认为 这 只 能 用 于 几何 ,从 而 觉得 只 有 几何 才 是 严格 
的 . 所 以 当 文艺 复兴 时 代 和 其 后 几 个 世纪 里 重 又 用 起 无 理 数 来 的 
时 候 , 许 多 数学 家 就 反对 ,因为 这 些 数 没 有 逻辑 根据 . 

用 批判 的 眼光 考察 第 五 篇 的 内 容 后 , 似 可 肯定 它们 是 正确 的 . 
不 错 , Euclid 在 第 五 篇 里 给 出 的 定义 和 证 明 没有 利用 几何 . 正如 前 
已 指出 的 ,他 在 讲述 命题 和 证 明 时 之 所 以 利用 线段 只 不 过 是 出 于 
教学 上 的 需要 . 但 若 说 Euclid 在 他 关于 量 的 理论 里 确实 提供 了 关 
于 无 理 数 的 理论 ,那么 这 只 能 出 之 于 两 种 可 能 的 理解 . 其 一 是 量 本 
身 可 以 看 做 就 是 无 理 数 ,其 二 是 把 两 量 之 比 看 成 是 无 理 数 . 

我 们 假定 量 本 身 可 以 看 成 是 无 理 数 . 那么 ,即使 不 管 那些 按 现 
代 标 准 对 Euclid 严格 性 方面 的 批评 , 仍 有 下 面 一 些 说 不 通 的 地 
Fi. Euclid 从 未 说 明 他 所 用 的 量 或 量 的 相等 或 等 价 指 的 是 什么 意 
AB. 此 外 ,Euclid 所 处 理 的 并 不 是 量 本 身 而 是 量 的 比例 关系 . 两 量 
alb 只 有 在 它们 是 长 度 时 才 有 乘积 ,才能 使 Euclid 把 乘积 看 成 
面积 . 于 是 乘积 ab 就 不 能 看 做 是 个 数 ,因为 在 Euclid 书 里 乘积 没 
有 一 般 性 的 意义 .其 次 ,Euclid 在 第 五 篇 里 证 明 的 一 些 关 于 比例 的 
定理 ,其 本 身 实际 上 可 (如 我 们 在 上 面 所 做 的 那样 ) 重 新 陈述 为 代 
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数 定理 . 但 他 为 了 证 第 五 篇 的 命题 18 需要 对 于 三 个 已 给 量 作出 第 
四 比例 量 , 而 他 只 能 对 直线 段 才 作 得 出 这 样 的 量 (第 六 篇 命 
12). 所 以 不 仅 他 那个 一 般 量 的 理论 不 完全 (甚至 就 他 自己 在 第 十 
二 篇 里 所 作 的 证 明 而 论 ) ,而 且 他 以 线段 作出 的 证 明 是 依靠 几何 
的 . BARA, Euclid 在 定义 3 里 坚持 只 有 同类 的 量 才能 形成 比 . 
很 明显 ,如果 说 量 就 是 数 ,那么 这 种 限制 就 毫 无 意义 . 他 其 后 所 用 
的 量 的 概念 都 是 遵照 定义 的 ,因而 是 同 几何 分 不 开 的 . 另 一 个 说 不 
通 的 地 方 是 他 没有 提出 一 个 有 理 数 系 使 他 得 以 添上 他 的 无 理 数理 
论 . 他 的 书 里 虽 有 整数 之 比 ,但 只 是 作为 比例 中 的 比 而 出 现 ,而 且 
其 至 并 不 把 这 些 比 看 做 是 分 数 . 最 后 一 点 是 ,他 那里 没有 a/b 和 
c/d IHRER, EEH a, b, c Md 都 是 整数 时 也 没有 这 种 乘积 ,更 
谈 不 上 当 它 们 是 量 的 时 候 了 . 

现在 我 们 来 考察 把 Euclid 的 两 量 之 比 理解 为 数 的 情况 如 何 . 
这 样 ,我 们 把 不 可 公 度 比 看 做 无 理 数 ,把 可 公 度 比 看 做 有 理 数 . 如 
采 这 些 比 是 数 , 那 就 至 少 应 该 能 够 把 它们 相 加 相 乘 . 但 我 们 在 Eu- 
clid 的 书 中 怎么 也 找 不 出 说 明 (a/b) + (c/d) 的 意义 之 处 ,其 中 a, 
b, c 和 d 都 是 量 .在 Euclid 书 中 , 比 只 是 作为 比例 的 一 部 分 而 出 
现 的 ,因而 并 无 一 般 性 的 意义 . 最 后 ,正如 上 段 所 指出 的 ,Euclid 没 
有 有 理 数 概 念 可 供 他 建立 无 理 数 的 理论 . 

因此 ,1800 年 以 前 数学 史实 际 上 所 走 的 道路 一 一 完全 依据 几 
何 来 严格 处 理 连 续 量 ,就 成 为 不 可 避免 的 事 . 就 Euclid《 原 本 》 而 
ie ,那里 并 没有 无 理 数 的 理论 基础 . 


6. 第 六 篇 :相似 形 

第 六 篇 里 利用 第 五 篇 的 比例 理论 讨论 相似 形 . 它 是 从 定义 开 
始 的 ,我 们 只 举 出 几 个 : 
定义 1. 相似 直线 图 形 是 对 应 角 相 等 且 对 应 边 成 比例 的 那些 
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图 形 . 
定义 3， 当 一 线段 被 分 成 两 段 , 且 整 段 与 较 大 分 段 之 比 等 于 较 大 有 段 
与 较 小 段 之 比 时 ,就 说 此 直线 被 分 为 外 项 与 中 项 比 ， 
定义 4. 任 一 图 形 之 高 是 从 其 顶点 到 底 边 的 垂 线 ， 
这 定义 肯定 是 含糊 的 ,但 Euclid 没有 用 它 . 
在 证 明 本 篇 中 的 定理 时 , Euclid 用 他 的 比例 理论 而 没有 把 可 
公 度 的 和 不 可 公 度 的 情形 分 别 讨论 . 这 种 分 开 来 进行 讨论 的 做 法 
是 Legendre 第 一 个 采用 的 ,他 用 比例 的 代数 定义 ,但 只 限于 可 公 
度 的 量 , 然 后 再 用 别 的 推理 如 归 记 法 之 类 来 处 理 不 可 公 度 的 情形 . 
我 们 只 打算 从 33 个 定理 中 举 出 几 个 来 . 这 里 我 们 仍然 可 以 看 
到 他 用 几何 来 处 理 现代 代数 里 的 几 个 基本 结果 . 
命题 1. 等 高 的 三 角形 和 等 高 的 平行 四 边 形 [的 面积 ] 之 比 等 于 它 
们 的 底 边 之 比 . 
这 里 Euclid 所 用 比例 的 四 个 量 中 有 两 个 量 是 面积 . 
命题 4. 在 各 角 对 应 相等 的 两 个 三 角形 里 , 夹 等 角 的 边 以 及 等 角 所 
对 的 相应 边 都 成 比例 ， 
命题 5. 若 两 三 角形 的 边 成 比例 , 则 两 三 角形 有 同样 的 角 且 此 两 三 
角形 对 应 边 所 对 之 角 相 等 . 
命题 12. 从 三 根 已 给 直线 求 其 比例 第 四 项 . 
命题 13. 求 两 根 已 给 直线 的 比例 中 项 . 
这 方法 是 大 家 熟知 的 (图 4. 13). 这 从 代数 上 讲 就 是 ,给 定 a 
Fib, R vab. 
命题 19. 相似 三 角形 [面积 ] 之 比 等 
于 其 对 应 边 的 二 次 比 . 
这 定理 现在 的 说 法 是 :两 相似 
三 角形 面积 之 比 等 于 其 两 对 应 边 的 
平方 之 比 . 
命题 27. 同一 直线 [一 分 段 ] 上 所 作 的 所 有 平行 四 边 形 ,其 [在 整个 


图 4. 13 
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直线 段 上 平行 四 边 形 所 余部 分 形成 的 ] 亏 形 与 半 直 线段 上 一 平行 
四 边 形 相似 者 ,以 该 半 直 线段 上 所 作 且 相似 于 亏 形 的 那个 平行 四 
边 形 (的 面积 ) 为 最 大 . 


A C K B 
图 4. 14 

这 命题 的 意思 如 下 : 先 从 所 给 线段 AB 的 一 半 AC 上 的 所 给 
平行 四 边 形 4D 开始 (图 4. 14). 然后 考察 AB 的 另 一 段 AK 上 的 
一 个 平行 四 边 形 AF, 它 的 亏 形 ( 即 FB) 是 相似 于 AD 的 一 个 平行 
四 边 形 .适合 AF 这 种 条 件 的 平行 四 边 形 当然 可 以 作出 许多 来 . 
Euclid 这 个 定理 说 ,在 所 有 这 样 的 平行 四 边 形 中 , 作 在 AB 之 半 
AC 上 的 那个 面积 最 大 . 

这 命题 有 一 个 重要 的 代数 意义 . 设 所 给 平行 四 边 形 AD 是 个 
矩形 (图 4.15) ,并 设 其 两 边 之 比 为 c 比 2(5 = AC ). 现 考察 矩形 
AF ,要 使 它 的 亏 形 (矩形 FB) 满 足 相似 于 AD 的 条 件 . #id FK 为 
x, Ñ] KB A bx/c.& AB ZK Ha; Ill] AK = a— (bx/c). 因此 AF 
的 面积 S 是 
(1) s- z(a - &). 
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命题 27 说 当 AF 为 AD 时 面积 最 大 .但 AC = a/2, 于 是 CD = 
ac/2b, 因此 


男 一 方面 ,(1) 作 为 z 的 二 次 方程 , 它 有 一 个 实 根 的 条 件 是 它 的 判 
别 式 大 于 或 等 于 零 . 即 


a! —4 2s = 0 
或 S< 
所 以 这 命题 不 仅 告诉 我 们 S 可 能 有 的 最 大 值 是 什么 ,并且 告 诉 我 
们 对 一 切 可 能 的 S 值 能 有 一 个 xz 满足 (1), 从 几何 上 讲 它 给 出 了 
矩形 AF 的 一 边 KF. 这 结果 在 下 面 的 命题 中 要 用 到 . 

在 讲 下 一 命题 之 前 ,我 们 来 指出 命题 27 的 一 个 有 趣 的 特殊 情 
形 . 设 所 给 平行 四 边 形 AD( 图 4. 15) 是 个 正方 形 , 则 4B LAEE 
形 其 亏 形 为 相似 于 AD 之 正方 形 者 , 当 以 AC 上 的 正方 形 为 最 大 . 
H AB(— 8523) EXEJÉ AF 的 面积 是 AK - KF ,而 由 于 KF = 
KB, BULB MAKS FEAR DB 或 正方 形 AD 的 周 长 . 但 
AD 的 面积 大 于 AF. 故 知 有 相同 周 长 的 矩形 中 以 正方 形 面积 
最 大 . 
命题 28. 在 所 给 直线 [一 部 分 ] 上 作 一 平行 四 边 形 与 所 给 直 边 形 
[sj 等 面积 , 且 使 其 [不 足 于 整 段 直线 上 的 平行 四 边 形 的 ] 亏 形 相 
似 于 所 给 平行 四 边 形 [D]. 因 此 [根据 命题 27] 所 给 直 边 形 [S 的 面 
积 ] 必 不 能 大 于 半 段 直线 上 相似 于 亏 形 的 那个 平行 四 边 形 . 

这 定理 是 解 一 个 二 次 方程 az 一 (ec)z 一 S 的 几何 上 的 等 价 
说 法 ,这 里 S 是 所 给 直 边 形 面 积 ,但 须 满足 S 不 得 大 于 a?c/46 这 
个 条 件 才 有 实 解 . 为 指明 这 一 点 , 设 ( 为 方便 起 见 ) 平 行 四 边 形 是 矩 
形 (图 4.16), S 是 所 给 直 边 形 ,D 是 另 一 以 c 及 为 边 的 矩形 ,a 
是 AB,z 是 所 要 求 的 那个 矩形 的 一 边 . Euclid 所 作出 的 是 那么 一 
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G F H 
A K B 
4.16 


个 矩形 AKFG 其 面积 为 ,其 亏 形 D' 相 似 于 D. 但 AKFG = 
ABHG — D'. 因 DAF D 而 面积 为 bz?yc. 因此 


(2) S=ar—*2', 


所 以 求 作 AK FG 一 事 就 是 求 AK 和 满足 方程 (2) 的 xz. 
命题 29. 在 一 所 给 直线 上 作 一 平行 四 边 形 ,使 其 面积 等 于 所 给 一 
直 边 形 [S]( 的 面积 ) ,并 使 其 超出 整 段 直线 上 的 那 部 分 平行 四 边 
形 与 一 给 定 的 平行 四 边 形 [D] 相 似 . 
用 代数 语言 来 说 ,这 定理 解 出 了 
ar Pat = S, 


其 中 a, b, c 和 S 是 给 定 的 . 这 里 S 不 受 限 制 , 因 对 于 一 切 正 的 S 
方程 都 有 实 解 . Euclid 用 命题 28 及 29 所 指出 的 ,用 现代 语言 
说 ,就 是 怎样 求解 任 一 ( 当 其 具有 一 个 或 两 个 正 的 根 时 ) 二 次 方程 
的 问题 . 他 的 作法 以 长 度 的 形式 给 出 了 方程 的 根 . 

在 命题 28 里 ,所 作 平 行 四 边 形 未 占 满 AB 全 线 , 而 在 命题 29 
里 ,所 作 平 行 四 边 形 超 出 所 给 的 AB 线 . 这 两 类 平行 四 边 形 在 希腊 
文 里 分 别 叫 elleipsis 和 hyperbole( 亏 的 和 超 的 ). 在 整个 线段 上 所 
作 具 有 规定 面积 的 平行 四 边 形 (如 第 一 篇 命题 44 中 所 述 者 ) 叫 
parabole (JF H). 这 些 名 词 以 后 就 移 用 到 圆锥 曲线 上 去 ,其 理由 在 
讨论 Apollonius 的 工作 时 将 看 得 很 明显 . 
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命题 31. 直角 三 角形 斜 边 上 的 一 直 边 形 ,其 面积 为 两 直角 边 上 两 
个 与 之 相似 的 直 边 形 面积 之 和 . 

这 是 Pythagoras 定理 的 一 个 推广 . 


7. 第 七 . 八 、 九 篇 :数论 

第 七 . 八 . 九 篇 讲述 数论 , 即 讲述 关于 整数 和 整数 之 比 的 性 质 . 
这 三 篇 是 《4 原本 》 中 纯粹 讨论 算术 的 唯一 篇 章 . 在 这 里 Euclid 把 数 
看 成 线段 ,把 两 数 乘积 看 成 矩形 ,但 其 论证 并 不 依赖 于 几何 . 定理 
的 陈述 和 证 明 都 用 文字 ,与 现今 用 记号 形式 表 出 者 不 同 . 

许多 定义 和 定理 ,特别 是 关于 比例 的 那些 ,重复 了 第 五 篇 中 的 
内 容 . 因此 数学 史家 考虑 了 这 样 的 问题 :为 什么 Euclid 要 把 关于 
数 的 命题 都 重新 证 一 遍 , 而 不 让 读者 参阅 第 五 篇 中 所 已 证 明了 的 
那些 命题 . 

答案 因 人 而 异 . Aristotle 确 曾 把 数列 为 量 之 一 ,但 他 又 强调 
离散 量 与 连续 量 之 间 的 鸿沟 ,所 以 我 们 不 知道 Euclid 在 这 个 问题 
LARA Aristotle 两 种 观点 之 一 的 影响 . 我 们 也 无 法 根据 第 五 
篇 中 含糊 其 词 的 定义 来 判断 他 那个 量 的 概念 是 否 包 括 整 数 . 如 果 
根据 他 单独 讨论 数 这 一 事实 来 判断 ,我 们 可 下 结论 说 他 的 量 并 不 
包括 数 .但 他 之 所 以 单独 讨论 数 还 有 男 一 种 解释 , 即 关 于 数 和 可 公 
度 比 的 理论 是 Eudoxus 的 工作 出 现 以 前 就 有 的 ,而 Euclid 不 过 是 
按 传统 方式 来 介绍 两 种 独立 发 展 的 数学 理论 :在 Eudoxus 以 前 的 
主要 是 Pythagoras 派 的 理论 和 Eudoxus 的 理论 . 也 许 这 又 是 因为 
他 觉得 ,由 于 数论 可 以 建立 在 更 简单 的 理论 基础 上 ,所 以 最 好 是 把 
它 分 开 来 单独 处 理 . 我 们 在 现代 的 数学 著述 中 也 发 现 有 这 种 做 法 ， 
而 且 也 是 出 于 同样 的 原因 一 一 因为 那样 做 简便 些 . Euclid 虽 把 数 
和 量 分 开 来 讨论 ,但 他 确 有 几 个 把 它们 联系 在 一 起 的 定理 . 例如 第 
十 篇 命题 5 说 可 公 度 量 之 比 为 一 数 与 一 数 之 比 . 
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也 如 在 其 他 各 篇 中 一 样 , Euclid 在 这 三 篇 中 假定 了 他 未 曾 明 
白 说 出 的 一 些 事实 . 例如 他 未 经 声明 就 假定 若 A 除 尽 B 而 B 除 尽 
C, 则 A 除 尽 C. 又 , 若 A 除 尽 B 且 除 尽 C, 则 A 除 尽 B 十 C 及 
B — C. 
定义 3. 一 较 小 数 为 一 较 大 数 的 一 部 分 , 若 它 能 量 尽 较 大 者 . [一 数 
除 尽 另 一 数 时 为 另 一 数 的 若干 分 之 一 . ] 
定义 5. 较 大 数 若 能 为 较 小 数量 尽 , 则 它 为 较 小 数 的 倍数 . 
定义 11. 质数 是 只 能 为 单位 [1] 所 量 尽 者 . 
定义 12. 互 质 之 数 是 只 能 为 单位 所 公共 量 尽 的 数 ， 
定义 13. 复合 数 是 能 为 [ 异 于 1 的 ] 某 数 所 量 尽 者 . 
定义 16. 两 数 相 乘 得 出 之 数 称 为 面 ,其 两 边 即 相 乘 之 两 数 . 
定义 17. 三 数 相 乘 得 出 之 数 称 为 体 ,其 三 边 即 相 乘 之 三 数 . 
定义 20. 车 第 一 数 之 为 第 二 数 的 某 个 倍数 、 某 个 部 分 或 若干 个 部 
分 ,与 第 三 数 之 为 第 四 数 的 某 个 倍数 、 某 个 部 分 或 若 于 个 部 分 者 相 
[e] , 则 此 四 数 成 比例 . 
定义 22. 完全 数 是 等 于 其 因数 [之 和 ] 者 . 

命题 1 与 2 给 出 了 求 两 数 最 大 公 度 ( 公 因 子 ) 的 步骤. Euclid 
描述 这 个 步骤 的 说 法 是 : 若 A 与 已 是 两 数 且 已 < 4, MARKEE 
够 多 次 的 B 一 直到 余数 C 小 于 B. 然后 再 从 B 减 去 足够 多 次 的 C 
直到 余数 小 于 C. 这 样 一 直 做 下 去 . 若 A 与 B 互 质 ,最 后 余数 是 1. 
那样 1 就 是 它们 最 大 公 因 数 . 若 A 与 B 不 互 质 ,就 会 在 某 一 阶段 
有 最 后 一 数量 尽 前 一 个 数 的 情况 . 这 最 后 的 数 便 是 A 与 B 的 最 大 
公 因 数 . 这 种 步 又 现今 称 作 Euclid 算法 . 

接着 是 关于 数 的 一 些 简 单 定理 . 举例 说 , 若 a — bn, c=d/n, 
Wate — (bac d)/n. 有 些 只 不 过 是 以 前 对 于 量 业 经 证 明了 的 关 
于 比例 的 定理 而 现在 又 对 于 数 重 新 证 明 一 次 . A E a/b = c/d, 
W (a —c)/(b—d) = a/b. 又 ,在 定义 15 HEM a- b 2g 6 自身 相 
加 a 次 .因此 Euclid 证 明 ab = ba. 
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命题 30. 若 两 数 相 乘 得 一 乘积 ,并 有 一 质数 量 尽 该 乘积 , 则 此 质数 
也 量 尽 两 数 之 一 . 

这 结果 在 今日 数论 里 是 基本 的 . 现今 的 说 法 是 : 若 一 质数 p 
整除 两 整数 的 乘积 , 则 它 至 少 必 能 整除 两 因子 之 一 . 
命题 31. 任 一 复合 数 能 为 某 质 数量 尽 . 

Euclid 的 证 明 中 说 , 若 A 为 复合 数 , 则 依 定 义 它 必 能 为 某 数 
B 所 量 尽 . 若 B 非 质数 从 而 又 是 个 复合 数 ,B 将 为 C 所 量 尽 . 于 是 
C BEES A. 若 C 非 质数 , 则 腿 此 类 推 下 去 .于 是 他 说 ,“ 若 继续 这 
样 推 究 ,就 会 得 出 一 个 能 量 尽 其 前 面 一 数 的 质数 ,而 此 质数 也 量 尽 
A. 如 果 不 能 得 出 这 样 一 个 质数 , 那 就 会 有 无 穷 多 的 一 系列 愈 来 愈 
小 的 数量 尽 A: 这 对 于 [ 整 ] 数 来 说 是 不 可 能 的 . ”这 里 他 提出 了 整 
数 的 任何 集合 都 有 最 小 数 这 一 假定 . 

第 八 篇 继续 讲 数论 ;那里 无 需 新 的 定义 . 这 一 篇 实质 上 是 讨论 
几何 数列 的 . Euclid 的 几何 数列 是 成 连 比 例 a/b = b/c = c/d = 
d/e = … 的 一 组 数 . 这 连 比 例 满足 我 们 对 几何 数列 的 定义 , 因 若 
a, b,c，d,e，… 成 几何 数列 , 则 任 一 项 与 次 一 项 之 比 为 常数 . 

第 九 篇 结束 对 数论 的 讲述 . 其 中 有 关于 平方 数 和 立方 数 ,平面 
数 和 立体 数 的 问题 ,还 有 另外 一 些 关 于 连 比 例 的 定理 . 值得 指出 的 
是 以 下 的 命题 : 
命题 14. 若 一 数 是 能 为 一 些 质数 所 量 尽 的 最 小 的 数 , 则 除了 原来 
能 量 尽 它 的 这 些 质数 以 外 不 能 再 为 别 的 质数 所 量 尽 . 

这 命题 的 意思 是 说 : 若 a 是 质数 b, a. … 的 乘积 , 则 a 分 解 为 
质数 乘积 的 形式 是 唯一 的 . 
命题 20. 质数 的 数目 比 任何 指定 数目 都 要 多 . 

换言之 ,质数 的 个 数 是 无 穷 的 . Euclid 对 这 命题 的 证 法 是 经 典 
VERS. 他 假定 只 有 有 限 个 质数 pi, pz, +, Pa 然后 他 作出 di + pe 
ec pa tl, 并 论证 这 新 的 数 是 个 质数 ,从 而 引出 矛盾 ,因为 这 质 
数 大 于 所 设 个 质数 中 的 任何 一 个 ,这 就 有 了 多 于 个 的 质数 . 另 
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一 方面 ,如果 这 新 数 是 个 复合 数 , 它 必 能 被 一 质数 整除 . 但 此 质 因 
数 不 能 是 pi, 加 ，… ,或 p, ,因为 新 复合 数 被 这 些 质数 除 会 有 余数 
1. 于 是 就 必然 又 有 男 一 个 质数 ;我 们 又 引出 了 与 所 设 只 有 7 个 质 
数 相 矛盾 的 结果 . 

第 九 篇 的 命题 35 给 出 了 对 几何 数列 之 和 的 一 个 漂亮 的 证 明 . 
命题 6 给 出 了 关于 完全 数 的 一 个 著名 定理 , 即 : 若 几何 级 数 ( 从 1 
开始 的 ) 一 些 项 之 和 

1 十 2 十 2? 0-4-2" 
是 质数 ,那么 这 个 和 同 最 末 一 项 的 乘积 是 完全 数 ,就 是 说 
(1 十 2 十 … 十 2r1)2r1 或 (2" — 1)27 
是 完全 数 . 头 4 个 完全 数 6, 28, 496 和 8 128 ,也 许 还 有 第 五 个 完 
全 数 是 希腊 人 已 经 知道 了 的 ， 


8. 第 十 篇 :不 可 公 度 量 的 分 类 
《原本 》 第 十 篇 着 手 对 无 理 量 (与 给 定量 不 可 公 度 的 量 ) 进 行 
分 类 . Augustus De Morgan 用 下 面 的 话 来 描述 这 一 篇 的 总 内 容 : 


“Euclid 考察 了 可 能 表 为 [今日 代数 里 的 ]VVa 士 V2 的 所 有 线段 ， 
4a 与 2 则 为 两 有 理 线段 . "当然 并 不 是 所 有 无 理 量 都 能 这 样 表示 
的 ,所 以 Euclid 只 涉及 了 在 他 的 几何 代数 法 里 所 出 现 的 无 
HE. 

第 十 篇 的 第 一 个 命题 对 《原本 》 其 后 几 篇 的 讲解 是 重要 的 . 
命题 1. 对 于 两 个 不 相等 的 量 , 若 从 较 大 量 减 去 一 个 比 它 的 一 半 还 
要 大 的 量 ,再 从 所 余 量 减 去 大 于 其 半 的 量 ,并 继续 重复 执行 这 一 步 
又 ,就 能 使 所 余 的 一 个 量 小 于 原来 那个 较 小 的 量 . 

Euclid 在 证 明 的 末了 说 , 若 定 理 中 所 减 去 的 是 一 半 的 量 , 这 也 
能 证 明 . 他 的 证 明 里 有 一 步 用 了 一 个 没有 被 他 自觉 意识 到 的 公理 : 
在 两 个 不 等 的 量 中 , 较 小 者 可 自己 相 加 有 限 倍 而 使 其 和 超过 较 大 


I 92 第 4 章 Euclid WI Apollonius 


者 ;Euclid 把 有 问题 的 这 一 步 建立 在 两 个 量 之 比 的 定义 上 (第 五 篇 
定义 4). 但 此 定义 并 不 足以 说 明 这 一 步 是 对 的 . 这 定义 说 当 两 个 
量 之 中 的 任 一 量 自身 相 加 足够 多 次 后 便 能 超过 另 一 量 , 则 此 两 量 
有 一 个 比 ; 因 此 Euclid 应 该 证 明 这 一 点 对 他 所 说 的 量 是 可 以 做 到 
的 . 但 他 却 假定 他 的 量 可 以 相 比 ,并 利用 了 较 小 量 自身 相 加 足够 多 
次 后 可 以 超过 较 大 量 的 事实 . Archimedes 所 说 ,Eudoxus 是 用 
过 这 个 公理 (严格 地 说 是 其 等 价 说 法 ) 的 ,他 是 把 它 作 为 一 个 引 理 
建立 起 来 的 . Archimedes 用 了 这 一 引 理 而 未 加 证 明 , 所 以 他 实际 
上 也 是 把 它 作为 公理 来 用 的 . 现今 把 这 称 为 Archimedes-Eudoxus 
公理 . 

第 十 篇 共 115 个 命题 ,但 有 些 版 本 有 116 个 或 117 个 定理 .后 
者 给 出 了 第 3 章 所 述 关于 V2 为 无 理 数 的 证 明 . 


9. 第 十 一 .十 二 .十 三 篇 :立体 几何 及 穷竭 法 

第 十 一 篇 开始 讲 立 体 几 何 ,但 仍 有 一 些 平面 几何 的 重要 定理 . 
这 一 篇 开始 是 定义 . 
定义 1. 立体 是 有 长 . 宽 、 高 的 ( 那 种 东西 ). 
定义 2. 立体 的 边界 之 一 是 一 个 面 . 
定义 3. 若 一 直线 垂直 于 一 平面 上 所 有 与 其 相交 的 直线 , 则 直线 与 
平面 相 垂直 . 
定义 4. 两 平面 相交 , 若 在 其 中 一 平面 内 向 交 线 所 作 的 垂 线 垂直 于 
另 一 平面 , 则 两 平面 垂直 . 
定义 6. 平面 与 平面 的 夹 角 是 每 一 平面 内 过 公共 交 线 上 一 点 的 垂 
线 所 夹 的 锐角 . 

我 们 称 这 锐角 为 两 面 角 的 平面 角 . 

此 外 还 定义 了 平行 平面 .相似 立体 形 .立体 角 、 棱 锥 棱柱 、 球 、 
圆锥 .圆柱 .立方体 .正八 面体 、 正 十 二 面体 及 其 他 立体 形 . 球 定义 
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为 半圆 绕 直 径 旋转 而 得 出 的 立体 形 . 圆锥 定义 为 直角 三 角形 绕 一 
直角 边 旋 转 而 得 出 的 图 形 . 然后 就 按 作为 轴 的 那 直 角 边 之 小 于 ,等 
于 或 大 于 另 一 直角 边 ,而 分 别 把 圆锥 分 为 钝 角 的 .直角 的 和 锐角 
的 . 圆柱 是 由 矩形 绕 其 一 边 旋 转产 生 的 图 形 . 最 后 这 三 个 定义 的 意 
义 在 于 , 除 正 多 面体 外 , 书 中 立体 图 形 都 是 从 平面 图 形 绕 一 轴 旋 转 
而 得 出 的 . 

定义 都 叙述 得 不 严密 不 清楚 并 且 常 常 假定 一 些 定理 ,举例 说 ， 
在 定义 6 里 假定 了 两 平面 交 线 上 任 一 点 处 的 那个 锐角 都 相等 . 又 
Euclid 打算 考察 的 仅 限 于 凸 的 立体 形 , 而 在 定义 正 多 面体 时 没有 
特别 - 

一 篇 只 考虑 平面 元 素 所 形成 的 立体 形 . 所 含 39 个 定理 中 的 

头 19 HAMA ARTIS 性 质 ,例如 关于 垂直 于 平面 和 平行 于 平面 
的 直线 这 方面 的 定理 , 本 篇 中 头 几 个 定理 的 证 明 是 有 缺点 的 ,而 关 
于 多 面体 的 许多 一 般 性 定理 只 对 特殊 情形 加 以 证 明 . 
命题 20. 若 三 个 平面 角 夹 成 一 立体 角 , 则 其 中 任何 两 个 平面 角 之 
ALB AT 38 PSF TR fr. A 

就 是 说 ,在 CAB, CAD, il BAD = 
平面 角 中 ,任意 两 角 之 和 大 于 第 三 角 ( 图 
4.17). 
命题 21. 由 平面 角 夹 成 的 任何 立体 角 ， 


其 平面 角 之 和 小 于 四 直角 . * 
命题 31. 底面 相等 且 高 相等 的 平行 六 面 
体 彼此 (的 体积 ) 相 等 [等 价 ]. Bi 4.17 


命题 32. 同 高 的 平行 六 面体 (的 体积 ) 之 比 等 于 其 底面 ( 积 ) 之 比 . 

第 十 二 篇 含 18 个 关于 面积 和 体积 的 定理 ,特别 是 关于 曲线 和 
曲面 所 围 形体 的 面积 和 体积 . 本 篇 的 主要 思想 是 穷竭 法 ,这 是 得 自 
Eudoxus 的 ,表述 在 第 十 篇 定理 1 中 . 举例 说 ,为 证 明 两 圆 面 积 之 
比 等 于 其 直径 平方 之 比 ,此 法 就 以 内 接 正 多 边 形 愈益 密切 地 接近 
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AA, 而 因 定理 对 正 多 边 形成 立 , 故 证 明了 它 对 圆 也 成 立 . 穷竭 一 
词 起 因 于 相继 作 正 内 接 多 边 形 “ 穷 竟 "了 圆 的 面积 . 希腊 人 未 用 这 
个 名 称 , 这 是 17 世纪 人 起 的 名 称 . 这 个 名 称 和 这 种 描述 ,也 许 会 使 
读者 觉得 这 方法 只 是 大 致 近似 ,仅仅 是 走向 严格 极限 概念 的 某 一 
步 . 但 我 们 将 会 看 到 这 方法 是 严格 的 . 它 不 含 明 确 的 极限 步 又; 它 
依赖 于 间接 证 法 ,这 样 就 避免 了 用 极限 . 实际 上 Euclid 在 面积 和 
体积 方面 的 工作 比 Newton 和 Leibniz 在 这 方面 的 工作 严密 可 靠 ， 
因 后 者 试图 建立 代数 方法 和 数 系 并 且 想 用 极限 概念 . 

为 更 好 地 理解 穷竭 法 ,我 们 来 比较 详细 地 考察 一 个 例子 . (下 
章 在 谈 到 Archimedes 的 工作 时 还 要 考察 几 个 例子 . ) 第 十 二 篇 的 
开头 是 : 
命题 1. 圆 内 接 相 似 多 边 形 之 比 等 于 圆 直径 平方 之 比 . 

我 们 不 给 出 证 明了 , 因 它 没有 什么 特色 . 现在 来 讲 那个 关键 的 
命题 . 
命题 2. 圆 与 圆 之 比 等 于 其 直径 平方 之 比 . 

底下 是 Euclid 证 明 的 主要 精神 :他 先 证 明 圆 可 被 多 边 形 所 
“穷竭 ”. 在 圆 里 面 内 接 一 个 正方 形 (图 4. 18). 正方 形 面积 大 于 圆 
面积 的 1/2 ,这 是 因为 它 大 于 外 切 正方 形 面积 的 172 , 而 外 切 正方 
形 面积 又 大 于 圆 . SR ABE 
内 接 正方 形 的 一 边 . 平分 弧 AB 
于 点 C 处 并 连结 AC 5 CB. fF 
C 处 的 切线 ,然后 作 AD 及 BE 
垂直 于 切线 . 人 1 = 22, Aw 
者 都 是 强 CB 的 1/2. 于 是 DE 
平行 于 AB, ABED 为 一 和 矩 
形 ,其 面积 大 于 弓形 ABFCG. 
因此 等 于 和 矩形 面积 一 半 的 三 角 
图 4. 18 形 ABC 大 于 弓形 ABFCG 的 
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1/2. 对 正方 形 的 每 边 都 这 样 做 , 便 得 一 正八 边 形 , 它 不 仅 包含 正方 
形 而 且 包含 圆 与 正方 形 面积 之 差 的 一 半 以 上 . 在 八 边 形 的 每 边 上 
也 可 以 完全 按照 在 AB 上 作 三 角形 ACB 那样 地 作 一 三 角形 . 这 就 
得 一 正 十 六 边 形 , 它 不 仅 包 含 八 边 形 ,而 且 还 包含 圆 与 八 边 形 面积 
差 的 一 半 以 上 . 这 种 做 法 你 想 做 多 少 次 就 可 以 做 多 少 次 . 然后 Eu- 
clid 用 第 十 篇 的 命题 1 肯定 圆 和 某 一 边 数 足够 多 的 正 多 边 形 面积 
之 差 可 以 弄 得 比 任 何 给 定 的 量 还 要 小 . 

Mik S 与 S 是 两 圆 面积 (图 4. 19), 并 设 d 和 da 是 其 直径 . 
Euclid 要 证 
(3) S: S = d:d”. 


S 5 
ÁN © 
WEN, 

FH 4. 19 

假设 这 等 式 不 成 立 , 而 有 
(4) S:S =P: d’, 
其 中 S 是 大 于 或 小 于 S “的 革 一 面积 . (作为 面积 的 那个 比例 第 四 
项 的 存在 ,在 此 处 及 第 十 二 篇 其 余部 分 都 是 默认 的 . ) 今 设 S < 
S. 我 们 在 S 里 作 边 数 愈 来 愈 多 的 正 多 边 形 ,一 直 作 到 一 个 P 
(比方 那么 说 ) HEM S 的 面积 之 差 小 于 S' 一 S". 这 多 边 形 是 可 
以 作出 的 , 因 上 面 已 证 明 可 使 圆 S$ 和 内 接 正 多 边 形 [面积 ] 之 差 小 
于 任意 给 定 的 量 ,从 而 小 于 S 一 S. 于 是 有 
(5) S>P>S. 

在 S 中 作 相 似 于 P' 的 内 接 多 边 形 P. 据 命题 1, 有 
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P:P =d: d” 

而 据 (4) 我 们 也 有 
P:P'’=S:S" 
或 P:S=P':S’, 
BAP <S, 于 是 
P <S, 
而 这 与 (5) 了 矛盾 . 
同样 可 证 S 不 能 大 于 S'. 因此 S" = S ,而 由 于 (4) 这 就 证 明 

了 比例 (3). 


这 方法 用 之 于 证 明 下 面 那 样 重要 而 难 证 的 定理 如 : 
命题 5. 底 为 三 角形 而 高 相等 的 校 锥 之 比 等 于 其 底 之 比 . 
命题 10. 任 一 [ 正 ] 圆 锥 是 与 其 同 底 等 高 圆柱 的 三 分 之 一 . 
命题 11. 同 高 的 圆锥 (与 圆锥 ] 以 及 同 高 的 圆柱 [与 圆柱 ] 之 比 等 于 
其 底 之 比 . 
命题 12. 相似 的 圆锥 之 间 以 及 圆柱 之 间 的 比 , 等 于 其 底 直 径 的 三 
次 比 [ 立 方 之 比 ]. 
命题 18. 球 之 比 等 于 其 直径 的 三 次 比 . 

第 十 三 篇 讲 正 多 边 形 本 身 的 性 质 及 其 内 接 在 圆 内 时 的 性 质 ， 
并 论述 怎样 把 五 种 正 多 面体 内 接 于 一 个 球 的 问题 . 它 又 证 明 ( 凸 
的 ) 正 多 面体 不 能 多 于 五 种 . 最 后 这 一 结果 是 该 篇 中 最 末 一 个 命题 
(命题 18) 的 推论 . 

关于 正 多 面体 不 能 多 于 五 种 的 证 明 要 依赖 于 前 面 的 一 个 定理 
(第 十 一 篇 命题 21) , 即 立体 角 各 面 角 之 和 必 小 于 360°. 因此 若 把 
一 些 等 边 三 角形 拼 起 来 ,就 可 在 正 多 面体 的 每 个 顶点 用 三 个 等 边 
三 角形 拼合 成 一 个 正四 面体 ;可 以 每 次 用 四 个 等 边 三 角形 拼合 成 
一 个 正八 面体 ;可 以 每 次 用 五 个 等 边 三 角形 拼合 成 一 个 正二 十 面 
体 . 六 个 等 边 三 角形 在 一 个 顶点 处 合成 3607 所 以 就 不 能 用 . 我 们 
可 以 在 每 一 顶点 用 三 个 正方 形 构成 一 个 立方 体 .我 们 可 以 在 每 个 
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顶点 用 三 个 正 五 边 形 构成 一 个 正 十 二 面体 . 此 外 不 能 再 构成 别 的 
正 多 面体 了 ,因为 即 令 只 用 三 个 其 他 多 边 形 拼 在 一 顶点 就 要 等 于 
或 超过 3607. 注意 Euclid 假定 正 多 面体 都 是 凸 的 . 但 其 他 非 上 号 的 
正 多 面体 还 是 有 的 . 

《4 原本》 十 三 篇 中 共 含 467 个 命题 . 有 些 老 版 本 里 还 多 两 篇 ,其 
中 有 关于 正 多 面体 的 更 多 的 结果 ,但 第 十 五 篇 写 得 不 清楚 不 准确 . 
但 那 两 篇 都 是 Euclid 以 后 的 人 号 的 . 第 十 四 篇 是 Hypsicles( 约 公 
元 前 150 年 ) 写 的 ,而 第 十 五 篇 的 有 些 部 分 可 能 是 在 公元 6 世纪 这 
样 晚 的 时 候 写 的 . 


10.《 原 本 )》 的 优 缺 点 

因 《 原 本 》 是 最 早 一 本 内 容 丰 富 的 数学 书 ,而 且 为 所 有 后 代 
人 所 使 用 ,所 以 它 对 数学 发 展 的 影响 超过 任何 别 的 书 . 读 了 这 本 
书 之 后 ,可 以 对 数学 本 身 的 看 法 ,对 证 明 的 想法 ,对 定理 按 逻 辑 
次 序 的 排 法 ,都 学 到 一 些 东 西 ,而 且 它 的 内 容 也 决定 了 其 后 的 思 
想 发 展 . 因此 我 们 应 该 指出 它 有 哪些 特点 能 如 此 深刻 地 影响 日 
后 的 数学 . 

虽然 ,正如 前 面 已 指出 过 的 ,个 别 命题 的 陈述 方式 并 非 Euclid 
所 独创 ,但 整 部 书 的 陈述 方式 一 一 一 开头 就 摆 出 所 有 的 公理 ,明确 
提出 所 有 的 定义 ,和 有 条 不 紊 的 一 系列 定理 一 一 这 是 Euclid 所 独 
创 的 . 此 外 ,定理 的 编排 也 是 从 简单 的 到 愈 来 愈 复杂 的 . 

Euclid 把 他 认为 是 头等 重要 的 定理 选 入 这 本 书 里 . 例如 他 没 
有 在 书 中 列 入 三 角形 三 个 高 交 于 一 点 的 定理 . 还 有 一 些 Euclid 其 
他 著作 中 的 定理 (这 些 我 们 不 久 就 要 讲 到 ), 他 也 认为 是 不 值得 包 
括 在 《4 原本 》 中 的 . 

虽然 在 Euclid 以 前 就 有 人 提出 要 先 证 明 图 形 存在 才能 把 这 
图 形 作为 逻辑 对 象 来 处 理 , 但 在 他 手 里 终于 把 这 一 步 前 提 工 作 搞 
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得 巧妙 周密 . 根据 公设 1, 2 和 3, 作 图 只 许 作出 直线 和 圆 . 这 实际 
就 是 只 许 用 直 尺 和 圆规 . 正 由 于 Euclid 不 能 作出 角 的 三 等 分 线 ， 
所 以 他 没有 证 明 关 于 三 等 分 角 的 定理 . 

尽管 证 明 里 有 些 遗 温和 错误 (我 们 不 久 就 要 指出 ), Euclid 对 
公理 的 选择 是 搞 得 很 出 色 的 . 他 能 用 一 小 批 公 理 证 出 几 百 个 定 
理 , 其 中 好 多 是 深奥 的 . 其 次 ,他 的 选择 是 费 了 心机 的 . 他 对 平行 
公理 的 处 理 特别 显得 聪明 . 他 无 疑 知 道 , 任 何 这 样 的 公理 都 不 免 
或 明 或 暗 地 要 提 到 在 无 限 远 空间 所 必然 出 现 的 事 , 而 关于 在 无 
限 远 空间 所 必然 成 立 的 事项 的 任何 说 法 , 它 的 具体 意义 总 是 含 
糊 不 清 的 ,因为 人 的 经 验 是 有 限 的 . 然而 他 也 认识 到 这 样 的 公理 
不 能 省 掉 . 于 是 就 采取 了 这 样 一 种 说 法 ,提出 二 直线 能 交 于 有 限 
远 处 的 条 件 . 更 有 其 者 ,他 在 求助 于 这 一 公理 以 前 先 证 明了 所 有 
无 需 它 来 证 的 定理 . 

Euclid 虽 用 图 形 的 重合 来 证 全 等 (这 是 根据 公理 4 的 一 个 方 
法 ) ,但 他 显然 对 这 方法 是 否 完善 无 缺 有 点 不 放心 . 这 方法 有 两 点 
值得 怀疑 ;第 一 , 它 用 了 运动 的 概念 , 而 这 是 没有 逻辑 依据 的 ;第 
二 ,重合 法 默认 图 形 从 一 处 移动 到 另 一 处 时 所 有 性 质保 持 不 变 . 你 
诚然 证 明了 移 过 去 的 图 形 与 第 二 个 图 形 全 等 ,但 在 原 位 置 处 的 第 
一 个 图 形 可 能 不 全 等 于 第 二 个 图 形 . 要 假定 移动 图 形 而 不 致 改变 
它 的 性 质 , 那 就 要 对 物理 空间 假定 很 多 的 条 件 . 确实 , Euclid 几何 
的 整个 目的 正 是 为 了 比较 不 同位 置 的 图 形 . Euclid 对 这 方法 不 其 
放心 的 证 据 是 : 凡 他 能 用 其 他 方法 来 证 的 地 方 , 他 总 不 用 这 方法 ， 
即使 是 重合 法 能 给 出 更 简单 的 证 明 . 

虽然 直到 19 世纪 大 半 段 时 间 以 前 ,数学 家 一 般 都 把 Euclid 
的 著作 看 成 是 严格 性 方面 的 典范 ,但 也 有 少数 数学 家 看 出 了 其 中 
的 严重 缺点 并 设法 纠正 . 第 一 是 用 了 重合 法 . 第 二 是 有 些 定义 含糊 
其 词 而 另 一 些 无 关 宏 引 .开头 关于 点 、 线 、 面 的 定义 没有 明确 数学 
的 含义 ,而 且 ( 正 如 我 们 今日 认识 到 的 ) 不 可 能 给 出 任何 明确 的 含 
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义 , 因 为 任何 独立 的 数学 讲解 必然 要 用 些 未 加 定义 的 名 词 (参看 第 
3 节 ). 至 于 许多 定义 之 含糊 其 词 , 那 只 要 回头 去 看 看 第 五 篇 里 的 
那些 定义 就 足以 为 例 了 . 对 定义 的 另 一 不 满 之 处 是 有 些 定义 ,例如 
第 一 篇 中 的 定义 17, 应 用 了 未 加 定义 的 概念 9. 

利用 今天 的 认识 ( 那 是 理所当然 的 ) 来 对 Euclid 的 著作 进行 
批判 研究 的 结果 ,可 以 发 现 他 用 了 数 十 个 他 所 从 未 提出 而 且 无 疑 
并 未 发 觉 的 假定 . 有 几 个 我 们 已 在 本 书 前 面 指出 过 . Euclid 和 后 代 
上 百 个 最 优秀 的 数学 家 所 犯 的 错误 ,是 利用 了 从 图 形 看 来 是 显然 
的 事实 ,或 在 直观 上 是 那么 显然 因而 无 意 中 用 上 了 的 事实 .在 有 些 
情形 下 ,那些 无 意 中 用 上 了 的 假定 可 以 去 掉 而 可 根据 明确 的 假定 
另行 证 明 ,但 一 般 说 这 是 办 不 到 的 . 

在 那些 不 自觉 作出 的 假定 中 ,包括 关于 直线 和 圆 的 连续 性 的 
假定 . 在 第 一 篇 命题 1 的 证 明 里 假定 了 两 圆 有 一 公共 点 . 每 个 圆 是 
一 个 点 集 , 很 可 能 两 圆 彼此 相交 而 在 假定 的 点 或 所 谓 交 点 (一 个 或 
两 个 ) 处 没有 两 圆 的 公共 点 . 按照 《原本 》 里 的 逻辑 基础 来 说 ,两 直 
线 可 能 相交 而 没有 一 个 公共 点 . 

在 一 些 实 际 给 出 的 证 明 里 也 有 缺点 . 有 些 是 Euclid 搞 错 的 地 
方 可 以 纠正 ,但 少数 地 方 需要 给 出 新 的 证 明 . 另 一 类 缺点 是 《原本 》 
中 通 篇 都 有 , 那 就 是 只 用 特例 或 所 给 数据 (图 形 ) 的 特定 位 置 证 明 
一 般 性 的 定理 . 

虽然 我 们 赞扬 了 Eucli44 原 本 》 内 容 在 整体 上 的 组 织 , 但 全 书 
十 三 篇 并 未 呵 成 一 气 , 而 在 某 种 程度 上 是 前 人 著作 的 堆砌 . 例如 ， 
我 们 已 经 指出 过 第 七 、. 八 、 九 篇 对 整数 重复 证 明了 先前 对 量 所 给 出 
的 许多 结果 . 第 十 三 篇 的 第 一 部 分 重复 了 第 二 和 第 四 篇 中 的 结果 . 
第 十 .十 三 篇 可 能 在 Euclid 以 前 是 单独 的 一 本 著作 ,而 且 是 属于 
Theaetetus 的 . 

这 些 缺 点 好 多 是 由 后 代 评 注 者 指出 的 (第 42 章 第 1 节 ) ,而 且 


QD 原文 为 “事先 假定 了 一 个 公理 ”. 一 一 译 者 注 
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很 可 能 也 是 直接 继承 Euclid 衣钵 的 数学 家 已 经 发 现 的 . 但 尽管 有 
这 些 缺 点 《原本 》 一 书 是 写 得 那么 成 功 , 使 它 取代 了 此 前 的 所 有 几 
何 课本 . 早 在 公元 前 3 世纪 尚 有 其 他 几何 著作 流传 之 时 ,甚至 
Apollonius 和 Archimedes 在 提 到 前 人 成 就 时 也 都 参照 《原本 》. 


11. Euclid 的 其 他 数学 著作 

Euclid 写 了 一 些 别 的 数学 和 物理 著作 ,好 些 是 对 数学 发 展 有 
重要 意义 的 . 对 他 的 主要 物理 著作 《4 光学》(Optics) 和 《镜面 反射 》 
(Catoptrica) 我 们 留待 在 后 一 章 里 讨论 . 

Euclid 的 著作 《数据 》( Data) 被 Pappus 收入 他 的 《分 析 集 
锦 》 Pappus 说 它 包含 关于 “代数 问题 "的 补充 几何 材料 . 当 给 
或 求 出 某 些 量 后 ,定理 就 确定 别 的 一 些 量 .《 数 据 》 中 的 材料 本 质 
上 同 《 原 本 》 中 的 材料 无 异 ,但 有 些 特 殊 定 理 不 同 ,《 数 据 》 可 能 是 
打算 作为 供 复习 《原本 》 用 的 一 批 练习 题 , 它 的 全 部 内 容 保 存 
至 今 . 

Euclid 著作 中 仅 次 于 《原本 》 的 是 《二 次 曲线 》(Conics), 它 在 
数学 史上 有 最 重要 的 作用 . 据 Pappus 说 这 共 含 四 篇 的 失传 著作 
其 后 成 为 Apolionius《 圆 锥 曲线 》 中 头 三 篇 的 主体 内 容 . Euclid 把 
二 次 曲线 分 为 三 类 不 同 圆锥 (直角 的 、 锐 角 的 和 钝 角 的 ) 的 割 线 来 
AE. 彬 圆 可 由 任 一 圆锥 或 任 一 圆柱 的 割 线 得 出 .但 (以 后 可 以 看 
出 )Apollonius 改变 了 对 圆锥 曲线 的 观点 . 

Euclid 8] GR) ( Psexdaria) 一 书 含有 正确 和 错误 的 几何 
证 明 ,目的 是 为 训练 学 生 之 用 ,但 已 失传 . 

Proclus 所 提 到 的 Euclid 著作 《4 论 [ 图 形 的 ] 剖 分 》(On Divi- 
sions [of figures]) 是 论述 把 所 给 图 形 剖 分 为 其 他 图 形 的 ,例如 把 
一 个 三 角形 剖 分 为 一 些 较 小 的 三 角形 或 把 一 三 角形 齐 分 为 三 角形 
和 四 边 形 . 这 书 有 一 本 拉丁 文 译 本 , 可 能 是 Gerard of Cremona 
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(1114 一 1187) 根 据 一 本 既 不 正确 又 不 完整 的 阿拉 伯 文 译本 转译 
的 . 1851 年 Franz Woepcke 发 现 另 一 本 似 属 正确 的 阿拉 伯 文 译本 
并 将 其 译 出 . 此 书 现 有 R. C. Archibald 的 英 译本 . 

男 一 部 失传 的 著作 是 《4 衍 论 》(Porisms). 此 书 的 大 部 分 内 容 甚 
至 性 质 也 无 人 知道 . Pappus 在 他 的 《数学 汇编 ) 中 说 《 衍 论 ) 共 三 
fà. 根据 Pappus 和 Proclus 所 讲 的 话 , 一 般 认为 《 簿 论 ) 主 要 是 关 
于 实际 绘制 那些 存在 性 已 不 成 问题 的 几何 对 象 的 . 所 以 这 些 问题 
是 介 于 纯 理 论 与 证 明 存 在 性 的 作 图 题 之 间 的 . 在 某 些 给 定 条 件 下 
求 出 圆心 的 问题 可 能 是 《 衍 论 》 中 的 典型 问题 . 

Pappus 在 他 的 《汇编 中 还 提 到 《曲面 -轨迹 》(Surface-Loci) 
一 书 . 此 书 现 已 无 存 , 可 能 是 讲 形成 曲面 的 一 些 轨 迹 的 . 

Euclid 的 《现象 (Phaenomena) 虽 是 天 文学 教 本 ,但 其 中 有 关 
于 球面 几何 的 18 个 命题 以 及 关于 匀速 旋转 球 的 其 他 命题 . 他 把 地 
球 看 做 旋转 的 球 . 这 书 现 有 几 种 译本 . 


12. Apollonius 的 数学 著作 
古典 时 期 的 另 一 伟大 希腊 数学 家 (就 其 总 结 和 创造 古典 时 代 
数学 研究 的 门类 这 两 重 意义 而 论 ) 是 Apollonius( 约 公元 前 262 一 
前 190). Apollonius 生 于 小 亚细亚 西北 部 的 城市 佩 尔 加 (Perga)， 
该 地 区 在 他 的 一 生 中 处 于 Pergamum 的 统治 之 下 . 他 青年 时 代 去 
亚历山大 城 , 从 Euclid 的 门人 那里 学 习 数 学 . 据 目 前 所 知道 的 材 
料 ,他 山 后 卜 居 亚历山大 城 和 当地 的 大 数学 家 合作 研究 . 他 的 主要 
著作 是 关于 圆锥 线 的 ,但 也 写 过 其 他 方面 的 著作 . 他 的 数学 才能 是 
如 此 卓越 ,使 他 在 当代 及 后 世 以 “大 几何 学 家 ”闻名 . 他 作为 天 文学 
家 的 声誉 也 一 样 地 大 . 
我 们 知道 在 Apollonius 时 代 以 前 早 就 有 人 研究 圆锥 曲线 了 . 特 
别 是 老 Aristaeus 和 Euclid 都 写 过 这 方面 的 书 . 还 有 Archimedes 的 
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著作 中 (随后 就 要 讨论 ) 也 包括 这 方面 的 一 些 结果 . 但 Apollonius 做 
了 去 粗 取 精 和 使 之 系统 化 的 工作 . 他 的 《圆锥 曲线 》( Conic Sections ) 
除了 综合 前 人 的 成 就 之 外 ,还 含有 非常 独到 的 创见 材料 ,而 且 写 得 
巧妙 .灵活 ,组织 得 很 出 色 . 按 成 就 来 说 , 它 是 这 样 一 个 狗 然 屹立 的 
丰碑 ,以 至 后 代 学 者 至 少 从 几何 上 几乎 不 能 再 对 这 个 问题 有 新 的 发 
OBL 这 确实 可 以 看 成 是 古典 希腊 几何 的 登峰造极 之 作 . 

《圆锥 曲线 ) 一 书 分 八 篇 共 含 487 个 命题 . 这 几 篇 著作 中 ,前 四 
篇 是 从 12.13 世纪 的 希腊 手稿 复制 出 来 的 ,其 后 三 篇 是 从 1290 年 
的 阿拉 伯 译 本 转译 的 . 第 八 篇 已 失传 ,但 17 世纪 Halley 根据 Pap- 
pus 书 中 的 启示 搞 出 一 个 整理 本 . 

Euclid 的 前 人 、Euclid 本 人 和 Archimedes, 3542 Plato 派 学 者 
Menaechmus 最 早 所 提出 的 那样 ,把 圆锥 曲线 看 成 是 从 三 种 正 圆 
锥 割 出 的 曲线 . Euclid 和 Archimedes 都 知道 从 其 他 两 种 圆锥 也 能 
割 出 椭圆 ,并且 Archimedes 还 知道 跟 针 圆锥 上 所 有 母线 相交 的 平 
面 能 在 其 上 制 出 梢 圆 . 他 也 许 认 识 到 在 斜 圆 锥 上 能 割 出 其 他 圆锥 
曲线 . 

但 Apollonius 是 第 一 个 依据 同一 个 ( 正 的 或 斜 的 ) 圆 锥 的 截 
面 来 搞 圆锥 曲线 理论 的 人 . 他 也 是 第 一 个 发 现 双 曲线 有 两 支 的 人 . 
Apollonius 的 前 人 Menaechmus 和 其 他 人 之 所 以 要 用 三 类 直 圆 锥 
的 垂直 于 其 一 母线 的 截面 ,后 人 的 一 种 猜测 是 ,并 不 是 因为 他 们 不 
知道 这 每 种 圆锥 上 也 可 以 有 别 的 圆锥 曲线 ,而 是 因为 他 们 要 处 理 
关于 这 种 曲线 的 逆 问 题 . 对 于 给 定 的 曲线 ,如 果 它 们 具有 圆锥 曲线 
的 几何 性 质 , 在 证 明 它 们 可 以 由 圆锥 上 的 截面 得 出 时 ,对 截面 垂直 
于 一 根 母线 的 情形 是 比较 容易 证 明 的 . 

我 们 先 来 考察 第 一 篇 中 所 述 的 关于 圆锥 曲线 的 定义 和 性 质 . 
给 定 一 圆 BC 及 圆 所 在 平面 外 一 点 A( 图 4. 20), 则 过 A 且 沿 圆周 
移动 的 一 根 直 线 便 生成 一 双 锥 面 . 这 圆 叫 圆锥 的 底 . A 到 圆心 的 直 
线 叫 圆锥 的 轴 ( 未 画 出 ). 若 轴 垂直 于 底 , 这 是 正 圆锥 ;否则 便 是 斜 
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4.20 


圆锥 . 设 锥 的 一 个 截面 与 底 平面 交 于 直线 DE. BUR AYE ET 
DE 的 一 条 直径 BC. 于 是 ABC 就 是 含有 圆锥 轴 的 一 个 三 角形 , 趾 
做 轴 三 角形 . 设 这 三 角形 与 圆锥 曲线 交 于 P 及 P'( 原 文 为 交 于 
PP', 似 系 笔 误 一 译 者 ). (PP' 不 一 定 是 圆锥 曲线 的 轴 . ) PP'M 
是 由 截面 和 轴 三 角形 相交 而 定 的 直线 0. 设 QQ' 是 圆锥 曲线 的 平 
行 于 DE 的 一 弦 . 因此 QQ 未必 垂直 于 PP’. Apollonius 随即 证 明 
QQ 为 PP' 所 平分 ,从 而 VQ = FQR’. 

现 作 AF 平行 于 PM 并 交 BM 于 F. 再 在 截面 上 作 PL 垂直 
于 PM. 对 椭 加 和 双 曲 线 , 取 工 使 适合 条 件 

PL BF.FC 


PP’ AF? 


对 抛物 线 , 取 工 使 适合 


(D Apollonius 指出 ,在 斜 圆锥 的 情形 下 ,PM XE ELT. DE ,只 有 在 正 圆锥 或 在 
ABC 平面 垂直 于 斜 圆锥 的 底 平面 时 , 才 有 PM 垂直 于 DE 的 关系 . 
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PL _ BC’ 
PA BA . AC" 

ENG A FU HB ZI RE T, RIIE P'L. A V TE VR GE (TT. PL 交 
P'L 于 R.( 在 双 曲 线 的 情形 下 ,P' 在 双 曲 线 的 另 一 支 上 , 须 延长 
P'L JEZER.) 

Apollonius 在 作出 一 些 辅助 线 之 后 (这 里 不 细 讲 ) ,证 明 对 于 
椭圆 和 双 曲 线 有 
(6) QV’ = PV - VR. 
Apollonius 把 QV 称 做 圆锥 曲线 的 一 个 纵 坐 标 线 ,所 得 结果 (6) 便 
说 明 纵 坐标 线 的 平方 等 于 作 在 PL 上 的 一 个 矩形 PV. VR. 他 又 
证 明 在 椭圆 的 情形 下 ,这 和 矩形 未 填 足 整个 矩形 PV. PL, 而 亏 缺 一 
个 相似 于 和 矩形 PL - PP’ 的 矩形 LR. 因此 椭圆 的 原名 就 叫 “ 亏 曲 
线 ”(ellipse)( 第 6 B). 

在 双 曲 线 的 情形 下 ,(6) 还 是 成 立 的 ,但 作 图 的 结果 是 VR 大 
T PL ,所 以 矩形 PY - VR 超出 作 在 PL 上 的 矩形 PL - PV, 而 所 
超出 的 那个 矩形 LR 相似 于 矩形 PL o PV. 因此 双 曲 线 的 原名 就 
ml “eR Hh £X" (hyperbola). 在 抛物 线 的 情形 下 ,(6) 不 成 立 , 而 有 
(7) QV’ = PV. PL, 
所 以 等 于 QV 的 那个 矩形 恰好 是 与 PL 相 齐 的 矩形 PV - PL. W 
此 抛物 线 的 原名 就 叫 “ 齐 曲线 ”(parabola). 

抛物 线 ( 齐 曲线 ) ,椭圆 ( 亏 曲 线 ) 和 双 曲 线 ( 超 曲线 ) 之 称 是 
Apollonius 引入 的 ,它们 取代 了 以 前 Menaechmus 所 用 的 直角 圆 
锥 曲线 .锐角 圆锥 曲线 和 钝 角 圆 锥 曲线 之 称 . Archimedes 书 里 出 现 
TV) Be AN AP Az AR 36875 CRE HB «BY RAR) (Quadrature 
of the Parabola) 中 , 见 第 5 章 第 3. 节 ), 是 后 人 抄录 时 改过 来 的 . 

方程 (6) 和 (7) 是 圆锥 曲线 的 基本 平面 性 质 . Apollonius 推出 
这 两 个 性 质 之 后 就 不 再 利用 圆锥 而 直接 从 这 两 个 方程 推出 曲线 的 
其 他 人 性质 ,Apollonius 用 PV, 纵 坐标 线 或 半 弦 QV, 以 及 几何 等 式 
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(6) 和 (7) 推 出 性 质 的 做 法 ,实际 上 就 相当 于 我 们 今天 用 横 坐 标 A 
坐标 和 圆锥 曲线 方程 推出 曲线 性 质 的 做 法 . 当然 在 Apollonius 的 
做 法 里 没有 用 到 代数 . 

我 们 很 容易 把 Apollonius 得 出 的 基本 性 质 翻译 成 近世 坐标 
几何 中 的 语言 . 记 PL(Apollonius 称 它 为 正 焦 弦 或 纵 线 参量 ) 之 长 
为 27, 记 直径 PP 之 长 为 4d, 若 z 是 从 已 点 量 起 的 距离 PV,y 是 
距离 QV( 这 相当 于 应 用 斜 坐标 ) , 则 从 (7) 立 即 可 以 看 出 抛物 线 的 
方程 是 


y? = 2px. 
对 于 椭圆 ,我 们 先 从 定义 它 的 方程 (6) 得 出 
y = PV- VR. 


但 PV - VR = x(2p—LS). XNE LR 相似 于 矩形 PL - PP’, 
所 以 
LS (x 
PL d’ 
故 LS —2pr/d. 于 是 
y! x(2p 2 2 pe = EE, 


对 于 双 曲 线 ,我 们 有 


2 
y = 2pr + EE, 


在 Apollonius 的 做 法 里 ,抛物 线 的 d. 是 无 穷 大 ,由 此 可 以 看 出 怎 
样 把 抛物 线 作 为 椭圆 或 双 曲 线 的 一 种 极限 情形 来 处 理 . 
为 往 下 叙述 Apollonius 怎样 处 理 圆 锥 曲线 ,需要 讲 一 些 概念 
的 定义 ,它们 在 近世 的 几何 学 里 也 仍然 是 重要 的 . 考察 椭圆 的 一 组 
平行 的 弦 , 例 如 图 4. 21 中 平行 于 PQ 的 一 组 弦 . Apollonius üt HH 
这 批 弦 的 中 点 都 在 一 直线 AB 上 ,而 称 AB 为 圆锥 曲线 的 直径 . 
(图 4. 20 这 个 基本 图 形 里 的 线段 PP' 便 是 一 直径 . ) 然 后 他 证 明 ， 
Ait AB 的 中 点 C 作 直 线 DE 平行 于 原来 的 那 组 弦 , 这 DE 将 平 
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图 4.21 图 4. 22 


分 所 有 平行 于 AB 的 弦 . DE 叫做 AB B3 Ve ELS. 在 双 曲 线 的 
情形 下 (图 4. 22), 弦 可 能 在 每 个 分 支 之 内 ,如 PQ, 直径 是 两 个 
分 支 间 所 截 的 那 一 段 ( 如 果 它 被 两 个 分 支 所 截 的 话 ) ,如 图 中 的 
AB. 于 是 平行 于 AB 的 弦 , 如 RH, 就 在 两 个 分 支 之 间 . AB 的 共 
RHE. DE, MELA AB 与 双 曲 线 的 正 焦 弦 的 比例 中 项 , 它 
并 不 与 双 曲 线 相交 . 抛物 线 的 任 一 直径 ( 即 通过 一 组 平行 弦 中 点 
的 直线 ) 总 是 平行 于 对 称 轴 的 ,但 对 于 给 定 直 径 并 没有 共 轿 直 
径 , 因 为 平行 于 给 定 直径 的 每 根 弦 都 是 无 限 长 . 椭圆 或 双 曲 线 的 
轴 是 彼此 互相 垂直 的 两 直径 . 抛物 线 
的 轴 ( 图 4. 23) 则 是 与 相应 弦 相 垂直 
直径 _ 的 那个 直径 . 
轴 Apollonius 介绍 了 圆锥 曲线 的 基 
本 性 质 之 后 ,就 证 明 关 于 共 斩 直 径 的 
一 些 简单 事实 . 第 一 篇 中 也 论述 圆锥 
曲线 的 切线 . Apollonius 把 这 切线 看 
成 是 与 圆锥 曲线 只 有 一 个 公共 点 且 全 部 在 圆锥 曲线 之 外 的 直线 . 
然后 他 证 明 过 直径 一 端点 (基本 图 4. 20 中 的 点 已 ) 所 作 平 行 于 其 
相应 弦 ( 平 行 于 该 图 中 的 QQ ) 的 直线 将 在 圆锥 曲线 之 外 , 且 该 直 
线 与 圆锥 曲线 之 间 不 可 能 再 有 别 的 直线 ( 见 《 原 本 》 第 三 篇 ,命题 
16). 因此 所 论 直 线 与 圆锥 曲线 接触 于 一 点 ,就 是 说 , 它 是 圆锥 曲线 
在 P 处 的 切线 . 


图 4. 23 


cic 
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图 4. 24 


另 一 个 关于 切线 的 定理 指出 下 列 事实 : 设 PP 是 抛物 线 的 一 
直径 (图 4.24), 而 QV 是 它 的 一 根 相应 弦 , 于 是 若 在 直径 延长 到 
曲线 外 的 那 部 分 上 取 一 点 使 TP = PV, ifj V 则 是 该 直径 与 其 
相应 弦 QQ 的 交点 (原文 为 “从 Q 到 直径 PP” 上 的 纵 坐 标 线 ( 弦 ) 
KE"), WAR TQ 与 抛物 线 切 于 Q 处 . 对 椭圆 和 双 曲 线 也 有 类 
似 的 定理 . 

Apollonius 然后 证 明 , 若 在 基本 图 4. 20 中 取 圆 锥 曲线 的 其 他 
直径 而 不 取 PP' ,定义 圆锥 曲线 性 质 的 方程 (6) 及 (7) 仍 照旧 ;但 那 
时 方程 里 的 QV 当然 是 指 所 取 直 径 的 相应 弦 了 . 他 所 做 的 ,用 我 们 
的 话 来 说 ,就 相当 于 从 一 种 斜 坐标 系 变换 到 另 一 种 斜 坐标 系 . 关于 
这 一 点 ,他 还 证 明 ,从 所 取 的 任 一 直径 和 纵 坐 标 线 ,可 以 变换 到 直 
径 ( 轴 ) 和 纵 坐 标 线 相 垂 直 的 情形 . 这 用 我 们 的 话 来 说 就 是 变 到 直 
角 坐 标 系 . Apollonius 还 指出 怎样 从 给 定 的 某 些 数据 (例如 给 定 一 
直径 , 正 焦 弦 , 纵 坐标 线 与 直径 的 交角 ) 来 作出 圆锥 曲线 . 他 是 先 作 
出 有 关 的 圆锥 后 获得 所 需 圆锥 曲线 的 . 

第 二 篇 一 开头 讲 双 井 线 渐 近 线 的 作法 和 性 质 . 例如 他 不 仅 指 
出 双 曲 线 的 渐 近 线 存在 ,而且 指出 在 曲线 上 的 足够 远 处 ,曲线 上 一 
点 与 浙 近 线 的 距离 小 于 任意 给 定 的 长 度 . 然后 他 引入 所 给 双 曲 线 
的 共 辆 双 曲 线 ,并 证 明 它 同 所 给 双 昌 线 具 有 相同 的 交 近 线 . 

第 二 篇 的 其 余 定 理 说 明 如 何 求 一 圆锥 曲线 的 直径 , 求 有 心 贺 
锥 曲线 的 中 心 , 求 抛物 线 和 有 心 圆锥 曲线 的 轴 . 例如 , 若 了 是 圆锥 


] 108 第 4 章 Euclid WI Apollonius 
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图 4. 25 图 4. 26 
曲线 外 一 点 (图 4.25),TQ 5 TQ 是 圆锥 曲线 上 在 Q SQ’ 处 的 切 
& V 5k QQ 的 中 点 , 则 TV 是 直径 . 求 圆锥 曲线 直径 的 另 一 方 
法 是 作 两 根 平行 弦 ; 连 接 两 弦 中 点 的 那 根 直线 便 是 一 直径 , 有 心 圆 
锥 曲线 的 任何 两 直径 的 交点 便 是 它 的 中 心 . 这 一 篇 最 后 讲 怎 样 作 
圆锥 曲线 的 切线 ,使 其 满足 给 定 条 件 , 例 如 ,过 给 定 的 一 点 . 

第 三 篇 开头 论述 关于 切线 与 直径 所 成 图 形 的 面积 的 定理 . 那 
里 的 一 个 主要 结果 是 (图 4.26): 若 OP 与 OQ 是 圆锥 曲线 的 切线 ， 
HA RS 是 平行 于 OP 的 任 一 弦 ,R'S 是 平行 于 OQ 的 任 一 弦 ,又 
若 RS 与 RS 交 于 J( 在 圆锥 曲线 内 部 或 外 部 ) , 则 有 

RJ: JS _ OP? 

RJ -JS OQ?’ 
XXE SEXES JUI Ae ES HE PN A , PAR 
被 交点 所 分 两 段 的 乘积 相等 , 因 在 圆 的 情形 下 ,上 式 右 边 的 
OP?/0Q? = 1. 

第 三 篇 后 一 部 分 论述 极点 和 极 线 的 所 谓 调 和 性 质 . 如 在 图 
4.27 中 , 若 TP 与 TQ 是 圆锥 曲线 的 切线 ,TRS 是 过 工 并 交 圆 锥 
曲线 于 R ERS, PQ 于 了 的 任 一 直线 , 则 

TR IR 


TS IS’ 
就 是 说 ,了 外 分 RS 的 比 等 于 工 内 分 RS 的 比 . PQ 线 叫 点 P 处 的 
Khe, T, R, 1,S 可 说 是 形成 一 组 调和 点 . 又 若 通过 PQ 中 点 V 
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图 4.27 图 4.28 


(图 4. 28) 的 任 一 直线 交 圆锥 曲线 于 RR 及 S, 交 过 了 且 平 行 于 PQ 
的 直线 于 O, 则 有 

OR _ VR 

OS VS’ 
过 工 的 那 根 直线 是 Y 的 极 线 , 而 O, R,V 及 S 是 一 组 调和 点 ， 

书 中 接着 讲 有 心 圆 锥 曲线 的 焦点 的 性 质 ;但 那里 没有 提 到 抛 
物 线 的 性 质 . 椭 贺 和 双 曲 线 的 焦点 ; 
(Apollonius 没有 焦点 这 个 词 ) 定 义 
为 (长 ) 轴 AA’ 上 那样 的 两 点 已 及 
F’ ,它们 使 AF .FA = AF’. F'A' = 
2p- AA'/4 (图 4. 29). Apollonius 对 
椭圆 和 双 曲 线 证 明 : 圆 锥 线 上 一 点 己 
与 焦点 相连 的 两 线 PF 及 PF “与 已 
处 的 切线 交 于 等 角 , 且 焦距 PF 与 
PF 之 和 (对 椭圆 的 情形 ) 等 于 AA’, 
焦距 之 差 ( 对 双 曲 线 的 情形 ) 等 于 
AA’. 图 4. 29 

书 中 没有 谈 准 线 , 但 圆锥 曲线 为 到 定点 (焦点 ) 距 离 与 到 定 直 
线 ( 准 线 ) 的 距离 之 比 为 常数 的 点 的 轨迹 ,Euclid 是 知道 的 ,并 由 
Pappus 述 及 且 给 出 证 明 ( 第 5 章 第 7 节 ). 

Euclid 曾 部 分 地 解决 了 一 个 著名 的 问题 : 设 动 点 与 四 根 回 定 


R 
* 
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直线 的 距离 p, q,r, s 满足 条 件 pq = ors, 其 中 a 为 已 知 , 求 该 动 
点 的 轨迹 . Apollonius 在 其 《圆锥 曲线 ) 的 序言 中 说 这 问题 可 用 第 
三 篇 中 的 命题 解决 . 这 确实 是 能 做 到 的 ;Pappus 也 早 知 道 这 轨迹 
是 一 圆锥 曲线 . 
第 四 篇 讲 极 和 极 线 的 其 他 性 质 . 例如 ,有 一 个 命题 给 出 了 从 贺 
1 锥 曲线 外 一 点 工 向 其 作 两 切线 的 方法 
(E 4. 30). Æ TQR 及 TQ’R’. SO 
是 QR 上 对 于 T 的 第 四 个 调和 点 , 即 
TQ: TR = OQ: OR; X  O RE Q'R' 
上 对 于 了 的 第 四 个 调和 点 . 作 OO". 于 
是 与 P' 是 切 点 . 
图 4.30 该 篇 其 余部 分 讲 各 种 位 置 的 圆锥 
曲线 可 能 有 的 交点 数目 . Apollonius 证 明 两 圆锥 曲线 至 多 相交 于 
四 点 . 

第 五 篇 在 其 新 颖 和 独到 之 处 最 为 出 色 . 它 论述 从 一 特定 点 到 
圆锥 曲线 所 能 作 的 最 长 和 最 短 的 线 . Apollonius 先 从 有 心 圆锥 线 
长 轴 上 或 抛物 线 轴 上 的 特殊 点 讲 起 , 求 出 从 这 些 点 到 曲线 的 最 大 
距离 与 最 小 距离 . 然后 他 取 椭 圆 短 轴 上 的 点 来 照样 做 . 他 又 证 明 ， 
若 O 是 任 一 圆锥 曲线 内 的 任 一 点 , 且 若 OP 是 从 O 到 圆锥 曲线 的 
一 极 小 或 极 大 距离 , 则 已 处 垂直 于 OP 的 直线 是 P 处 的 切线 ;又 
E O' EOP 延长 线 上 在 圆锥 曲线 外 面 的 任 一 点 , 则 O'P RJ O^] 
圆锥 曲线 的 极 小 线 . 切线 在 切 点 处 的 垂 线 如 今 叫 法 线 , 所 以 极 大 和 
极 小 线 都 是 法 线 . Apollonius 其 次 考察 任 一 圆锥 曲线 的 法 线 的 性 
质 . 例如 ,在 抛物 线 或 椭圆 任 一 点 处 的 法 线 还 与 曲线 交 于 另 一 点 . 
然后 他 指出 怎样 从 圆锥 曲线 内 部 或 外 部 的 给 定点 作 该 曲线 的 
法 线 . 

在 考察 从 一 点 作 向 任 一 圆锥 曲线 的 (相对 ) 极 大 和 极 小 线 时 ， 
Apollonius 定 出 了 那些 能 作出 两 .三 和 四 根 这 种 线 的 点 的 位 置 . 他 
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对 每 种 圆锥 曲线 定 出 了 那样 一 些 点 的 轨迹 :从 轨迹 这 一 边 的 点 能 
作 一 定数 目的 法 线 ,而 从 轨迹 另 一 边 的 点 能 作 另 一 数目 的 法 线 . 这 
轨迹 现今 叫 圆锥 曲线 的 渐 届 线 (但 对 它 本 身 Apollonius 未 加 讨 
论 ) ,或 者 说 是 圆锥 曲线 上 ”邻近 ”法 线 交 点 的 轨迹 ,或 者 说 是 圆锥 
曲线 上 法 线 族 的 包 络 . 例如 ,从 椭圆 浙 屈 线 内 部 任 一 点 可 向 椭圆 作 
四 根 法 线 (图 4. 31) ,而 从 其 外 部 任 一 点 可 作 两 根 法 线 . (有 例外 的 
点 . ) 在 抛物 线 的 情形 , 渐 届 线 叫 半 立方 抛物 线 [ 最 早 为 William 
Neile (1637 一 1670) 所 研究 ]( 图 4. 32). JE rZ a£ ETT E TBI 
的 任 一 点 能 作 抛 物 线 的 三 根 法 线 , 从 其 下 方 平面 的 任 一 点 只 能 作 
一 根 法 线 . 从 半 立 方 抛物 线 上 的 点 可 以 作 两 根 . 


图 4.31 图 4.32 


第 六 篇 讲述 全 等 圆锥 曲线 相似 圆锥 曲线 及 圆锥 曲线 弓形 . 这 
己 形 也 像 圆 的 弓形 那样 就 是 由 圆锥 曲线 的 弦 所 割 出 的 一 部 分 面 
积 . Apollonius 又 指出 怎样 在 一 给 定 的 直角 圆锥 上 作出 与 一 已 给 
圆锥 曲线 相等 的 圆锥 曲线 . 

第 七 篇 里 没有 什么 突出 的 命题 . 它 讲述 有 心 圆锥 曲线 两 共 圈 
直径 的 性 质 . Apollonius 把 这 些 性 质 和 轴 的 相应 性 质 加 以 比较 . 例 
如 , 若 一 椭 贺 或 一 双 曲 线 的 轴 是 a 及 5, 而 a 及 5 是 其 两 共 轿 直 
径 , 则 a 十 b — a' +o. 又 ,椭圆 任意 两 共 忽 直径 上 的 正方 形 之 和 等 
于 其 两 轴 上 的 正方 形 之 和 . 对 双 曲 线 也 有 相应 的 命题 ,不 过 上 面 命 
题 中 的 “和 ”要 换 成 “ 差 ”. 又 ,对 于 任 一 椭圆 或 双 曲 线 , 其 任何 两 共 


] 112 334 Euclid 4l Apollonius 


Se EE 55 HX RITE BV fT UE B LER, STRAP EEE 
的 面积 . 

第 八 篇 已 失传 . 它 所 含 命题 ,也 许 是 关于 怎样 定 由 (有 心 ) 圆 锥 
NFA, PR KRY RRR A ENB. 

Pappus 提 到 了 Apollonius 的 其 他 六 部 数学 著作 . 其 中 一 部 叫 
(€ UJ fib) (On Contacts ) , 它 的 内 容 由 Vieta 重新 整理 出 来 . 该 书 中 
含有 著名 的 Apollonius 问题 : 任 给 三 点 .三 线 或 三 圆 ,或 三 者 的 任 
意 组 合 , 求 作 一 圆 过 给 定 的 点 并 切 于 所 给 直线 或 圆 . 许多 数学 家 ， 
包括 Vieta 和 Newton 都 给 出 了 这 问题 的 解 , 

Euclid 和 Apollonius 的 严格 演绎 式 的 数学 论著 ,使 人 感到 似 
乎 数学 家 是 用 演绎 推理 搞 出 发 明 创造 来 的 . 但 我 们 回顾 Euclid 之 
前 300 年 间 的 数学 活动 ,就 应 该 看 到 证 明之 前 必 先 有 猜想 ,综合 之 
前 必 先 有 分 析 . 事实 上 ,希腊 入 对 于 从 简单 演绎 法 得 出 的 命题 是 不 
很 看 得 起 的 . 希腊 人 把 那些 能 从 定理 直接 推出 的 结果 称 作 系 或 衍 
i£. Proclus 把 这 种 无 需 费 多 大 力气 得 出 的 结果 称 做 横财 或 红利 . 

我 们 还 没有 讲 完 希 腊 天 才学 者 对 数学 的 贡献 .我 们 迄今 所 讲 
的 是 属于 古典 希腊 时 代 的 内 容 ; 我 们 还 要 讲 公元 前 300 年 左右 到 
公元 600 年 那 一 段 辉煌 的 时 期 . 但 在 翻 过 这 一 页 之 前 让 我 们 提醒 
读者 ,古典 时 期 的 贡献 有 比 数学 内 容 更 重要 之 处 ; 它 创造 了 我 们 今 
日 所 理解 的 那 种 数学 . 它 坚 持 用 演绎 法 来 作证 明 ,重视 抽象 而 不 重 
祝 具体 ,这些 都 决定 了 数学 的 性 质 . 至 于 它 选 择 一 组 最 富 于 成 果 而 
又 非常 易于 为 人 接受 的 公理 这 种 做 法 , 它 对 几 百 个 定理 的 猜测 和 
证 明 , 则 又 大 大 推动 了 这 门 科 学 的 向 前 发 展 . 


Bali, W. W. Rouse: A Short Account of the History of Mathematics, Dover (re- 
print), 1960, Chaps. 2~3. 
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希腊 亚历山大 时 期 : 
几何 与 三 角 


如 果 不 知道 远 漳 古 希腊 各 代 前 芋 所 建立 和 发 展 的 概念 、 方 
法 和 结果 ,我 们 就 不 可 能 理解 近 50 年 来 数学 的 自 标 ,也 不 
可 能 理解 它 的 成 就 . 

Hermann Weyl 


1. 亚历山大 城 的 建立 

数学 的 进程 在 很 大 程度 上 取决 于 历史 的 进程 . 居于 希腊 本 土 
北部 的 一 族 希腊 人 马其顿 人 的 征 略 战果 ,使 古典 希腊 文明 归于 沦 
亡 ,而 为 另 一 种 基本 上 属于 希腊 式 但 性 质 很 不 相同 的 文明 开辟 了 
道路 . 征战 是 在 公元 前 352 年 由 马其顿 的 Philip 二 世 开 始 的 . 公元 
前 338 年 雅典 被 击败 . 公元 前 336 年 Philip 的 儿子 Alexander the 
Great 挂帅 后 征服 了 希腊 ,埃及 和 近东 , 往 东 远 及 印度 , 往 南 远 达 
尼罗河 的 上 游 . 他 足迹 所 至 遍 筑 新 城 , 既 作为 征 略 堡垒, 又 作为 商 
业 中 心 . 位 于 Alexander 帝国 中 央 并 原 拟 作为 其 首都 的 主要 新 城 
亚历山大 (Alexandria) ,是 在 公元 前 332 年 建立 于 埃及 的 . Alex- 
ander 亲自 选 定 地 址 并 制定 该 城 的 房屋 修建 与 移民 计划 ,但 这 项 
工作 在 其 后 多 年 迄 未 完成 . 

Alexander 打算 让 他 的 新 帝国 具有 世界 性 的 文化 . 由 于 当时 
[他 所 知道 的 ] 另 外 一 个 唯一 的 主要 文明 是 波斯 文明 ,Alexander 
就 蓄意 要 把 这 两 种 文明 融合 起 来 . 公元 前 325 年 他 自己 同 波斯 统 
治 者 Darius 的 女儿 Statira 结婚 ,并 强迫 他 的 几 百 名 部 将 和 一 万 
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d Ek ERE REA 38. 他 把 两 万 名 波斯 兵 编 入 他 的 军队 ,和 马其顿 
人 混在 同一 战 阵 里 . 他 又 把 各 族 移民 送 到 他 所 建立 的 城市 中 去 .在 
他 和 死 后 发 现 有 他 的 手 诏 要 把 大 批 欧洲 人 迁 到 亚洲 ,把 大 批 亚洲 人 
迁 到 欧洲 ， 

公元 前 323 年 Alexander 在 征战 之 际 死 去 ,未 能 建 完 他 的 首 
.都 . 他 死 后 部 下 将 领 彼 此 争 权 . 经 过 几 十 年 的 政局 动荡 ,帝国 终 
于 分 裂 为 三 个 独立 的 部 分 .欧洲 部 分 变 成 安 提 哥 那 帝国 (由 希腊 
将 领 Antigonus 得 名 ); 亚 洲 部 分 变 成 塞 琉 西 帝国 (由 希腊 将 领 
Seleucus 得 名 ); 埃 及 归 希 腊 Ptolemy 王朝 统治 ,成 为 第 三 个 帝 
Hg. 安 提 哥 那 统治 下 的 希腊 和 马其顿 渐次 为 罗马 兼并 ,在 数学 发 
展 上 变 得 无 足 轻重 . 塞 琉 西 帝国 里 的 数学 主要 是 巴比伦 数学 的 
延续 ,但 也 受 本 章 内 所 讲 一 些 发 展 的 影响 . 继 古 典 希 腊 时 代 之 后 
的 重要 数学 创造 是 在 Ptolemy 帝国 里 一 一 主要 是 在 亚历山大 城 
作出 的 . 

Ptolemy 帝国 之 所 以 成 为 古典 希腊 数学 的 后 继 者 并 非 偶 然 的 
事 . 该 帝国 的 君王 都 是 贤明 的 希腊 人 ,他 们 继续 执行 了 Alexander 
在 亚历山大 建立 文化 中 心 的 计划 . 执政 于 公元 前 323 到 285 年 间 
的 Ptolemy Soter, 公 元 前 285 到 前 247 年 间 的 Ptolemy Z tH ( So- 
ter 的 直接 后 任 ,被 人 誉 为 Philadelphus 意 即 “ 仁 君 ) ,公元 前 
247 到 前 222 年 间 的 Ptolemy Euergetes, 他 们 都 懂得 希腊 Py- 
thagoras, Plato 和 Aristotle 这 些 大 学 派 所 遗 文化 的 重要 意义 . 所 
以 这 几 位 统治 者 把 当时 所 有 文化 中 心 的 学 者 都 请 到 亚历山大 ,用 
国家 经 费 供 养 . 约 在 公元 前 290 年 之 际 ,Ptolemy Soter 修建 一 个 
供 学 者 从 事 研究 和 教学 的 学 术 中 心 . 这 所 建筑 是 奉献 给 艺术 之 神 
(muses) 的 ,此 后 以 艺术 宫 (Museum, 艺 神 之 宫 , 其 后 转 义 为 “博物 
馆 "“ 陈 列 馆 ”) 之 称 闻名 于 世 . 这 里 面 住 着 当时 的 诗人 ER A 
言 学 家 .天 文学 家 WSR BE ABER .艺术 家 ,以 及 当代 大 
多 数 著名 的 希腊 数学 家 . 
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在 艺术 宫 邻 近 ,Ptolemy 修建 了 一 个 图 书馆 ,不 仅 保存 重要 
文件 ,而 且 供 公众 使 用 . 据说 这 图 书馆 里 的 藏书 一 度 达 750 000 
卷 ,其 中 包括 Aristotle 和 他 的 继承 人 Theophrastus 的 私人 藏书 . 
此 外 ,因为 埃及 草 片 纸 供应 方便 ,使 亚历山大 时 期 比 在 古典 希 脂 
时 代 更 容易 得 到 图 书 . 事实 上 ,亚历山大 城 成 为 古代 抄 书 业 的 
中 心 . 

Ptolemy 诸 王 继续 执行 Alexander 鼓励 民族 融合 的 政策 , 因 
此 希腊 入 .波斯 人 犹太 人 ,埃塞俄比亚 人 阿拉伯 人 、 罗 马 人 .印度 
人 和 黑 种 人 可 以 毫 无 阻碍 地 进入 亚历山大 自由 混 居 . 贵族 .平民 和 
奴隶 摩 肩 接 中 ,古代 希腊 社会 的 阶级 差别 甬 溃 了 . 又 因 经 商 者 所 带 
来 的 以 及 学 者 为 更 多 地 了 解 外 部 世界 而 专门 组 织 的 远征 考察 队 所 
带 来 的 知识 ,使 埃及 文明 受 了 更 多 外 界 的 影响 . 于 是 人 们 的 思想 眼 
界 开阔 了 . 亚历山大 人 的 远程 海道 航行 ,需要 他 们 有 更 好 的 地 理 知 
识 , 更 好 的 报时 方法 和 航海 技术 ,同时 商业 竞争 使 人 注重 物质 材 
料 、 生 产 效 能 和 改进 技术 . 古典 时 期 为 人 所 鄙 弃 的 工艺 又 以 新 的 热 
情 为 人 所 重视 , 训练 工艺 的 学 校 也 办 起 来 了 . 纯粹 科学 仍 有 人 钻 
研 ,但 也 注重 了 应 用 . 

亚历山大 人 所 创造 的 机 械 设备 即使 是 按 现 代 标 准 来 说 也 是 惊 
人 的 . 从 井 模 里 抽 术 的 水 泵 、 滑 车、 尖 辟 .渔具 .联动 齿轮 RA 
车 中 所 用 者 差不多 的 里 程 计 ,在 当时 普遍 采用 . 每 年 的 宗教 游行 节 
日 都 有 用 燕 汽 推动 的 车 通过 该 城 街道 . 庙宇 祭坛 里 用 秘 藏 在 器 逻 
里 的 火 加 热 水 和 空气 使 神像 活动 . 虔诚 的 善 男 信 女 惊 讶 地 看 到 神 
像 举 手 向 他 们 祝福 ,看 到 神像 消 泪 ,并 给 他 们 倒 出 圣水 . 水 力 被 人 
用 来 弹 奏 乐器 ,并 使 泉 头 的 人 像 自行 移动 ,而 且 又 用 压缩 空气 来 放 
枪 , 人 们 发 明 新 的 机 械 仪 器 一 一 包括 改进 了 的 日 规 一 一 来 作 更 精 
密 的 天 文 测量 . 

亚历山大 人 对 声 和 交 这 类 现象 有 高 深 的 知识 . 他 们 知道 光 的 
有 反射 定律 ,对 折射 定律 也 有 经 验 体 会 (第 7 章 第 7 节 ), 他 们 利用 这 
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些 知识 来 设计 镜子 和 透镜 . 在 这 一 时 期 里 首次 出 现 一 本 关于 冶金 
的 著作 ,其 所 含 化 学 比 早期 埃及 和 希腊 学 者 所 懂得 的 少量 经 验 事 
实 丰 富 得 多 . 毒药 是 一 种 专门 的 学 问 . 医学 也 兴旺 发 达 , 部 分 是 因 
为 古典 希腊 时 代 所 禁止 的 人 体 解 剖 这 时 可 以 搞 了 ,医疗 术 在 Ga- 
len( 约 129 一 约 201) 的 工作 中 到 达 登 峰 造 极 的 地 步 , 不 过 Galen 
主要 住 在 帕 加 蒙 (Pergamum) 和 罗马 (Rome). 流体 静 力 学 , 即 关 于 
浊 在 水 内 物体 的 平衡 性 质 的 科学 ,受到 深刻 的 研究 ,而 且 确 实 英 定 
了 有 系统 的 基础 . 他 们 最 大 的 科学 贡献 是 第 一 次 建立 了 真正 定量 
的 天 文理 论 (第 7 REAT). 
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艺术 宫 里 学 者 们 的 工作 分 成 四 大 部 门 一 一 文学 ,数学 ,天文 和 
医学 . 由 于 其 中 两 门 主要 是 数学 ,而 医学 通过 占星 术 也 包含 一 些 数 
学 ,可 见 数学 在 亚历山大 学 术 界 里 占有 主导 地 位 . 数学 的 性 质 受 新 
文明 和 新 文化 的 影响 非常 之 大 . 不 管 数学 家 自己 认为 他 们 这 个 学 
科 多 么 清高 ,说 他 们 怎么 与 世 无 争 和 器 视 俗世 ,这 新 的 希腊 文明 确 
实 产 生 了 与 古典 时 期 性 质 全 然 不 同 的 数学 . 

Euclid 和 Apollonius 当然 是 亚历山大 入 ;但 如 前 所 说 , Euclid 
整理 了 古典 时 期 的 工作 ,Apollonius 在 他 整理 和 发 扬 古 典 希 腊 数 
学 这 方面 也 是 个 特殊 人 物 ,虽然 在 他 的 天 文 和 关于 无 理 数 的 著作 
(两 者 在 以 后 儿 章 里 都 要 讲 到 ) 方 面 颇 受 亚 历 山 大 文化 的 影响 . 亚 
历 山大 的 其 他 几 位 大 数学 家 如 Archimedes, Eratosthenes, Hipp- 
archus, Nicomedes, Heron, Menelaus, Ptolemy, Diophantus 和 
Pappus 肯定 仍 在 理论 和 抽象 的 数学 上 显露 希腊 人 的 天 才 , 但 性 质 
与 前 大 不 相同 . 亚历山大 的 几何 主要 专攻 那些 对 于 计算 长 度 面积 
和 体积 有 用 的 结果 . 这 类 定理 诚然 也 出 现在 Euclid 的 《原本 》 里 ， 
如 第 十 二 卷 的 命题 10 说 任何 圆锥 是 与 其 同 底 等 高 圆柱 的 三 分 之 
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一 ,因而 若 知 圆柱 体积 便 可 算出 圆锥 体积 等 等 . 然而 相对 地 说 来 ， 
这 类 定理 在 Euclid 书 中 是 少见 的 ,但 它们 对 于 亚历山大 的 几何 学 
家 却 是 主要 的 研究 对 象 . 因此 Euclid 在 证 明了 两 圆 面积 之 比 等 于 
其 直径 平方 之 比 以 后 就 心满意足 ( 它 使 我 们 知道 圆 面积 A = kd’, 
但 不 知 & 值 ) ,而 Archimedes 却 要 得 出 x 的 准确 近似 值 , 以 便 算 出 
圆 面积 来 . 

其 次 ,由 于 古典 希腊 数学 家 不 愿 把 无 理 数 当 作 数 来 接待 ,所 以 
他 们 搞 出 了 纯粹 定性 的 几何 学 . 亚历山大 数学 家 则 沿袭 巴比伦 人 
的 做 法 , 毫 不 犹 移 地 使 用 无 理 数 ,而且 实 际 上 就 把 数 自由 应 用 于 长 
FE .面积 和 体积 . 这 项 工作 的 高 峰 是 三 角 术 的 发 展 . 

更 重要 的 一 件 事 是 亚历山大 数学 家 唤起 了 算术 和 代数 的 新 
生 , 把 它们 发 扬 光 大 并 使 之 成 为 独立 的 学 科 . 如 果 要 从 几何 结果 或 
从 代数 的 直接 应 用 获得 定量 的 知识 ,发 展 关 于 数 的 科学 当然 成 为 
必要 之 事 . 

亚历山大 数学 家 也 积极 参与 力学 方面 的 工作 . 他 们 算出 了 各 
种 形体 的 重心 ;他 们 研究 力 、 斜 面 消 车 和 联动 齿轮 ;他 们 往往 也 是 
发 明 家 . 他 们 又 是 当代 在 光学 、 数 学 、 地 理 和 天 文学 研究 方面 的 主 
要 工作 者 . 

古典 时 期 的 数学 包括 算术 (只 是 研究 整数 的 )、 几 何 、 音 乐 和 天 
文 .在 亚历山大 时 期 ,数学 的 范围 扩大 得 无 法 限制 . Proclus 根据 罗 
得 斯 (Rhodes) 的 Geminus( 公 元 前 1 世纪 ) 的 材料 , 引述 后 者 对 数 
学 的 分 类 (可 能 就 是 Geminus 时 代 的 分 法 ): 算 术 ( 今 日 的 数论 )、 
几何 、 力 学 、 天 文学 光学 、 测 地 学 和 声学 以 及 实用 算术 . 据 Proclus 
的 引述 ,Geminus 说 :整个 数学 分 为 两 大 部 分 ,其 不 同 之 点 在 于 : 
一 部 分 是 研究 心智 性 概念 的 ,而 男 一 部 分 是 研究 物质 性 概念 的 .” 
算术 和 几何 是 心智 方面 的 ,其 余部 分 是 物质 方面 的 . 但 这 种 分 法 
(虽然 在 公元 前 1 世纪 末 尚 受 重视 ) 以 后 就 慢 慢 没 人 注意 了 . RN 
大 致 上 可 以 这 样 说 ,亚历山大 的 数学 家 同 哲学 断 了 交 , 同 工程 结 
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TH. 
我 们 先 讲 他 们 在 几何 与 三 角 方 面 的 工作 ,下 章 要 讨论 算术 和 
代数 . 


3. Archimedes 关于 面积 和 体积 的 工作 

若 要 拿 一 个 人 的 工作 成 就 来 代表 亚历山大 时 期 的 数学 特性 ， 
谁 也 不 能 比 Archimedes( 公 元 前 287 一 前 212) 更 合适 的 了 . 这 位 
古代 最 伟大 的 数学 家 是 一 位 天 文学 家 的 儿子 , 生 于 叙 拉 十 (Syra- 
cuse) ,当时 西西 里 岛 的 一 个 希腊 殖民 城市 . 他 青年 时 代 去 亚 历 山 
大 受 教 育 . 虽然 他 以 后 回 到 人 氢 拉 古 并 在 那里 记过 其 余年 ,但 他 始终 
与 亚历山大 保持 联系 . 他 在 希腊 学 术 界 很 有 名 ,很 受 同 时 代 人 的 钦 
fi 5 3$ 28. 

Archimedes 才智 高 超 ,兴趣 广 泛 ( 无 论 是 实用 方面 和 理论 方 
面 的 ) ,并 具有 非凡 的 机 械 技巧 . 他 的 数学 工作 包括 用 穷竭 法 求 面 
积 和 体积 ,计算 x( 在 这 过 程 中 他 算出 了 平方 根 的 不 足 近 似 值 和 过 
RIT) ,并 提出 用 语言 表示 过 剩 近 似 值 的 一 种 新 方案 .在 力学 
方面 ,他 算出 许多 平面 形 和 立体 形 的 重心 并 给 出 杠杆 定理 . 论述 水 
中 浮 体 平衡 问题 的 流体 静 力 学 的 基础 是 他 奠定 的 . 他 也 以 一 个 优 
秀 的 天 文学 者 闻名 于 世 . 

他 的 发 明 创造 超出 当时 技术 水 平 如 此 之 远 , 以 至 后 代 流 传 了 
无 数 关于 他 的 传说 和 故事 . 在 一 般 人 的 心 且 中 ,他 的 发 明 比 他 的 数 
学 还 重要 ,虽然 他 和 Newton, Gauss 并 列 为 三 个 最 大 的 数学 家 . 
他 在 年 轻 时 造 了 一 个 天 象 仪 (Planetarium ) , 那 是 一 个 用 水 力 推动 
的 模仿 太阳 、 月 球 和 行星 运动 的 机 构 . 他 发 明 一 种 从 河上 提 水 的 水 
F (Archimedes 螺旋 提 水 器 ); 他 说 明 怎 样 用 杠杆 挪动 重 物 ; 他 给 
Aure EE Hieron 造 了 一 组 复杂 的 滑车 把 舰 吊 到 河 里 . 他 在 叙 
拉 古 遭 罗马 人 攻击 时 发 明 军 器 和 投石 炮 来 防守 . 他 利用 抛物 镜面 
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的 聚焦 性 质 ,把 集中 的 阳光 照 到 攻 城 的 罗马 船上 把 它们 焚 般 . 

关于 Archimedes 的 最 有 名 的 故事 也 许 要 算 他 发 明 测 出 金 王 
冠 掺 假 的 方法 . 叙 拉 古 王 定做 了 一 顶 王 冠 , 交 货 后 他 怀疑 其 中 掺 杂 
贱 金 属 , 就 让 Archimedes 测定 王冠 所 含 材料 , 而 不 得 把 金冠 弄 毁 . 
一 天 他 在 洗澡 时 看 到 他 的 部 分 身体 被 水 浮 起 ,就 突然 发 现 了 解决 
这 一 问题 的 原理 . 他 为 此 非常 兴奋 ,竟然 光 着 身子 跑 到 街 上 高 喊 
“有 啦 1”(Eurekal) 他 发 现 淄 在 水 里 的 物体 所 受 的 浮力 等 于 其 所 
排出 的 那 部 分 水 的 重量 ,而 用 这 原理 便 可 测定 金冠 的 成 分 ( 见 第 7 
章 第 6 节 ). 

昌 然 Archimedes 的 发 明 搞 得 异常 巧妙 和 成 功 ,但 传记 家 Plu- 
tarch 却说 这 些 发 明 只 不 过 是 “研究 几何 之 余 供 消遣 的 玩意 .” 据 
Plutarch 所 说 ,Archimedes “志气 如 此 之 高 ,心灵 如 此 之 幽深 ,科学 
知识 如 此 之 丰富 ,以 至 虽然 他 的 这 些 发 明 使 人 们 把 他 看 得 神 平 其 
神 ,他 却 不 恬 把 这 些 东 西 写成 书 流传 后 世 , 把 所 有 直接 为 了 使 用 和 
谋 利 的 机 械 和 技巧 都 看 作 是 名 贱 之 事 ,而 一 心 追求 那 美妙 的 、 不 夹 
杂 俗 世 需 求 的 学 问 . "但 是 Plutarch 在 编写 故事 方面 的 声誉 远 远 
超过 作为 历史 学 家 的 声誉 . Archimedes 的 的 确 确 写 过 一 些 力学 机 
械 方面 的 书 , 我 们 知道 他 有 一 本 书 的 书 名 叫 《 论 浮 体 》(On Float- 
ing Bodies) , 另 一 本 叫 《 论 平板 的 平衡 》(On the Equilibrium of 
Planes); 其 他 两 本 《 论 杠杆 》(On Levers ) 和 《 论 重心 》(On Centers 
of Gravity ) 已 失传 . 他 还 写 过 光学 方面 的 失传 了 的 著作 ,他 并 非 不 
居于 写 书记 载 他 的 发 明 的 ;还 有 一 本 书 昌 也 失传 但 我 们 知道 他 是 确 
实 写 了 的 , 那 就 是 4 论 制 作 球 》(On Sphere-making ) ,这 是 讲 他 怎样 发 
明 一 个 仪器 模仿 日 .月 和 五 个 行星 绕 (固定 的 ) 地 球 运动 的 . 

Archimedes 的 死 预 告 了 整个 希腊 世界 将 要 遭受 的 命运 . Ze 
太 基 (Carthage) 和 罗马 的 第 二 次 布 匿 战 争 (Punic war) HAA], xd 
古 于 公元 前 216 FA A. 公元 前 212 年 罗马 人 攻 入 叙 拉 
TH. 24 Archimedes 在 沙 地 上 画 数 学 图 形 时 ,一 个 刚 攻 进 城 的 罗马 
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士兵 向 他 喝 问 . 据 传 说 , Archimedes 是 那样 出 神 地 在 搞 他 的 数学 
以 至 没有 昕 到 那 罗马 兵 的 喝 问 ,于 是 那个 兵 就 杀 死 了 他 ,尽管 罗 怠 
主将 Marcellus SA SAY AZ Archimedes. 当时 Archimedes 75 
岁 , 仍 是 精力 充沛 之 时 . 为 示 “ 补 偿 ”, 罗马 人 给 他 造 了 一 个 费 工 很 
AER ,墓碑 上 铭刻 了 Archimedes 的 一 个 著名 定理 . 
Archimedes 的 著作 都 以 小 册子 的 形式 出 现 而 不 是 大 部 头 巨 
著 . 我 们 对 这 些 著 作 的 知识 都 来 自 希 腊 文 手稿 和 自 13 世纪 起 从 希 
腊 文 翻译 的 拉丁 文 手稿 . 有 些 著 作 现 只 存 拉丁 文 译 本 . 1543 年 
Tartaglia 确 曾 把 Archimedes 的 一 些 著作 译 成 拉丁 文 ， 
Archimedes 的 几何 著作 是 希腊 数学 的 顶峰. 他 在 他 的 数学 推 
导 里 应 用 Euclid 和 Aristaeus 的 一 些 定理 以 及 其 他 一 些 他 说 是 显 
然 可 知 的 结论 一 一 即 是 说 可 以 很 快 从 已 知 结果 推出 的 事实 . 因此 
他 的 证 明 是 有 切实 根据 的 但 不 易 被 我 们 看 懂 , 因 我 们 不 熟悉 希腊 
几何 学 家 的 许多 方法 和 结论 ， 
Archimedes 在 他 的 《 论 球 和 圆柱 》(On the Sphere and Cylin- 
der) 一 书 中 先 讲述 定义 和 假定 . 第 ; 
一 个 假定 (或 公理 ) 说 相同 两 端点 间 
的 所 有 ( 曲 ) 线 之 中 以 直线 段 为 最 
短 . 其 他 公理 谈 到 四 曲线 的 长 度 和 
曲面 . 例如 ,图 5.1 中 的 ADB ER ^ 5 
定 为 小 于 ACB 的 . Archimedes 用 5.1 
这 些 公理 就 可 把 圆周 长 和 内 接 、 外 切 正 多 边 形 的 周 长 进 行 比 较 ， 
他 在 第 一 篇 由 论述 几 个 预备 性 的 命题 后 ,证 明了 
命题 13. 任 一 正 圆柱 (不 计 其 上 下 底 ) 的 表面 积 等 于 一 圆 的 面积 ， 
该 圆 半 径 是 圆柱 高 与 底 直径 的 比例 中 项 . 
接着 讲 许多 关于 圆锥 体积 的 定理 . 很 值得 指出 的 是 
命题 33， 任 一 球面 积 等 于 其 大 圆 面积 的 四 倍 . 
命题 34 的 推论 . 以 球 的 大 圆 为 底 .以 球 直 径 为 高 的 圆柱 ,其 体 
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积 是 球体 积 的 3/2, 其 包括 上 下 底 在 内 的 表面 积 是 球面 积 的 3/2. 
这 里 他 把 球 的 面积 和 体积 同 外 切 球 的 圆柱 的 面积 和 体积 进行 
| 比较 . 这 就 是 那个 根据 他 的 遗愿 铭刻 在 


Ln 他 幕 碑 上 的 著名 定理 . 
"E N 然后 他 在 命题 42 和 43 里 证 明 球 缺 
ALMNP 的 表面 积 等 于 以 AL 为 半径 的 


圆 的 面积 (图 5. 2). 球 缺 小 于 或 大 于 半 
球 都 行 . 
关于 曲面 形 面积 和 体积 的 定理 是 用 
图 5.2 穷竭 法 证 明 的 . Archimedes 用 内 接 和 外 
切 的 直 边 形 来 “穷竭 ”那个 面积 或 体积 ,然后 也 同 Euclid 一 样 用 间 
接 证 法 来 完成 论述 . 
《 论 球 和 圆柱 》 的 第 二 篇 内 容 主 要 是 关于 球 缺 的 ,其 中 有 些 定 
理 值得 指出 , 因 它 们 含有 新 的 几何 代数 内 容 . 例如 他 给 出 : 
命题 4. 用 平面 制 球 为 两 段 , 使 其 体积 之 比 等 于 所 给 之 比 . 
这 个 问题 从 代数 上 讲 相当 于 解 三 次 方程 
(a-a)ic=B iz’, 
Archimedes 通过 求 一 抛物 线 与 一 等 轴 双 曲线 的 交点 ,用 几何 方法 
解 出 这 一 方程 . 
(0682 & dh TR] Pk 53 ER BO (On Conoids and Spheroids ) 一 书 论 
述 圆 锥 线 旋 转 形体 的 性 质 . Archimedes Fr uim gi ff 83 $E h i A E 
指 一 旋转 抛物 面 . (在 Archimedes 之 时 仍 把 抛物 线 看 作 是 直角 贺 
锥 的 截面 . ) 钝 角 劈 锥 曲面 体 是 指 旋 转 双 曲 面 的 一 支 . Archimedes 
的 所 谓 球体 是 我 们 今天 所 说 的 椭 球 ( 扁 球 体 或 橄榄 球体 ), 也 就 是 
椭圆 旋转 体 . 这 书 的 主要 目的 是 求 这 三 种 形体 为 平面 所 割 一 部 分 
的 体积 . 书 中 还 含有 Archimedes 在 圆锥 曲线 方面 的 研究 (在 讨论 
Apollonius 著作 时 已 提 及 ). 正如 在 他 所 写 的 别 的 书 中 一 样 , 他 假 
定 了 一 些 他 认为 易于 证 明 或 可 用 他 过 去 所 讲 方 法 证 明 的 定理 . 许 
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多 证 明 是 用 穷竭 法 的 . 其 内 容 可 举 下 列 几 个 命题 为 例 : 
命题 5. 若 AA' 和 BB 分别 是 一 椭圆 的 长 \、 短 轴 ,d 是 任 一 圆 的 半 
径 , 则 椭圆 与 圆 的 面积 之 比 等 于 44 - BB’ Sd? 之 比 . 

这 定理 说 : 若 2a 是 长 轴 ,22 是 短 轴 ,而 S 和 S 是 椭圆 和 圆 的 
面积 , 则 S/S’ = 4ab/d'. 由 于 S = (n/4)d! , WS = rab. 
命题 7. 给 定 中 心 为 C 的 一 椭圆 ,以 及 垂直 于 椭圆 所 在 平面 的 一 
根 直线 CO, 可 作 一 以 O 为 顶点 的 圆锥 ,使 所 给 椭圆 为 其 一 截面 . 

Archimedes 显然 知道 从 同一 圆锥 至 少 可 得 出 几 种 圆锥 曲线 
中 的 某 些 种 . 这 是 Apollonius 用 过 的 事实 . 
命题 11. 若 一 旋转 抛物 体 为 一 通过 轴 或 平行 于 轴 的 平面 所 截 , 则 
截面 为 原来 生成 那 旋转 体 的 抛物 线 所 围 平 面 …… 若 以 垂直 于 轴 的 
平面 截 , 则 截面 是 中 心 在 轴 上 的 圆 . 

对 旋转 双 曲 体 和 ( 椭 ) 球 体 也 有 类 似 的 结果 ， 

这 书 的 主要 结果 还 有 : 
命题 21. 旋转 抛物 体 任 一 截 段 的 体积 是 同 底 同 轴 圆 锥 或 锥 台 体 积 
的 两 倍 (原文 是 一半” 一 一 译 者 )， 

底 是 决定 截 段 的 那个 平面 从 旋转 抛物 体 所 截 得 的 平面 图 形 
(椭圆 或 圆 ) 的 面积 (图 5. 3). 抛物 
线 BAC 及 底面 上 的 BC 是 由 过 旋 
转轴 且 垂 直 于 原 截面 的 那个 平面 
截 出 的 . EF 是 抛物 线 上 平行 于 
BC 的 一 根 切线 ,A 是 切 点 . 过 A 
作 平 行 于 旋转 轴 的 直线 4D ,这 是 
截 段 的 轴 . 可 以 证 明 D 是 CB 的 
中 点 . X, EREA, I CB 是 长 图 5.3 
fr EREA, N CB 是 其 直径 . 圆锥 与 截 段 有 相同 的 底 , 其 顶点 为 
A, 其 轴 为 AD. 
命题 24. 若 以 任意 两 平面 从 旋转 抛物 体 截 出 两 段 ,这 两 截 段 ( 体 
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积 ) 之 比 等 于 其 轴 的 平方 之 比 . 
为 举例 说 明 这 定理 , 设 两 乎 
面 是 垂直 于 旋转 抛物 体 之 轴 的 
(图 5. 4) , 则 此 两 体积 之 比 等 于 
AN? 比 AN" . 对 旋转 双 曲 体 和 
椭 球 体 也 有 类 似 定理 . 
Archimedes 有 一 些 思 和 想 新 
颖 的 著作 ,其 中 之 一 是 题 为 4 方法 》(The Method ) 的 短篇 论文 ,在 
那里 他 指出 怎样 用 力学 的 思想 得 出 正确 的 数学 定理 . 这 作品 是 直 
到 1906 年 这 样 晚近 的 年 代 才 在 君 士 坦 丁 堡 的 一 个 图 书馆 里 发 现 
的 .手稿 是 10 世纪 抄写 的 羊皮 纸 本 ,包括 早 从 其 他 来 源 业 已 知悉 
的 Archimedes 的 其 他 作品 . Archimedes 
以 求 抛 物 线 弓 形 CBA 的 面积 为 例 , 来 说 明 
他 发 现 数学 定理 的 方法 (图 5.5). 在 这 个 基 
本 上 属于 物理 性 质 的 推理 过 程 中 ,他 利用 
了 在 别处 得 到 的 关于 重心 的 一 些 定理 . 
ABC 是 直线 AC 和 弧 ABC 所 围 的 任 
一 弓形 . i CE 是 抛物 线 在 C 处 的 切线 ;D 
是 CA 的 中 点 ;又 设 DBE 是 通过 的 一 
直径 (平行 于 抛物 线 轴 的 直线 ). FÆ Ar- 
chimedes 提出 Euclid《 二 次 曲线 》 中 的 结 
AR 
(1) EB = BD, 
但 Euclid 对 这 一 事实 的 证 明 于 今 未 知 . W, PY 
fg AF 平行 于 ED,##1% CB 2 AF FK. 图 5.5 
于 是 根据 (1) 和 相似 三 角形 的 关系 ,可 证 FK = KA. 把 CK 延长 
8| H,f& CK = KH. 其 次 , 令 MNPO 是 抛物 线 的 任 一 直径 . 于 是 
根据 (1) 及 相似 三 角形 之 理 得 MN = NO. 
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现在 Archimedes 把 己 形 和 三 角形 CFA 的 面积 一 起 进行 比 
Br. 他 把 弓形 面积 看 作 是 由 PO 这 种 线段 积 成 的 ,把 三 角形 面积 
作 是 由 MO 这 种 线段 积 成 的 . 然后 他 证 明 

HK - OP = KN - MO. 
上 式 从 物理 上 讲 的 意思 是 : 若 把 KH 和 KN 看 作 杠 杆 的 两 璧 ,其 
HK 是 支点 , 则 若 把 OP 看 作 是 放 在 H 处 的 重 物 , 它 就 会 与 放 在 
N 处 的 重 物 MO 相 平 衡 . 因此 ,把 所 有 像 PO 这 样 的 线段 放 在 H 
处 ,将 与 所 有 像 MO 这 样 的 线段 各 自 (把 质量 ) 集 中 于 其 中 点 (该 
线段 的 重心 ) 后 放 在 H 处 的 重量 相 平衡 . 但 把 所 有 线段 MO( 的 质 
量 ) 集 中 于 其 重心 处 “相当 ”于 把 三 角形 CAF( 的 质量 ) 集 中 于 其 重 
心 处 . Archimedes 在 其 《 论 平板 的 平衡 》 一 书 中 证 明 这 重心 是 CK 
上 的 点 X, 这 里 有 KX = (1/3)CK. 根据 杠杆 定律 ; KX . 三 角形 
CFA 的 面积 = HK . 抛物 线 马 形 的 面积 , 或 即 
(2) ACFA HK _ 3 

弓形 CBA KX 1 

Archimedes i£ 18 3X HH 5 JE A= FA’ ABC 的 面积 关系 , 他 指 
出 这 三 角形 (的 面积 ) 是 三 角形 CKA 的 一 半 , 这 是 因为 两 者 有 公 
共 的 底 边 CA ,而 前 者 的 高 很 易于 证 明 是 后 者 高 的 一 半 . 而 三 角形 
CKA( 的 面积 ) 又 是 三 角形 CF4( 的 面积 ) 的 一 半 ( 因 为 KA 是 FA 
的 一 半 ). 因此 三 角形 ABC 是 三 角形 CFA 的 一 半 , 于 是 根据 (2) 
他 就 得 出 弓形 ABC 与 三 角形 ABC 的 面积 之 比 是 4 比 3. 

在 这 种 力学 方法 里 , Archimedes 把 抛物 线 弓 形 和 三 角形 
CFA 的 面积 看 成 是 无 穷 多 线段 之 和 . 他 说 这 种 方法 是 用 于 发 现 定 
理 的 方法 而 不 是 严格 的 几何 证 明 . 他 在 这 篇 论著 中 用 这 方法 发 现 
关于 球 段 (或 球 缺 ) IURE Bt . 椭 球 段 和 旋转 抛物 段 的 一 些 定理 ,以 
说 明 这 种 方法 是 多 么 用 之 有 效 . 

Archimedes 在 他 的 《抛物 线 的 求 积 》 一 书 中 给 出 求 抛物 线 弓 
形 面积 的 两 种 方法 .第 一 种 方法 同 刚才 讲 过 的 力学 方法 类 似 , 即 仍 
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用 杠杆 原理 论述 面积 之 间 的 平衡 ,但 面积 的 选取 法 不 同 . 他 的 结论 
当然 同上 面 的 (2) 一 样 . 这 是 在 命题 16 中 给 出 的 . Archimedes 得 
知 这 一 结果 后 就 想 证 明 它 ,并 着 手 依靠 一 系列 定理 (命题 18 一 24) 
作出 严格 的 数学 证 明 . 

第 一 步 是 证 明 抛 物 线 马 形 可 为 一 系列 三 角形 所 “穷竭 ”. 设 
QPq( A 5. 6(a)) 是 抛物 线 弓 形 ,并 设 PV 是 直径 , 它 平分 弓形 中 所 
有 平行 于 底 边 Qa 的 弦 , 因 而 V 是 Qg 的 中 点 . 从 直观 上 显然 可 以 
看 出 并 在 命题 18 中 证 明 :P 处 的 切线 平行 于 Qg. 其 次 作 QR 及 gS 
平行 于 PV. 于 是 三 角形 QPg 是 平行 四 边 形 QRSg 的 一 半 , 所 以 三 
角形 QPg 大 于 抛物 线 弓 形 的 一 半 . 

作为 这 定理 的 一 个 推论 ,Archimedes WH Dy £k SBA A 
个 多 边 形 任 意 接 近 , 因 若 在 PQ 所 割 出 的 弓形 里 (其 中 PV, 是 该 
马 形 的 直径 ) 作 一 三 角形 后 ,可 用 简单 的 几何 (命题 21) 证 明 : 三 角 
形 PP,Q 的 面积 = (1/8) 三 角形 PQg 的 面积 (图 5.6(5)). 因 此 三 
角形 PPQ 和 作 在 Pa 上 的 三 角形 PP!e( 它 也 有 三 角形 PP QR 
样 的 性 质 ) 合 在 一 起 是 三 角形 PQ 的 1/4; 而 且 根 据 上 一 段 的 结 
果 , 这 两 个 较 小 的 三 角形 填 满 所 在 的 抛物 线 弓 形 的 一 半 以 上 . 在 新 
3k QP,, PiP, PP 和 Pra 上 作 三 角形 的 过 程 可 以 继续 做 下 去 . 这 

R Q 
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部 分 证 明 同 相应 的 Euclid 关于 两 圆 面积 定理 部 分 的 证 明 完 全 
AAA 

因此 我 们 就 有 了 足够 的 条 件 ,可 以 应 用 Euclid4 原 本 》 第 十 篇 
的 命题 1. 就 是 说 ,现在 可 以 说 抛物 线 写 形 可 用 这 样 的 多 边 形 面积 
来 逼近 , 它 是 在 原来 的 三 角形 PQq 上 加 添 一 系列 三 角形 而 得 出 
的 , 即 可 用 面积 
(3) APQg + (1/4) APQq + (1/16) APQq 十 … 
HEARD Ri ME, SVR 53 (3) rR BUS EB E ZANE 
可 以 弄 得 比 任何 预先 指定 的 量 小 . 

然后 Archimedes 用 间接 证 法 来 完成 穷竭 法 所 作 的 证 明 . 他 先 
证 明 , 对 于 公 比 为 174 的 几何 数列 的 头 n 项 有 
(4) Ai 十 A 十 … 十 A; 十 (1/3)A;, = (4/3)Al. 
这 可 用 多 种 方式 立即 证 明 ; 我 们 可 以 用 几何 级 数 头 于 项 之 和 的 公 
式 来 做 .在 应 用 (4) 时 ,Al 就 是 三 角形 PQg. 

然后 Archimedes 证 明 抛物 线 号 形 的 面积 A 不 能 大 于 或 等 于 
(4/3) Ai. 他 的 证 明 无 非 就 是 : 若 面 积 A 大 于 (4/3)A4; , 那 他 可 以 取 
一 组 (有 限 个 ) 三 角形 ,使 其 和 与 弓形 面积 之 差 小 于 任 一 给 定 的 量 ， 
因此 可 使 和 S 大 于 (4/3)A, , Bl 

A > S> (4/3)A). 
(835 (4) 28. S Am 项 (比方 说 ) , 则 
S+(1/3)A, = (4/3)A, 

或 S < (4/3)A,. 
于 是 就 得 出 一 个 矛盾 . 

同样 ,者 设 抛物 线 己 形 面积 A IE (473) A, M (4/3)A4; — A 
是 一 确定 的 数 . 由 于 Archimedes 所 作 的 三 角形 是 愈 来 愈 小 的 ,所 
以 他 可 得 出 这 样 一 系列 内 接 三 角形 ,使 
(5) (4/3)A, — A > An, 
这 里 A, 是 序列 中 的 第 m 项 , 它 在 几何 上 代表 277 个 三 角形 之 
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和 .但 因 据 (4) 有 


(6) Ai +A: +o ASA, = LÀ. 
TR 

ÍA 7 Ch HA to AL) = EAn, 
á 
(7) ÍA, (ho +A to + AL) As 
于 是 从 (5) 及 (7) 得 
(8) A, +A, tot Aq > A. 


但 内 接 三 角形 之 和 总 小 于 弓形 面积 .因此 (8) 是 不 可 能 的 . 

当然 ,Archimedes 实际 上 求 出 了 无 穷 几何 级 数 的 和 , 因 当 (4) 
中 的 = 变 为 无 穷 时 A, HF 0, 于 是 无 穷 级 数 之 和 为 4A1/3. 

Archimedes 用 力学 方法 和 数学 方法 求 抛物 线 弓 形 面积 的 著 
作 说 明 他 对 物理 论证 和 数学 论证 分 得 何等 清楚 . 他 的 严格 性 比 
Newton 和 Leibniz 著作 中 的 高 明 得 多 . 

Archimedes 在 他 的 著作 
(CERRY (On Spirals) Pe 
按 下 述 方式 来 定义 螺 线 的 . 
设 有 一 直线 (射线 ) 保 持 在 一 
平面 内 绕 其 一 端 匀速 转动 ， 
而 同时 从 回 定 端 起 有 一 点 沿 
该 直线 匀速 移动 ;这 时 动 点 
就 会 描 出 一 螺 线 . 用 我 们 的 

B 5.7 极 坐 标 ,这 螺 线 的 方程 是 P= 
af. 图 5.7 所 画 的 那个 曲线 ,9 是 以 顺 时 针 方向 作为 正方 向 的 . E 
作 中 最 深刻 的 结果 是 
命题 24， 螺 线 第 一 圈 与 初始 线 所 围 的 面积 [图 中 有 阴影 线 部 分 的 
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面积 ] 等 于 第 一 个 圆 的 三 分 之 一 . 

第 一 个 圆 是 半径 为 OA 的 圆 ,这 半径 等 于 2xa, 因 此 阴影 线 部 
分 的 面积 是 x(2xa)*/3. 

证 明 是 用 穷竭 法 做 出 的 . 在 为 这 做 准备 的 前 几 个 定理 中 ,他 把 
螺 线 的 一 段 弧 BPQRC( 图 5. 8) 和 两 根 径 矢 OB 及 OC 所 围 的 面积 
夹 在 两 组 扇形 中 . 如 Bp, 
Pg, Qr, … 是 以 O 为 心 的 
Ala, APE Pb, Qp, Rq, -- 
也 是 贺 弧 . 内 接 的 一 组 扇形 
是 OBp’, OPq', OQr' , … 而 
外 接 的 一 组 扇形 是 OPE, 
OQp，ORg,，… 于 是 这 里 就 
用 扇形 代替 穷竭 法 中 作为 近 
似 形 的 内 接 和 外 切 多 边 形 . 
(我 们 在 微 积分 里 确定 极 坐 ab 
标 图 形 的 面积 时 也 用 这 种 近似 图 形 . ) 这 种 穷竭 法 的 新 颖 之 处 是 
Archimedes 选取 了 愈 来 愈 小 的 扇形 ,使 螺 线 弧 下 面 的 面积 与 有 限 
个 “内 接 ” 扇 形 之 和 (还 有 有 限 个 “外 接 ” 扇 形 之 和 ) 的 差 比 任意 给 定 
的 量 还 要 小 . 这 样 来 穷竭 所 求 面 积 的 方法 , 同 靠 增添 愈 来 愈 多 的 直 
边 形 来 “穷竭 ”的 方法 是 不 一 样 的 , 不 过 在 最 后 的 一 部 分 证 明 里 ， 
Archimedes 也 像 他 在 证 抛物 线 面积 时 一 样 ,和 Euclid 在 用 穷竭 法 
的 证 明 里 一 样 ,采用 间接 证 法 . 这 里 没有 明确 的 极限 步骤 . 

Archimedes 也 给 出 径 矢 绕 O 转 完 两 圈 后 螺 线 弧 所 国 的 面积 ; 
此 外 还 有 面积 方面 的 有 关 结 果 . 附带 指出 ,后 代数 学 家 曾 用 螺 线 来 
三 等 分 (而 实际 上 也 是 任意 等 分 ) 一 个 角 . 

阅读 Archimedes 的 几何 著作 后 ,立即 可 以 看 出 他 所 关心 的 是 
要 得 出 关于 面积 和 体积 的 有 用 的 结果 . 他 在 这 方面 的 工作 以 及 一 
般 数 学 工作 ,从 所 得 结论 说 没有 什么 了 不 起 ,其 方法 和 对 象 也 没有 
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什么 特别 新 颖 之 处 ,不 过 他 处 理 了 很 难 的 而 且 是 前 人 所 没有 搞 过 
的 问题 . 他 常 说 他 是 读 了 前 人 著作 后 得 到 启发 想起 搞 这 些 问题 的 . 
例如 ,Eudoxus 关于 棱锥 、 圆 锥 和 圆柱 的 著作 (Euclid《 原 本 》 中 所 
载 ) 启 发 Archimedes 搞 球 和 圆柱 ,化 圆 为 方 的 问题 启发 他 搞 抛 物 
线 弓 形 的 求 积 问题 . 但 Archimedes 在 流体 静 力 学 方面 的 工作 完全 
是 独创 的 ;他 在 力学 方面 工作 的 新 颖 之 处 是 他 给 出 了 数学 证 明 ( 第 
7 章 第 6 节 ). 他 的 文字 是 优美 有 条 理 .周密 和 有 针对 性 的 ， 


4, Heron 关于 面积 和 体积 的 工作 

Heron 生活 在 公元 前 100 年 到 公元 100 年 之 间 的 某 段 时 期 ， 
此 人 不 仅 从 数学 史 的 角度 看 非常 值得 注意 ,而 且 也 可 显 出 亚 历 山 
大 时 期 的 数学 特色 . Proclus £x Heron 为 mechanicus , 这 mechani- 
cus 的 意思 可 能 相当 于 今天 的 机 械 工程 师 , 并 把 他 和 他 的 老师 发 
明 家 Ctesibius 放 在 一 起 讨论 . Heron 又 是 个 优秀 的 测绘 人 员 . 

Heron 工作 的 突出 之 点 是 他 把 严密 的 数学 同 埃及 人 的 近似 方 
法 和 公式 融合 在 一 起 . 一 方面 他 写 过 Euclid 著作 的 一 本 评注 , 采 
用 Archimedes( 他 确 平常 常 提 到 他 ) 的 准确 结果 ,并 在 他 自己 的 创 
作 中 证 明 Euclid 几何 的 一 些 新 定理 . 另 一 方面 他 关心 应 用 几何 与 
力学 , 毫 无 顾虑 地 给 出 各 种 各 样 近似 结果 . 他 大 胆 使 用 埃及 人 的 公 
式 而 且 他 的 许多 几何 在 性 质 上 也 有 埃及 人 的 风格 . 

在 他 的 《量度 》(Metrica ) 与 4 几何 》(Geometrica ) (后 者 我 们 只 
是 通过 别人 根据 他 著作 而 写 的 一 本 书 获知 的 ) 中 ,Heron 给 出 了 求 
许多 图 形 的 平面 面积 .曲面 面积 和 体积 的 定理 . 这 些 书 里 的 定理 并 
不 是 新 的 . 关于 曲 边 形 , 他 利用 Archimedes 的 结果 . 此 外 他 还 写 了 
《 测 地 术 》(Geodesy) 和 《体积 求法 》(Stereometry), 也 是 论述 前 两 
书 中 那些 内 容 的 . 在 所 有 这 些 著 作 中 ,他 主要 关心 数值 结果 . 

在 他 的 讲 测 地 术 的 《4 经纬仪 )(Dioptra) 一 书 中 ,Heron 指出 怎 
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样 求 一 点 到 一 不 可 到 达 点 的 距离 以 及 可 望 而 不 可 及 的 两 点 间 的 距 
离 . 他 又 指出 怎样 从 一 给 定点 向 一 不 可 达 直 线 作 垂 线 ,以 及 怎样 无 
需 进入 一 块 土地 而 求 出 其 面积 . 这 种 做 法 的 例子 是 三 角形 的 面积 
公式 
Vs(s—a)(s—b)(s—c), 

这 里 a, b,c 是 三 边 ,s 是 周边 的 一 半 . 这 会 式 人 们 归功 于 他 ,但 实 
际 是 属于 Archimedes 的 . 公式 出 现在 他 的 《 测 地 术 》 中 并 在 《4 经纬 
仪 > 和 《量度 》 两 书 中 有 一 个 证 明 . 在 经纬仪 } 一 书 中 他 指出 怎样 同 
时 从 山 的 两 头 开 挖 直 的 隧道 . 

虽然 Heron 的 许多 公式 是 证 明了 的 ,但 也 有 许多 是 未 加 证 明 
的 ,而 且 也 有 许多 近似 公式 . 例如 他 在 给 出 上 述 准 确 的 三 角形 面积 
公式 的 同时 又 给 出 一 个 不 准确 的 公式 . Heron 之 所 以 用 许多 埃及 
人 的 公式 ,原因 之 一 是 准确 公式 里 有 平方 根 和 立方 根 ,而 测绘 人 员 
不 能 做 这 些 运 算 .事实 上 , 纯 几 何 同 测 地 术 或 测量 术 是 有 区 别 的 . 
面积 和 体积 的 算法 属于 测 地 术 , 而 测 地 术 并 不 是 普通 高 等 教育 的 
一 部 分 . 它 是 教 给 测绘 人 员 泥 瓦 匠 、 木匠 和 其 他 工匠 的 . Heron 继 
承 和 丰富 了 埃及 人 的 测 地 科学 这 一 点 是 毋庸 置疑 的 ; 他 关于 测 地 
术 的 著作 几 百 年 间 一 直 被 人 们 使 用 . 

Heron 把 他 的 许多 定理 与 法 则 用 于 设计 戏院 .宴会 厅 和 浴 堂 . 
他 在 应 用 方面 的 著述 有 《机 械 学 》(jMechanics),《 投 石 炮 》 (The 
Construction of Catapults) ,《 度 量 》(Measurements),《 枪 炮 设 计 》 
(The Design of Guns ),《 上 压缩 空气 的 理论 和 应 用 》( Pneumatica) 
以 及 《制造 自动 机 的 技术 》(On the Art of Construction of Automa- 
ta). 他 作出 了 水 钟 , 测 量 仪器 、 自 动机 、 起 重 机 和 作战 武器 的 设计 . 


5. 一 些 特殊 曲线 
古典 希腊 数学 家 虽 也 引进 并 研究 过 一 些 不 常见 的 曲线 如 割 圆 
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曲线 ,但 几何 上 只 许 研 究 用 尺 规 所 能 作 的 图 形 这 一 禁令 把 那些 曲 
线 打 入 冷 宫 .亚历山大 时 代 的 人 则 比较 能 够 冲破 这 种 限制 ,所 以 
Archimedes 可 以 毫 无 顾虑 地 引入 螺 线 . 在 这 一 时 期 里 还 引入 了 一 
365 B5 di £x. 


B 5.9 


Nicomedes( 公 元 前 约 200) 以 他 所 定义 的 蚌 线 出 名 . 他 先 取 一 
A P 及 一 直线 AB( 图 5.9). 然后 选 定 一 长 度 a HEM P ERF 
过 AB 的 所 有 射线 上 ,从 交点 起 往 前 截取 长 度 a. 这 样 定 出 的 端点 
便 是 蚌 线 上 的 点 . 例如 图 中 的 Pl P. P; , 便 是 蚌 线 上 的 点 . 

若 5 是 从 P 到 AB 的 垂直 距离 , 且 若 射线 上 从 其 与 AB 交点 
处 量 取 的 长 度 a 是 朝向 P ABS LR a 9 6, a = 六 及 4 所 8 三 种 
情形 而 得 其 他 三 种 曲线 . 因此 蚌 线 共有 四 种 ,都 是 Nicomedes 所 
定义 的 . 这 曲线 的 极 坐 标 方程 是 >= a 十 bsec9. Nicomedes 利用 这 
曲线 来 三 等 分 角 和 作出 倍 立方 体 2. 

据说 Nicomedes 发 明了 绘 蚌 线 的 仪器 . 仪器 本 身 的 性 质 远 不 
如 当时 的 数学 家 之 热衷 于 制作 仪器 一 事 重要 . Nicomedes 蚌 线 和 
直线 及 贺 是 最 早 能 用 仪器 绘 出 的 曲线 ,也 是 最 早 比 较为 人 们 所 熟 
知 的 . 

Diocles( 公 元 前 2 世纪 末 ) 在 其 《论点 火 玻璃 》(On Burning- 
glasses ) 一 书 中 引用 所 谓 莹 叶 线 解决 了 售 立 方 问题 . 这 曲线 的 定义 


”三 等 分 角 法 在 T. L. Heath 的 《Euclid 原本 十 三 篇 》 一 书 中 给 出 . 1956 年 
Dover( 重 印 ) 版 , 卷 1,266 页 . 
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如 下 : 设 AB 及 CD 是 辆 的 互相 垂直 的 直径 (图 5.10), EB 及 BZ 
是 相等 的 弧 段 . F ZH 垂直 于 CD ,再 作 ED. ZH 与 ED 的 交点 便 
给 出 莫 叶 线 上 一 点 P. Diocles 把 BC \ 

弧 上 所 有 的 EE 及 BD 弧 上 所 有 的 Z 
(IK BE = 9 BZ ) 所 定 出 的 一 切 点 P 
的 轨迹 叫做 蔓 叶 线 . 我们 可 以 证 明 
CH: HZ=HZ: HD=HD: HP. 
所 以 HZ 和 HD 是 CH 和 HP 之 间 
的 两 个 比例 中 项 . 这 就 解决 了 售 立 方 
问题 . 若 取 O 为 原点 ,a 为 半径 ,OD 及 
OA 为 坐标 轴 , D] SE H 2R I EL fl Ab bn 
方程 是 y (atx) =(a-z). 这 方程 图 5. 10 

所 表示 的 曲线 包括 图 中 曲线 的 弯 折 部 分 ,而 这 一 部 分 是 Diocles 所 
未 曾 考虑 的 . 


6. 三 角 术 的 创立 

亚历山大 时 期 希腊 定量 几何 学 中 一 门 完 全 新 的 学 科 是 三 角 
术 , 这 是 Hipparchus, Menelaus 和 Ptolemy 所 创立 的 . 这 学 科 是 
由 于 人 们 想 建 立定 量 的 天 文学 , 以 便 用 来 预报 天 体 的 运行 路 线 和 
位 置 以 帮助 报时 VERE EL EO .航海 和 研究 地 理 而 产生 的 . 

亚历山大 时 期 希腊 人 的 三 角 术 是 球面 三 角 , 但 也 包括 了 平面 
三 角 的 基本 内 容 .球面 三 角 需 要 先 懂 球 面 几 何 , 例 如 大 圆 和 球面 三 
角形 的 许多 知识 是 他 们 早 就 知道 的 ;这 是 在 Pythagoras 派 晚期 用 
数学 来 研究 天 文学 后 就 有 人 研究 了 的 . Euclid 的 《现象 ) 一 书 ( 它 本 
身 是 根据 前 人 著作 写 的 ) 就 含有 一 些 球面 几何 . 它 的 许多 定理 是 用 
来 探究 恒星 的 表 观 运动 的 . Theodosius( 公 元 前 约 20 年 ) 在 他 的 
《球面 学 ?(Sphnaericae) 中 搜集 了 当时 的 球面 几何 知识 ,但 这 著作 
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不 讲 定量 知识 ,所 以 不 能 用 来 处 理 希 腊 天 文学 的 基本 问题 一 一 夜 
间 根 据 恒星 位 置 来 测定 时 间 . 

ZARNA A Æ Hipparchus, 他 生活 于 罗 得 斯 和 亚 历 山 
大 , 死 于 公元 前 125 年 左右 . 我 们 对 他 所 知 颇 少 ,而 且 大 部 分 材 
KOK A Ptolemy, 他 把 三 角 术 和 天 文学 中 的 一 些 概念 归功 于 
Hipparchus. 他 留 给 我 们 天 文 上 的 许多 观测 资料 和 发 现 ,古代 最 
有 影响 的 天 文学 说 (第 7 章 第 4 节 ) 以 及 地 理学 方面 的 著作 . 现 
存 的 Hipparchus 的 著作 只 有 他 的 《对 Eudoxus 和 Aratus 所 著 ( 现 
$3) ( Phaenomena) — B BJ YE 7E ) (Commentary on the Phaenomena 
of Eudoxus and Aratus). 我 们 确 能 看 到 的 是 罗 得 斯 的 Geminus 
写 的 一 本 天 文 入门 书 ,其 中 有 一 些 地方 叙 述 Hipparchus 研究 太 
阳 的 工作 . 

按照 Ptolemy 的 说 法 和 用 法 , Hipparchus 是 这 样 论述 三 角 术 
的 :他 照 着 亚历山大 的 Hypsicles( 公 元 前 约 150 年 ) 在 其 《 论 恒星 
的 升 起 》(On the Risings of the Stars ) 一 书 中 和 公元 前 最 后 几 个 
世纪 的 巴比伦 人 所 做 的 那样 ,把 圆周 分 为 360" ,把 它 的 一 直径 分 
为 120 等 份 . 圆周 和 直径 的 每 一 分 度 再 分 成 60 份 ,每 一 小 份 再 继 
续 照 巴比伦 人 的 60 进 制 往 下 分 成 60 SH. 于 是 对 于 有 一 定 度数 
的 给 定 的 弧 AB,Hipparchus (在 其 一 本 论述 圆 的 弦 的 书 中 , 现 已 
失传 ) 给 出 了 相应 弦 的 长 度数 . 关于 他 究竟 是 怎样 算出 这 些 来 的 ， 
我 们 要 在 讨论 Ptolemy 的 著作 时 讲 到 (那里 讲述 了 他 们 两 人 的 思 


A 想 和 成 果 ). 
给 定 度数 的 统 所 对 应 的 弦 的 长 度数 
人 目 相当 于 今日 的 正弦 函数 . AI AB WA 


心 角 是 2a (B8 5. 11) , 则 按 我 们 的 说 法 有 

sina = AC/OA, Hipparchus 给 出 的 则 不 

B 是 sin au 而 是 当 OA 分 成 60 份 时 2 - AC 
B5. 所 含 的 长 度数 . 例如 , 若 20 的 弦 含 40 #7, 
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则 照 我 们 的 说 法 有 sina = 20/60, 或 更 为 一 般 的 形式 
(9) sina = go: F Ca MRI) = 50(2e 所 对 弦 ). 


希腊 三 角 术 在 Menelaus(Zj 98 年 ) 时 到 达 顶 点 . 他 的 主要 著 
作 是 《球面 学 》( Sppnaerica ) ,但 显然 也 写 了 含 六 篇 的 4 圆 上 的 弦 》 
(Chords in a Circle) 和 关于 黄道 带 弧 的 下 沉 (或 升 起) 的 著作 . 阿 
拉 伯 人 还 把 别 的 一 些 著作 归 之 于 他 . 

现 尚 存 阿 拉 伯 译本 的 《球面 学 》, 此 书 分 为 三 篇 . 第 一 篇 是 研究 
球面 三 角 的 ,其 中 有 球面 三 角形 的 概念 , 即 是 球面 上 由 小 于 半圆 的 
三 个 大 圆 弧 所 构成 的 图 形 . 书 的 上 且 的 是 对 球面 三 角形 证 明 那 些 相 
当 于 Euclid 对 平面 三 角形 所 证 的 定理 . 如 ,球面 三 角形 两 边 之 和 
大 于 第 三 边 , 球 面 三 角形 内 角 之 和 大 于 两 直角 ,球面 三 角形 的 等 边 
对 等 角 . Menelaus 然后 证 明 平 面 三 角形 里 所 不 能 类 比 的 一 个 定 
理 : 若 两 球面 三 角形 的 三 个 角 彼此 对 应 相等 , 则 此 两 球面 三 角形 全 
等 .他 还 列 出 别 的 全 等 形 定理 和 等 腰 三 角形 定理 . 

Menelaus 的 《球面 学 》 的 第 二 篇 主要 讲 天 文学 ,只 是 间接 地 涉 
及 球面 几何 . 第 三 篇 含有 一 些 球面 三 角 的 内 容 , 并 把 它 建 立 在 该 篇 
第 一 个 定理 的 基础 上 . 在 那个 定理 里 他 假定 有 一 个 球面 三 角形 
ABC( 图 5. 12) ,以 及 与 三 角形 的 边 相 交 的 任 一 大 贺 弧 (必要 时 得 
延长 ). 为 陈述 这 定理 ,我 们 用 现代 的 正弦 记号 ,但 在 Menelaus 的 
BE, AB 这 样 一 个 弧 的 正弦 (或 球 心 处 相应 圆心 角 的 正弦 ) 却 用 


BH 5.12 图 5.13 
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AB 绝 的 双 倍 弦 来 蔡 代 . 因此 Menelaus 的 定理 用 我 们 的 正弦 来 写 
就 是 
sin P,A . sin P,B. sin P;C = sin P,C + sin P,A . sin P;B. 
这 定理 的 证 明 要 依据 平面 三 角形 的 相应 定理 ( 现 仍 叫 Menelaus 定 
PR) 对 于 平面 三 角形 ,定理 是 (图 5. 13) : 
PiA. PB. PC= PC. PrA. PB. 

Menelaus 没有 证 明 关 于 平面 三 角形 的 这 个 定理 . 我 们 可 以 认为 这 
证 明 他 早已 知道 ,或 已 在 他 先前 的 著作 中 证 明 过 . 

第 三 篇 的 第 二 个 定理 (车 记 三 角形 ABC 的 角 A 所 对 弧 为 a) 
可 表述 为 : 若 ABC 及 A'B'C' 为 两 球面 三 角形 , 且 若 A 二 A’, C= 
C' (或 C 与 C' 互 补 ), 则 


. . , 
sinc — sinc 


sina — sina" 

第 三 篇 的 定理 5 里 利用 了 弧 的 一 个 性 质 , 它 被 认为 是 Me 
nelaus 时 代 已 经 知道 的 . 这 性 质 是 ; 若 有 四 个 大 圆 统 从 一 点 O( 图 
5.14) 发 出 ,而 ABCD 与 4B'C'D' 是 与 四 者 相交 的 大 圆 弧 , 则 有 

sinAD .sinBC _ sin A'D' _ sin BC’ 

sin DC sin AB sin D'C’ ` sin AB” 
以 后 我 们 可 以 看 到 ,在 Pappus 著作 中 
的 非 调和 比 (或 交 比 ) 概 念 里 以 及 在 后 
人 射影 几何 的 著作 里 重新 出 现 了 相应 
于 上 式 左 边 或 右边 的 表达 式 . 球面 三 
角 里 还 有 其 他 许多 定理 是 属于 Me- 
nelaus 的 ]. 

希腊 三 角 术 的 发 展 及 其 在 天 文 上 
的 应 用 在 埃及 人 Claudius Ptolemy( 死 于 168 年 ) 的 著作 里 达到 了 
顶点 .C. Ptolemy 至 少 是 属于 这 一 姓 的 数学 家 族 中 的 人 ,虽然 他 
并 非 属于 这 一 姓 的 王族 . Ptolemy 生活 在 亚历山大 ,并 在 艺术 宫 里 
工作 . 


图 5.14 
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Ptolemy 在 他 的 《数学 汇编 》[Syntaxis Mathematica ,这 著作 
阿拉 伯 入 称 之 为 《大 汇编 )(JMegale Syntaxis, Megiste) ,最 后 称 为 
Alimagest] 中 继承 了 Hipparchus 和 Menelaus 在 三 角 和 天 文 方面 
的 工作 《大 汇编 ?的 十 三 篇 中 天 文 和 三 角 是 混在 一 起 的 ,虽然 第 一 
篇 主要 讲 球面 三 角 而 其 他 各 篇 主要 讲 天 文 . 关于 这 点 我 们 将 在 第 
7 章 中 加 以 讨论 . 

Ptolemy 的 《4 大 汇编 里 全 部 是 数学 性 质 的 内 容 ,只 是 在 驳斥 
Aristarchus 所 提出 的 太阳 中 心 说 时 他 应 用 了 Aristotle 的 物理 
学 .他 说 ,只 有 以 虚心 求知 的 态度 获得 的 数学 知识 才能 给 人 以 可 靠 
的 知识 ,因此 他 要 尽 其 力 之 所 能 来 培育 这 门 理论 学 科 . Ptolemy 又 
说 他 想 把 他 的 天 文学 建立 在 “不 容 置 辩 的 算术 和 几何 方法 ”的 基础 
之 上 . 

Ptolemy 在 第 一 篇 第 9 章 里 一 开头 就 计算 圆 弧 的 一 些 弦 的 
长 ,从 而 充实 了 Hipparchus 和 Menelaus 的 工作 . 如 前 所 说 ,圆周 
是 被 分 为 360 份 或 360 个 单位 的 (他 没有 用 “ 度 ” 这 个 字 ), 直 径 是 
被 分 为 120 份 的 . 然后 他 提出 ;给 定 一 


B 
弧 为 360 份 中 的 若干 份 , 求 相应 纺 之 
长 (用 直径 所 含 120 份 中 的 份 数 /N 
BUR). 4 c 


他 先 计算 36 a A 72° 3E AY AY AY 
3X. 在 图 5. 15 中 ,ADC 是 以 DD 为 中 心 
的 贺 的 直径 , BD 垂直 于 ADC. E & 
DC 的 中 点 ,并 取 下 使 EF = BE. 图 5.15 
Ptolemy 用 几何 方法 证 明 FD 等 于 圆 内 接 正 十 边 形 的 一 边 ,BF 等 
于 圆 内 接 正 五 边 形 的 一 边 . 但 ED 含 30 份 ,BD 含 60 份 .由 于 EB? 
= ED? + BD’, EB! = 4500, FÆ EB = 67 4'55” (这 表示 67 十 
4/60 + 55/60" 43 ). 现 因 EF = EB, 于 是 他 就 得 到 EF. 于 是 FD 
= EF — DE = 67 4/55” 一 30 = 37 4'55”. 由 于 FD 等 于 正 十 边 形 


[ 138 第 5 章 希腊 亚历山大 时 期 :几何 与 三 角 


的 一 边 , 它 是 36 弧 的 对 应 驴 . A th HH ae LIS) SE. (AM FD 
及 直角 三 角形 FDB 可 算出 BF ,得 70 322". 48 BF 是 正 五 边 形 的 
一 边 . 所 以 它 是 72" 弧 的 驴 ， 

ELTIEAGGDJÉRIGL EK SET 2E 18 , Br UL fi vr BG 6073 9 9X 
长 是 60 份 . 又 因 内 接 正方 形 的 边 可 用 半径 算出 ,他 就 得 到 90° 绝 的 
mk, ESF 84 51'10", 其次, 因 内 接 
正三 角形 的 边 也 可 从 半径 算出 , 故 得 
* 1209 5893X 73 103 55'23". 

利用 直径 AC 上 的 直角 三 角形 
4BC( 图 5. 16), 则 若 知 BC MAS , 便 
能 立即 得 出 其 相 补 弧 AB 的 弦 . 例如 ， 
Al Ptolemy 已 知 36" 3E Why 5%, th (8 E 
144°a 86932: 29 114 7'37”. 

A4 A 为 任 一 锐角 时 ,上 面 得 出 的 关系 就 相当 于 sin A+ cos" A 
=1. 这 可 从 以 下 所 讲 的 方式 看 出 来 . Ptolemy 证 明 若 S 是 小 于 
180" 的 任 一 弧 , 则 

CS 的 弦 )? + (180 — S WRK)? = (120)*. 


B 5.16 


但 根据 (9) 有 
(S 的 纺 )? = (120)?sin’ 3 
因此 
(120)? sir? 34 (120)? sin? (H°=2)= 120? , 
或 即 
sin? 3 + sin (90-2) = l; 
也 就 是 


S: S 23 
sin z + cos 2 一 1. 


接着 Ptolemy 证 明 一 引 理 ( 现 叫 Ptolemy 定理 ). 给 定 圆 的 任 
一 内 接 四 边 形 ( 图 5.17), 他 证 明 AC - BD = AB .DC 二 AD .BC. 


图 5.17 图 5. 18 

证 明 是 直截了当 的 . 他 取 AD 为 一 直径 时 的 那 种 特殊 四 边 形 
ABCD (Ed 5. 18). 设 已 知 AB 及 AC, Ptolemy 然后 指出 怎样 求 
BC. BD 2 AB IXIL 5E ,CD 是 AC 强 补 强 的 弦 . 现在 应 用 引 
理 , 则 可 看 出 六 个 长 度 中 的 五 个 为 已 知 , 故 这 里 的 第 六 个 长 度 BC 
可 以 算出 ,但 BC A = ACI AB A. 故 若 两 弧 的 弦 为 已 知 , 便 可 
算出 两 弧 之 差 的 弦 . 用 现代 术语 来 表达 ,这 就 是 说 , 阁 已 知 sin A 
及 sin B, 就 可 算出 sin(A — B). Ptolemy 指出 ,由 于 他 已 知 72° 弧 
的 弦 和 和 60" 弧 的 弦 , 所 以 他 能 算出 12° 弧 的 弦 . 

其 次 ,他 指出 怎样 从 圆 的 任 一 给 定 弦 , 求 出 相应 半 弧 的 所 对 


弦 , 用 现代 术语 ,这 就 是 从 sin A R sin 分 . Ptolemy 指出 这 结果 是 


很 有 用 的 , 因 我 们 可 从 弦 为 已 知 的 任 一 弧 出 发 ,不 断 取 其 半 而 求 出 
其 相应 弦 . 他 又 指出 若 已 知 AB ise A BC 弧 的 弦 , 则 可 得 AC 
TASK. 用 现代 术语 讲 ,这 结果 就 是 sin(A + B) 的 公式 . 作为 特 
例 , 他 指出 相当 于 现代 术语 所 表达 的 从 sin AK sin 2A 的 结果 . 

由 于 Ptolemy 能 从 12* 的 弦 平 分 数 次 得 出 (3/4)" 弦 , 故 他 能 给 
任 一 已 知 弦 所 对 的 弧 加 上 或 减 去 (3/4)" 绝 ;并 且 能 用 上 述 定理 来 
算 这 样 的 两 段 弧 之 和 或 差 所 对 应 的 弦 . 这 样 他 就 能 算 每 两 个 相差 
(3/4)" 的 所 有 的 弧 . 但 他 还 想 得 出 每 步 相 差 为 (1/2) 的 弧 所 对 应 
的 弦 . 这 里 他 聪明 地 想起 用 不 等 式 来 作 推 理 . 他 得 出 (1/2) 的 弦 的 
近似 结果 是 0 3125". 
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于 是 他 能 把 0" 到 180* 间 所 有 相差 为 (1/2)" 的 弧 所 对 应 的 蓄 孝 
算出 并 列 成 表 . 这 是 第 一 个 三 角 函 数 表 . 
然后 Ptolemy 着 手 (在 第 一 篇 第 11 章 里 ) 解 
a 决 需要 求 出 球面 大 圆 上 一 些 弧 的 天 文 问题 . 这 
4 些 弧 是 球面 三 角形 的 边 ,其 中 有 些 边 是 通过 观 
b C 测 或 先前 的 计算 已 经 得 出 的 . 为 定 出 这 些 弧 ， 
图 5.19 ^  Prolemy 证 明了 球面 三 角 定 理 中 的 一 些 关 系 式 ， 
其 中 有 些 是 Menelaus 在 其 《球面 学 ?的 第 三 篇 里 已 经 证 明了 的 . 于 
是 他 证 明 ( 用 我 们 的 记号 ) 在 C 为 直角 的 球面 三 角形 里 (图 5. 19), 
ida 为 角 A 的 对 边 , 有 


sina = sincsinA, 


tana = sin btan A, 
cos c = cos acos b, 
tan b = tan ccos A. 
SR, Ree BS RR ARAE Ptolemy 的 书 里 都 是 弧 的 相应 
3k. 计算 斜 球面 三 角形 时 ,他 把 它 分 成 有 直角 的 球面 三 角形 . PE 
没有 系统 讲解 球面 三 角 ; 他 只 是 证 明了 为 解 特定 天 文 问题 所 需 用 
的 那些 定理 . 
《大 汇编 里 把 三 角 术 定 了 型 ,并 于 此 后 一 干 多 年 保持 不 变 .我 
们 常 说 他 的 三 角 术 是 球面 三 角 , 实 际 在 评价 Ptolemy 的 材料 时 球 
面 三 角 和 平面 三 角 之 分 是 没有 多 大 意义 的 . Ptolemy 搞 的 肯定 是 
球面 三 角形 ,但 他 算出 弧 的 弦 时 实际 就 莫 定 了 平面 三 角 的 理论 基 
Rh. 因 若 已 经 知道 从 0^ 8| 907 Ij A 所 对 应 的 sin A( 实 际 上 还 有 
cos A), 那 就 能 够 解 平面 三 角形 了 . 
应 该 指出 ,三 角 术 是 为 天 文学 上 的 应 用 而 产生 的 ;又 因 球 面 三 
角 对 此 更 有 用 ,所 以 球面 三 角 是 先 搞 出 来 的 . 平面 三 角 之 用 于 间接 
测量 和 测绘 工作 ,对 于 希腊 数学 是 无 缘 的 . 这 看 来 可 能 有 些 奇 怪 ， 
但 从 历史 上 来 看 是 不 难 理解 的 ,因为 天 文 是 希腊 数学 所 主要 关心 
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的 事 . 测绘 工作 到 了 亚历山大 时 期 诚然 变 得 重要 起 来 ; 像 Heron 
这 样 有 志 于 搞 测 绘 工作 的 数学 家 本 来 是 能 够 发 展 平 面 三 角 的 ,但 
他 觉得 用 Euclid 几何 已 经 满 可 以 了 . 至 于 那些 未 受 教育 的 测绘 人 
员 则 对 于 产生 所 需 的 三 角 术 这 项 工作 是 无 能 为 力 的 . 


7. 亚历山大 后 期 的 几何 工作 

大 约 从 公元 1 世纪 初 起 ,亚历山大 的 数学 工作 特别 是 几何 
工作 开始 衰落 . 我 们 将 在 第 8 章 里 探讨 这 衰落 的 原因 . 我 们 所 
知道 的 关于 公元 工 世纪 初 的 几何 工作 是 由 一 些 较 大 的 评注 家 : 
Pappus, 亚历山大 的 Theon (A 7 4 世纪末) 和 Proclus 传 下 
来 的 . 

总 的 说 来 ,这 时 期 内 很 少 发 现 新 的 定理 . 当时 的 几何 学 者 似乎 
忙于 研究 和 阅 释 前 代 大 数学 家 的 著作 . 他 们 增补 前 人 著作 里 的 一 
些 证 明 ,这些 证 明 或 是 因为 原作 者 认为 太 容易 可 由 读者 自 证 ,或 是 
因为 在 其 他 失传 的 论文 里 证 过 而 付 阅 如 . 附带 说 明 , 按 照 当 时 的 老 
说 法 ,这些 证 明 都 称 作 引 理 ， 

Theon 和 Pappus 两 人 都 提 到 Zenodorus 的 工作 . 此 人 生活 在 
公元 前 200 年 到 公元 100 年 之 间 . 据说 他 和 写 过 一 本 关于 等 周 形 ( 具 
有 相等 周边 的 一 些 图 形 ) 的 书 , 其 中 证 明了 以 下 的 定理 : 

1. 周 长 相 等 的 边 形 中 , 正 n 边 形 的 面积 最 大 . 

2. 周 长 相 等 的 正 多 边 形 中 , 边 数 愈 多 的 正 多 边 形 面 积 愈 大 . 
3. 圆 的 面积 比 同样 周 长 的 正 多 边 形 的 面积 

4. 表面 积 相等 的 所 有 立体 中 ,以 球 的 体积 为 最 大 . 

这 些 定理 的 主题 就 是 今天 所 谓 的 极 大 极 小 问题 , 它 在 希腊 数 
学 里 是 新 颖 的 . 

在 亚历山大 晚期 出 现 的 Pappus 对 几何 学 的 工作 是 高 潮 后 的 
一 种 低潮 . 他 那 含 八 篇 的 《数学 汇编 》( Mathematical Collection ) 中 
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有 些 新 的 材料 . Pappus 的 新 著作 水 平 不 是 最 高 ,但 有 些 内 容 值 得 
指出 . 

书 的 第 五 篇 里 给 出 Zenodorus X 
于 等 周 曲 边 形 问 题 的 证 明 、 结 果 和 推 
广 . Pappus 增添 了 一 个 定理 : 周 长 相 等 
的 所 有 马 形 中 以 半圆 的 面积 为 最 大 . 他 
又 证 明 球 的 体积 比 表面 积 与 其 相等 的 
任何 圆锥 .圆柱 或 正 多 面体 都 大 . 

第 七 篇 的 命题 129 是 下 述 定理 的 
特例 : 设 有 四 线 交 于 一 点 O( 图 5. 20) , 则 对 任何 与 此 四 线 相 交 的 
横 跨 线 来 说 , 交 比 


图 5.20 


AB JBC 
ADI CD 
都 相等 . Pappus 则 要 求 所 有 的 横 跨 线 都 通过 A. 


D 


A 


LI 


E F 
图 5.21 
命题 130 所 叙述 的 结论 用 我 们 的 话 来 说 就 是 :车 一 完全 四 边 
形 的 六 边 ( 四 边 及 两 对 角 线 ) 与 一 直线 相交 的 点 有 五 点 固定 , 则 第 
六 点 也 固定 . 例如 , 若 ABCD( 图 5. 21) 是 这 四 边 形 , 它 的 六 边 与 任 
一 直线 EK ARN ANR EEL F, G, H, JAK. 如 果 其 中 五 点 固 
定 , 则 第 六 点 也 固定 . Pappus 指出 这 六 点 满足 条 件 


EK |JK EK |GK 
EH]JH ~ EF/ GF’ 
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这 条 件 说 由 E, K,J, H BrGEBUAZEESET HE E, K, G, 下 所 定 的 
交 比 . 这 条 件 等 价 于 以 后 将 要 讲 的 Desargues 所 引入 的 条 件 ,他 把 
这 样 的 六 个 点 叫做 “对 合 点 ”. 

第 七 篇 的 命题 131 相当 于 这 样 一 个 定理 , 即 在 每 个 四 边 形 中 ， 
一 根 对 角 线 被 男 一 对 角 线 以 及 被 其 两 组 对 边 交点 的 连 线 分 割 成 调 
和 比 . 例如 , 若 ABCD 是 一 四 边 形 ( 图 5. 22);CA 是 一 对 角 线 ;CA 
被 男 一 对 角 线 BD 并 被 FH(AD 与 BC 交点 及 AB 与 CD 交点 的 
ee) AS. 则 图 中 的 C, E, A, G 形成 一 组 调和 点 ;就 是 说 ,E 内 
4 AC 之 比 等 于 G 外 分 AC 之 比 . 

第 七 篇 的 命题 139 给 出 今日 仍 以 Pappus 命名 的 定理 . 若 A, 
B, C( 图 5.23) 是 一 直线 上 三 点 ,而 A', B', C 是 另 一 直线 上 三 
点 , 则 AB' 与 A'B,BC’ 与 B'C VAR AC'S A'C 相交 的 三 点 共 线 . 


PA 
ZA 


图 5. 22 图 5.23 


最 后 一 批 引 理 中 的 命题 238 证 明了 所 有 圆锥 曲线 的 一 个 基本 
性 质 : 与 定点 (焦点 ) 及 定 直 线 ( 准 线 ) 的 距离 成 一 定 比 例 的 一 切 点 
的 轨迹 是 一 圆锥 曲线 . 圆锥 曲线 的 这 一 基本 性 质 并 未 载 入 Apollo- 
nius 的 《圆锥 曲线 》 一 书 , 但 上 章 已 指出 ,Euclid 可 能 是 知道 这 一 性 
质 的 . 

Pappus 在 第 七 篇 的 前 言 里 重复 了 Apollonius 的 断言 , 即 用 他 
的 方法 可 以 求 出 这 样 一 个 动 点 的 轨迹 : 它 与 两 定 直线 距离 的 乘积 
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等 于 它 与 其 他 两 定 直线 距离 的 乘积 乘 以 一 个 常数 . Pappus 知道 但 
未 证 明 这 个 轨迹 是 一 圆锥 曲线 , 他 还 指出 这 一 问题 可 推广 到 包含 
五 根 、 六 根 或 更 多 根 的 直线 . 我 们 在 讨论 Descartes 的 工作 时 还 要 
更 多 地 谈 到 这 一 问题 . 

第 八 篇 之 所 以 特别 有 意义 是 因为 它 主要 研讨 力学 ,而 按 亚 历 
山大 数学 家 的 看 法 ,力学 是 数学 的 一 部 分 . 事实 上 ,Pappus 在 此 书 
序言 中 就 竭力 维护 这 一 主张 . Hh HE Archimedes, Heron 和 一 些 
不 甚 知名 的 人 为 数学 力学 方面 的 领袖 人 物 . 他 把 物体 的 重心 定义 
为 物体 内 (并 不 一 定 属 于 物体 ) 的 一 点 , 若 在 那 一 点 把 它 吊 起 来 ,就 
能 使 它 静 止 ,而 不 管 吊 放 的 位 置 如 何 . 然后 他 说 明 用 什么 样 的 数学 
方法 来 确定 这 个 点 . 他 又 讨论 物体 沿 斜 面 移动 的 问题 ,并 设法 比较 
沿 水 平面 推动 物体 与 沿 斜 面 将 其 朝 上 推动 所 需要 的 力 . 

第 七 篇 也 包含 一 个 有 名 的 定理 , 它 有 时 叫 Pappus 定理 ,有 时 
叫 Guldin 定理 , 因 Paul Guldin(1577 一 1643) 重 新 独立 发 现 了 这 
一 定理 . 这 定理 说 , 若 一 平面 闭 曲线 图 形 绕 曲 线 之 外 但 在 同一 平面 
内 的 一 轴 转 动 一 周 , 则 转 出 来 的 形体 的 体积 等 于 曲面 面积 乘 以 其 
重心 所 转 过 的 圆周 . 这 是 个 很 有 普遍 意义 的 结果 ,Pappus 也 知道 
这 一 点 . 他 没有 给 出 定理 的 证 明 ,很 可 能 他 以 前 就 有 人 知道 这 个 定 
理 及 其 证 明 . 

就 几何 来 说 ,亚历山大 时 期 是 以 一 批评 注 的 作品 宣告 结束 的 . 
亚历山大 的 Theon 写 了 关于 Ptolemy 的 《大 汇编 》Euclid 的 《 原 
本 》 及 《光学 的 新 版 本 的 一 本 评注 . 他 的 女儿 Hypatia( 死 于 415 
年 ) 是 个 有 学 问 的 数学 家 ,她 写 了 关于 Diophantus 和 Apollonius 
的 评注 本 . 

我 们 曾 多 次 提 及 的 Proclus Diadochus 对 Euclid《 原 本 》 的 第 
一 篇 曾 写 过 评注 (第 3 章 第 2 节 ). 这 本 评注 之 所 以 重要 ,是 因为 
Proclus 提 到 今 已 失传 的 一 些 著 作 ,其 中 包括 Eudemus 的 《几何 学 
史 》 和 Geminus 所 著 可 能 题 为 《数学 原理 》( Doctrine E Theory of 
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Mathematics ) 的 一 本 书 . 

Proclus 求学 于 亚历山大 ,然后 去 雅典 主持 Plato 的 学 院 . 他 
是 新 Plato 派 的 头面 人 物 , 写 了 许多 关于 Plato 的 著作 和 一 般 哲 学 
方面 的 书 ; 他 不 仅 言 爱 数 学 而 且 也 爱 写 诗 . 他 也 像 Plato 那样 认为 
数学 是 哲学 的 婢女 . 它 是 一 门 预备 课程 , 因 它 能 澄清 心灵 , 涤 荡 妨 
碍 认识 宇宙 整体 的 感觉 思虑 . 

Proclus 思想 中 有 非 数学 的 另 一 方面 . 他 承认 许多 迷信 和 宗教 
神秘 学 说 ,虔诚 信奉 希腊 和 东方 的 神明 . 他 拒绝 Ptolemy 的 天 文学 
说 , 因 有 一 位 加 尔 底 亚 神 巫 不 这 样 认为 ,而 “怀疑 那 理 论 是 不 合法 
的 .”“ 有 人 说 Proclus 还 算 运 气 , 因为 那 位 加 尔 底 亚 神 巫 并 不 反对 
或 拒绝 Euclid. 

这 许多 评注 家 之 中 我 们 只 略 提 几 人 . Aristotle 著作 的 一 个 评 
TEX Simplicius 曾 在 亚历山大 和 Plato 的 学 院 里 求 过 学 ,公元 529 
年 罗马 王 Justinian 封闭 学 院 后 他 去 波斯 . 他 重 述 了 Eudemus 的 
《几何 学 史 》 上 的 一 些 材料 ,包括 关于 Antiphon 试图 解决 化 圆 为 方 
的 长 篇 叙述 和 Hippocrates 对 月 牙 形 的 求 积 工作 . 米利 都 的 Isi- 
dorus(6 世纪 ) 似 曾 在 君 士 坦 丁 堡 (当时 成 为 东 有 罗马 帝国 首都 并 成 
为 一 部 分 数学 活动 的 中 心 ) 成 立 一 个 学 派 , 写 过 一 些 评注 ,并 可 能 
撰写 了 Euclid 原本》 第 十 五 篇 的 一 部 分 . Eutocius(6 世纪 ) 可 能 是 
Isidorus 的 学 生 ,他 写 过 Archimedes 著作 的 评注 . 
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亚历山大 时 期 : 
算术 和 代数 的 复兴 


哪里 有 数 ,哪里 就 有 美 . 


Proclus 


1. 希腊 算术 的 记号 和 运算 

我 们 暂时 回头 再 从 古典 时 期 的 算术 谈 起 . 古典 希腊 人 把 计算 
技术 叫 logistica, ,而 他 们 的 算术 (arithmetica) Jl] 指数 论 . 古典 数学 
家 茂 视 计算 技术 , 因 它 只 谈 商 业 贸 易 的 实际 计算 . 但 我 们 却 要 把 计 
算 技术 和 算术 一 起 加 以 考虑 ,看 看 亚历山大 的 希腊 人 在 这 方面 所 
掌握 的 知识 究竟 有 多 少 . 

古典 希腊 人 记 数 和 运用 数 的 技术 并 不 继承 和 发 展 巴 比 伦 入 的 
遗产 . 在 计算 技术 方面 他 们 似乎 是 自己 从 头 另 摘 的 . 在 克 里 特 岛 上 
曾 发 现 比 古 典 时 期 约 早 500 年 的 希腊 数字 . 这 数字 系统 没有 什么 
有 价值 的 特点 ,只 不 过 用 一 些 特别 的 数字 符号 来 代表 1, 2, 3, 4, 
10, 200, 1 000 等 等 . 在 古典 时 期 之 初 ,他 们 引用 了 别 的 一 些 特殊 
记号 表示 数 ,并 用 一 种 算盘 之 类 的 东西 进行 计算 . 其 后 在 大 约 公元 
前 500 年 他 们 用 了 希腊 数字 系统 ,最 早出 现 这 种 数字 的 是 公元 前 
450 年 的 一 块 碑文 . 在 这 个 数字 系统 里 ,从 1 到 4 的 数 用 直 杠 来 
记 ; 希 腊 文 五 (penta) 的 第 一 个 字母 I( 以 后 用 了 ) 代 表 5; 希 腊 文 十 
(deka) 的 第 一 个 字母 A R 10; 百 (hekaton) 的 头 一 个 字母 H 代表 
100; 千 (chilioi) 的 头 一 个 字母 X 表示 1 000; 万 (myrioi) 的 头 一 个 
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字母 M 表示 10 000. 这 些 特殊 符号 组 合 起 来 便 形成 中 间 的 数字 . 
WT |= 6; TA = 50; TH = 500; AP 1||= 18. 

但 我 们 不 知道 早期 古典 数学 家 如 Pythagoras 学 派 是 怎样 写 
数 的 . 他 们 也 许 是 用 石子 来 作 计 算 的 , 因 “calculus” (计算 ) 这 个 字 
的 原意 是 “石子 ”.“abacus” (算盘) 的 希腊 文 原意 是 “ 沙 ”, 这 说 明 在 
引用 算盘 以 前 (可 能 以 后 亦 然 ) ,他 们 是 在 沙 地 上 画 点 来 记 数 的 . 从 
Thales 到 Euclid 的 300 年 间 ,数学 家 并 不 重视 计算 ,这 门 技术 也 
就 没有 进展 . 书本 里 没有 提 到 算术 的 应 用 这 一 事实 是 足以 说 明 问 
题 的 . 

古典 希腊 人 以 后 又 不 知 为 什么 把 他 们 的 记 数 制 改 成 爱 奥 尼 亚 
(或 亚历山大 ) 制 , 那 是 完全 用 字母 记 数 的 .字母 记 数 制 是 亚历山大 
希腊 数学 里 最 通用 的 ,我 们 可 以 在 Ptolemy 的 《大 汇编 》 一 书 中 看 
到 这 种 用 法 . 古代 叙利亚 人 和 以 色 列 人 也 是 用 它 的 . 

希腊 记 数 制 的 内 容 如 下 : 

a B y à « s E m 0 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
t x A UK y C o x Q 
10 20 30 40 50 60 70 80 90 


p c T U $ X 多 e T 
100 200 300 400 500 600 700 800 900 


中 间 的 数 用 上 述 符号 组 合 而 成 .如 ea = 11, P= 12，m = 21, 
PvY = 153. 希腊 数 系 中 表 6, 90 和 900 的 符号 以 及 符号 M 是 当时 
通行 的 希腊 字母 里 所 没有 的 ; 头 三 个 符号 现今 读 作 stigma( 或 dig- 
amma), koppa 和 sampi, 是 希腊 人 早先 借用 腓 尼 基 人 较 老 字母 表 
中 的 字母 (不 过 腓 尼 基 人 并 未 用 字母 表示 数 ). 从 记 数 制 中 使 用 这 
些 老 字母 一 事 可 知 这 套 写 法 早 在 公元 前 .800 年 就 有 ,而 且 可 能 是 
从 小 亚细亚 的 米利 都 传 去 的 . 
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对 大 于 .1 000 的 数 ,字母 重复 写 , 但 在 其 前 方 记 一 直 杠 以 免 混 

TB. 又 在 数 上 画 一 横 线 以 区 别 于 文字 . 如 
laT« = 1305. 
好 些 希腊 作家 采用 和 上 述 及 下 面 要 提 到 的 数 制 稍 有 不 同 的 写法 . 

亚历山大 前 期 (公元 前 头 三 个 世纪 ?的 希腊 草 片 纸 手 稿 里 有 零 
的 记号 如 5" 5, 0，0 和 .希腊 亚历山大 时 期 的 零 也 像 巴比伦 塞 
琉 西 时 期 的 零 那 样 用 于 指明 缺 数 的 地 方 . 根据 我 们 手头 仅 有 的 
Ptolemy 著作 的 拜占庭 手稿 可 知 ,他 在 一 数 的 中 间 和 末尾 都 用 0 
表示 零 . 

Archimedes B] Sr 25 1E) ( Sand-Reckoner ) 给 出 了 写 大 数 的 一 
EDR. 他 想 说 明 他 能 写 出 像 字 宙 间 沙子 数目 那样 大 的 数 . 他 取 当 
时 希腊 数字 里 最 大 的 数 万 万 , 即 10 ,然后 拿 它 作为 出 发 点 得 出 一 
系列 新 的 大 数 , 一 直到 10° x 10° = 10%*. 然后 又 用 10* 作 为 新 出 
发 点 得 出 从 10”* 到 10* 的 一 系列 数 ,这 样 不 断 增 大 . 然后 他 估计 世 
间 的 沙 粒 数 ,说 明 这 数目 小 于 他 所 能 写 出 的 最 大 数 . Archimedes 
这 一 著作 的 重要 之 点 并 不 在 于 实际 给 出 写 任 何 大 数 的 一 套 方案 ， 
而 是 发 表 了 可 以 把 数 写 得 大 到 不 受 限 制 的 思想 . Apollonius 也 有 
类 似 的 一 套 记 法 . 

对 于 用 上 述 方式 写 出 的 整数 的 算术 运算 , 同 我 们 今天 的 一 样 . 
例如 做 加 法 时 ,希腊 人 把 一 数 写 在 另 一 数 之 下 , 按 个 位 .十 位 等 等 分 
列 ,各 列 数 字 相 加 并 把 数字 从 一 列 进位 到 前 一 列 . 这 同 埃及 人 的 方 
法 比较 前 进 了 一 大 步 . 但 埃及 人 的 方法 也 是 亚历山大 希腊 人 教 的 . 


至 于 分 数 , 他们 有 特殊 记号 URS. 如 (有 时 加 重音 号 ) aL" 


= 15, A= 25, "= 34. 写 小 的 分 数 时 在 分 子 上 加 一 重音 


符号 ,然后 把 分 母 写 一 次 或 两 次 ,每 次 加 两 个 重音 符号 . 例如 ， 
cy k0 x6" = 13/29. Diophantus 则 常 把 分 母 写 在 分 子 上 面 . 
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当 分 子 大 于 1 时 ,埃及 人 是 把 这 种 分 数 写 成 单位 分 数 之 和 的 ， 


ERIS RTA AE, 例如 , Heron ip es wet 


11 1111 1 、 
Thra BU T v 1632115 KR A T on 8] — 分 数 . 他 也 


用 以 上 所 讲 的 希腊 字母 的 表示 方式 . Ptolemy 也 用 埃及 人 的 方式 
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己 体会 的 ,而 一 般 整 数 则 当然 是 用 希腊 字母 来 表示 的 . 
用 希腊 人 或 埃及 人 那 套 办 法 写 出 来 的 普通 分 数 很 不 便于 作 天 
文 计算 .因此 亚历山大 的 希腊 天 文学 家 采用 巴比伦 人 的 60 进 制 分 
JC 我 们 不 知道 这 种 写法 究竟 何 时 开始 ,但 在 Ptolemy 的 《大 汇编 》 


里 就 已 采用 了 . 因此 Ptolemy 书 中 所 写 的 31 25 应 理解 为 ŽL 十 


x 他 说 他 用 60 进 制 分 数 是 为 了 避免 用 普通 分 数 所 引起 的 麻 


烦 . 他 用 以 10 为 底 的 方法 写 整数 ,但 并 不 用 进位 制 记 法 . 由 于 他 的 
天 文 计算 中 很 少 出 现 大 的 整数 ,因此 可 以 说 他 采用 了 60 进 制 的 记 
数 法 . 用 60 进 制 记 法 来 写 分 数 而 用 非 进 位 制 的 字母 数字 来 记 整 
数 ,这 看 来 有 些 古怪 而 且 不 合理 . 但 我 们 还 是 用 130"15'17". 5 这 种 
写法 . 

从 上 面 所 讲 , 可 知 亚历山大 人 已 把 分 数 本 身 当 作 数 来 看 待 ,而 
古典 时 代 的 数学 家 则 只 提 到 整数 之 比 ,不 提 整 数 的 部 分 ,而且 只 在 
比例 里 用 到 比 . 但 即使 在 古典 时 期 ,商业 上 就 已 采用 真正 的 分 数 ， 
即 本 身 就 当 作 数 来 看 待 的 分 数 , 在 亚历山大 时 期 , Archimedes， 
Heron, Diophantus 和 其 他 人 都 随意 应 用 分 数 并 拿 来 进行 运算 . 
不 过 从 文字 记载 看 来 ,他 们 并 没有 讲 过 分 数 概念 ,可 能 是 认为 这 些 
分 数 在 直观 上 很 明显 ,可 以 接受 并 加 以 应 用 . 

开平 方 的 运算 虽 在 古典 希腊 时 代 被 人 考虑 过 ,但 当时 实际 上 
对 此 是 回避 的 . 从 Plato 的 著作 里 可 以 发 现 , Pythagoras 派 在 用 近 
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似 数 表 达 V2 时 是 先 用 49/25 代替 2, 然后 得 出 775 的 . 同样 ， 
Theodorus 对 于 /3 可 能 是 用 49/16 代替 3 而 得 其 近似 数 为 7/4 
的 . 至 于 无 理 数 本 身 在 古典 希腊 时 代 的 数学 里 则 根本 没有 地 位 . 

关于 希腊 人 怎样 处 理 根 的 情况 ,我们 从 Archimedes 的 著作 里 
得 到 第 二 方面 的 材料 . 他 在 《4 圆 的 量度 》(Measurement of a Cir- 
cle ) 一 书 中 主要 是 想 求 出 x( 圆 周 长 与 直径 之 比 ) 的 较 好 的 近似 值 ; 
在 这 过 程 中 ,他 对 大 的 整数 和 分 数 进行 运算 . 他 还 得 出 V3 的 很 好 
的 近似 值 


但 没有 说 明 他 是 怎样 得 出 这 个 结果 来 的 . 历史 文献 中 对 于 如 何 推 
出 这 结果 的 许多 猜测 之 中 ,下 面 的 说 法 似乎 颇 有 道理 . 给 定 一 数 
A HUE SS a Xo, Rv a^ 是 最 接近 于 A 的 一 个 有 理 数 的 平 
方 (大 于 或 小 于 4),2 是“ 与 A 相差 之 数 , 则 


ate ava tb Paty A 


mischti 2 mms Archimedes 的 结果 . 至 于 为 求 r 的 
近似 值 Archimedes 先 在 命题 1 里 证 明 圆 面 积 等 于 一 直角 三 角形 
的 面积 ,该 直角 三 角形 的 底 等 于 圆周 长 ,而 高 等 于 半径 , 现在 他 要 
求 出 圆周 长 . 这 个 他 用 边 数 愈 来 愈 多 的 内 接 和 外 切 正 多 边 形 来 逼 
近 , 并 计算 这 些 正 多 边 形 的 周边 . 他 所 得 x 的 结果 是 


Apollonius 也 写 了 一 本 关于 求 圆 面积 的 书 ,名 叫 《 快 速算 出 
法 》(Okytokion) ,他 在 那里 自 认 为 用 较 好 的 算术 方法 改进 了 Ar- 
chimedes 定 出 的 s 近似 值 . 这 是 Apollonius 脱离 古典 希腊 数学 风 
格 的 唯一 著作 . 

Heron 在 求 平方 根 的 近似 值 时 常用 
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其 中 a 及 2 的 意义 同 前 述 一 样 . 他 得 出 这 近似 式 的 过 程 是 , 先 取 近 

WEN a = (c+ A/c)/2, 其 中 c 是 作为 VA 的 任 一 猜测 数 ;车 把 A 

tjj a? +b 而 取 c =a, M] a = 二 a 十 5b/2a, Heron X Makita = 

(a 十 A/a)/2 来 改进 a. 显然 ,a 愈 接近 于 VA ,a 这 近似 值 就 愈 好 . 

Heron 对 a 的 基本 表示 式 也 曾 由 巴比伦 人 使 用 过 . 

在 亚历山大 时 期 的 后 期 ,平方 根 的 求法 也 像 今 天 那样 应 用 
(a+b) = 二 a? 十 2ab 十 Y 的 原理 .逐次 近似 值 是 竣 试 出 来 的 ,不 过 
总 使 近似 值 的 平方 小 于 要 求 根 的 那个 数 . Theon 在 解释 Ptolemy 
所 用 的 这 一 方法 时 ,指出 他 用 一 个 几何 图 形 来 帮助 思考 . 这 图 形 
Euclid 用 在 《4 原本 》 第 二 篇 的 命题 4 里 ,表达 (a 十 5)? 的 几何 图 形 . 
Ptolemy 给 出 的 V3 是 


103 55 23 
Go C? sx C? 607 


这 相当 于 1. 732 050 9 ,准确 到 小 数 点 后 六 位 数字 . 


2. 算术 和 代数 作为 一 门 独立 学 科 的 发 展 

以 上 回顾 了 希腊 人 在 两 个 时 期 里 做 算术 的 方法 ,特别 是 在 几 
何 与 三 角 成 为 定量 学 科 时 的 亚历山大 时 期 . 但 本 章 所 要 讲 的 主要 
发 展 是 算术 和 代数 脱离 几何 而 成 为 独立 的 学 科 . Archimedes, 
Apollonius 和 Ptolemy 的 算术 工作 是 走 往 这 方向 的 一 步 ,但 他 们 
是 用 算术 来 计算 几何 量 的 . 我 们 可 能 由 此 认为 他 们 之 所 以 注重 数 
只 是 因为 数 能 代表 几何 的 量 ,而 数 的 运算 的 逻辑 基础 是 由 几何 代 
数 法 来 保证 的 . 但 Heron，Nichomachus( 公 元 约 100)[ 他 可 能 是 
来 自 犹太 格拉 撤 (Gerasa in Judea) 的 阿拉 伯 人 人 ] 和 亚历山大 的 希 
fit A Diophantus( 约 公元 250 年 ) 则 确实 把 算术 和 代数 问题 本 身 作 


2. 算术 和 代数 作为 一 门 独立 学 科 的 发 展 153 I 


为 问题 来 处 理 , 既 不 依靠 几何 引出 ,也 不 用 它 来 作 逻 辑 依据 . 

比 Heron 在 算术 方面 求 平方 根 或 立方 根 的 工作 更 重要 的 是 
他 用 纯粹 算术 方法 提出 和 解决 了 代数 问题 . 他 没有 采用 特别 的 符 
号 ;他 是 用 文字 来 陈述 的 . 例如 他 处 理 这 样 一 个 问题 ;给 定 一 正方 
形 , 知 其 面积 与 周 长 之 和 为 896 尺 (原文 如 此 一 一 译 者 ), 求 其 一 
边 . 这 问题 用 我 们 的 记 法 是 , 求 满足 x^ + 4r = 896 的 x. Heron 在 
方程 两 边 加 上 4 配 成 完全 平方 然后 开 方 . 他 并 不 进行 证 明 而 只 说 
出 做 哪些 运算 . 在 他 的 著作 里 有 许多 这 类 问题 . 当然 ,这 正好 是 古 
代 埃 及 人 和 巴比伦 人 提出 问题 和 解决 问题 的 方式 ,而 且 Heron 无 
疑 从 古代 埃及 和 巴比伦 书 里 抄 取 不 少 材料 . 在 那些 书 里 ,我 们 可 能 
记得 ,代数 是 独立 于 几何 的 ,而 对 于 Heron 来 说 ,代数 则 是 算术 的 
HE. 

Heron 在 他 的 《几何 》 一 书 中 提 到 加 一 块 面积 、 一 个 周 长 和 
一 个 直径 . 他 用 这 些 话 所 表示 的 意思 当然 是 指 要 加 上 它们 的 数 
值 . 同样 , 当 他 说 他 用 一 个 正方 形 乘 一 个 正方 形 ,意思 是 要 求 两 
个 数值 的 乘积 . Heron 又 把 不 少 希腊 的 几何 代数 法 翻译 成 算术 
和 代数 步骤 . 

Heron 在 这 方面 的 工作 (以 及 他 之 利用 埃及 人 算 面 积 和 体积 
的 近似 公式 ) 有 时 被 人 估计 为 希腊 几何 学 衰落 的 开始 . BERK 
看 法 是 把 它 作 为 巴比伦 和 埃及 数学 在 希腊 人 手 里 的 一 个 改进 . 4 
Heron 把 面积 与 线段 相 加 时 ,他 并 不 是 在 胡乱 应 用 古典 希腊 几何 ， 
而 只 是 沿袭 巴比伦 人 的 习惯 , 因 他 们 所 说 的 面积 和 长 度 只 不 过 是 
代表 算术 上 某 些 未 知 量 的 用 语 . 

从 算术 之 以 一 门 独立 学 科 重 新 出 现 这 一 角度 来 讲 ,Nichoma- 
chus 的 著作 是 更 为 重要 的 . 他 撰写 了 包含 两 篇 的 《算术 入 门 》( Ix- 
troductio Arithmetica ) 一 书 . 这 是 第 一 本 篇 幅 颇 为 可 观 的 完全 脱 
离 几 何 讲 法 的 算术 ( 意 即 数论 ) 书 . 从 历史 意义 上 讲 , 它 对 于 算术 的 
重要 性 可 以 和 Euclid 的 《4 原本》 对 于 几何 的 重要 性 相 比 . 这 书 不 仅 
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为 后 世 几 十 名 作者 所 自学 .参考 和 抄袭 ,并 且 是 同时 代 别 的 作家 所 
著 许多 书 的 典范 ,因而 反映 了 当时 人 的 兴趣 所 在 .那里 的 数 代 表 对 
象 的 数量 而 不 再 像 Euclid 书 中 那样 用 线段 来 把 它 形 象 化 . Nicho- 
machus 提 到 数 的 时 候 通 篇 都 用 文字 ,而 Euclid 则 用 一 个 字母 如 A 
或 两 个 字母 如 BC( 在 这 第 二 种 情形 下 指 线段 ) 来 代表 数 . 因此 
Nichomachus IJ Ut; E VB IW Ee, 他 只 论述 整数 和 整数 的 比 . 

Nichomachus 是 个 Pythagoras jit A ; RIA Pythagoras 的 传统 
并 未 死亡 ,但 他 使 这 一 传统 重新 活跃 起 来 . YE Plato 所 强调 指出 的 
四 门 学 科 一 一 算术 .几何 .音乐 和 天 文 一 一 中 ,Nichomachus 说 算 
术 是 其 他 各 科 之 母 . 他 认为 ,这 


不 仅 是 因为 我 们 说 它 在 造物 主 的 心中 先 于 其 他 一 切 而 存 
在 ,被 创 世 主 作为 一 种 普天 下 适用 的 至 高 方案 来 使 用 ,以 
使 他 所 创造 的 物质 世界 秩序 井然 并 使 之 达到 应 有 的 目 
标 ; 而 且 也 因为 它 本 来 就 是 出 生 较 旱 的 …… 


他 接着 说 算术 对 其 他 各 门 科 学 至 为 重要 ,因为 没有 它 别 的 科学 就 
不 能 存在 . 而 若 其 他 科学 被 取消 ,算术 却 仍 能 存在 . 

《算术 入 门 ?的 主要 内 容 是 早期 Pythagoras 派 在 算术 方面 的 
工作 . Nichomachus 讲述 了 偶数 .奇数 正方 数 .矩形 数 和 多 角形 
数 , 他 也 论述 了 质数 和 复合 数 以 及 六 面体 数 [形式 为 到 (2 十 1) 的 
数 ] ,此 外 又 定义 了 别 的 许多 种 数 . 他 给 出 了 1 到 9 的 乘法 表 , 和 今 
日 学 习 的 九 九 表 一 模 一 样 ， 

Nichomachus 重复 给 出 了 Pythagoras 派 的 一 些 定理 ,如 相继 
两 个 三 角形 数 之 和 是 正方 形 数 而 反之 亦 然 等 . 他 比 Pythagoras Jf 
更 进一步 能 看 出 (虽然 并 未 证 明 ) 一 般 性 的 关系 . 例如 他 说 第 
(n — 1) 个 三 角形 数 加 上 第 个 k 角形 数 会 得 出 第 n 个 十 1 角形 
数 .又 如 ,第 (n — 1) 个 三 角形 数 加 上 第 ”个 正方 形 数 得 出 第 2 个 


2. 算术 和 代数 作为 一 门 独立 学 科 的 发 展 155 I 
五 角形 数 . 用 我 们 的 记号 就 是 


nln n(n—1) e = 5 (3n—1). 


Fa, Bn "— n SENES, n 个 五 角形 数 等 等 , 形 
成 一 个 递 进 算术 数列 ,其 公差 为 第 (n — 1) 个 三 角形 数 . 

他 发 现 以 下 的 命题 : 若 把 奇数 写 出 

1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 

则 第 一 数 是 1 的 立方 ,其 后 两 数 之 和 是 2 的 立方 ， 
之 和 是 3 的 立方 等 等 . 关于 递 进 数列 他 还 有 别 的 一 些 命 

Nichomachus 给 出 四 个 完全 数 6, 28, 496 和 8 MM 
tH Euclid 关于 完全 数 的 公式 . 他 把 各 种 各 样 的 比 加 以 分 类 ,并 给 
它们 起 名 ,其 中 包括 (m 十 1) : m, (m+n): (m+n) 以 及 (mn 十 
1): n. 这 些 比 在 音乐 上 是 重要 的 . 

他 也 研究 比例 ,并 说 这 对 “自然 科学 、 音 乐 .球面 三 角 和 平面 几 
何 , 尤 其 是 对 于 研究 古代 数学 家 ”非常 必要 . 他 给 出 好 多 类 比例 ,其 
中 有 音乐 比例 


2 at+b 

在 《算术 入 门 ) 中 他 又 给 出 Eratosthenes MOER 7 章 里 还 
要 细 谈 ); 这 是 较 快 得 出 质数 的 方法 . 我 们 先 把 3 以 后 的 奇数 尽量 
写 下 来 ,然后 划 掉 3 的 倍数 , 即 划 掉 3 以 后 的 每 第 三 个 数 . 其 次 我 
们 去 掉 所 有 5 的 倍数 (或 者 5 以 后 的 每 第 五 个 数 ,但 数 的 时 候 以 前 
可 能 划 掉 了 的 仍 要 算 上 ). 然后 去 掉 7 以 后 的 每 第 7 个 数 等 等 .已 
被 划 掉 的 数 没 有 一 个 能 作为 这 一 筛 划 步 又 的 出 发 点 .把 2 同 那些 
没有 划 掉 的 数 放 在 一 起 . 这 些 数 就 是 质数 . 

Nichomachus 常用 一 些 特 殊 的 数 来 讨论 数 的 各 种 分 类 和 比 
例 . 他 举 的 例子 能 说 明和 解释 他 所 提出 的 定理 ,但 除 举 例外 就 没有 
做 别 的 事 来 证 明 任 何 一 般 结论 . 他 并 不 用 演绎 证 明 . 

《入 门 ) 一 书 之 有 价值 ,是 因为 他 对 整数 及 整数 之 比 的 算术 , 作 
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了 有 系统 、 有 条 理 \ 清 楚 而 内 容 丰 富 的 叙述 ,而 且 完 全 不 依赖 于 几 
何 . 从 思想 内 容 上 讲 它 并 无 独到 之 处 ,但 它 是 一 本 很 有 用 的 汇编 . 
它 里 面 还 收集 了 关于 数 的 思辨 方面 的 、 美 学 上 的 ,神秘 性 的 道德 性 
的 脐 说 ,但 没有 谈 实际 应 用 《入 门 ? 在 此 后 1 000 年 间 成 为 一 本 标 
准 课本 . B Nichomachus 以 后 ,算术 而 不 是 几何 成 为 风行 于 亚 历 
山大 时 期 的 学 问 . 

这 时 代数 也 开始 占 重要 地 位 . 用 代数 技巧 解 问题 的 书 也 问世 
了 .有 些 问题 则 正 是 公元 前 2000 年 巴比伦 书本 里 或 Rhind 草 片 纸 
上 所 载 的 . 希腊 代数 著作 是 纯粹 用 文字 形式 写 出 的 ;没有 采用 一 套 
符号 . 此 外 ,对 所 作 运 算 步 骤 也 未 给 予 证 明 . B Nichomachus 以 
后 ,人 们 拿 那 些 导 出 方程 的 代数 题 作为 一 般 消 遗 的 难题 . 这 种 题目 
AA 50 个 到 60 个 还 保留 在 10 世纪 的 一 本 书 里 (Palatine Codex 
of Greek Epigrams). 这 里 面 至 少 有 30 题 被 认为 是 Metrodorus 
( 约 公 元 500 年 ) 所 提出 的 ,但 肯定 以 前 就 有 . 其 中 之 一 是 Archi- 
medes 牛 群 问题 ,要求 根据 给 定 的 一 些 条 件 求 出 不 同 颜色 的 公牛 
和 母 牛 的 头 数 . 男 一 个 是 Euclid 提出 的 关于 又 子 和 驴 驮 运 粮 食 的 
问题 . 再 一 个 是 求 桶 里 注 满 水 所 需 时 间 的 问题 . 此 外 还 有 我 们 代数 
课本 中 的 那 种 年 龄 问题 . 

亚历山大 时 期 的 希腊 代数 到 Diophantus NRT RAM. 关于 
此 人 的 出 身 和 生平 我 们 几乎 一 无 所 知 ;但 他 可 能 是 希腊 人 . 在 一 本 
希腊 问题 集 里 有 一 个 问题 给 出 了 他 生平 的 下 列 事实 :他 的 童年 时 
代 占 一 生 的 1/6; 过 (一 生 的 )1712 后 他 开始 长 胡子 ;再 过 (一 生 的 ) 
1/7 后 他 结婚 ; 婚 后 5 年 生 了 个 孩子 . RTAS EZ- FKE, 
而 孩子 死 后 4 FEE too T. 这 问题 是 要 求 出 Diophantus 究竟 活 
了 多 大 年 纪 . 答案 84 岁 是 容易 求 出 的 . 他 的 著作 远 远 超出 他 的 同 
时 代 人 ;但 可 惜 出 来 得 太 晚 而 不 能 对 他 那个 时 代 起 太 大 影响 ,因为 
一 股 吞噬 文明 的 毁灭 性 浪潮 正在 掀起 . 

Diophantus 写 过 几 本 现 已 全 部 失传 的 书 . 他 的 《 论 多 角 数 》 有 


2. 算术 和 代数 作为 一 门 独立 学 科 的 发 展 157 I 


部 分 内 容 为 今 人 所 知 , 其 中 他 按 《 原 本 》 第 七 . 八 、 九 篇 的 演绎 方式 
给 出 定理 并 了 予以 证 明 ; 但 那些 定理 中 没有 什么 了 不 起 的 东西 . 他 的 
一 部 巨著 是 4 算术 》(Arithmetica), 据 他 自己 说 共 十 三 篇 . 现 尚 存 
六 篇 ,得 自 13 世纪 希腊 手 抄 稿 和 其 后 的 一 些 译本 . 

《算术 》 也 像 Rhind 的 草 片 纸 本 一 样 是 个 别 问题 的 汇集 . 作者 在 
题词 中 说 这 是 为 帮助 学 生 学 习 这 门 课 而 写 的 一 些 练习 题 . Diophan- 
tus 作出 的 一 步 重大 的 进展 是 在 代数 中 采用 一 套 符号 . 由 于 我 们 没 
有 他 的 亲笔 手稿 而 只 看 到 很 久 以 后 的 本 子 , 所 以 不 能 确切 知道 他 引 
入 了 哪些 符号 . 据说 他 用 来 表示 未 知 量 的 记号 是 s, 就 像 我 们 的 工 一 
FE X s 可 能 同 用 在 希腊 字 末 尾 的 那个 希腊 字母 "是 一 样 的 [例如 在 
a tos CX RO Z K], fi Diophantus 之 所 以 用 它 来 表示 未 知 量 ， 
可 能 就 是 因为 用 字母 表示 数 的 希腊 记 数 制 中 只 有 这 个 字母 没有 被 
用 来 表示 数 . Diophantus 把 未 知 量 称 做 “ 题 中 的 数 ”. 我 们 的 x? Di- 
ophantus 记 为 A* ,而 A 是 希腊 字 6vvayus (dynamis, X. ) BJ 88 — ^ 
字母 . x KY iX K 是 从 fos (cubos, 3- 2: ) MIM. ct 是 AA; 
i 是 AK' ;x 是 KYK .在 这 套 符 号 里 ,K” 没有 清楚 地 表明 是 ,的 
立方 ,而 我 们 的 ^ 则 明白 表 出 它 是 zx 的 立方 . Diophantus 的 sx = 
l/z. 他 又 用 一 些 名 词 称 呼 这 些 乘 蜂 , 例 如 称 工 为 ' 数 ', 称 x? 为 
“平方 ' , 称 zx? 为 “立方 ', 称 xt 为 平方 平方 ' (dynamodynamis)， 
称 x^ 为 平方 -立方 , 称 x? 为 立方 立方 中 

出 现 这 一 套 符号 当然 是 了 不 起 的 ,但 他 使 用 三 次 以 上 的 高 次 
RELEFI TENE. 古典 希腊 数学 家 不 能 也 不 愿 考虑 含 三 个 
以 上 因子 的 乘积 ,因为 这 种 乘积 没有 几何 意义 . 但 在 纯 算术 中 ,这 
种 乘积 却 确 有 其 意义 ;而 这 正 是 Diophantus 所 采取 的 观点 . 

Diophantus 写 加 法 时 把 相 加 的 各 项 并 列 在 一 起 . 例如 

A' YMiB RA x? . 3 十 12. 


Q ”有 些 近 代 作 家 用 6,K, VRB A, K, Y. 
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这 M 是 个 单位 元 素 符号 , 它 表 示 其 后 是 个 不 含 未 知 量 的 纯 数 . 又 
如 


AY as BMY 表示 zx? 十 z+. 2 十 3. 
他 的 减 号 是 个. 例如 他 把 x' — 5r +2? — 32-2 写成 
KYxaA’Ya ANAYA zs7MB, 
把 所 有 负 项 都 写 在 正 项 之 后 . 加 法 、 乘 法 和 除法 的 运算 记号 是 没 
AW. 符号 (至 少 在 《算术 》 一 书 的 现存 译本 里 ) 用 来 表示 相等 . 
代数 式 的 系数 都 是 特定 的 数 ; 他 不 用 表示 一 般 系 数 的 符号 . 因 他 
确实 用 了 一 套 记 号 , 所 以 后 人 把 Diophantus 的 代数 称 做 缩写 代 
数 , 而 把 埃及 、 巴 比 伦 、Heron 和 Nichomachus 的 代数 称 作文 字 

Diophantus 的 解 题 步 又 是 像 我 们 写 散 文 那样 一 个 字 接 着 一 
个 字 写 的 . 他 做 的 运算 是 纯 算术 性 的 ,不 求助 于 几何 直观 来 作 具体 
说 明 . 例如 , (z 一 IJ)(z 一 2) 就 像 我 们 今天 做 的 那样 用 代数 方法 算 
出 .他 也 在 以 p 代 z 十 2 和 以 gq 代 z 十 3 之 类 的 式 子 里 应 用 

ie] - (2) = m 
之 类 的 恒等式 . 就 是 说 ,他 采取 了 应 用 恒等式 的 步骤 ,但 并 未 明确 
提 到 恒等式 本 身 . 

《4 算术》 第 一 篇 的 内 容 主 要 是 那些 引出 确定 的 一 元 或 多 元 一 次 
方程 的 问题 . 其 余 五 篇 的 内 容 主 要 是 论述 二 次 不 确定 方程 . 不 过 内 
容 的 划分 并 不 拘泥 于 这 一 标准 . 在 含 多 于 一 个 未 知 量 的 确定 方程 
(得 出 唯一 解 的 方程 ) 的 场合 下 ,他 利用 题 中 所 给 定 的 情况 ,把 除 一 
个 未 知 量 以 外 的 所 有 未 知 量 消 掉 , 而 在 最 不 利 的 场合 下 最 后 得 出 
形 如 ax! = 二 5 的 二 次 方程 . 例如 ,第 一 篇 的 题 27 说 : 求 两 数 使 其 和 
为 20 而 乘积 为 96. Diophantus 是 这 样 解 的 :给 定 和 20 ,给 定 乘 积 
96 ,2z 为 所 求 两 数 之 差 . 于 是 两 数 是 10 十 + 与 10 一 zx. 因此 有 100 

z= 96. 于 是 x 二 2, 而 所 求 的 数 是 12 与 8. 
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Diophantus 代数 的 最 突出 之 点 是 他 对 不 定 方 程 的 解法 . 这 种 
方程 以 前 也 有 人 考察 过 ,例如 在 Pythagoras R x^ + y! = z^ 的 
著作 中 . 在 Archimedes 的 牛 群 问题 里 ( 它 引 出 含 八 个 未 知 量 的 七 
个 方程 ,外 加 两 个 补充 条 件 ) ,以 及 在 其 他 一 些 零 星 的 著作 里 都 见 
过 .但 Diophantus 则 对 此 作 了 广泛 的 研究 ,并 且 是 这 门 代数 的 创 
立 人 ,而 这 门 代 数 如 今 确 实 就 称 做 Diophantus 分 析 . 

他 解 出 了 含 两 个 未 知 量 的 一 次 方程 ,如 

rty—-5=0. 
对 这 种 方程 ,他 给 一 个 未 知 量 指定 一 值 ,然后 解 出 另 一 未 知 量 的 正 
有 理 值 . 他 认识 到 指定 给 第 一 个 未 知 量 的 值 仅 仅 是 代表 性 的 . (在 
现代 Diophantus 分 析 里 只 求 整数 解 . ) 解 这 类 方程 不 费 什 么 劲 , 所 
做 的 工作 也 不 值得 一 提 , 因 为 正 有 理 数 解 很 容易 求 出 . 

然后 他 解 含 有 两 个 未 知 量 的 二 次 方程 ,其 最 一 般 的 形式 是 (用 

我 们 的 记号 ) : 

(1) y? = Ar? + Bx +C. 

Diophantus 并 未 写 出 y? ,但 他 说 这 二 次 式 必 须 等 于 一 平方 数 ( 有 
理 数 的 平方 ) ,他 对 于 特定 的 A, B 和 C 值 考察 (1) 并 分 成 不 同 的 
情形 来 处 理 . 例如 当 方程 中 无 C 时 ,他 设 y = mz/n (Hm Rn 
是 特定 整数 ) 而 得 出 


2 
m 

Ax’ + Ba = 2’, 
n 


然后 消去 x 而 解 出 方程 . 当 A 与 C 不 等 于 零 而 A = a 时 ,他 设 y 
— ax m. Zi C — c , thik y = (mx — c). 在 所 有 这 些 情形 下 , m 
是 特定 的 数 . 

他 也 论述 联 立 二 次 方程 的 情形 ,如 
(2) y! = Ax? + Br +C. 
(3) z? = Dr? +Er +F. 
这 里 他 也 只 讨论 特殊 情形 , 即 当 A, B, =, 下 是 些 特 定 的 数 或 满 
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足 特定 条 件 时 的 情形 ,他 所 用 的 方法 是 假定 y 和 x 是 用 zx 表示 的 
一 些 式 子 , 然 后 解 出 x. 

实际 上 他 是 在 解 一 个 未 知 量 的 确定 方程 .但 他 知道 在 (2) 和 
(3) 中 给 y 和 z 以 及 在 (1) 中 给 y 选 定 了 表达 式 , 他 只 不 过 是 给 出 
了 代表 性 的 解 ,而 且 指 定 给 y 和 z 的 值 是 颇 为 任意 的 . 

他 又 提出 z 的 三 次 或 高 次 式 必须 等 于 一 数 的 平方 的 那 种 问 
题 , 即 

Ar? + Br? +Cr +Ë = y’. 

这 里 他 设 y — mx cd, 并 选 定 m, 使 x 的 系数 等 于 零 . 由 于 两 边 的 
d 项 消 掉 了 , 故 可 用 a^ 遍 除 两 边 ,而 得 xz 的 一 次 方程 . 此 外 他 还 
考虑 工 的 二 次 式 等 于 多 的 特殊 情形 . 

他 所 用 的 所 有 x 的 二 次 式 归结 为 如 下 几 类 : 

ax’ =bz, ax =b, ax’ +bxr=c, ax’ t+c=bx, ax’ =batc, 

并 解 出 每 一 类 的 这 种 方程 . 对 x 的 三 次 式 , 他 只 解 出 过 一 个 并 不 
重要 的 情形 . 

上 述 方程 说 明 Diophantus 所 解 问题 的 类 型 .至 于 问题 的 实际 
措 词 ,可 举 下 面 几 个 例子 来 说 明 : 
第 一 篇 ,问题 8. 把 一 给 定 平方 数 分 成 两 个 平方 数 . 

这 里 他 取 16 作为 给 定 的 平方 数 , 得 出 256/25 和 144/25. 这 
个 问题 经 Fermat 加 以 推广 ,使 他 提出 x" + y" = 2” 4m > Z BERE 
不 能 解 . 
第 二 篇 ,问题 9. 已 给 一 数 为 两 个 平方 数 之 和 ,把 它 分 为 另外 两 个 
平方 数 之 和 . l 

他 取 13 = 4+9 作为 所 给 的 数 ,得 出 结果 是 324/25 及 1/25. 
第 三 篇 ,问题 6. 求 三 个 数 ,使 它们 的 和 以 及 它们 之 中 任 两 数 的 和 
都 是 平方 数 . 

Diophantus 给 出 80,320 和 41 作为 这 样 的 三 个 数 . 
第 四 篇 ,问题 1. 把 一 给 定 的 数 分 为 两 个 立方 数 ,并 使 其 每 边 之 和 
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为 给 定 的 数 . 

他 以 370 为 给 定 的 数 ,以 10 为 给 定 的 两 边 之 和 ,他 得 出 343 
及 27. 所 谓 边 是 指 立 方 数 的 立方 根 . 
第 四 篇 ,问题 29. 把 一 给 定 的 数 表 为 四 个 平方 数 与 其 各 边 
之 和 . 

以 12 为 给 定 的 数 , 他 得 出 四 平方 数 为 121/100，49/100， 
361/100, 169/100, 它 们 的 边 是 每 个 平方 数 的 平方 根 . 

Diophantus 在 第 六 篇 中 解 出 了 一 些 关 于 直角 三 角形 边 长 (有 
理 数 ) 的 问题 . 虽然 出 现 面积 的 字样 ,但 几何 用 语 只 是 偶然 的 . 例如 
他 的 第 一 个 问题 是 求 一 (有 理 边 ) 直 角 三 角形 ,使 斜 边 减 去 每 直角 
边 后 得 出 一 立方 数 . 这 里 他 凑巧 得 出 整数 解 40，96，104. 但 他 一 
般 得 出 的 是 有 理 数 解答 . 

Diophantus 在 把 各 类 方程 化 成 他 能 解 的 形式 方面 很 有 才能 . 
我 们 不 知道 他 是 怎么 得 出 他 的 方法 来 的 . 由 于 他 并 不 依靠 几何 ， 
很 可 能 他 是 把 Euclid 解 二 次 方程 的 (几何 ) 方 法 翻译 成 代数 的 . 
此 外 ,Euclid 那里 没有 不 定 方程 ,而 对 Diophantus 来 说 这 也 是 一 
类 新 的 方程 . 由 于 我 们 对 于 亚历山大 后 期 数学 思想 的 连贯 性 缺 
乏 资料 ,所 以 不 能 从 Diophantus 前 人 的 著作 中 找 出 他 的 工作 的 
RA. 据 我 们 所 知 , 他 在 纯 代 数学 方面 的 工作 和 过 去 是 显然 不 
同 的 . 

他 只 接受 正 有 理 根 而 忽略 所 有 其 他 根 . 甚至 当 二 次 方程 有 两 
正 根 时 ,他 也 只 给 出 较 大 的 一 个 .. 当 一 个 方程 在 求解 过 程 中 明显 看 
出 要 有 两 个 负 根 或 虚 根 时 ,他 就 放弃 这 个 方程 ,说 它 是 不 可 解 的 . 
在 出 现 无 理 根 的 情况 下 ,他 就 倒 算 回去 ,指出 怎样 改变 一 下 方程 ， 
就 能 使 新 方程 具有 有 理 根 . 这 方面 Diophantus 和 Archimedes 以 
及 Heron 不 同 . Heron 是 个 测绘 人 员 ,他 所 要 求 的 几何 量 可 以 是 
无 理 数 . 因此 他 接受 无 理 数 ,但 为 得 出 有 用 的 数值 便 取 近似 值 . 
Archimedes 也 是 想 求 准确 解 的 ,但 当 解 是 无 理 数 时 他 就 用 不 等 式 
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来 限定 它 的 范围 . Diophantus 是 个 纯 代数 学 家 ;由 于 他 那个 时 代 
的 代数 不 承认 无 理 数 、 人 负数 和 复数 ,他 就 放弃 具有 这 种 解 的 方程 . 
但 值得 指出 的 是 , Diophantus 承认 分 数 是 数 ,而 不 仅仅 把 它 看 成 
是 整数 之 比 . 

他 没有 一 般 性 的 方法 《算术 》 里 的 189 个 问题 每 个 都 用 不 同 
的 方法 解 . 他 的 问题 共有 50 多 种 类 型 ,但 他 没有 试图 进行 分 类 . 他 
的 方法 接近 于 巴比伦 人 的 程度 甚 于 接近 他 的 希腊 前 辈 , 并 且 有 些 
地 方 可 以 看 出 他 受 巴 比 伦 人 的 影响 . 事实 上 ,他 确 曾 完全 照 巴比伦 
人 那样 解 过 一 些 问 题 . 但 迄今 并 无 证 据 能 说 明 Diophantus 的 工作 
和 巴比伦 人 的 代数 有 直接 联系 . 他 在 代数 上 超过 巴比伦 人 的 地 方 
是 引用 了 一 套 符号 并 且 解 了 不 定 方程 . 对 于 确定 的 方程 ,他 不 比 巴 
比 伦 人 先进 ,但 他 的 《算术 了》 里 吸收 了 计算 技巧 ,而 这 种 技巧 和 其 他 
一 些 东 西 是 被 Plato 排斥 于 数学 之 外 的 ， 

Diophantus 解 个 别 问题 所 用 方法 之 多 使 人 目 不 暇 给 ,但 未 能 
击 节 叹 赏 . 他 是 个 巧妙 而 聪明 的 解 题 能 手 , 但 显然 不 够 深刻 ,未 能 
看 出 他 所 用 方法 的 实质 而 加 以 概括 . (现今 的 Diophantus 分 析 仍 
然 是 由 个 别 珀 立 问题 组 成 的 一 团 乱 麻 . ) 他 不 像 一 个 探求 普遍 概念 
的 深 窒 思想 家 ,而 只 为 了 寻求 正确 的 解答 .他 只 有 很 少数 的 结果 可 
说 是 具有 一 般 性 的 意义 一 一 如 形式 为 4n 十 3 的 质数 不 能 表 为 两 平 
方 之 和 等 等 . Euler 确 曾 认为 Diophantus 是 用 特例 来 说 明 一 般 方 
法 的 ,因为 那 时 候 未 能 用 字母 来 代表 系数 . 还 有 别 的 人 相信 Dio- 
phantus 认识 到 他 的 材料 是 属于 抽象 的 基本 科学 的 . 但 这 种 观点 
并 未 为 一 切 人 所 接受 . 不 过 整个 说 来 他 的 工作 在 代数 上 是 永 垂 不 
Tat. 

今日 数学 里 非常 重要 的 一 件 事 却 在 希腊 代数 里 遗漏 了 ,这 
就 是 用 字母 来 代表 一 类 数 ,例如 方程 中 的 系数 . Aristotle 确 曾 在 
讨论 运动 时 用 希腊 字母 表示 任 一 时 间或 任 一 距离 ,比如 他 说 过 
"B Wj—3E" ix 2X if. Euclid 也 在 《原本 》 第 七 到 九 篇 中 用 字母 表示 
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一 类 数 ,而 且 Pappus 也 沿用 这 种 做 法 . 但 他 们 都 没有 认识 到 字 
母 表示 法 在 增进 代数 方法 的 功效 与 其 普遍 性 方面 作用 是 何等 
巨大 . 

亚历山大 时 期 代数 的 另 一 特色 是 缺乏 任何 明晰 的 演绎 结构 ， 
整数 ,分数 和 无 理 数 这 各 种 类 型 的 数 肯 定 是 未 经 定义 的 . 他 们 也 没 
有 什么 一 套 公 理 来 建立 演绎 结构 . Heron, Nichomachus 和 Dio- 
phantus 的 著作 以 及 Archimedes 在 算术 方面 的 著作 , 读 起 来 就 像 
埃及 人 和 巴比伦 人 的 那 种 药方 单子 式 的 著作 ,只 告诉 你 该 怎么 做 . 
Euclid 和 Apollonius 著作 里 以 及 Archimedes 几何 里 那 种 演绎 
的 .条理 井然 的 证 明 全 然 不 见 了 . 所 解 的 问题 都 是 归纳 性 质 的 ,就 
是 说 它们 所 指明 的 解 具体 问题 的 方法 虽然 能 应 用 于 一 般 性 的 一 类 
问题 ,但 并 未 规定 应 用 的 范围 能 有 多 广 . 由 于 古典 希腊 学 者 所 做 的 
工作 ,使 人 觉得 数学 结果 好 像 都 是 依据 一 组 明文 规定 的 公理 用 演 
绎 法 推出 来 似 的 ,因此 出 现 独 立 的 一 门 算 术 和 代数 而 竟 无 其 自身 
的 逻辑 结构 这 种 情况 ,就 成 为 数学 史上 的 一 大 问题 . 对 算术 和 代数 
的 这 种 搞 法 最 清楚 不 过 地 指明 了 埃及 和 巴比伦 在 亚历山大 学 术 界 
里 的 影响 . 虽然 亚历山大 的 希腊 代数 学 家 似乎 一 点 不 在 乎 这 一 缺 
陷 , 但 以 后 可 以 看 到 这 确 使 欧洲 数学 家 深 感 不 安 . 


参考 书目 

Ball, W. W. R. :A Short Account of the History.of Mathematics, Dover (reprint), 
1960, Chaps. 5 and 7. 

Cajori, Florian: A History of Mathematics, Macmillan, 1919, pp. 52~62. 

Heath, Thomas L. ; Diophantus of Alexandria , Dover (reprint), 1964. 

Heath, Thomas L. : The Works of Archimedes, Dover (reprint), 1953, Chaps. 4 and 
6 of the Introduction, pp. 91—98, 319—326. 

Heath, Thomas L.: A History of Greek Mathematics, Oxford University Press, 
1921, Vol. 1, Chaps. 1—3; Vol. 2, Chap. 20. 


I 164 第 6 章 亚历山大 时 期 :算术 和 代数 的 复兴 


Heath, Thomas L. ; A Manual of Greek Mathematics, Dover (reprint), 1963, Chaps. 


2~3, and 17, 
D'Ooge, Martin Luther; Nichomachus of Gerasa, University of Michigan Press, 


1938. 
van der Waerden, B. L. : Science Awakening , P. Noordhoff, 1954,pp. 278~286. 


第 7 章 
希腊 人 对 自然 形成 理性 观点 的 过 程 


数学 是 科学 的 大 门 和 钥 悬 . 


Roger Bacon 


1. 希腊 数学 受到 的 启发 

除了 偶尔 一 些 提 示 外 ,希腊 经 典 著作 如 Euclid 的 《原本 》， 
Apollonius 的 《圆锥 曲线 》 和 Archimedes 的 几何 著作 都 没有 说 到 
这 些 作家 为 什么 要 讲究 这 些 材料 . 他 们 只 给 出 了 形式 的 、 尽 可 能 完 
善 的 演绎 数学 . 就 这 一 点 而 论 ,希腊 的 数学 书 与 现代 数学 课本 和 论 
著 没 有 什么 差别 . 这 些 书 只 想 把 已 取得 的 数学 成 就 整理 讲解 ,而 闭 
口 不 谈 搞 数学 的 目的 何在 ,定理 是 怎样 启发 和 怎样 摸索 出 来 的 , 数 
学 知识 又 是 怎样 应 用 的 . 

要 了 解 为 什么 希腊 人 能 创造 出 那么 多 重要 的 数学 ,就 必须 研 
究 他 们 的 目的 何在 . 希腊 人 对 了 解 自 然 界 有 那么 一 股 人 迫切 而 不 可 
遏制 的 愿望 ,推动 他 们 创造 和 看 重 数 学 . 数学 是 对 自然 界 进行 研究 
的 本 身 工 作 之 一 ,是 了 解 宇宙 的 钥匙 ,因为 数学 规律 是 宇宙 布局 的 
X5 8E. 

有 什么 证 据 可 以 说 明 数 学 在 他 们 那里 有 这 样 的 地 位 呢 ? 很 难 
具体 指出 某 个 定理 或 某 一 批 定理 是 为 某 一 特定 目的 而 产生 的 , 因 
为 我 们 对 希腊 数学 家 所 知 的 材料 不 多 . 只 有 Ptolemy 直接 声明 他 
是 为 研究 天 文 而 创立 三 角 术 的 . 但 当 我 们 知道 Eudoxus 主要 是 个 
天 文学 家 ,市 Euclid 不 仅 只 写 《 原 本 》 而 且 还 有 《现象 》( 用 于 研究 
恒星 天 球 运 动 的 球面 几何 著作 )、《 光 学 》《 镜 面 反射 》 习 音乐 原理 》 
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(Elements of Music ) 和 其 他 力学 方面 的 短篇 著作 (这 些 都 是 数学 
性 著作 ) , 那 就 不 能 不 得 出 结论 说 数学 并 非 一 门 孤立 的 学 科 . 知道 
了 人 的 心智 活动 是 怎样 进行 的 ,而 且 详 细 知 道 了 Euler 和 Gauss 
是 怎样 进行 工作 的 ,就 可 以 相当 肯定 地 说 ,那些 天 文 、. 光 学 和 音乐 
方面 的 研究 必定 启发 他 们 提出 数学 问题 ,因此 搞 数学 的 目的 很 可 
能 是 为 了 用 之 于 这 些 领 域 . 球面 几何 (希腊 时 代称 之 为 sphaeric) 很 
可 能 正 是 在 天 文学 数学 化 (这 甚至 在 Eudoxus 以 前 就 出 现 的 事 ) 之 
际 进行 研究 的 . Pythagoras 派 所 说 的 “sphaeric" 是 指 “ 天 文学 ”. 

我 们 从 数学 家 著作 中 推出 的 这 些 猪 测 虽 有 足够 理由 ,但 笠 而 
也 能 从 希腊 哲学 家 的 著作 中 获得 无 可 否认 的 证 据 来 加 以 肯定 ,而 
那些 哲学 家 本 人 也 是 杰出 的 数学 家 或 科学 家 . 数学 的 范围 并 不 限 
于 数学 本 身 . 在 古典 时 代数 学 包括 算术 .几何 天文 和 音乐 ;而 在 亚 
历 山 大 时 期 (如 同 第 5 章 中 所 指出 的 ) ,数学 这 门 科学 分 成 算术 ( 数 
i£) 几何 力学 .天 文学 .光学 ,. 测 地 学 .声学 与 应 用 算术 . 


2. 关于 自然 界 的 理性 观点 的 开始 

在 早 于 希腊 时 代 或 与 之 同期 并 存 的 古代 文明 中 ,自然 界 被 认 
为 是 混乱 、 神 秘 、 变 化 无 常 和 可 居 的 . 自然 界 的 现象 是 天 神 所 操纵 
的 .祈祷 和 巫 术 可 以 让 天 神 发 慈悲 免 降 灾 祸 甚至 创造 奇迹 赐 福 于 
人 ,但 人 的 生命 和 命运 是 完全 听 攒 于 他 们 的 . 

从 我 们 对 希腊 文明 和 文化 开始 有 相当 确 辫 而 具体 知识 的 时 代 
( 约 公元 前 600 年 ) 起 ,我们 发 现 他 们 的 知识 分 子 对 自然 界 采 取 一 
种 完全 新 的 态度 :合理 的 批判 的 和 世俗 性 的 . 神话 被 抛弃 了 ,也 没 
人 相信 天 神 的 喜 怒 哀乐 能 操纵 人 和 世界 了 . 新 的 信念 认为 自然 界 
是 有 秩序 的 并 始终 照 一 定 的 方案 运行 .更 有 甚 者 ,他 们 深信 人 的 智 
慧 是 强 有 力 的 甚至 是 至 高 无 上 的 ,人 不 仅 可 以 探索 自然 界 的 道理 
甚至 还 能 预知 它 将 会 出 现 的 事态 . 
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持 这 种 理性 观点 的 诚然 只 有 知识 分 子 , 只 有 古典 时 期 和 亚 历 
山大 时 期 的 一 小 群 人 . 尽管 这 些 人 反对 鬼神 操纵 自然 之 说 ,但 一 般 
的 人 则 深信 宗教 并 相信 天 神 掌管 世间 一 切 事务 . 他 们 也 像 埃及 入 
和 巴比伦 人 那样 轴 诚 地 相信 神秘 教条 和 崇 奉 迷信 .事实 上 希腊 神 
话 是 流传 广泛 .信徒 众多 的 ， 

爱 奥 尼 亚 学 派 是 最 早 断 定 自然 界 实质 的 人 . 我 不 打算 细 讲 
Thales, Anaxagoras 和 他 们 同僚 的 种 种 学 说 ,他 们 都 肯定 在 一 切 
表面 现象 的 干 变 万 化 之 中 有 一 种 始终 不 变 的 东西 . 这 一 原始 物质 
的 内 药 本 质 是 守恒 的 ,而 所 有 的 物质 形态 都 可 用 它 来 解释 . 爱 奥 尼 
亚 学 派 的 这 种 自然 哲学 来 自 一 系列 大 胆 的 思索 ,巧妙 的 猜测 和 聪 
敏 的 直观 ,而 并 非 广泛 的 、 细 致 的 科学 研究 的 结果 . 也 许 他 们 有 点 
AATF BUR, ,所 以 就 幼稚 地 断然 作出 广泛 的 结论 . 但 他 们 确 
实 从 物质 的 和 客观 的 方面 来 解释 宇宙 的 结构 和 设计 布局 ,而 抛弃 
老 的 神话 故事 . 他 们 用 合理 化 的 解释 来 代替 诗人 的 想象 和 不 加 分 
析 的 传说 ,并 且 他 们 用 理性 来 辩护 他 们 的 主张 . 这 些 人 至 少 敢 于 和 凭 
他 们 的 理智 来 面 对 宇 宙 , 而 不 肯 依 赖 于 神 、 灵 、 和 鬼怪 、 天 使 以 及 其 
他 神秘 的 力量 . 
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把 对 自然 作用 力 的 神秘 . 玄 想 和 随意 性 去 掉 ,并 把 似 属 混乱 的 
现象 归结 为 一 种 井然 有 序 的 可 以 理解 的 格局 ,走向 这 方面 的 有 决 
定 意义 的 一 步 是 数学 的 应 用 . 第 一 批 提出 这 种 合理 化 的 和 数理 哲 
学 性 自然 观 的 人 是 Pythagoras 学 派 . 他 们 诚然 也 从 希腊 宗教 的 神 
秘方 面 吸取 一 些 灵感 ;但 他 们 的 宗教 信条 主要 是 净化 灵魂 ,使 之 从 
V3 AK 85 15 ih ES EE S ARBOR. 这 一 派 人 生活 朴素 ,潜心 研究 哲 
学 、 科 学 和 数学 . 新 加 入 的 人 要 宣誓 至 少 在 宗教 信仰 方面 保守 秘密 
并 终身 参加 这 一 派 . 社会 上 的 男人 和 女人 都 可 参加 . 
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Pythagoras 派 的 宗教 思想 肯定 是 带 神秘 色彩 的 ,但 他 们 的 自 
然 哲学 却 无 疑 是 理性 化 的 . 有 些 现象 在 性 质 上 完全 不 同 ,但 表现 出 
相同 的 数学 性 质 , 这 给 他 们 以 深刻 印象 .于 是 他 们 认为 数学 性 质 必 
定 是 这 些 现象 的 本 质 所 在 . 更 具体 地 说 ,Pythagoras 派 从 数 和 数 的 
关系 上 找到 了 这 一 本 质 . 数 是 他 们 解释 自然 的 第 一 原则 . 所 有 物体 
都 由 点 或 “存在 单元 ”按照 相应 的 各 种 几何 形象 组 合 而 成 . 由 于 他 
们 把 数 看 做 既是 点 又 是 物质 的 元 粒 , 所 以 他 们 认为 数 是 宇宙 的 实 
质 和 形式 ,是 一 切 现象 的 根源 . 因此 Pythagoras 派 的 信条 是 :“ 万 
物 皆 数 也 ”. 第 5 世纪 的 一 个 著名 Pythagoras 派 Philolaus 说 :“ 如 
果 没 有 数 和 数 的 性 质 , 世 界 上 任何 事物 本 身 或 其 与 别 的 事物 的 关 
系 都 不 能 为 人 所 清楚 了 解 …… 你 不 仅 可 以 在 鬼神 的 事务 上 ,而 县 
在 人 间 的 一 切 行 动 和 思想 上 乃至 在 一 切 行业 和 音乐 上 看 到 数 的 力 
B." 

Bil án, Pythagoras 派 之 所 以 能 把 音乐 归结 为 数 与 数 之 间 的 简 
单 关系 , 乃 是 因为 他 们 发 现 了 下 列 两 个 事实 :第 一 , 弹 弦 所 发 出 的 
声音 取决 于 弦 的 长 度 ; 第 二 , 绷 得 一 样 紧 的 弦 若 其 长 度 成 整数 比 ， 
就 会 发 出 谐音 . 例如 ,两 根 绷 得 一 样 紧 的 弦 , 若 一 根 是 另 一 根 长 的 
两 倍 ,就 会 产生 谐音 . 换言之 两 个 音 相差 八 度 . 如 两 弦 长 为 3 tt 2, 
则 发 出 另 一 谐音 ;这 时 短 弦 发 出 的 音 比 长 弦 发 出 的 音 高 五 度 . 确 
实 , 产 生 每 一 种 谐音 的 各 根 弦 的 长 度 都 成 整数 比 . Pythagoras 派 也 
搞 出 了 一 个 著名 的 希腊 音阶 (musical scale). 我 们 虽然 不 打算 讲 
许多 希腊 时 代 的 音乐 ,但 要 指出 许多 希腊 数学 家 ,包括 Euclid 和 
Ptolemy ,都 写 过 这 方面 的 著作 ,特别 是 关于 谐音 的 配合 ,而 且 还 制 
定 过 音阶 . 

Pythagoras 派 把 行星 运动 归结 为 数 的 关系 . 他 们 相信 物体 在 
空间 运动 时 发 出 声音 ;也 许 是 从 绳 端 吊 一 东西 挥动 时 发 出 声音 ; 
一 点 而 引起 的 猜测 . 他 们 又 相信 动 得 快 的 物体 比 动 得 慢 的 物体 发 
出 更 高 的 音 . 根据 他 们 的 天 文学 , 离 地 球 越 远 的 行星 动 得 越 快 . 
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因此 行星 发 出 的 声音 (我 们 因为 从 出 世 之 日 起 就 听 惯 了 ,所 以 觉察 
不 出 来 ) 因 其 去 地 球 的 距离 而 异 而 且 都 配 成 谐音 . 但 因 这 “球体 的 
音乐 "也 像 所 有 谐音 一 样 都 可 归结 为 数 的 关系 ,所 以 行星 运动 也 是 
这 样 . 

Pythagoras 派 ,也 许 Pythagoras 本 人 ,不 仅 要 观察 和 描述 天 
体 运 动 而 且 要 找 出 它们 的 规律 . 就 月 球 和 太阳 来 说 ,认为 它们 作 义 
速 圆周 运动 的 想法 是 很 自然 的 ,因而 就 猜想 所 有 行星 运动 都 能 用 
匀速 圆周 运动 来 解释 . 晚期 的 Pythagoras 派 干 了 一 件 更 显然 与 传 
统 决 型 的 事 ; 他 们 最 早 相信 地 球 是 个 球 . 又 因为 他 们 认为 10 是 理 
想 的 数 , 所 以 他 们 肯定 移动 的 天 体 必定 有 10 个 . 第 一 个 是 中 心 火 
球 ,所 有 天 体 包括 地 球 都 绕 它 转动 . 除 地 球 外 他 们 知道 有 5 个 行 
星 .这 6 个 天 体 ,加 上 日 .月 以 及 恒星 所 附着 的 天 球 , 总 共 只 有 9 个 
运动 的 天 体 . 因此 他 们 提出 存在 第 10 个 天 体 , 叫 反 地 球 (counter- 
earth) ,也 是 绕 中 心 火球 转 的 . 这 个 反 地 球 我 们 看 不 见 ,因为 它 在 
中 心 火球 的 另 一 侧 以 恰好 相同 于 地 球 的 速度 运动 ,又 因为 住人 的 
那 部 分 地 球 是 缘 朝 中 心 火球 的 . 这 里 我 们 看 到 了 第 一 个 地 动 学 说 . 
但 Pythagoras 派 并 不 提出 地 球 有 自转 ;他 们 只 是 认为 恒星 天 球 是 
绕 字 宙 中 心 转动 的 ， 

还 有 一 种 信念 ,认为 天 体 是 永恒 的 、 神 圣 的 、 完 美 并 且 不 变 的 ， 
而 尘世 物体 , 即 地 球 和 趋 星 ( 按 希 腊 人 的 说 法 ) , 则 要 变化 、 分 解 、 腐 
朽 和 死 灭 ,这 据说 也 是 从 Pythagoras 派 来 的 . 匀速 圆周 运动 的 信 
念 以 及 天 体 和 人 尘世 物体 之 分 已 深入 希腊 人 的 思想 之 中 . 

自然 的 其 他 形形色色 特性 也 可 “归结 ”为数 .1、2、3、4 这 四 
个 数 , 叫 四 象 (tetractys) ,是 特别 受 重视 的 , 因 它们 相 加 成 10. 据说 
Pythagoras 派 的 誓言 是 :“ 讶 以 赋予 我 们 灵魂 的 四 象 之 名 宣誓 . 长 
流 不 息 的 自然 的 根源 包含 于 其 中 . "Pythagoras 派 认 为 自然 是 由 四 
元 性 组 成 的 ;例如 ,点 、 线 . 面 和 立体 ;以 及 土 \. 气 、 火 水 四 种 元 素 . 
四 种 元 素 也 在 Plato 的 自然 哲学 中 十 中 心地 位 . 因为 10 是 理想 
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的 , 故 10 代表 宇宙 . 10 的 理想 性 就 需要 使 整个 宇宙 能 用 10 种 对 
立 的 范畴 来 描述 : 奇 与 偶 , 有 界 与 无 界 , 善 与 恶 , 右 与 左 ,一 与 多 , 雄 
与 雄 , 直 与 曲 , 正 方 与 长 方 , 亮 与 暗 , 静 与 动 . 

Pythagoras 哲学 显然 把 严谨 的 思想 同 那些 被 我 们 今日 看 做 是 
虚构 .无 用 和 不 科学 的 信条 混在 一 起 . 他 们 迷信 数 的 重要 意义 ,使 
他 们 的 自然 哲学 肯定 和 自然 很 少 相 符 之 处 . 但 他 们 确实 强调 要 了 
解 自 然 ,并 且 不 是 像 爱 奥 尼 亚 学 派 那样 通过 单独 一 种 物质 而 是 通 
过 数 的 关系 这 种 形式 结构 来 了 解 的 . 此 外 ,他 们 和 爱 奥 尼 亚 学 派 都 
认识 到 在 单纯 感觉 材料 下 面 必然 潜藏 着 自然 的 和 谐 关 系 . 

现在 我 们 可 以 认识 到 何以 不 可 公 度 长 的 发 现 对 Pythagoras 
派 哲 学 是 那么 可 莫 的 打击 :不 可 公 度 长 之 比 竟然 不 能 用 整数 之 
比 来 表示 . 此 外 ,他 们 相信 一 直线 是 由 有 限 个 点 (他 们 把 它 和 物 
理 质 点 视 为 等 同 ) 组 成 的 ;但 对 V2 那样 的 长 就 不 可 能 是 如 此 . 如 
果 他 们 把 无 理 数 当 作 数 来 接受 ,他 们 那个 视 整数 为 至 上 的 哲学 
就 要 垮台 . 

由 于 Pythagoras 派 把 天 文 和 音乐 “归结 ”为 数 ,这 两 门 学 科 就 
同 算术 和 几何 发 生 了 联系 ;这 四 门 学 科 都 被 人 看 成 是 数学 学 科 . 其 
至 一 直到 中 世纪 ,这 仍 包 括 在 学 校 课程 中 ,当时 号 称 “ 四 大 科 ”. 如 
前 所 说 ,Pythagoras 派 之 注重 算术 (数论 ) 并 不 在 于 该 学 科 的 纯美 
学 价值 ,而 是 为 了 要 用 数 来 探究 自然 现象 的 意义 ;这 就 使 他 们 重视 
一 些 特殊 的 比例 ,重视 三 角形 数 、 正 方形 数 、 五 角形 数 和 其 他 能 排 
成 更 复杂 形体 的 数 . 其 次 , 正 是 Pythagoras 派 的 这 种 以 数 为 中 心 
的 自然 哲学 , 才 使 Nichomachus 那样 的 人 重视 数 . 事实 上 ,现代 科 
学 也 遵循 Pythagoras 派 重 视 数 的 传统 一 一 不 过 (以 后 可 以 看 到 ) 
形式 远 为 深奥 ,而 纯 为 追求 美的 现代 数论 则 直接 从 Pythagoras Jf 
的 算术 脱胎 而 来 . 

生长 在 Pythagoras 与 Plato 之 间 那 些 年 代 里 的 哲学 家 同样 关 
心 现实 的 本 质 ,但 没有 直接 把 数学 搞 进 去 . 像 Parmenides( 公 元 前 
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5 世纪 ),Zeno( 公 元 前 5 世纪 ),Empedocles( 公 元 前 约 484 一 前 
424), Leucippus ( 约 公元 前 440 Æ) 和 Damocritus (公元 前 约 
460 一 约 370) 这 些 人 的 论点 和 观点 ,也 像 他 们 的 爱 奥 尼 亚 前 辈 一 
样 ,是 不 涉及 数量 问题 的 . 他 们 对 现实 世界 的 逢 统 的 结论 说 得 最 好 
也 不 过 是 从 单纯 观察 而 来 的 提示 . 但 他 们 都 肯定 自然 界 是 可 以 理 
解 的 ,现实 世界 是 可 以 用 思想 来 掌握 的 . 他 们 每 个 人 都 是 那 引 向 以 
数学 研究 自然 这 根 链 条 上 的 一 个 环节 . Leucippus 和 Démocritus 
特别 值得 注意 ,因为 他 们 最 明确 地 提出 了 原子 论 . 他 们 的 共同 哲学 
观点 是 :世界 是 由 无 穷 多 个 简单 的 ,永恒 的 原子 组 成 的 . 这 些 原子 
的 形状 大小、 次序 和 位 置 各 有 差异 ,但 每 个 物体 都 是 由 这 些 原子 
以 某 种 方式 组 合 而 成 的 . 虽然 几何 上 的 量 是 无 限 可 分 的 ,但 原子 则 
是 终极 的 不 可 分 的 质点 (原子 的 希腊 文 atom. 的 意思 是 不 可 分 )， 
硬度 、 形 状 和 大 小 是 原子 的 现实 物理 性 质 . 其 他 性 质 如 味 、 色 、 热 则 
非 原子 所 固有 而 来 自 观察 者 ;所 以 感性 知识 不 可 靠 , 因 它 随 观察 者 
而 异 . 原子 论 者 也 和 Pythagoras 派 一 样 ,声言 隐藏 在 自然 界 不断 
变化 着 的 万 象 之 下 的 真实 性 是 可 用 数学 来 表示 的 ,而 且 认 为 这 个 
世界 上 所 发 生 的 一 切 是 由 数学 规律 严格 确定 了 的 . 

Plato( 公 元 前 427 一 前 347) 是 仅 次 于 Pythagoras 本 人 的 最 杰出 
的 Pythagoras 派 , 他 是 传播 这 种 主张 的 最 有 影响 的 一 个 人 , 即 认 为 
只 有 通过 数学 才能 领悟 物理 世界 的 实质 和 精 角 . 对 他 来 说 ,世界 之 
按照 数学 来 设计 一 事 是 毫 无 疑问 的 ,因为 “ 神 永 远 按 几何 规律 办 
F" 感官 所 认识 的 世界 是 混乱 和 迷离 的 ,在 任何 情况 下 都 是 不 完美 
不 持久 的 . 物理 方面 的 知识 不 重要 ,因为 物质 对 象 要 变 要 腐朽 ;所 以 
直接 研究 自然 以 及 纯粹 物理 上 的 考察 都 是 没有 价值 的 . 物理 世界 只 
不 过 是 数学 家 和 哲学 家 所 研究 的 那个 理想 世界 的 不 完美 的 抄 件 ( 拷 
DQ). 那 永恒 不 变 的 数学 定律 才 是 现实 世界 的 真 匡 ( 第 3 章 第 8 节 ). 
Plato 比 Pythagoras 派 走 得 更 远 , 他 不 仅 想 通过 数学 来 了 解 
自然 ,而 且 要 用 数学 来 取代 自然 界 本 身 . 他 相信 只 要 对 物理 世界 作 
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些 洞 察 一 切 的 乌 芋 而 从 中 抽出 基本 真理 ,然后 就 可 以 单 赁 理性 继 
续 对 此 进行 考察 . 从 那 以 后 就 不 存在 自然 界 而 只 有 数学 , 它 可 以 取 
代 物 理 研 究 ,就 像 在 几何 学 里 所 做 的 那样 . 

Plato 对 天 文学 的 态度 足以 说 明 他 对 所 追求 的 知识 抱 什 么 看 
法 . 他 认为 这 门 科 学 所 要 关心 的 不 是 可 见 天 体 的 运动 . 天 上 星星 的 
罗列 和 它们 表 观 上 的 运动 诚然 奇异 美妙 ,但 仅仅 对 运动 作 些 观察 
和 解释 远 远 不 是 真正 的 天 文学 . 要 知道 真正 的 天 文学 ,必须 先 “ 把 
天 放 在 一 边 ”, 因 为 真正 的 天 文学 是 研究 数学 天 空 里 真 星 的 运动 规 
律 的 ,而 可 见 的 天 不 过 是 那 数 学 天 空 的 不 完美 的 表现 形式 . Plato 
鼓励 人 们 去 搞 一 种 理论 天 文学 ,那里 的 问题 能 使 人 赏 心 但 并 不 为 

了 能 使 人 悦目 ,那里 的 对 象 能 为 心智 所 领悟 ,但 不 能 为 肉眼 所 察 
觉 . 天 空 呈现 在 我 们 眼前 的 形形色色 的 图 象 只 不 过 是 帮助 我 们 认 
识 较 高 真理 的 一 些 图 表 材 料 . Plato 是 不 管 天 文学 在 航海 .历法 和 
测 时 这 些 方面 的 应 用 的 . 

Plato 对 数学 在 天 文学 上 的 作用 所 持 的 观点 ,是 他 哲学 的 一 个 
重要 组 成 部 分 . 他 的 哲学 认为 存在 着 一 个 由 形式 和 观念 组 成 的 、 客 
观 而 普遍 可 靠 的 实在 世界 . 这 实在 世界 中 的 事物 是 独立 于 人 之 外 
而 存在 的 ,它们 是 不 变 的 .永恒 的 、 无 古 无 今 的 .我们 是 通过 前 世 回 
忆 而 体会 到 这 些 概念 的 ;它们 虽 存 在 于 心灵 之 中 ,但 须 加 以 刺激 才 
能 将 其 唤起 或 将 其 从 深 潜 之 处 提出 . 这 些 观 念 是 唯一 的 实在 . 数学 
观念 也 包括 在 其 中 ,但 地 位 较 低 ,它们 介 乎 感性 世界 和 较 高 观念 如 
善 . 真 .公正 、 美 之 间 . 在 这 一 无 所 不 包 的 哲学 中 ,数学 观念 起 两 重 
作用 ;它们 不 仅 是 实在 世界 本 身 的 一 部 分 ,而 且 (正如 我 们 在 第 3 
章 中 所 指出 的 ) 帮 助 训 练 心灵 去 认识 永恒 的 观念 . 如 Plato 在 《 理 
想 国 ) 第 七 篇 中 所 说 的 ,学 了 几何 就 能 更 易于 认识 善 这 个 观念 :“ 几 
何 会 把 灵魂 引 向 真理 ,产生 哲学 精神 ……” 

Aristotle( 公 元 前 384 一 前 322) 虽 也 从 他 老师 Plato 那里 取得 
不 少 思想 ,但 对 现实 世界 的 研究 以 及 对 数学 和 现实 的 关系 问题 , 想 
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法 很 不 一 样 . 他 批评 Plato 追求 彼岸 世界 的 态度 ,批评 Plato 把 科 
学 归结 为 数学 的 想法 . Aristotle 是 个 物理 学 家 , 他 相信 物质 的 东 
西 是 实在 的 主体 和 泉源 . 物理 乃至 一 般 的 科学 必须 研究 具体 的 世 
界 以 获得 真理 ;真正 的 知识 是 从 感性 的 经 验 通过 直观 和 抽象 而 获 
得 的 . 然后 才能 在 这 样 获得 的 知识 上 应 用 理性 给 予 加 工 . 

只 凭 物质 是 无 意义 的 . 物质 本 身 是 不 确定 的 , 它 只 具有 成 为 形 
式 的 潜在 可 能 ; 当 物 质 被 组 织 成 各 种 各 样 的 形式 时 它 才 变 得 有 了 
意义 .形式 以 及 引起 新 形式 的 物质 内 部 的 变化 乃 是 实在 世界 的 有 
意义 之 处 ,也 是 科学 所 应 真正 关心 的 . 

Aristotle 认为 物质 并 非 ( 如 早期 一 些 希 腊 人 所 相信 的 ) 由 一 
种 原 质 组 成 . 我 们 看 到 和 接触 到 的 物质 是 由 四 种 基本 元 素 : 土 .水 、 
火 和 气 组 成 的 , 每 种 元 素 又 有 其 自身 的 特征 性 质 . 土 是 冷 而 干 的 ; 
水 是 冷 而 湿 的 ; 气 是 热 而 湿 的 ; 火 是 热 而 干 的 . 因此 任 一 物件 的 性 
质 取决 于 所 含 元 素 的 比例 ;由 此 就 决定 了 它 的 固体 性 .硬度 、 粗 糙 
性 以 及 其 他 品质 . 

四 种 元 素 还 有 其 他 一 些 品质 . AKA SEE, AK ABE. 
重 性 使 一 元 素 趋 向 地 心 求 得 静止 ; 浮 性 使 它 趋 向 天 空 . 因此 只 要 知 
道 一 给 定 物 所 含 元 素 的 比例 ,就 可 以 决定 它 的 运动 情况 . 

Aristotle 把 固体 液体、 气体 看 成 三 类 不 同 的 物体 ,以 其 具有 
不 同 物性 上 的 品质 而 互相 区 别 . 例如 物体 从 固体 变 为 液体 说 明 它 
失去 一 种 品质 而 代 之 以 另 一 种 品质 . 因此 若 要 把 水 银 变 为 硬 的 黄 
金 就 意味 着 需要 从 水 银 里 去 掉 具 有 流动 性 的 物质 而 代 之 以 其 他 
物质 . 

科学 还 必须 考察 变化 的 原因 , Aristotle 认为 原因 有 四 类 . 第 
一 类 是 物质 的 或 内 在 的 原因 ;对 一 个 黄 铜 塑像 来 说 , 黄 铜 是 内 在 原 
Al. 第 二 类 是 形式 原因 ;对 塑像 来 说 ,这 就 是 它 的 设计 和 形状 . 谐音 
的 形式 原因 是 八 音 度 里 的 2 比 1 的 格局 . 第 三 类 原因 是 作用 原因 ， 
是 起 作用 的 东西 或 人 ;艺术 家 和 他 的 辫子 是 塑像 的 作用 原因 . 第 四 
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个 是 终 因 ,或 现象 所 服务 的 目的 ;塑像 是 用 来 悦 入 心意 ,提供 美感 
的 . 终 因 是 四 类 原因 中 最 重要 的 ,因为 它 给 出 事件 或 现象 的 终极 理 
由 .每 件 东西 都 有 一 终 因 . 

在 事物 的 这 种 分 类 方案 里 把 数学 摆 在 什么 地 位 呢 ? 物理 科学 
是 研究 自然 的 基本 科学 ,数学 则 从 描述 形式 上 的 性 质 (例如 形状 和 
数量 ) 这 方面 来 帮助 研究 . 它 也 给 物质 现象 上 所 观察 到 的 事实 提供 
解释 . 例如 几何 用 以 说 明光 学 和 天 文 所 提供 的 事实 ,算术 上 的 比例 
关系 能 说 明 产 生 谐 音 的 理由 . 但 数学 肯定 是 从 现实 世界 抽象 而 来 
的 ,因为 数学 对 象 不 能 独立 于 或 先 于 经 验 而 存在 . 它们 是 作为 能 够 
被 感觉 到 的 对 象 本 身 与 对 象 的 本 质 之 间 的 一 类 观念 而 存在 于 人 的 
心目 中 的 . 因 它们 是 从 物理 世界 抽象 而 来 的 ,所 以 它们 能 应 用 于 物 
理 世 界 ; 但 若 脱 离 可 见 的 或 可 感触 的 事物 ,它们 便 没 有 实在 性 . 单 
靠 数学 是 决 不 能 充分 确定 物质 的 . 质 的 差异 ,例如 颜色 间 的 差异 ， 
是 不 能 归结 为 几何 差异 的 . 因此 在 研究 原因 时 ,数学 至 多 只 能 提供 
形式 原因 方面 的 一 些 知识 ,就 是 说 只 能 提供 一 种 描述 . 它 能 描述 物 
理 世界 中 所 发 生 的 事 , 能 把 同时 发 生 的 变异 联系 起 来 ,但 对 运动 或 
变化 的 作用 原因 和 终 因 却 不 能 置 一 辞 . 所 以 Aristotle 是 把 数学 和 
物理 严格 区 别 开 的 ,并 给 予 数学 以 次 要 的 地 位 . 他 对 预测 未 来 是 不 
感 兴趣 的 . l 

综 上 所 述 可 以 看 出 那些 塑造 希腊 学 术 界 的 所 有 哲学 家 对 于 自 
然 界 的 研究 强调 要 理解 和 领悟 其 内 在 实质 . 从 Pythagoras 时 代 
起 ,几乎 所 有 学 者 都 说 自然 界 是 依 数学 方式 设计 安排 的 . 自然 界 依 
数学 方式 设计 安排 这 种 信念 是 在 古典 时 期 形成 的 ,并 在 那 时 开始 
探索 数学 规律 的 . 虽然 不 能 说 此 后 所 产生 的 全 部 数学 都 是 从 贯彻 
这 一 信念 而 引起 的 ,但 一 旦 建立 了 这 种 信念 , 它 就 被 极 大 多 数 的 大 
数学 家 所 接受 并 自觉 地 贯彻 执行 . 这 种 信念 直到 19 世纪 末 一 直 占 
优势 ,在 那个 时 期 探索 自然 界 的 数学 设计 方案 被 人 认为 就 是 探索 
真理 . 里 有 少数 希腊 学 者 (如 Ptolemy) 认 识 到 数学 理论 只 不 过 是 
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为 有 系统 地 了 解 自然 而 作出 的 人 为 尝试 ,但 对 于 数学 规律 之 为 自 
然 真理 这 种 信念 却 吸 引 了 一 些 最 深刻 最 崇高 的 思想 家 去 研究 
数学 . 

为 了 使 读者 更 易于 理解 17 世纪 所 出 现 的 事情 ,我 们 还 应 该 指 
出 希腊 人 对 心智 力量 的 重视 . 因为 希腊 哲学 家 相信 心智 是 掌握 自 
然 的 最 有 力 的 因素 ,所 以 他 们 把 心智 所 欣赏 的 原理 作为 第 一 原理 . 
例如 圆周 运动 之 为 运动 的 基本 类 型 这 种 信念 就 是 从 其 形式 的 优美 
为 心智 所 欣赏 而 来 的 , Aristotle 辩护 此 说 的 理由 也 是 说 圆 是 完 
的 而 直线 形 因 其 是 由 许多 线段 所 围 成 的 ,所 以 是 不 完整 的 从 而 是 
次 要 的 , 至 于 天 体 之 只 应 作 匀 速 的 或 等 速 的 运动 这 种 想法 , 它 之 所 
以 能 迎合 心智 也 许 因 为 这 种 运动 比 非 匀 速 运动 简单 . 匀速 的 圆周 
运动 似乎 是 适合 于 天 体 的 运动 . 至 于 世俗 物体 之 所 以 异 于 行星 、 太 
阳 和 恒星 也 是 有 理 可 说 的 ,因为 天 体外 貌 保 持 不 变 而 地 上 事物 变 
化 明显 . Aristotle 虽 只 强调 那 种 有 助 于 理解 现实 世界 (人 所 能 观 
测 的 世界 ) 的 抽象 ,但 甚至 他 也 说 我 们 应 该 从 心智 所 明了 的 原理 出 
发 ,然后 去 分 析 自 然 界 里 发 现 的 事物 . 他 说 我 们 应 该 从 普遍 到 特 
殊 , 从 个 别 的 人 到 人 们 (原文 如 此 , 因 与 头 一 句 矛 盾 , 疑 原 书 有 
误 一 一 译 者 ) ,正如 小 孩 起 头 把 一 切 男人 都 叫 多 而 到 后 来 才能 区 别 
那样 . 所 以 即使 是 从 具体 对 象 作出 的 抽象 ,事先 也 需要 有 源 于 心智 
的 一 些 总 原理 . 心智 能 产生 第 一 性 原理 的 这 种 信念 到 17 世纪 终于 
被 推翻 了 . 


4. 希腊 的 数理 天 文学 

现在 来 考察 希腊 人 在 用 数学 描述 自然 的 工作 方面 做 出 了 什么 
成 绩 . 希腊 人 所 建立 的 几 门 科学 只 是 从 Plato 时 代 起 才 搞 出 相当 
内 容 和 定 出 方向 的 . 这 里 虽然 只 打算 回顾 天 文学 但 附带 也 涉及 
Euclid 几何 的 一 个 方面 . 我们 已 说 过 球面 几何 是 为 天 文学 而 发 展 
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的 . 几何 实际 是 宇宙 学 中 的 一 部 分 . 希腊 人 认为 几何 原理 是 体现 在 
宇宙 的 整个 结构 中 的 ,而 空间 是 宇宙 的 主要 组 成 部 分 . 因此 研究 空 
间 本 身 以 及 空间 中 的 图 形 对 于 了 解 宇宙 这 个 较 大 的 目标 其 为 重 
要 . 换言之 ,几何 本 身 就 是 一 门 科学 ,关于 物理 空间 的 科学 . 

Plato 虽 也 充分 认识 到 巴比伦 人 和 埃及 人 的 天 文 观察 材料 为 
数 是 很 可 观 的 ,但 正 是 他 强调 指出 对 于 行星 的 不 规则 运动 缺乏 内 
在 的 或 统一 的 理论 或 解释 . Eudoxus 曾 一 度 是 Plato 学 院 里 的 学 
生 , 他 着 手 解决 Plato 所 提出 的 “整理 外 观 ” 的 问题 . 他 所 作 的 答案 
是 第 一 个 比较 完整 的 天 文学 说 . 他 写 过 四 本 天 文书 :《 镜 》(Mir- 
ror),《 现 象 》(Phenomena),《 八 年 周期 》(Eight-Year Period ) 和 
《 论 速 率 》(On Speeds) ,但 现今 只 知道 其 内 容 的 片断 . 我 们 是 从 这 些 
片断 和 其 他 作家 所 提 及 的 材料 知悉 Eudoxus 学 说 的 主要 精神 的 . 

从 地 上 看 到 的 日 月 的 运动 可 以 粗略 地 描述 成 匀速 圆周 运动 . 
但 它们 偏离 圆 轨 道 的 程度 大 到 足以 被 人 观测 出 来 因而 需要 加 以 解 
FE. 至 于 从 地 上 所 看 到 的 行星 运动 就 更 复杂 , 因 在 它们 运动 的 任意 
一 圈 的 过 程 中 ,会 在 短期 内 倒 过 来 走 一 段 回头 路 之 后 再 往 前 走 ,而 
且 它 们 在 这 些 路 上 的 速率 也 是 变化 着 的 . 

为 用 几何 上 简单 的 圆周 运动 来 说 明 这 些 实际 的 、 颇 为 复杂 而 
且 似 乎 不 遵守 任何 规律 的 运动 ,Eudoxus 提出 了 如 下 的 方案 : 任 一 
天 体 都 有 三 四 个 以 地 球 为 中 心 的 同心 球 ,而 各 个 球 都 绕 一 轴 转 动 . 
最 里 面 的 一 个 球 是 带 着 那个 天 体 的 ,而 天 体 则 沿 着 球 的 所 谓 赤 道 
运动 ;就 是 说 转轴 垂直 于 运动 天 体 的 圆 形 路 径 . 不 过 这 最 里 面 的 球 
在 绕 轴 运 转 之 时 被 下 一 个 同心 球 这 样 带动 :设想 第 一 球 的 两 轴 延 
长 而 两 端 固定 在 第 二 个 球 上 , 则 第 二 球 在 绕 其 轴 转 动 时 就 带动 第 
一 球 的 轴 一 起 转动 ,同时 第 一 个 球 仍 绕 它 自己 的 轴 转 动 . 第 二 球 的 
轴 又 随 第 三 球 之 绕 其 轴 旋 转 而 一 起 转动 . Eudoxus 发 现 用 三 个 球 
就 足以 复制 出 从 地 上 看 到 的 日 、 月 的 运动 . 对 于 每 个 行星 就 要 用 第 
四 个 球 ,而 这 第 四 个 球 是 带 着 第 三 个 球 的 轴 一 起 旋转 的 . 每 个 组 合 
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的 最 外 面 的 球 ,每 24 小 时 内 绕 一 根 通过 天 极 的 轴 旋 转 一 次 . Eud- 
oxus 总 共用 了 27 个 球 . 他 精心 选取 这 些 球 的 旋转 轴 ,旋转 速度、 
球 半径 ,使 得 他 的 理论 尽量 符合 当时 所 有 的 观测 数据 . 

Eudoxus 的 方案 在 数学 上 很 优美 并 在 许多 方面 很 了 不 起 . 用 
球 的 组 合 这 个 想法 本 身 就 很 巧妙 ;而 选取 球 轴 、 半 径 和 转速 ,使 天 
体 的 合成 运动 符合 实际 观测 数据 的 工作 , 则 需要 在 处 理 曲 面 和 空 
间 曲 线 ( 即 行星 运行 路 径 ) 方 面 有 极 大 的 数学 技巧 . 

特别 值得 指出 的 是 ,Eudoxus 的 理论 是 纯 数学 的 . 他 所 说 的 一 
些 球 ,除了 恒星 所 在 的 那个 天 “ 球 ” 之 外 ,都 不 是 实际 观察 到 的 球 而 
只 是 数学 的 构想 . 他 说 有 一 些 力 使 这 些 球 转动 ,但 他 也 并 没有 设法 
讲 明 那 是 些 什么 力 , 他 的 理论 是 彻底 符合 现代 精神 的 ,因为 如 今 科 
学 的 目标 是 作出 数学 描述 而 不 是 寻求 物理 的 解释 . 

Eudoxus 系统 有 严重 的 缺点 . 它 不 能 说 明太 阳 速 度 的 变化 ,并 
对 其 实际 路 线 的 描述 也 稍 有 错误 . 他 的 理论 同 火 星 的 实际 运动 根 
本 不 相符 , 同 金星 运动 的 符合 程度 也 不 能 令 入 满意 . Eudoxus 之 所 
以 容忍 这 样 的 缺点 ,可 能 是 由 于 他 手头 没有 足够 的 观测 数据 . 他 也 
许 在 埃及 只 学 了 一 些 关于 驻 点 .道行 以 及 外 行星 (火星 .木星 和 十 
星 ) 的 运行 周期 等 主要 事实 . 或 许 又 由 于 这 一 原因 ,使 他 所 算得 的 
天 体 大 小 和 距离 的 值 很 粗略 . Aristarchus 说 Eudoxus 相信 太阳 直 
径 是 月 球 直径 的 九 倍 . 

Aristotle 并 不 欣赏 纯 数学 的 方案 ,因此 他 并 不 满足 于 
Eudoxus 的 解决 办 法 . 他 为 设计 出 让 一 球 推动 男 一 球 旋转 的 实际 
机 构 , 又 在 Eudoxus 的 球 之 间 增 加 了 29 个 球 ,使 一 球 的 转动 能 通 
过 实际 接触 推动 另 一 球 ,而 使 所 有 球 的 动力 来 自 最 外 面 的 那个 球 . 
在 Aristotle 的 有 些 著 作 中 把 本 身 运 动 着 的 恒星 天 球 作 为 推动 其 
他 各 球 的 第 一 个 动力 .在 另 一 些 著作 中 则 认为 在 天 球 背后 有 一 个 
不 动 的 推动 者 . 他 的 56 个 球 把 这 系统 搞 得 如 此 复杂 ,使 科学 家 不 
能 置信 ,虽然 它 在 中 世纪 有 教养 的 世俗 人 士 中 间 还 是 很 风行 的 . 
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Aristotle 也 相信 大 地 是 球形 的 ,因为 从 对 称 和 平衡 方面 的 理由 来 
说 需要 如 此 , 更 因为 月 蚀 时 看 到 的 地 球 在 月 球 上 的 影子 是 圆 的 
缘故 . 

从 Aristotle 以 后 几乎 不 断 有 人 写 天 文 著作 . 在 Autolycus 的 
著作 (第 3 章 第 10 节 ) 和 Euclid 的 《现象 》( 第 4 章 第 11 节 ) 之 后 ， 
下 一 批 天 文学 巨著 是 亚历山大 学 者 写 的 .巴比伦 人 在 塞 琉 西 时 代 
所 作 的 观测 ( 叫 加 尔 底 亚 观测 ) 和 亚历山大 学 者 自己 测 出 的 数据 使 
原 有 数据 大 为 丰富 和 准确 . 

亚历山大 的 第 一 个 大 天 文学 者 是 Aristarchus (公元 前 约 
310 一 前 230) ,他 在 几何 天文 .音乐 和 其 他 科学 分 支 上 学 问 广 博 . 
他 所 著 《 论 日 月 的 体积 和 距离 》(On the Sizes and Distances of the 
Sun and Moon)( 现 尚 存 希 腊 文 和 阿拉 伯 文 手 抄本 ) 是 第 一 个 测量 
日 月 到 地 球 距离 和 这 些 天 体 相 对 大 小 的 重大 尝试 . 这 些 计算 同时 
又 是 说 明 亚 历 山 大 学 派 注 重 数量 的 另 一 个 例子 . Aristarchus 没有 
三 角 知 识 也 没有 准确 的 x d C Archimedes 的 工作 出 现在 他 之 后 )， 
但 他 把 Euclid 的 几何 用 得 很 得 法 . 

他 知道 月 光 是 反射 光 . 
s ” 当 恰 好 半 个 月 球 被 照 亮 时 ， 

M 处 (图 7.1) 的 角 是 直角 . 

在 O 处 的 观察 者 可 测 出 该 

处 的 角 , 于 是 至 少 可 估算 出 

OM 5 OS 的 相对 距离 . 

7.1 Aristarchus 测 出 的 角 是 
87”; 它 的 准确 到 分 的 值 是 89°52", 因此 他 估 出 太阳 离开 地 球 与 月 
球 离 开 地 球 的 距离 之 比 在 18 到 20 之 间 . 正确 的 比 是 346. 

求 得 了 相对 距离 之 后 ,Aristarchus 就 通过 从 地 上 看 到 的 日 轮 
和 月 轮 的 大 小 测定 它们 的 相对 大 小 . 他 得 出 的 结论 是 太阳 比 月 球 
大 7 000 倍 . 这 里 同 实际 差 得 很 远 ;正确 的 数字 是 64 000 000 fii. 
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他 又 求 得 太阳 直径 和 地 球 直径 之 比 在 19/3 与 43/6 之 间 ; 但 正确 
的 比 约 为 109. 

Aristarchus 在 第 一 个 提出 日 心 说 ( 即 地 球 和 行星 都 围绕 固定 
的 太阳 作 圆周 运动 ) 这 方面 也 同样 出 名 . 恒星 也 是 固定 的 ,它们 看 
上 去 好 像 在 转动 ,实际 上 那 是 地 球 绕 轴 自转 的 结果 . 月 球 是 绕 地 球 
转动 的 . 我 们 今天 虽然 知道 Aristarchus 的 思想 是 正确 的 ,但 它 不 
能 为 当时 的 人 所 接受 是 有 许多 原因 的 . 其 一 是 按照 Aristotle 所 精 
心 阐述 的 希腊 力学 ( 见 下 ) 不 能 说 明 在 一 个 运动 着 的 地 球 上 能 放 得 
住 东西 . R Aristotle 的 说 法 , 重 物 趋 向 宇宙 中 心 . 只 要 你 承认 地 球 
是 宇宙 的 中 心 ,这 一 原理 就 可 用 来 说 明 物 体 落 向 地 面 的 运动 ;但 若 
地 球 也 在 运动 ,那么 落体 就 会 掉 在 后 面 . Ptolemy 曾 用 这 个 论点 来 
有 反对 Aristarchus ,并 且 事 实 上 后 人 也 拿 它 来 反对 Copernicus, A 
当时 的 力学 仍 是 Aristotle 的 那 一 套 东 西 . Ptolemy 还 说 运动 的 地 
球 会 把 天 上 的 云 抛 在 后 头 . 其 次 , Aristotle 的 力学 需要 有 一 种 力 
来 使 地 球 上 的 东西 保持 运动 而 又 看 不 出 有 什么 力 . 但 我 们 不 知道 
Aristarchus 是 怎样 回答 这 些 论点 的 . 

男 一 个 反对 Aristarchus 的 论点 是 :如 果 地 球 在 动 , 那 它 同 恒 
星 的 距离 就 会 变 ,而 看 起 来 却 并 没有 变 . 对 此 Aristarchus 给 予 了 
正确 的 上 反 驶 ;他 说 恒星 天 球 的 半径 是 如 此 之 大 以 至 地 球 轨道 相形 
之 下 小 得 微不足道 . Aristarchus 的 日 心 说 之 所 以 被 许多 人 所 握 弃 
是 因为 他 把 地 上 的 朽 物 与 天 体 的 不 朽 之 物 视 为 等 同 . 行星 绕 日 作 
圆周 运动 之 说 当然 是 不 能 令 入 满意 的 ,因为 运动 情况 实际 上 要 比 
这 复杂 得 多 . 但 日 心 说 的 思想 是 可 以 改进 的 ,而 Copernicus 以 后 
确实 作 了 这 种 改进 . 但 这 对 希腊 人 的 思想 来 说 未 免 太 激进 了 . 

EBM RBA MS NB A Apollonius. AM RACER 
色 隆 (希腊 字母 e 的 读音 ) Ae 这 个 记号 常 被 人 用 来 表示 月 球 ,而 
Apollonius 的 大 部 分 天 文学 是 研究 月 球 运动 的 . 但 在 考察 他 的 工 
作 以 及 与 之 有 密切 关系 的 Hipparchus 和 Ptolemy 的 工作 以 前 ,我 
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们 先 要 考察 一 下 希腊 人 在 Eudoxus 和 Apollonius 所 处 时 代 之 间 
摘出 来 的 一 套 基本 天 文 方案 , 即 本 轮 (epicycle) 和 均 轮 (deferent) 
的 方案 . 按照 这 套 方案 ,一 行星 P 在 中 心 为 S H-TARLES 
速 运动 (图 7.2), 而 S 本 身 则 在 以 地 球 E. 为 中 心 的 一 个 圆周 上 作 
匀速 运动 . S 所 沿 着 运动 的 圆 叫 均 
$6; P 所 沿 着 运动 的 圆 叫 本 轮 . 对 某 
些 行星 来 说 ,点 S 就 是 太阳 ,但 在 
P 其 他 情形 下 则 只 不 过 是 数学 上 假设 
的 一 个 点 .了 与 S$ 的 运动 方向 可 能 
相符 ,也 可 能 相反 . 太阳 和 月 球 的 情 
况 就 属于 后 一 种 . 
据 认 为 Apollonius 对 本 轮 运 
动 的 这 套 方案 以 及 用 来 表示 行星 和 日 .月 运动 的 细节 是 彻底 知悉 
的 . Ptolemy 把 行星 在 轨道 上 停 下 来 并 开始 道行 的 点 的 确定 特别 
归功 于 Apollonius. . 
希腊 天 文学 的 顶点 是 Hipparchus 和 Ptolemy 的 工作 . Hipp- 
archus( 死 于 约 公 元 前 125 年 ) 沿 缆 了 均 轮 和 本 轮 的 这 一 套 方案 ， 
并 将 其 应 用 于 当时 所 知 的 五 大 行星 以 及 日 月 和 恒星 的 运动 . 我 
们 是 通过 Ptolemy 的 《4 大 汇编 获悉 Hipparchus 的 著作 的 ,但 很 
难 区 别 哪 些 是 属于 Hipparchus 的 而 哪些 是 属于 Ptolemy 的 . 
Hipparchus 在 罗 得 斯 观象台 工作 35 年 之 后 并 应 用 巴比伦 人 的 
观测 数据 搞 出 了 本 轮 运动 理论 的 细节 . 他 通过 适当 选取 本 轮 和 
均 轮 的 半径 以 及 天 体 在 本 轮 上 的 和 本 轮 圆心 在 均 轮 上 的 运动 速 
BE, 使 他 能 把 运动 的 描述 加 以 改进 . 对 太阳 和 月 球 的 运动 的 描 
述 他 搞 得 很 成 功 , 但 对 行星 的 运动 只 能 获得 部 分 成 功 . 自 Hipp- 
archus 时 代 之 后 ,月 蚀 的 时 间 能 准确 预报 到 一 二 个 小 时 之 内 ， 
但 对 日 蚀 的 预报 却 不 那么 准 . 这 一 理论 也 可 用 以 说 明 四 季 的 
来 历 . 


图 7.2 
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Hipparchus 的 独特 贡献 是 他 发 现 了 岁差 (precession of the 
equinoxes). 为 说 明 这 一 现象 , 设 地 球 的 旋转 轴 远 及 恒星 天 球 . 它 
与 恒星 天 球 相交 的 点 每 隔 26 000 年 转动 一 圈 . 换言之 ,地 轴 相 对 
于 恒星 的 方向 是 不 断 变 化 的 ,而 且 这 一 变化 是 周期 性 的 . 它 在 任 一 
时 候 所 指向 的 那个 星 叫 北极 星 . 上 述 那 个 圆圈 的 直径 在 地 球 上 的 
张 角 是 45°. 

Hipparchus 还 在 天 文学 上 作出 了 其 他 许多 贡献 ,如 观测 仪器 
的 制作 ,黄道 角 的 测定 ,月 球 运动 不 规则 性 的 测量 ,太阳 年 日 数 的 
改进 (他 测 到 365 天 5 小 时 55 分 12 秒 一 一 比 近 代数 字 约 长 6% 
分 ) 以 及 大 约 一 干 个 恒星 星 表 的 编制 等 等 . 他 求 得 月 地 距离 与 地 球 
半径 之 比 为 67. 74, 而 现代 的 数值 是 60. 3; 他 算出 月 球 半径 是 地 球 
半径 的 173, 而 现代 的 数字 是 27/100. 

Ptolemy 推广 Hipparchus 的 工作 ,进一步 对 所 有 天 体 的 数学 
描述 加 以 改进 . 他 在 《大 汇编 里 所 论述 的 那个 推广 了 的 理论 ,把 周 
转 圆 和 均 轮 这 一 套 地 心 说 理论 作 了 完整 阐释 , 故 后 人 称 之 为 
Ptolemy 理论 . 

为 使 这 套 几何 说 法 符合 观测 数据 ,Ptolemy 还 对 周转 圆 上 的 
运动 加 上 一 种 变动 叫做 均匀 平 化 运动 (uniform equant motion). 
根据 这 一 方案 (图 7. 3), 行 星 沿 中 心 


p 
为 Q 的 一 周转 贺 运 动 ,而 Q 沿 以 C 为 Se) 
圆心 的 圆周 运动 ,不 过 这 里 的 C 不 是 QN 
地 球 而 是 稍 偏离 一 点 . 为 确定 Q 的 速 
度 ,他 引入 一 点 R 使 EC = CR, 并 使 
LART 匀速 增 大 . 这 样 Q 就 以 匀 角 速 
度 运动 ,但 不 是 以 匀 线 速度 运动 . 

希腊 天 文学 家 所 采取 的 方法 和 所 图 7.3 
获得 的 理解 是 有 彻底 现代 精神 的 . 亚历山大 的 希腊 天 文学 家 如 
Hipparchus 和 Ptolemy 都 亲自 作 观 测 ; 事 实 上 Hipparchus 并 不 


T 
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信赖 古代 埃及 人 和 (巴比伦 ) 加 尔 底 亚 人 的 观测 数据 而 重新 进行 观 
il. e DEG em Ed e E 并 且 也 充 
分 认识 到 这 些 理论 并 非 真 正 的 设计 方案 而 只 不 过 是 能 符合 观测 数 
据 的 一 Fl. Plon RAT DR BD. AXA UR 
学 模型 最 为 简单 . 这 些 人 也 像 其 他 希腊 学 者 一 样 ,并 不 寻求 关于 运 
动 的 物理 解释 . 关于 这 一 点 Ptolemy 说 四: 总 之 ,一 般 说 来 第 一 性 
原理 的 终 因 若 不 是 无 关 紧 要 便 是 很 难说 明 其 本 质 的 , "不 过 他 自己 
的 数学 模型 以 后 却 被 基督 教 人 士 视 为 只 字 不 可 改 的 真理 . 

Ptolemy 的 理论 提供 了 第 一 个 相当 完整 的 证 据 , 说 明 自 然 是 
一 致 的 而 且 具 有 不 变 的 规律 ,而 且 也 是 希腊 人 对 Plato 提出 的 合 
理解 释 表 观 天 体 运 动 这 一 问题 的 最 后 解答 . 在 整个 希腊 时 期 没有 
任何 一 部 著作 能 像 人 大 汇编 ?那样 对 宇宙 的 看 法 有 如 此 深远 的 影 
响 , 并 且 除 了 Euclid 的 《4 原本》 以 外 ,没有 任何 别 的 著作 能 获得 这 
FESERE BSE AY Jic fs. 

对 希腊 天 文学 的 这 一 简短 叙述 ,并 未 充分 显示 出 即 令 只 是 在 
这 里 所 提 到 的 几 位 希腊 学 者 工作 的 深度 和 广度 ,并 且 还 略 去 了 其 
他 许多 贡献 . 几乎 每 一 位 希腊 数学 家 ,包括 Archimedes 在 内 ,都 研 
究 过 天 文学 . 希腊 天 文学 是 高 明 而 又 广博 的 ,并 且 应 用 了 大 量 的 
数学 . 


5. 地 理 学 

男 一 门 葛 基 于 希腊 时 代 的 科学 是 地 理 . 虽然 有 少数 几 个 古典 
时 代 的 希腊 入 如 Anaximander 和 米利 都 的 Hecataeus( 死 于 约 公 
元 前 475 年 ) 曾 绘制 了 当时 所 知 地 面 的 地 图 ,但 到 了 亚历山大 时 代 
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地 理学 才 有 了 大 的 进展 . 他 们 测量 或 计算 了 地 面 上 的 距离 . 山 的 高 
度 、 谷 的 深度 、 海 的 广度 . 由 于 希腊 世界 的 范围 扩大 了 ,更 促使 希腊 
人 去 研究 地 理 . 

亚历山大 时 代 的 第 一 个 大 地 理学 家 是 昔 勒 尼 的 Eratosthenes 
(公元 前 约 284 一 前 192). 此 人 是 亚历山大 图 书馆 馆 长 ,数学 家 , 哲 
学 家 ,诗人 ,历史 学 家 ,语言 学 家 ,年 表 学 家 ,并 以 古代 最 有 学 问 的 
人 闻名 于 后 世 . 他 曾 在 雅典 Plato 的 学 校 里 求 过 学 ,后 被 Ptolemy 
Euergetes 延 请 到 亚历山大 . Eratosthenes 在 亚历山大 一 直 工 作 到 
晚年 失明 时 为 止 ,他 由 于 失明 自己 绝食 而 死 . 

Eratosthenes 搜集 了 当时 所 知道 的 地 理 知 识 , 计 算 了 地 面 上 
许多 重要 地 点 (如 城市 ) 之 间 的 距离 . 他 最 出 名 的 工作 是 计算 了 地 
球 ( 大 圆 ) 的 周 长 .在 赛 伊 尼 (Syene) 即 如 今 叫 阿 斯 旺 的 那个 地 方 ， 
夏至 那天 中 午 的 太阳 几乎 正在 
天 顶 (图 7.4),( 这 是 从 日 光 直 射 
进 该 处 一 井 内 而 得 到 证 明 的 ). 
同时 在 亚历山大 ,该 处 在 赛 伊 尼 
之 北 而 几乎 (1 之 内 ) 与 它 在 同一 
子午 线 上 ,其 天 顶 方向 (图 中 的 
OB) 与 太阳 方向 (图 中 的 AD) 的 图 7.4 
夹 角 测 得 为 360 的 1/50. 因 太 阳 距 地 很 远 , 故 可 把 SE 和 AD 看 成 


是 平行 的 , 因此 ZSOA = 2 x 360°. 这 说 明 SA 弧 是 地 球 周 长 的 


zc. 赛 伊 尼 到 亚历山大 的 距离 Eratosthenes 是 这 样 估算 的 . 骆驼 


队 一 天 走 100 个 视 距 段 (stadia) ,从 亚历山大 到 赛 伊 尼 须 走 50 X. 
因此 这 段 距离 是 5 000 个 视 距 段 , 从 而 地 球 周 长 是 250 000 个 视 距 
段 .一 般 认 为 一 个 视 距 段 等 于 157 米 , 故 Eratosthenes 所 得 结果 是 
24 662 英里 . 这 个 结果 比 以 前 一 切 估算 的 结果 精确 得 多 . 
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Eratosthenes 写 过 《地 理学 》(GCeography) 一 书 , 其 中 载 入 了 

他 所 作 测 量 和 计算 的 方法 和 结果 . 他 还 在 书 中 说 明了 地 表 变 化 的 
性 质 和 原因 . 他 还 绘制 过 世界 地 图 . 

科学 方法 绘制 地 图 成 为 当时 地 理工 

作 的 一 部 分 . 一 般 认 为 纬度 和 经 度 是 

Hipparchus 引入 的 ,但 这 套 办 法 在 他 之 

前 就 已 经 有 人 知道 . 用 了 经 纬度 当然 就 

| 可 以 准确 描述 地 球 上 的 位 置 . Hipparchus 

| | 确 曾 发 明了 正 交 投射 法 ,用 无 穷 远 处 射 

来 的 “光线 ”把 地 球 投射 到 一 个 平面 上 

(图 7.5). 例 如 ,我 们 看 到 的 月 球 实际 上 

就 是 它 的 正 交 投射 图 . 他 用 这 个 方法 就 可 把 一 部 分 地 面 画 在 一 

个 平面 上 . 


图 7.6 


Ptolemy 在 他 的 《 平 球 法 》(Planisphaerium) 中 用 了 球 极 平面 
投影 法 (在 他 之 前 Hipparchus 可 能 已 经 用 过 ). 从 O 作 一 直线 通 
过 地 球 上 一 点 P 延长 到 赤道 平面 或 男 一 极 处 的 切 平面 (图 7. 6). 
据说 Hipparchus 是 利用 切 平面 的 ,而 Ptolemy 是 利用 赤道 平面 
的 . 这 样 就 把 球面 上 的 点 映射 到 一 个 平面 上 .在 这 种 投影 图 里 ,从 
图 中 央 到 图 上 所 有 点 的 方向 是 真实 方向 . 局 部 性 的 角 也 是 不 变 的 
( 保 角 映射 ), 但 Ptolemy 并 未 提 及 这 一 点 . 因此 子午 线 和 纬 线 是 成 
直角 的 . 球面 上 的 圆 在 图 面 上 还 是 圆 ,但 面积 变 了 . Ptolemy 自己 
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又 发 明了 一 种 锥 面 投影 法 ,这 就 是 把 地 面 上 一 块 区 域 从 地 心 投射 
到 一 个 相 切 的 锥 面 上 (图 7. 7). 


Ptolemy 在 他 那 部 包含 八 篇 的 《地 LN 
理学 )(Geographia) 中 讲述 了 绘制 地 图 eS o 
的 方法 . 第 一 篇 第 24 章 从 章 名 和 内 容 上 
看 可 知 是 专门 论述 把 球面 绘 成 平面 的 最 NT 


古老 的 著作 . 全 部 《地 理学 》 可 说 是 第 一 
本 地 图 集 和 地 名 辞典 . 它 给 出 了 地 球 上 图 7.7 
8 000 处 地 方 的 经 纬度 ,在 好 几 百 年 间 是 一 本 标准 的 参考 书 . 


6. 力 - 

希腊 人 开创 了 力学 这 门 科 学 . Aristotle 在 他 的 《物理 学 》 
(Physics) 中 编辑 了 一 套 运动 的 理论 ,成 为 希腊 力学 的 最 高 成 就 . 
同 他 的 全 部 物理 学 一 样 ,他 的 力学 是 从 一 些 理性 的 似乎 是 不 言 自 
明 的 原理 出 发 讲述 的 ,但 这 些 原理 仅仅 得 自 观察 或 略 经 实验 核 证 . 

按 Aristotle 的 说 法 ,运动 有 两 类 ,一 类 是 天 然 的 , 另 一 类 是 激 
发 的 或 人 为 的 . 天 体 只 有 天 然 运动 一 一 圆周 运动 . 至 于 地 上 的 东 
西 ,他 说 它们 之 能 有 天 然 运动 (相对 于 把 一 物 从 一 处 投掷 或 拉 暇 到 
另 一 处 的 那 种 激发 运动 而 言 ) 乃 是 因为 每 件 物体 在 宇宙 中 有 其 平 
衡 于 其 他 物体 或 获得 静止 的 自然 位 置 . 重 物 以 宇 害 中心 即 地 心 为 
其 自然 位 置 . 轻 物 (如 气体 ) 的 自然 位 置 在 天 上 . 当 物 体 趋向 它 的 自 
然 位 置 时 就 引起 天 然 运动 .地 上 物体 的 天 然 运动 是 循 直 线 上 升 或 
下 落 的 . 若 地 上 一 物 不 在 它 的 天 然 位 置 上 , 它 就 要 尽 可 能 快 地 达到 
它 的 天 然 位 置 , 激发 运动 ( 即 人 为 运动 ) 则 是 由 圆周 运动 和 直线 运 
动 组 成 的 . 例如 把 一 块 石子 朝 上 直 投 , 它 就 循 直 线 往 上 并 循 直线 
下 落 . 

运动 中 的 任 一 物体 都 受到 力 和 阻力 . 在 天 然 运动 的 情况 下 , 力 
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就 是 物 的 重量 ,阻力 则 来 自 物 运动 所 经 过 的 媒质 . 在 激发 运动 的 情 
况 下 , 力 来 自 入 的 手 或 某 种 机 构 , 阻 力 则 来 自 物 的 重量 . 没有 力 就 
没有 运动 ;没有 阻力 运动 就 会 一 下 子 完成 . 所 以 任何 运动 的 速度 取 
决 于 力 和 阻力 . 这 些 原理 可 以 用 现代 写法 总 结 成 公式 Vc F/R; 
即 速度 正比 于 力 而 反比 于 阻力 . 

因 激 发 运动 中 的 阻力 来 自 物体 的 重量 , 故 对 较 轻 的 物体 而 言 ， 
阻力 R 就 较 小 .根据 以 上 公式 ,运动 速度 V 就 会 大 一 些 ; 就 是 说 ， 
在 同一 力 的 作用 下 , 较 轻 的 物体 运动 得 快 一 些 . 由 于 天 然 运 动 中 的 
阻力 来 自 媒质 ,所 以 在 真空 中 的 速度 将 为 无 穷 大 . 因此 真空 是 不 可 
能 有 的 . 

Aristotle 对 解释 某 些 现象 感到 困难 . 为 说 明 落 体 速度 何以 会 
增 大 ,他 说 物体 之 所 以 随 着 其 接近 天 然 位 置 而 增 大 其 速度 , 乃 是 因 
为 物体 运动 得 更 加 欢乐 ;但 这 同 速度 取决 于 固定 重量 的 说 法 不 一 
致 . 对 于 弯 己 射出 一 箭 的 情形 , Aristotle 说 箭 之 所 以 在 离 己 后 能 
继续 运动 , 乃 是 因为 手 或 弓 弦 把 动力 传 给 附近 的 空气 ,而 这 附近 的 
空气 又 把 动力 传 给 下 一 层 空 气 等 等 之 故 . 另 一 方面 , 箭 前 的 空气 受 
压缩 而 奔 绕 到 箭 后 以 免 发 生 空隙 ,因而 使 箭 能 推 向 前 进 . 他 没有 解 
释 为 什么 推动 力 会 消 衰 . 

希腊 时 代 最 大 的 数学 物理 学 家 是 Archimedes. 任何 别 的 希腊 
学 者 都 没有 像 他 那样 把 几何 与 力学 结合 得 如 此 紧密 ,并 像 他 那样 
巧妙 地 善于 用 几何 论点 来 作证 明 . 他 在 力学 方面 写 过 《 论 平板 的 平 
衡 》( 或 平板 的 重心 》) ,这 是 一 部 共 含 两 篇 的 著作 . 他 所 说 的 一 个 
物体 或 一 组 固 连 物 体 的 重心 ,也 同 我 们 今天 所 说 一 样 , 是 指 能 使 该 
物体 或 该 组 物体 在 只 有 重力 作用 时 支 于 该 处 而 获得 平衡 的 点 . 他 
开头 提出 关于 杠杆 和 重心 的 一 些 公设 . 例如 (次 序 编号 仍 按 Archi- 
medes ) : 

1. (离开 杠杆 支点 ) 等 距离 处 的 相等 重量 处 于 平衡 ,不 等 距离 处 的 
相等 重量 不 平衡 而 朝 着 距离 较 远 处 的 那个 重量 倾斜 . 
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2. BTEC BALE xc à) APRI EB EL AP BS AI Bh SE ff , E 
其 中 一 重量 上 加 一 物 ,它们 就 不 再 平衡 , 朝 着 加 物 的 那个 重量 倾 
P 
5. 面积 不 同 而 相似 的 图 形 , 其 重心 也 在 相似 的 位 置 ………. 
7. 凡 周 边 钙 向 同 侧 的 任 一 图 形 ,其 重心 必 在 图 形 内 部 ， 

他 在 这 些 公设 之 后 列举 了 一 些 命题 ,其 中 有 些 证 明 要 依据 其 
失传 著作 《 论 杠 杆 》 中 的 结果 : 
命题 4. 若 两 个 相等 重量 的 重心 不 在 同一 个 地 方 , 则 它们 合 在 一 起 
时 的 重心 乃 是 其 重心 连 线 的 中 点 . 
命题 6 5 7. 两 个 量 ,不 管 其 可 公 度 与 否 ,其 到 平衡 处 的 距离 与 该 
两 量 成 反比 . 
命题 10. 任 一 平行 四 边 形 的 重心 是 其 对 角 线 的 交点 . 
命题 14. 任 一 三 角形 的 重心 ,是 其 任 两 顶点 与 其 对 边 中 点 所 作 两 
根 连 线 的 交点 . 

第 二 篇 论述 一 抛物 线 弓 形 的 重心 . 其 主要 的 定理 中 有 : 
命题 4. 为 一 直线 所 割 出 的 任 一 抛物 线 弓 形 的 重心 位 于 该 弓形 的 
直径 上 . D 

直径 是 AO( 图 7. 8), 这 里 O 是 
BD 的 中 点 ,而 AO 平行 于 抛物 线 的 
轴 . 证 明 要 利用 他 在 《抛物 线 的 求 积 》 
一 书 中 的 结果 . 
命题 8. 若 AO 是 抛物 线 弓 形 的 直径 ， 
G 是 它 的 重心 , 则 AG = (3/2)GO. 图 7.8 

求 重 心 的 工作 在 亚历山大 希腊 时 期 的 许多 书 里 都 有 . 例如 
Heron 的 《力学 》 和 Pappus 的 《数学 汇编 ) 的 第 八 篇 (第 5 章 第 7 
T). 

流体 静 力 学 (研究 静止 液体 的 液压 ) 是 Archimedes 3& yr 85. 在 
他 的 《 论 洋 体 》 一 书 中 ,他 论述 了 水 施 于 浸入 其 中 物体 的 压力 ,他 提 
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出 两 个 公设 . 第 一 个 是 说 液体 任 一 部 分 施 于 液体 的 压力 是 朝 下 的 . 
第 二 个 公设 说 液体 对 置 于 其 中 一 物 的 压力 是 沿 着 通过 该 物体 重心 
的 一 根 垂 线 朝 上 的 . 他 在 第 一 篇 中 证 明 的 一 些 定理 是 ， 

命题 2. 任 一 静止 液体 的 表面 是 中 心 在 地 心 处 的 一 个 球 的 球面 . 
命题 3. 凡 与 等 体积 液体 等 重 的 固体 , 若 置 于 液体 内 , 必 将 浸没 到 
使 其 表面 不 致 露出 液 面 ,但 不 会 浸 得 更 深 . 

命题 5. 若 将 轻 于 液体 的 任 一 固体 置 于 液体 内 , 它 将 下 沉 到 这 样 的 
程度 ,使 该 固体 [在 空气 中 ] 的 重量 等 于 其 排 开 的 液体 的 重量 ， 
命题 7. 若 将 一 重 于 液体 之 物 置 于 液 内 , 它 将 下 沉 到 液 底 , 且 若 在 
液体 内 衡 其 重量 , 则 其 轻 于 原 重 之 数 等 于 其 所 排 液 体 的 重量 . 

最 后 这 个 命题 一 般 认 为 是 Archimedes 据 以 确定 那个 王冠 成 
分 的 (第 5 章 第 3 节 ). 他 必定 是 照 着 下 面 这 样 来 论证 的 : 设 W 是 
王冠 的 重量 . 拿 一 块 重量 为 W 的 纯 金 放 在 水 里 称 , 它 就 要 减轻 
FF 一 一 所 排 去 水 的 重量 . 同样 ,一 块 重量 为 W 的 纯 银 所 排 去 水 的 
重量 F, 可 由 纯 银 在 水 中 称 出 重量 后 求 得 . 于 是 车 原来 那个 王冠 
含 重 w 的 金 和 重 w: 的 银 , 则 原 王冠 所 排 去 的 水 重 应 等 于 


Ry We 
wr + yy Fe. 
今 设 下 是 王冠 所 排水 的 实际 重量 . 则 


whit wre =F, 


或 即 w Fi +w: F; = (w 十 wz)F， 
. w  F,—F 
或 w F-—Fy 


于 是 Archimedes 可 以 定 出 王冠 里 的 金 银 含量 之 比 而 无 需 和 弄 毁 王 
J£. 在 Vitruvius 讲 的 这 个 故事 里 ,Archimedes 是 用 所 排水 的 体积 
而 没有 用 重量 . 这 时 F, F, F 分 别 是 王冠 ,重量 为 W 的 纯 金 , 重 
量 为 W 的 纯 银 所 排 去 水 的 体积 . 代数 演算 的 结果 仍 一 样 ,但 没有 
用 到 命题 7. Archimedes 确实 找 出 金冠 里 掺 了 银 . 
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为 使 读者 对 Archimedes 著作 中 所 处 理 的 问题 在 数学 上 和 物 
理 上 的 复杂 程度 有 些 印象 ,我 们 摘录 第 二 篇 中 一 个 简单 的 命题 . 
命题 2. 有 一 旋转 抛物 体 的 正 截 段 , 其 轴 不 超过 3p/4[p 是 其 生成 
抛物 线 的 正 焦 弦 或 主 参 量 ] ,其 比重 小 于 液体 . 若 将 它 浸入 液 中 使 
它 的 轴 与 垂直 方向 成 任 一 角 但 不 让 


截 段 的 底 接 触 水 面 ( 图 7. 9), 则 该 
抛物 体 截 段 不 会 停留 在 那个 位 置 而 
要 回复 到 使 它 的 轴 处 于 垂直 方向 的 


Archimedes 所 处 理 的 是 物体 ~ VY 


在 水 里 的 稳定 性 问题 . 他 说 明 物 体 

放 到 水 里 后 在 什么 条 件 下 能 转向 或 图 7.9 

保持 平衡 位 置 . 这 些 问 题 显然 是 对 船舶 在 水 里 受 倾 侧 后 所 出 现 情 
况 的 理想 化 描述 . 


7. 光 学 

除 天 文学 外 ,数学 里 搞 得 最 经 久 最 成 功 的 要 算是 光学 了 . 光学 
是 希腊 人 创立 的 . 从 Pythagoras 以 后 的 几乎 所 有 希腊 哲学 家 都 探 
讨 过 光 的 性 质 , 视 象 和 光 色 . 但 我 们 关心 的 是 数学 方面 的 成 就 . 第 
一 项 成 就 是 西西 里 岛 阿 格 里 根 (Agrigentum ) 的 Empedocles 先 验 
地 提出 的 光 以 有 限 速度 行进 的 说 法 . 

光学 方面 的 第 一 批 系统 性 的 著作 是 Euclid 的 《光学 》 和 《镜面 
反射 ?2《 光 学 》 研 究 视 象 问题 以 及 怎样 从 视 象 确定 物体 的 大 小 . 
Euclid 先 摆 出 定义 (其 实 是 公设 ) ,他 的 第 一 个 定义 (正如 Plato 那 
样 ) 说 人 之 所 以 能 看 到 东西 (产生 视 象 ), 乃 是 因为 从 眼睛 里 发 出 的 
光 循 直线 行进 照射 到 所 见 的 物体 上 的 缘故 . 第 二 个 定义 说 视线 成 
一 锥 体 ,其 顶点 在 眼睛 处 ,其 底面 在 所 见 物体 的 最 远 端 . 定义 4 说 
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两 物 中 若 一 物 所 定 视线 锥 的 项 角 较 大 ,该 物 看 起 来 就 显得 较 大 些 ， 


4 B ”然后 在 命题 8 中 Euclid 证 明 两 个 相等 而 
平行 的 物体 (图 7. 10 中 的 AB 和 CD ) 的 
C D 视 观 大 小 并 不 和 它们 到 眼睛 的 距离 成 比 


例 .命题 23 到 27 证 明 眼 睛 看 球 实际 所 见 
的 不 到 球 的 一 半 , 而 所 见 部 分 的 外 廓 是 个 


E 圆 . 命题 32 到 37 指出 看 一 个 圆 ,只 有 当 
i 7. 10 眼睛 在 圆 平面 圆心 处 的 垂 线 上 时 ,所 见 的 


才 是 一 个 圆 . Euclid 又 指出 怎样 从 平面 镜 里 所 见 的 镜像 来 算出 实 
物 的 大 小 . 书 里 共有 58 个 命题 . 

《镜面 反射 描述 从 平面 镜 、 凹 面 镜 和 目 面 镜 反 射出 来 的 光 的 
习性 以 及 它 对 我 们 视觉 的 影响 . 这 书 也 像 ( 光 学 》 一 样 是 从 实际 上 
就 是 公设 的 一 些 定义 出 发 的 . 定理 1 p 
讲 反 射 律 ,这 是 现今 所 谓 几何 光学 的 
一 个 基本 定律 . 这 定理 说 入 射线 与 镜 
面 所 成 角 A( 图 7. 11) 等 于 反射 线 与 
镜面 所 成 角 B. 现今 更 普遍 的 说 法 是 
LC = ZD, 而 把 人 C 称 为 入 射 角 , 把 
. LD RAR SH fi. Euclid 还 证 明了 光 

线 照 射 在 凸 或 凹 镜面 上 的 规律 ,他 是 以 光线 照射 镜面 处 的 切 平面 
代替 镜面 来 证 明 的 ， 
Heron 从 反射 律 推 出 了 一 个 重要 的 结论 . 若 己 及 Q 是 在 直线 
ST 同 侧 的 任意 两 点 (图 7.11) , 则 从 点 已 到 直线 再 到 点 Q 的 一 切 
路 径 中 ,以 通过 直线 上 点 R 使 线段 PR 及 QR 与 ST 的 夹 角 相 等 
的 那个 路 径 为 最 短 ,而 这 恰好 就 是 光线 所 要 经 过 的 路 径 . 所 以 光线 
从 卫 出 发 照 过 镜面 再 到 Q 是 采取 最 短路 程 的 . 很 明显 , 自然 界 是 
很 了 解 几何 ,而 且 是 运用 自如 的 . 这 命题 出 现在 Heron 的 《镜面 反 
射 } 一 书 中 , 那 也 是 讲述 目镜. 凸 镜 和 复合 反射 镜 的 ， 


图 7.11 
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有 不 少 著作 是 论述 光线 在 各 种 形状 镜面 上 的 反射 的 . 其 中 有 
Archimedes 所 著 而 现 已 失传 的 《镜面 反射 》 以 及 Diocles 和 Apol- 
lonius 所 写 书 名 同 为 《论点 火 镜 》(On Burning-Mirrors ) 的 两 部 著 
TE. 点 火 镜 肯 定 是 呈 球 面 形 、 旋 转 抛物 面 形 和 旋转 椭 球 面 的 四 面 
镜 , 而 旋转 椭 球 面 是 指 椭 圆 绕 其 长 轴 旋 转 而 生成 的 形体 . Apollo- 
nius 肯定 知道 抛物 镜面 能 把 焦点 处 发 出 的 光 反 射 成 平行 于 镜面 轴 
的 光束 .反之 , 若 照 射 的 光线 平行 于 轴 , 则 反射 后 就 聚集 在 焦点 处 . 
这 样 就 可 把 太阳 光 聚 集 在 焦点 处 产生 高 温 ,从 而 有 点 火 镜 之 名 . 据 
说 Archimedes 就 利用 抛物 镜面 的 这 一 性 质 把 日 光 集 中 到 罗马 船 
上 使 它们 起 火 的 .Apollonius 也 知道 其 他 圆锥 曲线 的 反射 性 质 , 例 
如 ,从 椭 球 面 镜 一 焦点 发 出 的 光 经 反射 后 会 集中 到 另 一 焦点 上 . 他 
在 所 著 《 贺 锥 曲线 》 第 三 篇 里 讲述 了 椭圆 和 双 曲 线 的 有 关 几 何 性 质 
(第 4 章 第 12 节 ). 他 以 后 的 希腊 人 ,特别 是 Pappus, 肯 定 是 知道 
抛物 面 的 聚焦 性 质 的 . 

光 的 折射 现象 , 即 光 在 一 个 性 质 处 处 不 同 的 媒质 内 通过 时 弯曲 
的 现象 ,或 光线 从 一 个 媒质 进入 另 一 媒质 (例如 从 空气 进入 水 ) 而 突 
然 改 变 方向 的 现象 , 曾 为 亚历山大 时 期 的 希腊 人 所 研究 . Ptolemy 注 
意 到 来 自 太阳 和 星星 的 光线 受 大 气 折射 的 影响 ,并 打算 (没有 取得 
成 功 ) 找 出 光线 从 空气 进入 水 或 从 空气 进入 玻璃 时 发 生 折 射 的 规 
律 . 他 所 著 关 于 镜面 和 折射 的 书 《 光 学 》(Optics) 流 传 到 今天 . 


8.h BR 

虽然 今天 已 不 把 占星 术 当 作 科 学 ,但 在 早期 文明 社会 中 确 曾 
被 人 当 作 科学 看 待 . 公元 前 2 世纪 左右 亚历山大 希腊 入 搞 的 那 套 
占星 术 和 亚 述 时 期 巴比伦 人 的 占星 术 不 同 . 后 者 只 是 从 观察 行星 
的 位 置 来 推出 关于 君王 和 国家 大 事 的 结论 . 他 们 不 搞 计算 ,人 人 出生 
时 刻 的 星象 是 不 起 作用 的 . 但 希腊 或 亚历山大 的 占星 术 是 牵涉 到 
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个 人 的 , 它 根 据 所 算出 的 黄道 带 里 的 日 .月 和 五 大 行星 在 出 生 时 刻 
的 位 置 ,可 知 其 人 的 未 来 和 命运 . 希腊 人 为 计算 这 些 数据 就 摘出 了 
一 大 套 的 道理 . 

亚历山大 希腊 入 对 这 门 科 学 肯定 是 搞 得 很 认真 的 . Ptolemy 
在 这 方面 写 了 一 本 出 名 的 书 , 叫 《 四 书 》(Quadripartite 或 Tetra- 
biblos ) 或 《 论 星 辰 影响 的 四 书 》(Foxyr Books Concerning the In- 
fluence of the Stars) ,其 中 指出 了 如 何 根据 星象 来 预 卜 未 来 的 规 
则 . 这 书 被 人 使 用 了 一 干 年 . 

占星 术 在 科学 史上 的 意义 在 于 其 促进 了 天 文学 的 研究 ,这 不 
仅 在 希腊 ,而 且 在 印度 、 阿 拉 伯 和 中 世纪 的 欧洲 都 是 如 此 . 占星 术 
培育 了 天 文正 如 炼金 术 之 培育 化 学 一 样 . 奇怪 的 是 ,人 们 把 占星 术 
预言 的 错误 归咎 于 天 文 计 算 的 错误 ,而 并 不 归咎 于 占星 术 说 法 之 
^W. 

在 亚历山大 希腊 人 那里 数学 开始 被 应 用 于 医学 ,特别 是 通 
过 占星 术 的 媒介 而 应 用 于 医学 . 他 们 有 的 医生 就 叫 医道 数学 家 ， 
是 根据 占星 术 的 征象 来 决定 医疗 办 法 的 . 希腊 时 代 的 大 医生 
Galen 是 坚信 占星 术 的 ,这 也 许 情 有 可 原 , 因 最 闻名 的 天 文学 家 
Ptolemy 也 信 占 星 术 . 数学 和 医药 的 这 一 联系 在 中 世纪 变 得 更 加 
密切 了 

由 于 我 们 所 关心 的 是 数学 ,所 以 对 希腊 科学 的 叙述 是 有 关 数 
学 方面 的 . 希腊 人 也 在 其 他 (至 少 在 当时 ) 与 数学 无 关 的 领域 里 进 
行 过 研究 . 他 们 也 作 了 实验 和 观测 ,特别 是 天 文 观测 . 但 他 们 的 主 
要 成 就 是 在 科学 工作 中 确立 了 数学 的 重要 作用 . Plato 写 的 对 话 
《爱好 者 》(Philebus) 发 表 了 这 样 的 思想 ,说 每 门 科学 只 有 当 它 含 
有 数学 时 才 成 其 为 科学 ;这 一 原则 从 希腊 人 所 取得 的 重大 成 就 得 
到 最 有 力 的 支持 , 此 外 ,希腊 人 的 研究 提供 了 充分 证 据说 明 自 然 是 
有 其 数学 设计 的 . 他 们 对 自然 的 见解 以 及 他 们 之 开创 用 数学 方法 
研究 自然 ,在 希腊 时 代 及 其 后 各 个 世纪 里 激 起 了 数学 的 创造 发 明 . 
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希腊 世界 的 衰 蔡 


了 解 Archimedes 5 Apollonius 的 人 ,对 后 代 杰 出 人 物 的 成 
就 不 会 再 那么 钦佩 了 . 
G. W. Leibniz 


1， 对 希腊 人 成 就 的 回顾 

亚历山大 希腊 文明 虽 持续 到 公元 640 年 最 终 被 回教 徒 摧毁 时 
Jub ,但 由 于 其 创造 的 成 就 越 来 越 少 ,所 以 这 个 文明 在 公元 头 几 个 
世纪 里 显然 已 开始 衰落 了 . 在 考察 这 衰落 的 原因 以 前 ,我 们 要 总 结 
一 下 希腊 数学 的 成 就 和 缺点 ,并 指出 它 留 传 给 后 代 的 问题 . 希腊 人 
作出 了 那么 多 的 成 绩 ,并 且 其 后 (经 印度 和 阿拉 伯 人 插入 小 量 贡 献 
后 ) 欧 洲 和 人 继而 研究 数学 的 道路 全 然 由 希腊 留 下 的 遗产 所 决定 ,所 
以 有 必要 搞 清楚 当时 数学 所 达到 的 高 度 . 

人 们 把 数学 之 成 为 抽象 化 科学 归功 于 希腊 人 . 这 一 重大 贡献 
有 其 不 可 估量 的 意义 和 价值 ,因为 同一 个 抽象 的 三 角形 或 代数 方 
程 能 应 用 于 几 百 种 不 同 的 自然 现象 一 事 , 正 是 数学 的 力量 和 奥秘 
之 所 在 . 

希腊 人 坚持 要 演绎 证 明 . 这 也 确 是 了 不 起 的 一 步 . 在 世界 上 的 
几 百 种 文明 里 ,有 的 的 确 也 搞 出 了 一 种 粗 陋 的 算术 和 几何 . 但 只 有 
希腊 人 才 想 到 要 完全 用 演绎 推理 来 证 明 结论 . 需要 用 演绎 推理 的 
这 种 决心 是 同人 类 在 其 他 一 切 领 域 里 的 习惯 做 法 完全 违背 的 ; 它 
实际 上 几乎 像 件 不 合理 的 事 ,因为 人 类 凭 经 验 、 归 纳 、 类 比 和 实验 
已 经 获得 了 那么 多 高 度 可 靠 的 知识 . 但 希腊 人 需要 真理 ,并 觉得 只 
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有 用 毋庸 置疑 的 演绎 推理 法 才能 获得 真理 . 他 们 又 认识 到 要 获得 
真理 就 必须 从 真理 出 发 ,并 且 要 保证 不 把 靠不住 的 事实 当 作 已 知 . 
因此 他 们 把 所 有 公理 明确 说 出 ,并 且 在 他 们 的 著作 中 采取 一 开头 
就 陈述 公理 的 做 法 ,使 之 能 马上 进行 批判 考察 . 

除了 想 出 用 这 种 非 几 的 方案 来 证 实 可 靠 的 知识 以 外 ,希腊 人 
还 表现 出 一 种 为 创新 者 所 少见 的 细致 精神 . 他 们 认识 到 概念 必须 
彼此 没有 矛盾 ,以 及 不 能 用 不 存在 的 图 形 (如 正 十 面体 ) 来 搞 出 前 
后 一 致 的 逻辑 结构 ,这 一 切 显 出 他 们 几乎 有 超人 的 并 且 肯 定 是 空 
前 的 思想 深度 . 现在 我 们 知道 他 们 在 研究 一 个 概念 以 前 证 明 其 存 
在 的 做 法 ,是 靠 演示 它 能 够 用 直 尺 圆规 构 作 出 来 . 

希腊 人 在 发 现 定理 与 作出 证 明 方 面 的 能 力 之 强 , 从 Euclid( A 
本 》 之 含 467 个 命题 以 及 Apollonius《 圆 锥 曲线 》 之 含 487 个 命 
而 且 所 有 这 一 切 都 是 从 《原本 》 里 的 10 个 公理 推出 这 一 事实 ,可 以 
得 到 证 明 . 至 于 其 逻辑 结构 之 浑然 成 为 一 体 , 则 就 其 重要 性 并 且 也 
许 从 作者 的 意图 来 说 肯定 还 是 次 要 的 事 . 如 果 同 样 这 些 结果 是 从 
许多 组 不 同 的 (虽然 是 同样 可 靠 的 ) 公 理 中 获得 的 ,那么 它们 就 远 
远 不 如 现在 这 批 知识 那样 易于 处 理 和 易于 为 人 所 接受 . 

希腊 和 人 在 数学 内 容 上 的 页 献 一 一 平面 与 立体 几何 ,平面 与 球 
面 三 角 ,数论 萌芽 ,巴比伦 和 埃及 的 算术 与 代数 的 推广 一 一 是 巨大 
的 ,特别 是 鉴于 当时 从 事 这 项 工作 的 人 数 不 多 而 且 广泛 活动 的 时 
间 也 不 过 凡 个 世纪 .在 这 些 贡献 之 外 还 必须 加 上 几何 代数 法 ,他们 
的 这 项 工作 只 要 能 承认 无 理 数 并 把 内 容 翻 译 成 符号 式 子 , 就 可 以 
变 成 相当 一 部 分 初等 代数 的 基础 . 他 们 用 穷竭 法 来 处 理 曲 边 图 形 
的 工作 虽 仅 属 几何 的 一 部 分 ,但 也 值得 特别 提 及 ,因为 这 是 微 积分 
的 萌芽 . 

希腊 人 对 自然 界 的 看 法 也 是 对 后 世人 同样 重要 的 一 种 贡献 与 
FUR. 希腊 人 把 数学 等 同 于 物理 世界 的 实质 ,并 在 数学 里 看 到 关于 
宇宙 结构 和 设计 的 最 终 真 理 . 他 们 建立 了 数学 和 研究 自然 真理 之 
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问 的 联盟 ,这 在 以 后 便 成 为 现代 科学 的 基础 本 身 . 其 次 ,他 们 把 对 
日 然 的 合理 化 认识 推进 到 足够 深远 的 程度 ,使 他 们 能 牢固 树立 一 
种 信念 ,感到 宇宙 确实 是 按 数 学 规律 设计 的 ,是 有 条 理 、 有 规律 并 
且 能 被 人 所 认识 的 . 

他 们 也 并 不 忽视 数学 在 美学 上 的 意义 . 这 学 科 在 希腊 时 代 被 
人 珍视 为 一 门 艺 术 , 他 们 在 其 中 认识 到 美 和谐 简单 .明确 以 及 秩 
FF. 算术、 几何 与 天 文 被 人 看 做 是 心智 的 艺术 与 灵魂 的 普 乐 . Plato 
喜爱 几何 ;Aristotle 不 愿 把 数学 和 美学 分 开 , 因 他 认为 秩序 和 对 
称 是 美的 重要 因素 ,而 这 两 者 他 能 在 数学 里 找到 . 事实 上 ,在 希腊 
人 的 思想 里 ,对 合理 的 、 美 的 乃至 对 道德 上 的 关心 都 是 分 不 开 的 . 
他 们 反复 说 过 球 是 一 切 形体 中 最 美的 ,因而 是 神圣 的 ,是 善 的 . A 
也 和 球 一 样 从 美学 观点 上 为 人 所 喜爱 ,因此 那些 代表 天 上 万 动 不 
变 的 永恒 秩序 的 天 体 , 自 然 要 以 圆 为 它们 的 运动 路 径 , 而 在 不 完善 
的 地 上 , 则 以 直线 运动 居多 . 无 疑 是 由 于 这 门 学 科 在 美学 上 的 吸引 
力 , 才 使 得 希腊 数学 家 把 有 些 项 目 探索 到 超出 为 理解 自然 所 必需 
的 程度 . 


2. 希腊 数学 的 局 限 性 

尽管 有 了 不 起 的 成 就 ,希腊 数学 是 有 缺点 的 . 从 它 的 局 限 性 可 
以 看 出 尚 待 开辟 的 前 进 道路 . 

第 一 个 局 限 性 是 他 们 不 能 掌握 无 理 数 概念 . 这 不 仅 限制 了 算 
术 和 代数 ,而 且 使 他 们 转向 而 且 强 调 几何 ,因为 几何 思想 可 以 免 于 
明确 碰 到 无 理 数 之 是 否 为 数 这 个 问题 . 如 果 希 腊 人 能 正视 无 理 数 ， 
他 们 也 许 能 使 算术 和 代数 推进 一 步 ;并 且 即 使 他 们 自己 没有 这 样 
做 ,他 们 也 不 致 阻碍 后 代 在 算术 和 代数 方面 取得 进展 , 因 后 代 人 受 
了 他 们 的 影响 ,总 觉得 在 处 理 那些 可 能 取 无 理 值 的 量 时 ,只 有 几何 
才 有 可 靠 的 基础 . Archimedes, Heron 和 Ptolemy 曾 开 始 把 无 理 
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数 当 作 数 来 处 理 ,但 未 能 改变 希腊 数学 的 进程 或 希腊 思想 对 后 代 
的 影响 . 希腊 人 之 专注 于 几何 迷糊 了 后 世 好 几 代 人 的 视界 ,在 不 出 
几何 与 算术 在 概念 上 与 运算 上 的 相应 之 处 . 由 于 他 们 未 能 把 无 理 
数 定义 .接受 并 且 在 思想 上 搞 通 它 是 数 ,他 们 就 硬 把 数 和 量 区 别 开 
来 ,结果 就 把 代数 和 几何 看 成 是 不 相干 的 学 科 . 

如 果 希 腊 人 不 那么 关心 有 允 辑 和 严密 性 ,他们 也 许 会 像 巴比伦 
人 或 后 继 文明 中 的 入 那样 无 意 中 承 认 并 运用 无 理 数 . 但 这 种 认识 
在 直观 上 没有 明确 基础 ,而 搞 一 个 逻辑 结构 又 非 他 们 力所能及 . 希 
腊 人 坚持 要 有 准确 的 概念 和 证 明 这 个 美德 ,从 数学 的 创造 发 明 来 
说 却 是 个 缺点 . 

把 结构 严密 的 数学 (除数 论 之 外 ) 限 于 几何 一 事 又 产生 男 一 不 
利之 处 . 随 着 数学 范围 的 扩大 ,用 几何 方法 就 使 证 明 越 来 越 复 杂 ， 
特别 是 在 立体 几何 方面 . 而 且 即 使 在 比较 简单 的 证 明 里 也 缺乏 一 
般 性 的 方法 ,而 这 在 我 们 有 了 解析 几何 与 微 积分 后 是 很 清楚 的 事 . 
我 们 只 要 看 看 Archimedes 求 抛物 线 弓 形 面积 或 求 他 的 螺 线 弧 所 
含 面积 时 搞 得 多 么 艰难 ,并 把 它 同 现代 用 微 积分 的 做 法 比较 一 下 ， 
就 可 以 体会 到 微 积分 的 功效 . 

希腊 人 不 仅 把 数学 主要 限制 于 几何 ;他 们 甚至 把 几何 只 限 
于 那些 能 用 直线 和 圆 作 出 的 图 形 . 于 是 曲面 只 许 是 那些 从 直线 
和 圆 绕 一 轴 产 生 的 ,例如 由 一 和 矩形、 三 角形 和 圆 绕 一 直线 旋转 而 
生成 的 圆柱 .圆锥 和 球 . 也 有 少数 例外 :平面 类 似 于 直线 ;棱柱 是 
一 种 特殊 圆柱 ; 核 锥 是 剖 开 棱柱 而 得 出 的 . 圆锥 曲线 是 用 平面 截 
锥 面 而 得 出 的 . 此 外 像 Hippias 的 割 圆 曲线 , Nicomedes 的 蚌 线 和 
Diocles 的 蔓 叶 线 则 在 几何 的 边缘 ;它们 叫 机 械 曲 线 而 不 算 几 何 
dh. 

Pappus 对 曲线 的 分 类 说 明 希 腊 人 要 把 曲线 限制 在 一 定 范 围 
内 . 据 Pappus 说 希腊 人 是 这 样 区 分 曲线 的 :平面 曲线 是 从 直线 和 
圆 作出 的 那些 曲线 ;圆锥 曲线 被 他 们 称 为 立体 曲线 , 因 它们 是 从 贺 
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锥 产生 的 ; 割 圆 线 . 昨 线 . 蔓 叶 线 和 螺 线 这 些 曲 线形 成 第 三 类 . 同 
样 ,他们 把 问题 分 为 平面 的 .立体 的 和 曲线 的 三 类 . 平面 问题 是 能 
用 直线 和 圆 解决 的 问题 ;立体 问题 是 能 用 一 个 或 多 个 圆锥 曲线 解 
决 的 问题 . 不 能 用 直线 、 圆 或 圆锥 曲线 解决 的 问题 叫 曲线 问题 , 因 
为 它们 要 用 到 更 复杂 而 不 那么 自然 的 曲线 . Pappus 强调 用 平面 或 
立体 轨迹 解 问题 的 重要 性 , 因 在 那 种 情形 下 就 可 给 出 存在 实 解 的 
准则 . 

为 什么 希腊 人 要 把 他 们 的 几何 限于 直线 和 圆 以 及 那些 易于 从 
两 者 得 出 的 曲线 呢 ? 一 个 理由 是 这 样 可 以 解决 证 明 一 个 几何 图 形 
的 存在 问题 . 我 们 知道 ,希腊 人 特别 是 Aristotle 曾 指出 必须 保证 
所 引用 的 概念 不 自 相 矛盾 ,就 是 说 必须 证 明 它们 存在 . 为 解决 这 问 
题 ,希腊 和 人 至 少 从 原则 上 只 承认 那些 可 以 作 图 的 概念 是 存在 的 . 直 
线 和 圆 是 在 公设 里 承认 它们 是 可 作 的 ,但 其 他 图 形 则 必须 从 圆 和 
直线 来 作出 ， 

不 过 用 作 图 来 证 明 存 在 的 做 法 并 未 推行 到 三 维 图 形 上 . 这 
里 希腊 人 只 是 承认 了 直观 上 看 来 清楚 的 事实 ,例如 球 BRA 
锥 等 旋转 形体 的 存在 . 用 平面 截 割 这 些 图 形 产 生 圆锥 曲线 这 种 
曲线 ,因此 甚至 尚未 证 明 其 存在 的 平面 图 形 也 获得 承认 一 不 
tt AW oR. 这 一 点 Descartes 在 其 《几何 》(La Geometrie) 第 二 
篇 的 开头 处 曾 指 出 :“ 诚 然 ,圆锥 曲线 在 古代 几何 里 从 没有 正式 


之 所 以 限于 直线 、 圆 以 及 那些 能 从 两 者 得 出 的 图 形 ,其 第 二 个 
原因 来 自 Plato, 他 认为 观念 要 清楚 才能 加 以 接受 . 希腊 人 虽 未 明 
确定 义 整数 但 觉得 整数 观念 本 身 可 以 当 作 一 个 清楚 的 概念 来 接 
受 , 而 几何 图 形 则 应 该 搞 得 明确 些 . 直线 、 圆 以 及 由 它们 得 出 的 图 
形 是 清楚 的 ,而 用 机 械 工具 ( 除 直 尺 和 圆规 以 外 ) 作 出 的 图 形 则 不 
然 , 所 以 是 不 容许 的 . 把 图 形 只 限于 那 种 清楚 的 ,这 就 产生 出 简单 、 
次 序 井 然 .和谐 与 美妙 的 几何 学 . 
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由 于 坚持 要 把 他 们 的 几何 学 搞 得 统一 、 完 整 和 简单 ,由 于 把 抽 
象 思 维 同 实用 分 开 ,所 以 古典 希腊 几何 成 为 一 门 成 就 有 限 的 学 科 . 
它 狭 隘 了 人 们 的 视界 ,使 他 们 的 头脑 接受 不 到 新 思想 和 新 方法 . 它 
的 内 部 存在 着 使 它 自己 死亡 的 种 子 . 如 果 没 有 亚历山大 文化 开 镁 
了 希腊 数学 家 的 眼界 ,那么 它 那 狭 隘 的 活动 领域 ,局 促 的 观点 ,在 
美学 上 的 限制 ,很 可 能 使 它 的 发 展 受 到 遏制 . 

希腊 入 的 哲学 思想 又 从 另 一 方面 限制 了 希腊 数学 的 发 展 . 在 
整个 古典 时 期 ,他 们 相信 数学 事实 不 是 人 创造 的 ,而 是 先 于 人 而 存 
在 的 . 人 只 要 肯定 这 些 事实 并 记录 下 来 就 行 了 . Plato 在 其 《The- 
aetetus) 一 书 中 把 探索 知识 比 作 在 一 个 乌 族 馆 里 捕 鸟 . 那些 鸟 是 已 
经 被 人 网 起 来 的 ,人 只 要 进去 抓 就 是 了 . 但 对 数学 性 质 的 这 种 信念 
并 没有 为 人 们 所 赞同 . 

希腊 人 未 能 领悟 无 穷 大 ,无穷 小 和 无 穷 步 又. 他 们 “对 无 穷 的 
ZAMER”. Pythagoras 派 把 善 与 恶 同 有 限 与 无 限 联 系 起 来 . 
Aristotle 说 无 穷 是 不 完美 的 .未 完成 的 ,因而 是 不 可 思议 的 ; 它 是 
不 成 形 的 \ 混 乱 的 . 只 有 那些 限定 而 分 明 的 东西 才 有 其 本 性 可 言 . 

为 避免 提出 直线 可 无 穷 延 伸 , Euclid 说 一 线段 (他 书 中 的 “ 直 
线 " 就 是 指 线段 ) 可 按 需要 加 以 延伸. 从 Euclid 对 平行 公理 的 叙述 
也 可 看 出 他 不 愿 涉及 无 穷 大 . 他 并 不 谈 伸 向 无 穷 远 的 两 根 直线 也 
不 直接 给 出 两 平行 直线 存在 的 条 件 ,而 只 是 在 他 的 平行 公理 中 提 
出 两 直线 相交 于 某 有 限 点 处 的 条 件 . 

在 点 与 直线 的 关系 以 及 离散 与 连续 的 关系 里 要 涉及 无 穷 小 概 
念 ,而 Zeno 的 悖 论 很 可 能 使 希腊 人 不 敢 触及 这 一 概念 . 点 和 线 的 
概念 曾 使 希腊 人 伤 脑筋 并 使 Aristotle 硬 把 它们 分 开 来 . 他 虽 承 认 
点 是 在 线 上 的 ,但 说 线 不 是 由 点 生成 的 ,并 说 连续 不 能 由 离散 生成 
(第 3 章 第 10 节 ). 这 一 区 别 又 使 他 们 感到 有 必要 把 数 同 几何 分 
开 , 因 为 希腊 人 认为 数 是 离散 的 ,而 几何 则 处 理 连 续 的 量 . 

由 于 他 们 怕 无 穷 步骤 ,所 以 他 们 也 与 极限 步骤 失之交臂. 他们 
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用 一 正 多 边 形 来 接近 圆 时 满足 于 使 其 相差 小 于 任 一 给 定 的 量 ,但 
总 留 下 一 些 量 . 因此 这 一 步骤 在 直观 上 仍 很 清楚 ,而 极限 步骤 则 要 
用 无 穷 小 . 


3. 希腊 人 留 给 后 代 的 问题 

希腊 数学 思想 的 局 限 性 几乎 不 言 而 喻 地 说 明 他 们 遗留 给 后 代 
的 是 哪些 问题 . 由 于 他 们 未 能 把 无 理 量 接受 为 数 , 于 是 不 可 公 度 比 
是 否 可 指定 其 为 一 数 而 用 算术 方法 来 处 理 就 成 为 问题 . 如 果 有 无 
理 数 ,代数 范围 也 能 扩大 . 在 解 那些 可 能 有 无 理 根 的 二 次 方程 或 其 
他 方程 时 ,就 不 必用 几何 方法 而 可 以 通过 数 来 处 理 这 些 问 题 ,代数 
就 可 以 从 埃及 和 巴比伦 人 或 Diophantus( 他 不 愿 考虑 无 理 数 Fr 
达到 的 阶段 进一步 向 前 发 展 . 

希腊 人 甚至 对 整数 和 整数 之 比 都 没有 黄 立 逻辑 基础 . 他 们 只 
提供 颇 为 含糊 的 定义 ,如 在 Euclid 原 本 》 第 七 到 第 九 篇 中 所 陈述 
的 那样 . 由 于 亚历山大 人 随意 使 用 数 ,其 中 包括 无 理 数 ,所 以 对 于 
数 系 的 逻辑 基础 就 更 加 显得 迫切 需要 ;而 亚历山大 人 的 这 种 做 法 
只 不 过 继承 了 埃及 和 巴比伦 人 的 实用 传统 . 这 样 希腊 人 就 留 下 了 
两 门 截然 不 同 的 、 发 展 得 不 平衡 的 数学 . 一 门 是 严格 的 ,演绎 式 的 、 
有 系统 的 几何 学 ,一 门 是 赁 直观 的 、 经 验 的 算术 及 其 到 代数 的 
推广 . 

由 于 他 们 未 能 建成 演绎 式 的 代数 ,这 就 表明 严格 的 数学 只 限 
于 几何 .事实 上 ,直到 17 和 18 世纪 情形 依然 如 此 ,而 那 时 代数 和 
微 积分 已 经 广 为 流 行 了 . 然而 即使 在 那 时 ,所 谓 严格 数学 仍然 是 指 
几何 . 

Euclid 几何 之 限于 考虑 能 用 尺 规 作出 的 概念 ,使 数学 有 待 完 
成 两 项 任务 . 第 一 项 任务 是 特殊 的 , 即 是 要 证 明 能 用 尺 规 化 圆 为 
方 ,三 等 分 任意 角 , 和 作出 倍 立方 体 . 这 三 个 问题 引起 很 大 兴趣 ,其 
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至 今日 还 使 一 些 人 着 迷 ,虽然 (我 们 以 后 可 以 看 到 ) 这 在 19 世纪 就 
已 经 处 理 完毕 了 . 

第 二 项 任务 是 把 存在 性 问题 的 准则 放宽 . 以 作 图 作为 证 明 存 
在 性 的 一 种 方法 ,对 于 那些 应 该 (并 且 在 以 后 确实 ) 为 数学 所 考虑 
的 概念 来 说 是 限制 太 严 了 . 更 有 其 者 ,由 于 某 些 长 度 是 作 不 出 来 
的 ,所 以 Euclid 直线 是 不 完整 的 ;就 是 说 ,严格 地 讲 它 不 包含 那些 
不 可 作出 的 长 度 , 为 使 其 内 部 至 于 完整 而 对 研究 具体 世界 更 为 有 
用 ,数学 必须 在 证 明 存 在 性 的 问题 上 不 受 狭 隘 的 几何 方法 的 束缚 . 

上 面 已 经 说 过 ,为 避免 直接 肯定 有 无 穷 长 的 平行 直线 ,Euclid 
就 把 平行 公理 讲 得 比较 复杂 , 他 认识 到 这 种 讲法 使 那个 公理 不 像 
其 他 九 个 公理 那样 不 言 自 明 ,并 且 我 们 有 充分 理由 相信 Euclid 在 
非 万 不 得 已 时 是 尽量 避免 用 这 个 公理 的 . 许多 希腊 人 想 用 其 他 公 
理 来 代替 平行 公理 ,或 根据 其 余 九 个 公理 来 证 明 它 . Ptolemy 曾 对 
此 写 了 一 篇 论文 ;Proclus 在 评注 Euclid 著作 时 提 到 了 Ptolemy 
证 明 平行 公设 的 尝试 ,并 且 他 自己 也 想 做 出 证 明 . Simplicius 提 到 
男 外 一 些 搞 过 这 一 间 题 的 人 ,并 进一步 指出 “古代 ”人 们 反对 使 用 
平行 公设 . 

同 平行 公设 问题 密切 相关 的 是 物理 空间 是 否 为 无 限 的 问题 . 
Euclid 在 公设 2 中 假定 一 直线 段 可 按 需 要 随意 延长 ,他 用 了 这 一 
事实 ,但 只 为 得 出 一 个 较 大 的 长 度 一 一 如 第 一 篇 中 的 命题 11, 16 
和 20 那样 . Heron 对 这 些 定理 给 出 新 的 证 明 ,避免 了 延长 直线 的 
做 法 ,以 堵 反 对 者 否认 有 足够 空间 可 供 延 长 的 口 实 . Aristotle 考 
虑 过 空间 是 否 为 无 限 的 问题 ,并 列举 六 点 非 数学 上 的 理由 来 论证 
其 为 有 限 ;他 预料 到 这 个 问题 是 难 摘 的 . 

留 给 后 代 的 另 一 个 问题 是 计算 曲 边 形 所 围 面积 和 曲面 所 包容 
的 体积 . 希腊 人 ,特别 是 Eudoxus 和 Archimedes ,不 仅 处 理 过 这 类 
问题 ,而 且 用 穷竭 法 做 出 了 相当 大 的 进展 . 但 这 方法 至 少 在 两 方面 
是 有 缺点 的 . 第 一 是 对 每 个 问题 都 需要 想 出 一 种 巧妙 的 方案 来 通 
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近 所 论 的 面积 或 体积 ;但 对 于 以 后 所 要 计算 的 那些 面积 和 体积 来 
说 , 光 用 这 种 方法 使 人 感到 有 智 穷 虑 竭 之 时 . 其 次 是 ,希腊 人 所 取 
得 的 结果 通常 仅仅 是 指出 所 要 求 的 面积 或 体积 等 于 某 一 较 简 图 形 
的 面积 和 体积 ,而 后 者 的 数值 仍 是 未 知 的 . 但 在 应 用 上 所 需要 的 恰 
恰 是 数量 上 的 知识 ， 


4. 希腊 文明 的 衰 替 

大 约 从 公元 的 年 代 开 始 ,希腊 数学 的 活动 能 力 逐 渐 衰 退 了 .在 
这 新 时 代 里 , Ptolemy 和 Diophantus 的 工作 是 唯一 重要 的 贡献 . 
Pappus 和 Proclus 这 两 大 评注 家 是 值得 注意 的 ,但 他 们 只 不 过 是 
写 了 这 个 时 代 最 后 的 一 页 . 这 个 文明 曾 在 5 个 到 6 个 世纪 之 间作 
出 了 远 远 超过 其 他 文明 的 那么 多 那么 精彩 的 贡献 , 它 的 衰落 需要 
人 们 来 找 出 其 原因 . 

不 幸 的 是 数学 家 也 像 最 普通 的 农民 一 样 要 受 历史 条 件 的 影 
响 . 只 要 稍稍 懂得 一 点 公元 后 亚历山大 希腊 人 的 政治 历史 ,就 能 认 
识 到 不 仅 是 数学 而 且 所 有 文化 活动 都 注定 要 遭 灾 焉 . 当 亚 历 山 大 
的 希腊 文明 处 于 Ptolemy 王朝 的 统治 下 时 , 它 是 繁荣 昌盛 的 . 第 一 
次 灾 殊 是 罗马 人 的 来 临 ,它们 在 数学 史上 的 全 部 作用 是 一 种 破坏 
AR. 

在 论述 罗马 人 对 亚历山大 希腊 文明 的 冲击 以 前 , 先 指出 几 
件 事实 来 说 明 罗 马 入 的 数学 和 罗马 文明 的 性 质 . 罗马 的 数学 不 
值 一 提 . 罗马 人 活跃 于 历史 舞台 上 的 时 期 大 约 是 从 公元 前 750 
年 到 公元 476 年 ,差不多 和 希腊 文明 昌盛 时 期 一 样 . 而 且 ( 如 以 
后 就 要 讲 到 的 ) 至 少 从 公元 前 200 年 起 罗马 人 就 同 希腊 人 有 密 
切 接触 . 但 在 这 整个 1 100 年 之 间 没 有 出 现 过 一 个 罗马 数学 家 ， 
所 以 除了 少数 细节 外 ,这 一 事实 本 身 就 足以 说 明 有 罗马 数学 史 的 
整个 情况 了 . 
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罗马 人 确 有 点 粗浅 的 算术 和 一 些 近似 的 几何 公式 ,其 后 又 从 
亚历山大 希腊 人 那里 补充 了 一 些 知 识 . 他 们 记 整 数 的 记号 是 大 家 
熟悉 的 . 为 用 整数 进行 计算 ,他 们 应 用 各 种 形式 的 算盘 . 此 外 他 们 
也 用 手指 和 借助 于 特别 编制 的 数 表 来 计算 . 

罗马 人 分 数 的 底 是 12. 他 们 用 特别 的 符号 和 文字 来 代表 
1/12, 2/12, +, 11/12, 1/24, 1/36, 1/48, 1/96, … 之 所 以 用 12 
为 底数 ,可 能 是 从 一 年 中 的 月 数 而 来 的 . 附带 说 起 ,他们 的 重量 单 
位 叫 as; 这 as 的 十 二 分 之 一 叫 uncia, 3€ XC H ff] Hl (ounce, 英两 ) 
和 英寸 (inch) 都 是 从 uncia 一 字 演 变 而 来 的 . 

罗马 人 的 算术 和 几何 主要 用 在 测量 上 ,用 于 划 定 城市 边界 ,以 
及 住宅 和 庙宇 的 范围 . 测量 人 员 只 要 用 简单 仪器 和 全 等 三 角形 的 
知识 就 可 以 算出 他 们 所 需要 的 大 部 分 数量 . 

-罗马 人 的 确 给 我 们 改进 了 日 历 . 到 Julius Caesar( 公 元 前 
100 一 前 44) 时 代为 止 ,罗马 的 基本 年 有 12 个 月 共 355 天 .每 隔 一 
年 加 上 22 天 或 23 天 的 一 个 图 月 ,这 样 平均 每 年 有 366 TR. 为 改 
进 这 个 日 历 ,Caesar 聘请 了 亚历山大 的 Sosigenes, 他 建议 定 每 年 
为 365 天 并 每 四 年 有 一 闽 年 . Caesar 所 定 的 这 个 儒 略 历 (从 Cae- 
sar 的 名 字 Julius 而 来 ) 是 在 公元 前 45 年 正式 采用 的 . 

从 公元 前 50 年 左右 起 罗马 人 编写 他 们 自己 的 技术 书籍 ,但 其 
基本 内 容 都 取 自 希腊 . 这 些 技术 书 中 最 出 名 的 是 Vitruvius 关于 
建筑 方面 的 十 本 书 ,大 约 撰写 于 公元 前 14 f£. 这 里 的 材料 也 是 来 
自 希 腊 的 . 颇 为 奇怪 的 是 ,Vitruvius 竟 说 数学 上 的 三 大 发 现 是 边 
长 为 3, 4, 5 的 直角 三 角形 ,单位 长 正方 形 对 角 线 之 为 无 理 量 , 以 
及 Archimedes 所 解决 的 金冠 问题 . 他 确 也 提 到 另外 一 些 数学 方面 
的 事实 ,如 理想 人 体 的 各 部 分 的 比例 ,一 些 和 谐 的 算术 关系 ,以 及 
关于 算 弩 炮 功 效 的 算术 方法 . 

“数学 "一 词 在 罗马 人 那里 的 名 声 是 不 好 的 ,因为 他 们 称 占星 
术士 为 数学 家 ,而 占星 术 是 罗马 君王 所 严禁 的 . 罗马 王 Diocletian 
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(245 一 316) 把 几何 区 别 于 数学 . 前 者 是 要 学 习 并 应 用 于 公众 事务 
的 ;但 “数学 方术 ”( 意 即 占星 术 ) 则 被 视 为 不 法 而 完全 禁止 . 禁止 
占星 术 的 罗马 法 律 “数学 和 恶 行 禁 上 典 ” 在 中 世纪 的 欧洲 仍 被 援 用 . 
但 罗马 星 帝 和 其 后 信奉 基督 教 的 罗马 皇帝 还 是 在 宫廷 里 供养 占星 
术士 ,以 期 万 一 他 们 的 预言 能 够 灵验 .“ 数 学 家 ”与 “几何 学 家 ”的 区 
分 一 直到 文艺 复兴 之 后 好 久 还 保持 着 . 甚至 在 17 世纪 和 18 世纪 ， 
人 们 用 “几何 学 家 "来 称呼 我 们 今日 心目 中 的 数学 家 . 

罗马 人 是 务实 的 ,他 们 也 硅 兆 他们 的 讲究 实际 . 他 们 兴建 起 并 
完成 了 大 量 的 工程 项 目 一 高架 引 水 渠道 ,甚至 一 直 存 留 到 今天 
的 宽广 大 路 .桥梁 .公共 建筑 以 及 大 地 测量 一 一 但 若 超出 他 们 当前 
所 和 急需 的 特定 的 具体 应 用 , 则 任何 别 的 思想 是 他 们 所 据 弃 的 . 罗马 
人 对 数学 的 态度 可 用 Cicero 的 话 来 表明 :希腊 人 对 几何 学 家 尊 
崇 备 至 ,所 以 他 们 的 哪 一 项 工作 都 没有 像 数学 那样 获得 出 色 的 进 
R 但 我 们 把 这 项 方术 限定 在 对 度量 和 计算 有 用 的 范围 内 .” 

罗马 君王 并 不 像 埃及 的 Ptolemy 朝 诸 王 那样 支持 数学 ,而 罗 
马 人 也 并 不 懂得 纯粹 科学 . 他 们 竟然 不 想 发 展 数学 一 事 是 令 人 惊 
讶 的 ,因为 他 们 统治 了 一 个 世界 范围 的 帝国 并 且 确 平 需要 解决 一 
些 实际 问题 . 我 们 从 罗马 人 的 历史 里 所 效 得 的 教训 是 , 几 另 视 数学 
家 及 科学 家 高 度 理论 性 工作 并 斥 其 为 无 用 的 人 民 , 他 们 对 重要 实 
际 成 果 之 如 何 产生 是 盲目 无 知 的 . 

现在 我 们 来 考察 罗马 人 在 希腊 政治 和 军事 史上 所 起 的 作用 . 
他 们 在 稳 占 意大利 中 部 和 北部 之 后 ,接着 就 征服 了 南部 意大利 和 
西西 里 的 希腊 城市 (前 已 提 到 ,Archimedes EY 5 A Ka H er 
曾 对 该 城 的 防守 作出 贡献 ,并 为 一 罗马 士兵 所 杀害 ). 公元 前 146 
年 罗马 人 征服 了 希腊 本 土 ,他 们 又 在 公元 前 64 年 征服 美 索 不 达 米 
YW. Caesar 在 Ptolemy 王朝 的 最 后 统治 者 Cleopatra 女皇 和 她 的 
兄弟 间 的 内 讶 中 进行 干涉 , 设法 在 埃及 获得 播 足 之 地 . 公元 前 47 
年 Caesar 纵火 焚毁 停泊 在 亚历山大 港 的 埃及 舰队 ,大 火 延 及 该 
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城 , 烧 掉 了 图 书馆 . 两 个 半 世 纪 以 来 收集 的 藏书 和 50 万 份 手稿 这 
一 古代 文明 的 代表 作 竟 被 一 扫 而 光 . Pr SE RS Xe o] c SERIES E TR 
里 有 许多 书 容纳 不 下 存放 在 Serapis 神 庙 里 ,所 以 那些 书 免 于 被 
SE. 此 外 , 死 于 公元 前 133 年 的 由 加 蒙 (Pergamum ) 的 Attalus = 
世 曾 把 他 的 大 量 藏 书 留 在 罗马 . Mark Anthony 把 这 批 藏书 赠送 
给 Cleopatra 女皇 ,使 神 庙 里 又 增添 了 这 些 图 书 . 总 的 藏书 量 仍 是 
很 巨大 的 . 

罗马 人 在 公元 前 31 年 Cleopatra 女皇 去 世 时 间 到 埃及 并 从 此 
以 后 控制 该 处 . 他们 热衷 于 扩张 他 们 的 政治 势力 ,但 并 不 热心 传播 
他 们 的 文化 , 被 征服 的 地 区 成 为 殖民 地 ,通过 没收 和 征 税 榨取 大 量 
财富 . 由 于 大 多 数 罗 马 君 王 是 私欲 之 徒 , 他 们 把 所 控制 的 每 个 国家 
都 搞 得 民 穷 财 尽 . — EUR AGES SUR , 例如 在 亚历山大 发 生起 义 ， 
T S AG EHE SU UE SR ,并 在 镇 压 成 功 后 层 竹 成 
TA. 

罗马 帝国 的 后 期 历史 也 需要 提 一 下 . Theodosius E (379— 
395 在 位 ) 把 广大 帝国 划分 给 他 的 两 个 儿子 ,一 个 叫 Honorius 的 
统治 意大利 和 西欧 , 另 一 个 叫 Arcadius 的 统治 希腊 、 埃 及 和 近东 . 
西部 帝国 在 公元 5 世纪 被 哥 特 人 所 征服 ,这 之 后 就 是 中 世纪 欧洲 
的 历史 . 东部 包括 埃及 (一 度 ) ,希腊 以 及 今日 土耳其 的 地 方 , 它 的 
独立 一 直 保持 到 1453 年 被 土耳其 人 征服 时 为 止 . 由 于 东 有 罗马 帝国 
(又 称 拜 上 古 庭 帝国 ) 包 括 希 腊 本 土 , 所 以 希腊 文化 和 著作 在 某 种 程 
度 上 得 以 保存 . 

从 数学 史 的 观点 说 ,基督 教 兴起 所 产生 的 后 果 是 不 幸 的 . 虽然 
基督 教 领 袖 们 采纳 了 希腊 人 和 东方 的 许多 无 籍 之 谈 和 迷信 习惯 ， 
以 使 基督 教 易于 为 新 改 宗 的 人 所 接受 ,但 他 们 却 反 对 异 教徒 的 学 
问 ,嘲笑 数学 天文 和 物理 科学 ;基督 徒 是 不 许 沾染 希腊 学 术 这 个 
脏 东西 的 . 基督 教 虽然 受到 罗马 人 的 残酷 迫害 ,但 它 仍 广 为 传播 并 
且 势 力 大 到 这 种 程度 ,使 Constantine E (272—337 ) 4 f S E 
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为 罗马 帝国 的 国教 .从 此 以 后 基督 徒 就 更 有 力量 来 摧毁 希腊 文化 
了 . Theodosius FEILAR RERA, HE 392 ETERRA RS 
神 庙 . 许多 希腊 神 庙 被 改 成 教堂 ,但 其 中 仍 多 保留 希腊 的 雕塑 饰 
像 .在 整个 帝国 内 异 教徒 受 人 袭击 和 屠杀 . 亚历山大 时 期 著名 女 数 

学 家 Hypatia( 数 学 家 Theon 的 女儿 ) 的 命运 标志 着 这 一 时 代 的 终 
结 . 因为 她 不 肯 放 弃 希 腊 宗 教 , 狂 热 的 基督 徒 在 亚历山大 的 街道 上 
抓 住 了 她 ,把 她 撕 得 粉碎 . 

希腊 书籍 成 千本 地 被 焚毁 . 在 Theodosius 宣布 取缔 异 教 的 那 
一 年 ,基督 徒 焚 毁 了 当时 唯一 尚 存 大 量 希 腊 图 书 的 Serapis 神 庙 . 
据 估 计 有 30 万 种 手稿 被 焚 . 其 他 许多 写 在 羊皮 纸 上 的 著作 被 基督 
徒 洗刷 掉 用 来 写 他 们 自己 的 著作 . 529 ERS SF Justinian 封闭 
所 有 希腊 哲学 学 校 , 包 括 Plato 的 学 院 在 内 .许多 希腊 学 者 离开 东 
迁居 波斯 ， 

新 崛起 的 回教 徒 在 640 年 征服 埃及 ,给 予 亚历山大 以 最 后 
的 打击 .残留 的 书籍 被 阿拉 伯 征 服 者 Omar 下 令 焚 毁 , 其 理由 是 : 
“这 些 书 的 内 容 或 者 是 可 兰 经 里 已 有 的 ,那样 的 话 我 们 不 需要 读 
它们 ;或 者 它们 的 内 容 是 违反 可 兰 经 的 ,那样 的 话 我 们 不 该 去 读 
' 41. "因此 在 亚历山大 的 浴 堂 里 接连 有 六 个 月 用 羊皮 纸 来 
烧 水 . 

在 回教 徒 攻占 亚历山大 之 后 ,大 部 分 学 者 迁居 到 当时 的 东 罗 
马 首 都 君 士 坦 丁 堡 .虽然 在 拜占庭 不 友好 的 基督 教 气氛 中 不 能 按 
希腊 思想 的 轨道 充分 活动 ,但 学 者 及 其 著作 之 汇集 到 一 个 比较 安 
全 的 地 方 , 却 增加 了 800 年 后 流传 给 欧洲 的 那个 知识 宝库 . 

揣测 情况 可 能 如 何 演变 也 许 是 件 无 聊 的 事情 . 但 我 们 不 得 不 
指出 ,亚历山大 时 期 的 希腊 文明 是 在 其 行将 跨 进 现代 文明 之 际 中 
止 了 它 活跃 的 科学 生命 的 . 它 具 有 难得 的 理论 与 实践 志趣 上 的 结 
合 , 而 这 在 其 后 1000 年 证 明 是 多 么 富 于 成 果 . 一 直到 它 存 在 期 间 
的 最 后 几 个 世纪 , 它 始 终 享 有 思想 自由 ,这 是 文化 之 能 繁荣 昌盛 所 
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不 可 或 缺 的 条 件 . 它 在 其 后 文艺 复兴 时 代 成 为 非常 重要 的 几 个 领 
域 里 展开 研究 并 作出 了 大 的 进展 :定量 的 平面 和 立体 几何 ,三 角 ， 
代数 , 微 积分 和 天 文学 . 

常言 道 谋事 在 人 而 成 事 在 天 . 对 希腊 人 而 言 更 准确 的 说 法 是 
天 谋 其 事 而 人 自 弃 之 . 希腊 数学 家 被 消灭 了 ,但 他 们 工作 的 成 果 终 
于 传 给 了 欧洲 ,至 于 怎样 传 法 , 且 看 下 文 所 讲 . 


参考 书目 
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Chaps. 20, 21, 28, 29, 32, 34. 

Parsons, Edward Alexander; The Alexandrian Library, The Elsevier Press, 1952. 


印度 和 阿拉 但 的 数学 


正如 太阳 之 以 其 光芒 使 众 星 失色 ,学 者 也 以 其 能 提出 代数 
问题 而 使 满座 高 朋 逊 色 , 若 其 能 给 予 解 答 则 将 使 侨 辈 更 为 
JEJE M áh. 


Brahmagupta 


1. 早期 印度 数学 

在 数学 史上 ,希腊 人 的 后 继 者 是 印度 人 . 虽然 印度 的 数学 只 是 
在 受到 希腊 数学 成 就 的 影响 后 才 颇 为 可 观 , 但 他 们 也 有 早期 具有 
本 地 风光 的 数学 值得 一 提 . 

印度 文明 可 远 湖 到 公元 前 2000 年 ,但 据 今 日 所 知 , 他 们 在 公 
元 前 800 年 以 前 是 没有 数学 的 . 在 公元 前 800 年 到 公元 200 年 的 
( 绳 法 经 )Sulvasautra 时 期 ,印度 人 确 也 创造 出 一 些 原始 数学 . 他 们 
没有 专门 记载 数学 的 文件 ,但 我 们 可 以 从 其 他 著述 中 ,从 钱币 和 铭 
文中 , 援 拾 出 少量 有 关 数 学 的 事实 . 

大 约 在 公元 前 3 世纪 以 后 ,出 现 了 数 的 记号 ,但 每 个 世纪 都 有 
相当 大 的 变动 . 典型 的 是 Brahmi 式 记号 


-= 三 了 heya35Dao 5» J1 
1 23 4 5 6 7 8 9 10 20 30 40 50 60 


这 一 组 记号 的 出 色 之 处 是 它 给 1 到 9 的 每 个 数 都 有 单独 的 记号 . 
这 里 还 没有 零 和 进位 记 法 . 对 当时 这 个 数学 上 尚未 开化 的 人 民 来 
说 ,他 们 肯定 还 没有 看 出 单独 的 数字 记号 的 好 处 ;这 种 写法 也 许 是 
由 于 以 该 数 名 称 的 第 一 个 字母 来 代替 它 而 产生 的 . 
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有 一 类 宗教 经 文 叫 绳 法 经 ,内 含 修筑 祭坛 的 法 则 . 在 公元 前 4 
世纪 或 5 世纪 的 一 部 绳 法 经 里 给 出 了 Y2 的 近似 值 ,但 看 不 出 他 们 
知悉 这 仅仅 是 个 近似 值 . 其 他 关于 这 时 期 的 算术 我 们 几乎 就 一 无 
所 知 . 对 这 上段 古 印度 时 期 的 几何 我 们 知道 得 比较 多 一 些 . 绳 法 经 中 
所 含 的 法 则 规定 了 祭坛 形状 和 尺寸 所 应 满足 的 条 件 . 最 常用 的 三 
种 形状 是 方 . 圆 和 半圆 ,但 不 管用 哪 种 形状 ,祭坛 面积 必须 相等 . 因 
此 印度 人 要 作出 与 正方 形 等 面积 的 圆 , 或 两 倍 于 正方 形 面积 的 圆 
以 便 采 用 半圆 形 的 祭坛 . 另外 一 种 形状 是 等 腰 梯 形 ,并 且 这 里 可 用 
相似 形 . 因此 在 作 相似 形 的 时 候 会 引起 新 的 几何 问题 . 

在 设计 这 种 规定 形状 的 祭坛 时 ,印度 人 必须 懂得 一 些 基本 的 
几何 事实 ,例如 Pythagoras 定理 ,他 们 是 这 样 说 的 ,和 矩形 对 角 线 
生成 的 面积 [正方 形 ] 等 于 矩形 两 边 各 自生 成 的 两 块 面积 之 和 . ”一 
般 说 来 ,这 段 时 期 的 几何 只 不 过 是 一 些 不 相连 贯 的 用 文字 表达 的 
求 面积 和 体积 的 近似 法 则 . 公元 前 4 世纪 或 5 世纪 的 Apastamba 
给 出 一 个 作 圆 等 于 正方 形 面积 的 方法 ,他 实际 上 是 取 rx 等 于 
3.09, 但 他 认为 这 作 图 法 是 准确 的 . 在 这 早期 的 全 部 几何 里 没有 
证 明 ,法则 都 是 经 验 性 的 . 


2. 公元 200 一 1200 年 时 期 印度 的 算术 和 代数 

印度 数学 的 第 二 段 时 期 (高 潮 时 期 ) 大 致 可 以 说 是 从 公元 
200 到 1200 年 .这 时 期 的 第 一 阶段 ,亚历山大 的 文明 肯定 对 印 
度 人 有 影响 . 公元 500 年 左右 的 一 位 印度 天 文学 家 Varahamihira 
说 ;… 和 希腊 人 虽 不 纯正 [ 凡 信 仰 不 同 的 人 都 是 不 纯正 的 ] 但 必须 受 
到 崇敬 , 因 他 们 对 科学 训练 有 素 并 在 这 方面 超过 他 人 . 那么 对 于 
一 个 上 既 纯 正 而 又 有 科学 高 见 的 婆罗 门 又 该 怎么 说 呢 ? "印度 人 的 
几何 肯定 是 从 希腊 来 的 ,但 他 们 在 算术 上 确 有 特殊 的 才能 . 至 于 
代数 他 们 也 次 是 从 亚历山大 袭 取 的 ,并 且 可 能 直接 得 自 巴 比 伦 ; 
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但 在 这 方面 他 们 也 按 自己 的 道路 走 得 相当 远 . 印度 从 中 国 方面 
也 颇 有 借鉴 之 处 . 

第 二 阶段 中 最 重要 的 数学 家 是 Aryabhata( 生 于 476 年 )， 
Brahmagupta( 生 于 598 年 ) ,Mahavira(9 世纪 ) 和 Bhaskara( 生 于 
1114 4E). 他 们 以 及 其 他 印度 数学 家 的 大 部 分 工作 一 般 是 为 了 研 
究 天 文 和 占星 术 而 产生 的 . 事实 上 他 们 没有 写 专门 的 数学 书 ,数学 
材料 是 夹 在 天 文 著作 的 篇 章 里 讲述 的 . 

LAT 600 年 为 止 ,印度 人 写 数 的 方法 很 多 ,有 的 其 至 用 字 和 和 
音节 来 表示 数 . 到 600 年 他 们 又 回 到 较 老 的 Brahmi 式 记号 ,但 这 
些 记号 的 确切 形式 在 整个 时 期 内 是 不 定 的 . 以 10 为 底 的 进位 记 法 
已 经 在 有 限 范围 内 使 用 了 约 一 百年 ,到 这 时 就 通用 了 . 早先 亚 历 山 
大 希腊 人 只 用 0 来 表示 哪 一 位 上 没有 数 , 如 今 在 印度 人 那里 0 被 
看 成 是 一 个 完全 的 数 了 . Mahavira 说 一 数 乘 以 0 得 0, 并 说 减 去 0 
并 不 使 一 数 变 小 , 但 他 又 说 一 数 除 以 0 后 不 变 . Bhaskara 在 谈 到 
分 母 为 0 的 分 数 时 ,说 不 管 加 减 多 少 ,这 个 分 数 是 不 变 的 ,正如 万 
世 不 易 的 神 不 会 因 世 界 的 创 生 和 毁灭 而 有 所 改变 . 他 又 说 一 数 除 
以 0 称 为 无 穷 量 . 

至 于 天 文 上 的 分 数 ,印度 人 是 用 60 进 制 记 法 的 . 其 他 方面 的 
分 数 他 们 用 整数 之 比 来 表示 ,但 没有 用 横 线 , 例 如 :7. 

印度 人 的 算术 运算 同 我 们 的 很 像 . 例如 , Mahavira 给 出 我 们 
今日 的 除 以 分 数 的 法 则 :把 分 数 颠 倒 相 乘 . 

印度 人 引用 负数 来 表示 欠 债 ,在 这 种 情况 下 , 正 数 表 示 财 产 
数 . 据 今 日 所 知 ,最 早 用 负数 的 是 628 年 左右 的 Brahmagupta, 他 
又 提出 了 负数 的 四 种 运算 . Bhaskara 指出 正 数 的 平方 根 有 两 个 ， 
一 正 一 负 . 他 也 提 到 负数 的 平方 根 的 问题 ,但 说 负数 没有 平方 根 ， 
因为 负数 不 能 是 平方 数 . 他 们 没有 给 出 定义 、 公 理 或 定理 . 

印度 人 并 没有 毫 无 保留 地 接受 负数 . 甚至 当 Bhaskara 给 出 一 
个 问题 的 两 个 解 50 与 一 5 时 ,他 说 : “这 里 不 要 第 二 个 数值 ,因为 
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它 不 行 ; 人 们 不 赞成 负数 的 解 . "然而 负数 终于 逐渐 为 人 所 接受 . 

印度 人 在 算术 上 采取 的 另 一 重大 步骤 是 正视 了 无 理 数 问题 ; 
就 是 说 他 们 开始 按 正确 手续 来 运算 这 些 数 ,这 种 做 法 虽 未 经 一 般 
的 证 明 ,但 可 使 人 由 此 获得 有 用 的 结论 . 例如 , Bhaskara 说 :“ 两 个 
无 理 数 之 和 叫做 较 大 的 无 理 数 ;而 其 乘积 的 两 倍 叫做 较 小 的 . 它们 
的 和 与 差 是 照 整 数 那 样 来 算 的 . "然后 他 指出 怎样 把 无 理 数 相 加 如 
下 : 设 有 无 理 数 V3 和 12 , 则 


V3 +V12 =V(3 十 12) 十 2V3. 12 一 V27 一 3V3. 

其 一 般 原 理 是 (用 我 们 的 记号 ) : 
(1) Va Ab =V (a+b) +2 Jab. 
我 们 应 注意 上 述 引 文中 “ 照 整数 那样 来 算 ” 的 话 . 无 理 数 是 当 作 具有 
整数 那 种 性 质 的 数 来 对 待 . 例如 , 若 有 整数 c 及 d, 则 肯定 可 以 写 
(2) c+d =y (c dy =Ve Fd? 32d. 
SE c=Va 而 d =Vb, 则 (2) 正 好 就 是 (1). 

Bhaskara 又 给 出 两 个 无 理 数 相 加 的 法 则 ;“ 较 大 的 无 理 数 除 
以 较 小 的 ,所 得 之 商 开 方 ,再 加 1, 和 数 取 平方 ,然后 乘 以 较 小 的 无 
理 数 ,其 根 即 为 两 无 理 数 之 和 . "举例 来 说 ,这 就 是 


V3 十 V12 = TREES 


结果 得 3V3. 他 又 给 出 无 理 式 的 乘除 以 及 开平 方 的 法 则 ， 

印度 人 不 像 希腊 人 那样 细致 ,因为 他 们 看 不 出 无 理 数 概念 所 
牵涉 到 的 逻辑 难点 . 他 们 对 计算 的 兴趣 使 他 们 忽视 了 哲学 上 的 区 
别 或 希腊 人 认为 属于 基本 的 那些 原理 上 的 区 别 . 他 们 随 着 兴致 所 
至 把 适用 于 有 理 数 的 运算 步 又 用 到 无 理 数 上 去 ,这 样 做 却 帮 助 数 
学 取得 进展 . 此 外 ,他 们 的 整个 算术 是 完全 独立 于 几何 的 . 

印度 人 也 在 代数 上 获得 一 些 进展 . 他 们 用 缩写 文字 和 一 些 记 
号 来 描述 运算 . RE Diophantus 的 著作 中 一 样 ,他 们 不 用 加 法 记 
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号 ;被 减 数 上 面 加 个 点 表示 减法 ;其 他 运算 用 主要 文字 或 缩写 表 
示 ; 例 如 ka 是 从 karana 这 个 字 来 的 ,表示 对 其 后 的 数 开平 方 . 24 
有 一 个 以 上 的 未 知 量 时 ,他 们 用 颜色 的 名 称 来 代表 . 例如 第 一 个 叫 
AAS ,其 他 的 就 叫 墨 的 . 蓝 的 . 黄 的 等 等 . 每 个 字 的 头 一 个 字母 也 
被 他 们 拿 来 作为 记号 . 这 套 记 号 虽然 不 多 ,但 足够 使 印度 代数 几乎 
称 得 上 是 符号 性 的 代数 ,并 且 符 号 肯定 比 Diophantus 的 缩写 代数 
用 得 多 . 他 们 的 问题 和 解答 都 是 用 这 种 半 符 号 方式 写 出 的 ,但 只 写 
出 运算 步骤 ,没有 随即 说 明理 由 或 证 明 . 

印度 人 认识 到 二 次 方程 有 两 个 根 ,而 且 包 括 负 根 和 无 理 根 . 
Diophantus 分 别处 理 的 三 类 二 次 方程 ar? 十 br =c, ar? = bx + 
c, ax! +c = bala, b, c HERO, 在 印度 人 那里 作为 px’ 十 gz 十 
r= 0 一 种 情形 来 处 理 , 因 为 他 们 允许 某 些 系 数 是 负数 . 他 们 利用 
配方 法 ,这 当然 不 是 他 们 首创 的 . 由 于 并 不 承认 负数 有 平方 根 ,所 
以 他 们 不 能 解 所 有 的 二 次 方程 . Mahavira 还 解 出 过 x/4 十 2Vz 十 
15 = x, 这 是 从 一 个 文字 题 得 出 的 方程 . 

在 不 定 方程 方面 印度 人 超过 了 Diophantus. 这 种 方程 出 现在 
天 文 问 题 里 ,它们 的 解 就 是 某 些 星座 出 现 于 天 空 的 时 间 . 印度 人 要 
求 出 所 有 的 整数 解 ,而 Diophantus 则 只 得 出 一 个 有 理 的 解 . OR az 
土 by =cla, b, < 是 正 整数 ) 的 整数 解 的 方法 是 Aryabhata 最 先 提 
出 并 由 他 的 后 继 者 加 以 改进 的 . 它 和 现代 方法 一 样 .我 们 考察 az 
十 by =c. Xa Kb 有 公 因 子 m, Mix m 又 不 能 除 尽 c , 那 就 不 可 能 
有 整数 解 , 因 左边 能 为 m 整除 而 右边 却 不 能 . 若 a, 5 及 c 有 一 公 
因子 , 那 就 把 它 约 去 ,由 此 ,我 们 就 只 要 考虑 a 与 b 互 质 的 情形 就 
行 了 . BER a 与 5 两 整数 的 最 大 公 因子 时 (a > 5), Euclid 算法 
要 求 先 用 8 除 < 而 有 a = abt+r, 此 处 a 为 商 而 > 为 余数 . 因此 
a/b = a, 十 r/6b. 这 又 可 写 为 
(3) a/b = a, + 1/ (b/r). 
Euclid 算法 第 二 步 是 以 > 除 忆 于 是 = artn, b/r = a + 
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n/r. 若 把 这 b/r 值 代入 (3), 便 可 写成 
1 
a+— 


r/r 


继续 做 Euclid 算法 的 结果 ,得 所 谓 连 分 数 


(4) cac 


boat 1 
a; up F.. 
这 也 可 写成 
a 1 1 
Bo 5*ufac 


这 个 步骤 在 a 过 5 时 也 可 用 . 这 时 a, 是 零 , 而 以 后 各 步 仍 照 以 前 那 
样 往 下 做 . E a hb 是 整数 , 连 分 数 是 有 尽头 的 . 

取 到 第 一 、 第 二 ,第 三 乃至 一 般 第 = 个 商 为 止 的 分 数 , 分 别 叫 
第 一 .第 二 58 — NUB n 个 收敛 子 . 由 于 在 a 及 5 为 整数 的 情形 下 
连 分 数 是 有 尽 的 , 故 有 一 收敛 子 正好 在 a/b 的 准确 表达 式 的 前 面 . 
E p/q 是 这 收敛 子 的 值 , 则 可 证 

aq — bp =41. 
我 们 来 考察 上 式 中 取 正 值 的 情形 . 我 们 可 以 回 到 原来 那个 不 定 方 
fe. AF ag—bp = 1, 故 可 写 
ax + by = c(aq — bp). 

整理 各 项 后 ,得 


若 以 上 代表 上 述 分 数 ,得 
(5) x= cqb, y=at—cp. 
现在 就 可 给 上 指定 整数 值 , 于 是 由 于 其 他 所 有 的 量 都 是 整数 ,这 样 就 
可 以 得 出 x 和 y 的 整数 值 . ag 一 Bp = 一 1 的 情形 以 及 原 方程 是 az 一 
by = 的 情形 ,只 要 对 上 法 稍 作 改变 ,就 可 处 理 . Brahmagupta 给 出 
了 (5) 的 解 ,但 当然 不 是 用 一 般 字母 a, 6, p 和 9 来 表示 的 . 

印度 人 也 研究 不 定 二 次 方程 . 他 们 解 出 了 
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y 一 az 十 1,( 其 中 心 不 是 平方 数 ) 
这 种 类 型 的 方程 ,并 可 看 出 这 种 类 型 对 处 理 
cy? = ax! +o 

很 重要 . 所 用 的 方法 太 特 殊 ,不 值得 在 这 里 介绍 . 

值得 指出 的 是 他 们 对 许多 数学 问题 兴趣 很 浓 , 澡 用 故事 或 诗 
歌 的 形式 提出 来 ,或 夹杂 在 历史 读物 中 ,来 吸引 人 们 . 他们 之 所 以 
要 这 样 写 ,原来 的 目的 可 能 是 为 帮助 记忆 ,因为 婆罗 门 的 老 习 惯 是 
把 事情 记 在 心 上 而 尽 可 能 避免 写 在 纸 上 . 

代数 被 应 用 在 普通 商业 问题 上 : 算 利息 、 折 扣 、 合 股 分 红 、 财 产 
划分 ,但 主要 的 用 途 是 在 天 文 上 . 
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这 上段 时 期 的 几何 没有 什么 出 色 的 进展 , 它 不 过 是 些 求 面积 和 
体积 的 公式 (有 的 正确 ,有 的 不 正确 ). 好 些 公式 ,如 Heron 的 三 角 
形 面 积 公式 和 Ptolemy 定理 是 从 亚历山大 希腊 人 那里 学 来 的 . EN 
度 人 有 时 认识 到 公式 只 是 近似 的 ,有 时 却 没 有 认识 到 . HEIR r tE 
一 般 是 不 正确 的 ;VY10 常 常用 来 代替 x, 但 有 时 也 出 现 较 好 的 值 
3.141 6. 他 们 给 出 任 一 四 边 形 面积 的 公式 为 

V(s—a)(s—pb)(s— co)(s— d), 

这 里 s 是 周 长 的 一 半 ,a, b, c, d 是 四 边 长 ,但 是 这 个 公式 只 对 加 
内 接 四 边 形成 立 . 他 们 没有 给 出 几何 证 明 , 总 的 说 来 他 们 对 几何 是 
不 大 注意 的 . 
印度 人 在 三 角 术 方面 作出 了 一 些 推进 . Ptolemy 曾 用 弧 的 弦 ， 
以 直径 的 120 等 分 为 单位 来 作 计 算 . Varahamihira 采用 半径 的 
120 等 分 作为 单位 . 因此 Ptolemy 的 弦 长 表 变 成 他 的 半 弦 长 表 , 但 
所 对 应 的 仍 是 全 弧 . Aryabhata 作 了 两 项 改革 . 第 一 ,他 把 半 弦 与 
全 弱 所 对 强 的 一 半 相 对 应 ;印度 人 对 正弦 的 这 种 观点 为 以 后 所 有 
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印度 数学 家 所 采用 . 第 二 ,他 把 半径 的 3 438 等 分 作为 单位 . 这 个 
数 来 自 :他 把 圆周 的 360. 60 等 分 定 为 单位 (整个 圆周 所 含 的 分 )， 
然后 用 C = 2nr, TEM x 的 近似 值 为 3. 14. 这 样 ,在 Aryabhata 的 
三 角 方案 里 ,30° 弧 的 正弦 ( 即 相 应 于 30" 弧 的 半 根 弦 之 长 ) 是 
1719. 印度 人 虽 也 用 相当 于 我 们 今日 的 余弦 ,但 较 常 用 的 是 取 其 
RIEZ. 他 们 还 采用 正 矢 即 1 一 余弦 . 

由 于 他 们 的 半径 含 3 438 单位 ,Ptolemy 算得 的 弦 值 对 他 们 不 
再 适用 ,印度 人 就 算出 他 们 的 半 纺 弦 长 表 , 计 算 的 出 发 点 是 :90" 弧 
的 相应 半 弦 为 3 438,30 弧 的 相应 半 弦 为 1 719. 然后 他 们 应 用 像 
Ptolemy 推 得 的 恒等式 之 类 的 公式 ,算出 相差 345' 的 每 个 弧 的 半 
aX. 这 就 要 把 每 四 分 之 一 圆 弧 90 分 成 24 等 分 . 值得 注意 的 是 他 们 
用 代数 形式 的 恒等式 而 不 像 Ptolemy 那样 用 几何 论证 ,并 且 是 利 
用 代数 关系 来 作 算 术 计 算 的 . 他 们 的 做 法 在 原则 上 同 我 们 一 样 . 

三 角 术 的 兴起 是 由 于 天 文学 ,印度 的 所 有 三 角 术 几乎 全 是 天 
文学 的 副产品 ,他 们 的 标准 天 文 著作 有 4 世纪 时 的 《太阳 系 》 
(Sarya Siddhanta ) 和 6 世纪 Aryabhata 著 的 Aryabhatiya D. 主要 
的 著作 是 1150 年 Bhaskara 5j BS CK MA BEM S) ( Siddhanta 
Siromani). iX B A RU “ip H” (Lilavati ) 和 “ 论 求 根 ” 
(Vijaganita ) ,是 讨论 算术 和 代数 的 . 

虽然 公元 200 年 后 印度 人 的 主要 兴趣 是 在 天 文学 方面 ,但 他 
们 没有 取得 什么 了 不 起 的 进展 . 他 们 继续 搞 古 希腊 入 在 算术 天 文 
上 的 小 部 分 工作 ( 源 于 巴比伦 ), 这 就 是 通过 观测 数据 的 外 推 来 预 


报 行星 和 月 球 的 位 置 . 印度 人 甚至 在 圆心 ,分 (1 度 的 志 ) 和 其 他 用 


语 上 都 是 从 希腊 字 直 译 过 来 的 . 印度 人 不 太 关 心 均 轮 和 周转 圆 那 
一 套 理论 ,但 他 们 确实 提出 了 大 地 呈 球 形 的 学 说 . 


QD 以 人 名 作 书 名 ,可 能 相当 于 我 国 庄 周 著 的 《庄子 》 之 类 . 一 一 译 者 注 
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到 1200 年 左右 印度 科学 活动 衰落 了 ,数学 上 的 进展 停止 了 . 
在 18 世纪 英国 人 征服 印度 后 ,少数 印度 学 者 去 英国 留学 并 确 曾 在 
回国 后 进行 一 些 研 究 工 作 . 不 过 这 种 现代 研究 是 欧洲 数学 的 一 
部 分 . 

综 上 所 述 可 以 看 出 ,印度 人 注重 数学 的 算术 和 计算 方面 ,并 在 
这 方面 作出 了 贡献 ,但 不 甚 重视 演绎 结构 . 他 们 称 数 学 为 ganita, 
意思 就 是 “( 计 ) 算 ( 科 ) 学 ”. 他 们 有 许多 好 方法 和 计算 技巧 ,但 未 曾 
发 现 他 们 考虑 过 任何 证 明 . 他 们 有 计算 法 则 ,但 不 管 其 在 逻辑 上 是 
否 合理 . 而 且 在 数学 的 任何 领域 里 他 们 没有 得 出 过 一 般 方法 或 提 
出 过 新 的 观点 . 

相当 肯定 的 一 件 事 是 ,印度 人 并 不 把 他 们 自己 的 贡献 放 在 眼 
E. 他们 的 一 些 好 想法 ,如 给 1 到 9 的 数 单独 设立 记号 , 改 用 10 为 
底 的 进位 制 ,负数 ,都 是 偶然 采用 的 ,并 不 认为 是 什么 有 价值 的 创 
举 .他们 对 数学 上 的 价值 是 不 敏感 的 . 和 他 们 自己 提出 的 观念 一 
起 ,他 们 还 接纳 了 埃及 人 和 巴比伦 人 的 极 粗浅 的 观念 . 波斯 历史 学 
家 al-Birani(973—1048) 说 过 ;我 只 能 把 他 们 的 数学 和 天 文 著 
作 …… 比 作 宝 由 和 烂 吏 或 珍珠 和 美 士 .或 宝石 和 卵石 的 混合 物 . 
在 他 们 眼 里 这 些 东西 都 是 一 样 的 ,因为 他 们 没有 把 自己 提高 到 科 
学 演绎 法 的 高 度 . ” 


4. 阿拉 伯 人 

迄今 为 止 ,阿拉 伯 人 在 数学 上 的 作用 是 给 予 亚历山大 的 文明 
以 最 后 一 击 . 他 们 在 开始 征战 各 地 以 前 是 住 在 现今 阿拉 伯 半 龟 的 
游牧 民族 . 他 们 是 在 Mohammed 的 鼓舞 下 行动 和 统一 起 来 的 ,并 
在 他 死 (632 年 ) 后 不 到 半 个 世纪 内 征服 了 从 印度 到 西班牙 的 大 片 
土地 ,包括 北部 非洲 和 南 意大利 .到 755 年 ,阿拉 伯 帝 国 分 裂 为 两 
个 独立 王国 ,东部 王国 以 巴格达 为 首都 ,西部 王国 以 西班牙 的 科 尔 
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多 瓦 (Cordova) 为 首都 . 

征战 完成 之 后 这 批 早 先 的 游牧 者 就 定居 下 来 创造 他 们 的 文明 
和 文化 了 . 他 们 相当 快 地 关心 起 艺术 和 科学 来 . 东西 方 的 两 个 首府 
都 吸引 科学 家 并 支持 他 们 的 工作 ,而 巴格达 是 较 大 的 文化 中 心 ; 他 
们 在 那里 设立 了 一 个 学 院 ,一 个 图 书馆 和 一 个 天 文 观察 台 . 

阿拉 伯 人 所 能 掌握 的 文化 来 源 是 相当 丰富 的 . 他 们 延 请 印度 
科学 家 住 到 巴格达 . 4 PSE Justinian 于 529 年 封闭 Plato 的 学 
院 时 ,许多 希腊 学 者 跑 到 波斯 ,在 那里 滋 荣 的 希腊 学 术 于 1 世纪 后 
也 成 为 阿拉 伯 世 界 的 一 部 分 文化 ,阿拉 伯 人 也 同 独立 的 拜占庭 ( 东 
罗马) 帝国 的 希腊 人 建立 了 联系 ;事实 上 阿拉 伯 回 教 君 王 也 从 拜 占 
庭 收买 过 希腊 手稿 . 亚历山大 时 期 的 希腊 学 术 中 心 埃及 被 阿拉 伯 
人 征服 后 ,留存 在 那里 的 学 术 成 为 阿拉 伯 帝 国学 术 的 一 部 分 . BL 
利 亚 学 派 所 在 地 安 蒂 奥 克 ( Antioch)、 依 米 撤 (Emesa)、 大 马 士 
革 , 以 及 基督 教 景 教派 所 在 地 以 得 撒 ( 自 640 年 亚历山大 城 被 毁 
后 近东 收藏 希腊 著作 的 主要 地 方 ), 甚 至 于 藏 有 这 些 著 作 的 近东 
修道 院 都 归 阿 拉 伯 人 统治 .于 是 阿拉 伯 人 就 能 控制 或 取得 拜 占 
Jets E] 埃及、 叙利亚 .波斯 以 及 往 东 远 及 印度 诸 国 的 人 才 和 
文化 . 

我 们 说 到 阿拉 伯 数 学 ,主要 因为 这 些 著作 的 文字 是 阿拉 伯 文 . 
但 大 多 数学 者 却 是 希腊 人 波斯 人 犹太 人 和 基督 徒 .不 过 阿拉 伯 
人 值得 赞扬 之 处 是 在 其 充满 宗教 狂热 的 征服 期 之 后 ,他 们 对 别 的 
种 族 和 教派 是 宽大 的 ,并 容许 异 教徒 自由 活动 . 

从 根本 上 说 ,阿拉 伯 和 人 的 学 术 是 直接 来 自 希 腊 手 稿 或 叙利亚 
与 希 伯 来 文 译本 的 . 他 们 可 以 接触 所 有 重要 著作 . 他 们 在 800 年 左 
右 从 拜占庭 获得 一 部 Euclid《 原 本 》 抄 件 并 把 它 译 成 阿拉 伯 文 . 
Ptolemy 的 《数学 汇编 (Mathematical Syntaxis) SEE 827 年 译 成 
阿拉 伯 文 的 ,以 后 成 了 他 们 一 本 重要 的 几乎 是 神圣 的 书 ; 这 书 以 后 
PII KIL S8) (Almagest) , 意 即 最 大 的 著作 . 他 们 又 译 出 了 Ptole- 
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my 的 《四 书 》, 使 这 本 占星 术 的 著作 在 他 们 那里 流行 一 时 . 在 不 多 
的 时 间 内 , Aristotle, Apollonius, Archimedes, Heron, Diophantus 
和 印度 人 的 著作 都 有 了 阿拉 伯 译 本 . 阿拉 伯 人 其 后 又 改进 译文 并 
加 以 评注 . 后 来 传 给 欧洲 的 就 是 这 些 译本 (有 的 至 今 仍 存 ) ,而 希腊 
原著 则 已 失传 . 阿拉 伯 文 明 直 到 1300 年 还 充满 活力 , 它 的 学 术 传 
播 四 方 . 


5 阿拉伯 算术 和 代数 

当 阿 拉 伯 入 还 是 游牧 民族 时 ,他们 有 称呼 数 的 文字 但 无 记号 . 
他 们 和 采用 并 改进 了 印度 的 数字 记号 和 进位 记 法 .他 们 把 这 些 数字 
记号 表示 整数 和 普通 分 数 ( 在 印度 方案 上 加 一 横 线 ) ,用 于 数学 课 
本 上 ,把 按照 希腊 格式 的 阿拉 伯 字 和 母 数 字 用 于 天 文书 上 . 在 天 文 上 
他 们 仍 仿效 Ptolemy 用 60 进位 制 的 分 数 . 

阿拉 伯 和 人 也 像 印 度 人 那样 随便 使 用 无 理 数 . 事实 上 ,Omar 
Khayyam (1048? 一 1122) 和 Nasir Eddin (1201—1274) 明确 地 
说 ,不 管 是 可 公 度 的 或 不 可 公 度 的 量 之 比 都 可 称 之 为 数 ,这 种 说 法 
Newton 1707 年 在 他 的 《普遍 的 算术 》(Universal Arithmetic ) — 
书 中 仍 感到 有 必要 加 以 重申 . 阿拉 伯 人 采纳 了 印度 人 对 无 理 数 的 
BR, fva b = avb 以 及 Vab =Javb 这 样 的 变换 式 子 成 为 常见 
的 东西 . 

在 算术 上 阿拉 伯 人 倒退 了 一 步 . 他 们 虽然 通过 印度 人 的 著作 
熟悉 负数 以 及 负数 的 运算 ,但 他 们 据 弃 了 负数 . 

在 代数 方面 阿拉 伯 人 的 第 一 个 贡献 是 提供 了 这 门 学 科 的 名 
称 . 西 文 “algebra”( 代 数 ) 这 个 字 来 源 于 830 年 天 文学 者 Moham- 
med ibn Musa al-Khowarizmi( 约 825 年 ) 所 著 的 一 本 书 ALjabr 
wal mugábala. al-jabr 的 原意 是 复原”, 根据 那里 上 下 文 的 意思 
是 说 在 方程 的 一 边 去 掉 一 项 就 必须 在 男 一 边 加 上 这 一 项 使 之 恢复 
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平衡 ;例如 若 从 2 —7= 3 把 一 7 去掉, 就 必须 写 x* =74+3 才能 
恢复 平衡 . APmugabala 意 即 “化 简 ”, 例 如 把 3z 与 4z 并 成 7x, 或 
从 方程 两 边 消 掉 相 同 的 项 . Al-jabr 这 个 字 以 后 又 有 "接骨 者 "的 意 
思 , 也 就 是 指 恢复 骨折 或 脱 白 的 人 人 . 当 摩 尔 人 把 这 字 传 到 西班牙 去 
时 , 它 就 变 成 algebrista, 意 思 仍 是 “接骨 者 ”. 在 西班牙 曾 一 度 常 可 
在 理发 铺 门 口 见 到 这 样 的 招牌 “Algebrista y Sangrador" G2 #€ 
放血 医师 ), 因 在 当时 乃至 在 几 个 世纪 以 后 理发 师 是 兼 做 这 些 比较 
简单 的 医疗 工作 的 .在 16 世纪 的 意大利 ,algebra 还 是 指 接骨 术 . 
当 al-Khowárizmi 的 书 在 12 世纪 译 成 拉丁 文 时 , 书 名 译 为 Ludus 
algebrae et almucgrabalaeque ,但 也 用 过 其 他 名 称 . 这 门 学 科 以 后 
简称 为 algebra( 汉 译名 为 “代数 ”). 

Al-Khowárizmi 的 代数 是 根据 Brahmagupta 的 著作 写 的 ,但 
也 受 了 巴比伦 入 和 希腊 入 的 影响 . Al-Khowarizmi 做 的 有 些 运 算 
和 Diophantus 做 的 完全 一 样 . 例如 , 碰 到 含有 几 个 未 知 量 的 若干 
个 方程 时 ,就 把 它 化 到 只 含 一 个 未 知 量 然 后 求解 . 在 方程 中 出 现 未 
AE s 同时 出 现 *: 时 Diophantus 把 他 的 s 称 作 边 ;al-Khowarizmi 
也 是 这 样 做 的 . Al-Khowárizmi 把 未 知 量 的 平方 称 为 乘客” pow- 
er) ,这 也 是 Diophantus 的 用 语 . 他 也 像 Diophantus 那样 给 未 知 量 
的 乘 寡 起 特别 的 名 称 . 他 称 未 知 量 为 “东西 "或 (植物 的 )* 根 ”, 从 而 
把 解 未 知 量 叫 求 根 .在 11 世纪 初 写 过 一 本 高 超 的 阿拉 伯 代 数 书 的 
巴格达 的 al-Karkhi( 死 于 1029 年 ) 肯 定 是 模仿 希腊 人 特别 是 模仿 
Diophantus 的 . 然而 阿拉 伯 人 没有 采用 成 套 的 符号 . 他 们 的 代数 
完全 是 用 文字 叙述 的 ,从 这 方面 讲 比 起 印度 人 其 至 比 起 Diophan- 
tus 来 他 们 是 后 退 了 一 步 . 

al-Khowarizmi 在 他 的 代数 书 里 给 出 了 (xa) 与 (y 士 站 的 
乘积 . 他 指出 怎样 从 ax? 十 好 十 c 这 种 形式 的 式 子 里 减 去 或 加 上 
些 项 . 他 解 出 了 一 次 和 二 次 方程 ,但 保留 六 种 不 同 的 形式 如 ar? = 
bx, ax? =c, ax? +c = bir, ar’ thr 一 CC 以 及 az = br +c, 而 
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iba, b, c 总 是 正 数 . 这 就 避免 了 单独 出 现 负数 以 及 减 数 可 能 大 于 
被 减 数 的 情形 . 在 把 二 次 方程 分 成 不 同形 式 这 一 点 上 , al 
Khowarizmi 也 是 照 着 Diophantus 那样 做 的 . Al-Khowarizmi 认识 
到 二 次 方程 有 两 个 根 , 但 他 只 给 出 正 的 实 根 ,并 且 可 以 是 无 理 根 . 
有 些 作者 则 既 给 出 正 根 又 给 出 负 根 . 

Al-Khowarizmi 所 论述 的 二 次 方程 可 举 一 例 如 下 :“ 根 的 平方 
和 十 个 根 等 于 39 个 dirhem( 阿 拉 伯 重量 单位 或 钱币 一 译 者 )， 
就 是 说 ,你 把 十 个 根 和 一 个 根 的 平方 相 加 ,其 和 等 于 39. "他 给 出 
的 解法 是 这 样 的 : 取 根 数目 的 一 半 , 在 这 里 就 是 5, 然后 让 它 自 乘 
得 结果 为 25. 把 这 同 39 相 加 得 64; 开平 方 得 8 ,再 减 掉 根 数 的 一 
半 ,就 是 说 减 掉 5, 余 3. 这 就 是 根 . ”解法 正好 就 是 配方 所 该 做 的 
步骤 . 

阿拉 伯 人 虽然 给 出 二 次 方程 的 代数 解法 ,但 他 们 是 从 几何 上 
来 解释 或 确认 他 们 的 算法 步骤 的 . 他 们 无 疑 是 受 了 希腊 人 依赖 于 
几何 代数 法 的 影响 ;他 们 虽 把 解 题 步 又 算术 化 了 ,但 一 定 仍 相信 证 
明 必 得 用 几何 方法 . 因此 ,在 解 xz? 十 10zx = 39 这 个 方程 时 ,al- 
Khowárizmi 给 出 了 如 下 的 几何 方法 . 设 
AB( 图 9.1) 表 示 未 知 量 x 的 值 . 作 正 方形 
ABCD. 延长 DA 到 五 ,延长 DC 到 下 ,使 
AH — CF = 5, ix é x 系数 的 一 半 . 分 别 作 
以 DH 及 DF 为 边 的 正方 形 . 于 是 1,I1I 及 
JI 三 块 面积 各 为 xz*，5x 及 5x. 这 三 者 之 

图 9 1 和 就 是 方程 的 左边 . 现在 把 两 边 加 上 面积 

IV 即 25. 因此 整个 正方 形 是 39 十 25 或 64, 它 的 边 必 是 8. 于 是 AB 
或 4D 等 于 8 一 5 或 3. 这 就 是 z 的 值 . 这 几何 论证 是 依据 《原本 》 
第 二 篇 命题 4 而 来 的 . 

阿拉 伯 人 也 用 代数 方法 解 出 一 些 三 次 方程 ,然后 照 上 面 对 二 
次 方程 那样 作出 几何 解释 . 例如 ,巴格达 的 异 教徒 Tabit ibn Qorra 
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《836 一 901) 就 是 这 样 做 的 (此 人 又 是 医生 ,哲学 家 和 天 文学 家 ) ,还 
有 埃及 人 al-Hasan ibn al-Haitham 通常 以 Alhazen( £j 965— 
1039) 知 名 于 世 一 一 也 是 这 样 做 的 . 至 于 一 般 三 次 方程 , 则 Omar 
Khayyam 认为 只 有 从 几何 上 用 圆锥 曲线 才能 解 . 我 们 来 考察 他 所 
解 的 一 个 比较 简单 的 情形 x + Be = C(B 5 C 都 是 正 数 ) 以 说 明 
他 在 他 的 《代数 》(Algebra)( 约 1079) 中 所 用 的 方法 . 
Khayyam 把 这 方程 写成 十 zx = Uc, 这 里 二 B, Uc— 
C. 然后 他 作 一 个 正 焦 驴 为 2 


的 抛物 线 (图 9. 2). 这 个 值 确 

能 定 出 一 个 抛物 线 ,并 且 虽 

然 曲线 本 身 不 能 用 尺 规 作 

Q * S ce» R 出 ,但 曲线 上 的 点 需要 多 少 
图 9.2 就 可 以 作出 多 少 个 来 . 然后 


他 在 长 度 为 c 的 直径 QR 上 作 半 圆 . 于 是 抛物 线 与 半圆 的 交点 P 
RAE WHER PS ,而 QS 便 是 三 次 方程 的 解 . 

Khayyam 的 证 明 是 纯 综合 性 的 . 根据 Apollonius 所 给 出 的 抛 
物 线 的 几何 性 质 (或 者 从 方程 x’ = by 可 以 看 出 ) 


(6) x =b. PS, 
或 

b Xx 
z PS 
现在 来 看 直角 三 角形 QPR. 高 PS 是 QS 与 SR 的 比例 中 项 . 因此 
(8) 元 = PS . 

CTX 

从 (7) 和 (8) 得 

b PS 
(9) z i—z 
但 由 (7)， 
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若 把 这 PS 值 代入 (9), 则 知 < 满足 方程 x 十 Bz = be, 

Khayyam X fH x! tar’ = À 这 种 类 型 的 方程 , 它 的 根 是 用 
一 双 曲 线 和 一 抛物 线 的 交点 定 出 的 ;还 解 出 了 n ar’ 十 Px 二 
bc 这 一 类 型 的 方程 , 它 的 根 是 用 一 桶 圆 和 一 双 曲 线 的 交点 定 出 
的 . 他 还 解 出 一 个 四 次 方程 (100 一式)(10 一 x)? = 8100, CHIR 
是 用 一 双 曲 线 和 一 贺 的 交点 定 出 的 . 他 只 给 出 了 正 根 . 

用 圆锥 曲线 相交 来 解 三 次 方程 是 阿拉 伯 人 在 代数 上 推进 的 一 
KA. 其 数学 原理 恰 同 希腊 人 的 代数 几何 法 一 样 ,不 过 这 里 用 的 是 
圆锥 曲线 . 所 要 的 本 应 是 个 算术 答案 ,但 阿拉 伯 人 只 能 通过 度量 最 
后 代表 x 的 那个 长 度 才 能 得 出 解 . 在 这 项 工作 中 ,希腊 几何 的 影 
响 是 很 明显 的 . 

阿拉 伯 人 也 解 出 了 二 次 和 三 次 的 不 定 方程 . 有 几 个 作家 陈述 
了 并 打算 证 明之 十 多 = 对 没有 整数 解 .他 们 也 给 出 了 头 半 个 自然 
数 的 一 次 .二 次 .三 次 和 四 次 知之 和 ， 


6. 阿拉 伯 人 的 几何 与 三 角 

阿拉 伯 几 何 主要 受 Euclid, Archimedes 和 Heron 的 影响 . 阿 
拉 伯 和 人 确 曾 对 Euclid 的 《原本 》 作 过 评注 ,这 是 很 使 人 惊异 的 事 ， 
因为 这 说 明 他 们 还 是 欣赏 数学 的 严格 性 的 ,尽管 他 们 在 代数 上 通 
常 是 不 管 这 个 的 . 这 些 评注 中 包括 关于 平行 公理 的 著述 PERN 
以 后 还 要 讲 到 的 (第 36 章 ). 它们 的 价值 不 在 于 给 出 了 什么 新 的 结 
果 或 新 的 证 明 ,而 多 半 在 于 提供 了 关于 阿拉 伯 人 所 知道 而 如 今 已 
失传 的 希腊 手稿 的 情况 . 波斯 人 Aba? l-Wefa( ak Albuzjani) (040— 
998) 探 讨 了 一 个 新 的 问题 :用 直 矿 和 固定 圆 (两 脚 固定 的 圆规 ) 作 
图 的 问题 (这 在 文艺 复兴 时 期 的 欧洲 又 曾 风 行 一 时 ). 
阿拉 伯 人 在 三 角 本 上 没有 作出 什么 进展 . 他 们 的 三 角 术 也 像 
印度 人 那样 是 算术 性 质 的 ,而 不 像 Hipparchus 和 Ptolemy 的 那样 
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是 几何 性 质 的 . 例如 从 正弦 值 算 余 弦 值 时 他 们 是 用 sin? A + cos" A 
二 1 之 类 的 恒等式 和 代数 步骤 来 做 的 . 547] t [8] ED RE A. — FE FH 
的 正弦 而 不 用 双 倍 弧 的 弦 , 虽 然 ( 像 印度 人 的 著作 中 那样 ) 正 弦 ( 或 
半 弦 ) 的 单位 数 取决 于 半径 上 的 单位 数 . 正弦 的 这 种 用 法 是 Tabit 
ibn Qorra 和 天 文学 家 al-Battani( 约 858 一 929) 介 绍 到 阿拉 伯 人 中 
间 去 的 . 

阿拉 伯 天 文学 家 引入 了 我 们 令 天 所 说 的 正切 和 余 切 这 两 个 
比 , 不 过 他 们 把 这 看 作 是 有 一 定单 位 数 的 线段 ,正如 一 弧 的 正弦 之 
被 看 作 是 有 一 定单 位 数 的 线段 一 样 . 这 两 个 比 可 以 在 al-Battáni 
的 著作 中 找到 . AbmLWefa 在 一 本 天 文 著作 中 引入 了 正 割 和 余 
Bl. 他 又 算出 了 相差 10 分 的 每 个 角 的 正弦 和 正切 数字 表 . AL 
Biràni 给 出 了 平面 三 角形 的 正弦 定律 并 作出 一 个 证 明 . 

平面 三 角 和 球面 三 角 的 系统 化 是 由 Nasir-Eddin 在 他 的 一 本 
独立 于 天 文 的 著作 《 论 四 边 形 》(Treatise on the Quadrilateral ) 中 
作出 的 . 这 书 含有 解 球面 直角 三 角形 的 六 个 基本 公式 ,并 指出 如 何 
用 现今 所 谓 的 极 三 角形 来 解 更 一 般 的 三 角形 . 可 惜 欧 洲 人 直到 
1450 年 左右 才 知 道 Nasir 的 著作 ;直到 那 时 为 止 ,三 角 的 讲述 和 
应 用 仍 和 开始 出 现时 一 样 保持 为 天 文学 的 附属 学 科 . 

阿拉 伯 和 人 的 科学 工作 虽然 没有 首创 精神 但 是 所 涉及 范围 很 
广 ;不 过 我 们 这 里 只 能 指出 他 们 沿 希腊 和 所 开辟 的 道路 而 继续 前 
进 的 那些 工作 . 他 们 和 印度 人 不 同 , 确 是 继承 了 Ptolemy 的 天 文 
学 . 他 们 注重 天 文学 ,使 他 们 能 够 知道 诉 祷 的 准确 时 间 , 使 广大 帝 
国内 的 阿拉 伯 人 在 祈祷 时 能 面 朝 麦 加 (Mecca). 他 们 充实 了 天 文 
数字 表 ; 改 进 了 仪器 ;修造 并 启用 观察 台 . 和 印度 一 样 ,几乎 所 有 的 
数学 家 主要 都 是 天 文学 家 .占星 术 在 刺激 天 文学 从 而 刺激 数学 工 
作 方 面 也 起 了 很 大 作用 . 

阿拉 伯 人 所 研究 的 另 一 门 科学 是 光学 . 物理 学 家 兼 数学 家 
Alhazen 写 的 一 本 巨著 《光学 集锦 》(Kitab al-manazer ) 曾 产生 巨 
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大 的 影响 . 他 在 这 本 书 中 陈述 了 完整 的 反射 定律 ,包括 入 射线 、 反 
射线 以 及 反射 面 的 法 线 三 者 都 在 同一 平面 内 的 这 个 事实 .但 尽管 
他 花 了 不 少 力气 并 做 了 不 少 试验 ,他 也 像 Ptolemy 一 样 未 能 得 出 
关于 折射 角 的 定律 . 他 论述 了 球面 和 抛物 面 反射 镜 透镜、 暗箱 和 
TUR. 光学 是 阿拉 伯 人 所 喜爱 的 一 门 学 问 , 因 它 可 提供 玄 奥 和 神秘 
的 思想 . 不 过 阿拉 伯 人 在 这 方面 没有 作出 重要 的 独创 贡献 ， 

阿拉 伯 人 对 数学 的 用 法 也 属于 我 们 先前 所 讲 过 的 那 一 类 . 这 
是 因为 天 文学 .占星 术 .光学 和 医学 (通过 占星 术 ) 需 要 它 ,虽然 有 
些 代 数 一 一 正如 一 个 阿拉 伯 数 学 家 所 说 是 在 “分 配 、 继 承 产业 、 合 
伙 分 红土 地 测量 上 最 为 需要 的 ……”. 阿拉 伯 人 钻研 数学 主要 是 
为 推进 他 们 所 从 事 的 几 门 科学 ,而 不 是 为 了 数学 本 身 . 他 们 也 不 搞 
为 科学 而 研究 科学 的 事 . 他 们 对 希腊 人 为 了 弄 懂 自然 界 的 数学 设 
计 或 对 中 世纪 欧洲 人 为 了 领悟 上 帝 之 道 这 种 目标 是 不 感 兴 趣 的 . 
阿拉 伯 人 的 目标 在 科学 史上 是 与 前 不 同 的 ,他 们 是 为 要 支配 自然 
界 而 从 事 科 学 研究 的 . 他 们 认为 他 们 可 以 通过 炼金 术 .魔术 和 占星 
术 ( 这 些 都 是 他 们 科学 工作 的 正式 组 成 部 分 ) 获 得 这 种 支配 权力 
的 . 这 种 目标 其 后 也 为 那些 能 够 分 辩 真 假 科学 并 在 做 法 上 更 深刻 
更 审慎 的 思想 家 所 采纳 . 

阿拉 伯 人 在 数学 上 没有 作出 什么 重要 的 推进 . 他 们 所 做 的 是 
吸收 了 希腊 和 印度 的 数学 ,把 它们 保存 下 来 ,并 终于 (通过 以 后 要 
叙述 的 事态 发 展 ) 传 给 欧洲 . 阿拉 伯 入 的 工作 在 1000 年 之 际 达到 
顶点 .在 1100 到 1300 年 间 , 基 督 徒 十 字 军 的 打击 削弱 了 东部 阿拉 
伯 入 . 其 后 他 们 所 居 土 地 被 蒙古 和 人 所 躁 跑 侵占 ;到 1258 年 之 后 巴 
格 关 的 回教 国君 已 不 复 存 在 . 在 Tamerlane 3E ji F BS 55 8 A 85 t 
一 步 破坏 又 把 这 阿拉 伯 文 明 挫 慌 殖 尽 , 尽 管 蒜 所 入 侵 后 那里 还 做 
了 一 星 半点 数学 工作 . 在 西班牙 的 阿拉 伯 人 经 常 遭 到 进攻 并 终于 
在 1492 年 被 基督 徒 所 征服 ,这 就 使 该 地 区 的 数学 和 科学 活动 告 一 
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7. 1300 年 左右 的 数学 

虽然 印度 人 和 阿拉 伯 人 的 数学 工作 并 不 出 色 , 但 他 们 对 其 后 
有 关 的 数学 的 内 容 和 性 质 确实 作 了 一 些 变革 . 以 10 为 底 的 进位 制 
记 数 法 (对 1 到 9 的 量 采用 特别 的 数字 记号 ,并 把 零 作为 一 个 数 )， 
负数 的 引入 ,以 及 无 理 数 作为 数 的 自由 运用 不 仅 大 大 推广 了 算术 
的 范围 而 且 为 更 有 意义 的 代数 (其 中 字母 和 运算 能 适用 于 范围 广 
泛 得 多 的 一 类 数 ) 开 及 了 道路 . 

这 两 个 民族 都 从 算术 方面 而 不 是 从 几何 方面 处 理 确定 的 或 不 
确定 的 方程 , 代数 虽 在 埃及 人 和 巴比伦 人 开创 时 是 立足 于 算术 的 ， 
但 希腊 人 却 颠 桥 了 这 个 基础 而 要 求 立 足 于 几何 .因此 印度 人 和 阿 
拉 伯 人 的 工作 不 仅 使 代数 重新 立足 于 它 所 应 有 的 基础 上 ,甚至 还 
在 好 些 方面 推进 了 代数 技巧 . 印度 人 使 用 了 数目 较 多 的 一 套 符 号 
并 推进 了 不 定 方程 的 工作 ,而 阿拉 伯 人 则 在 三 次 方程 上 前 进 了 一 
7p EH Khayyam 的 工作 仍 依赖 于 几何 . 

Euclid 几何 未 获 进展 ,但 三 角 则 有 进展 . 引用 正弦 或 半 弦 一 举 
确 在 使 用 上 有 其 优点 . 在 处 理 恒等式 和 三 角 计 算 上 使 用 算术 技巧 
或 代数 技巧 也 是 加 快 数学 发 展 的 一 个 步骤 ;三 角 术 之 脱离 天 文学 
而 独立 则 出 现 了 一 门 用 途 更 广 的 科学 . 

有 两 件 事 对 以 后 承认 代数 与 几何 之 范围 同样 起 了 广泛 作用 . 
承认 无 理 数 之 后 ,就 有 可 能 给 所 有 线段 以 及 二 三维 的 图 形 指定 数 
值 ,就 是 说 有 可 能 用 数 来 表示 长 度 面积 和 体积 . 其 次 是 阿拉 伯 人 
用 代数 方法 解 方程 然后 用 几何 图 形 说 明 所 作 步 又 之 合理 ,他 们 的 
这 种 做 法 展示 了 代数 与 几何 之 并 行 不 悖 . 这 种 并 行 性 的 进一步 充 
分 发 扬 便 导致 解析 几何 的 产生 . 

最 有 意思 的 事 也 许 就 是 印度 人 和 阿拉 伯 和 对 于 数学 有 自 相 刻 
盾 的 想法 . 他 们 在 算术 和 代数 里 都 随便 作 运算 而 根本 没有 想到 要 
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作证 明 . 埃及 人 和 巴比伦 人 之 依据 经 验 而 满足 于 他 们 的 那 一 点 点 
算术 和 几何 法 则 是 不 足 为 奇 的 ;因为 人 类 几乎 所 有 的 知识 都 是 以 
经 验 为 天 然 依据 的 . 但 印度 人 和 阿拉 伯 人 懂得 希腊 人 所 揭示 的 对 
于 数学 证 明 的 那 种 全 然 新 颖 的 想法 . 印度 人 的 做 法 是 颇 有 道理 可 
讲 的 ;他 们 昌 也 确实 知道 一 些 希腊 古典 著作 ,但 他 们 对 此 并 不 看 
重 , 而 主要 遵循 亚历山大 希腊 人 对 算术 和 代数 的 做 法 . 不 过 他 们 何 
以 只 重视 一 门 数 学 而 忽视 另 一 门 数学 ,这 也 引起 人 们 的 疑问 . 而 阿 
拉 伯 人 则 是 充分 了 解 希腊 几何 的 ,他 们 甚至 对 Euclid 和 其 他 作家 
的 著述 作 过 批判 性 研究 ,而 且 在 长 达 数 世纪 的 期 间 内 曾 存 在 有 利 
于 纯 科 学 研究 的 条 件 ,数学 家 无 需 被 迫 搞 出 眼前 实践 上 有 用 的 结 
果 而 牺牲 证 明 . 这 两 个 民族 怎么 会 以 这 样 表 异 于 希腊 人 的 态度 来 
对 待 这 两 门 数 学 呢 ? 

有 许多 可 能 的 答案 . 这 两 种 文明 总 的 说 来 都 是 缺乏 批判 精神 
的 ,尽管 阿拉 伯 人 对 Euclid 著作 曾 写 过 评注 . 因此 可 能 他 们 满足 
于 所 传 给 他 们 的 数学 的 现状 ;就 是 说 ,几何 是 讲究 演绎 的 ,而 算术 
和 代数 则 可 以 依据 经 验 或 直观 启示 . 第 二 种 可 能 的 答案 是 :这 两 个 
民族 一 一 更 可 能 的 是 阿拉 伯 人 一 一 认识 到 几何 相对 于 算术 和 代数 
而 言 具有 极 不 相同 的 标准 ,但 想 不 出 用 什么 办 法 来 给 算术 提供 逻 
辑 基 础 . 有 一 件 事实 似 可 说 明 这 种 解释 之 合理 , 即 阿 拉 伯 人 确实 在 
解释 他 们 对 二 次 方程 的 解法 时 至 少 想 给 出 几何 根据 . 

还 可 以 有 其 他 种 种 解释 . 印度 人 和 阿拉 伯 人 都 喜欢 搞 算术 JS 
数 以 及 三 角 关 系 的 代数 式 和 运算 . 这 种 偏爱 可 能 说 明 不 同 的 心智 
状态 ,或 者 可 能 反映 了 不 同文 明 的 不 同 需求 . 这 两 种 文明 都 是 偏重 
实际 的 ,而 且 正 如 我 们 在 谈 到 亚历山大 希腊 文明 时 所 指出 的 那样 ， 
实际 需要 确 平 要 求 提供 数量 结果 ,而 这 就 得 用 算术 和 代数 来 求 出 . 
而 有 利于 心智 状态 不 同 之 说 的 一 点 事实 是 ;欧洲 人 也 继承 了 同 印 
度 人 和 阿拉 伯 人 一 样 的 数学 遗产 ,但 他 们 的 反应 却 很 不 一 样 .我 们 
以 后 就 会 看 到 ,欧洲 入 对 算术 和 几何 之 有 不 同 的 基础 是 伤 过 很 多 
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脑筋 的 . 

由 于 对 此 缺乏 详尽 而 肯定 的 研究 ,我们 只 得 承认 印度 人 和 阿 
拉 伯 人 体会 到 算术 与 代数 的 基础 是 不 可 靠 的 ,不 过 他 们 胆子 大 (更 
由 于 实际 需要 ) ,敢于 进一步 发 展 这 两 门 学 科 . 虽然 他 们 肯定 没有 
认识 到 他 们 所 干 工作 的 意义 ,但 他 们 还 是 采纳 了 搞 数 学 创新 工作 
时 所 能 采纳 的 唯一 道路 . 新 思想 只 有 在 自由 和 勇敢 的 直观 启发 下 
才能 产生 . 逻辑 说 理 和 补救 办 法 (如 果 需 要 补救 的 话 ) 只 有 在 具备 
了 可 供 逻 辑 说 理 的 东西 之 后 才能 起 作用 . 印度 人 和 阿拉 伯 人 的 冯 
劲 把 算术 和 代数 又 一 次 提高 到 几乎 和 几何 并 轰 齐 驱 的 地 位 . 

于 此 就 确立 了 数学 的 两 种 独立 的 传统 或 概念 :一 种 是 希腊 人 
所 树立 的 那 套 逻辑 演绎 知识 ,其 更 大 的 目的 是 了 解 自 然 ; 男 一 种 是 
源 于 经 验 为 求实 用 的 数学 , 它 由 埃及 人 和 巴比伦 人 打下 基础 ,为 一 
些 亚 历 山大 的 希腊 数学 家 所 重新 拣 起 而 为 印度 人 和 阿拉 伯 人 所 进 
一 步 推广 . 前 者 重视 几何 ,后 者 重视 算术 与 代数 . 这 两 种 传统 和 两 
种 目标 此 后 继续 起 作用 . 
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第 10 章 
欧洲 中 世纪 时 期 


在 大 多 数 科 学 里 ,一 代 人 要 推倒 另 一 代 人 所 修筑 的 东西 ,一 
个 人 所 树立 的 另 一 个 人 要 加 以 摧毁 , 只 有 数学 ,每 一 代 人 都 
能 在 旧 建 筑 上 增添 一 层 楼 . 


Hermann Hankel 


1. 欧洲 文明 的 开始 

当 阿 拉 伯 文明 开始 衰落 之 时 ,西欧 和 中 欧 进 入 数学 发 展 的 时 
期 . 但 为 了 熟悉 一 下 中 世纪 欧洲 的 状态 ,认识 欧洲 文明 是 怎样 开始 
的 ,并 了 解 它 所 取 的 方向 ,就 必须 (至 少 短暂 地 ) 回 顾 它 的 开端 . 

在 巴比伦 埃及、 希腊 和 罗马 人 各 自 盛 极 一 时 的 年 代 里 ,今日 
的 欧洲 ( 除 意 大 利和 希腊 外 ) 只 有 原始 的 文明 . 住 在 那里 的 日 耳 曼 
民族 既 不 会 书写 又 没有 什么 知识 . 罗马 历史 学 者 Tacitus(1 世纪 ) 
把 当时 这 些 部 落 描写 为 诚挚 .好客 . 善 饮 MRAM ARTE 
Dim ASN A. 他 们 的 主要 工作 是 饲养 牲口 .打猎 和 种 植 谷物 . 从 
第 4 世纪 起 ,匈奴 人 把 居住 在 中 欧 的 哥 特 和 日 耳 曼 部 落 往 西 赶 . 第 
5 世纪 时 哥 特 人 占领 了 西 罗 马 帝 国 本 土 ， 

英法 的 部 分 领土 虽 早 在 有 罗马 帝国 统辖 时 就 获得 一 些 文化 ,但 
直到 公元 500 年 新 的 文化 影响 才 开始 在 欧洲 起 作用 . 甚至 在 罗马 
帝国 崩溃 以 前 ,天 主教 会 已 经 是 有 组 织 有 势力 的 集团 了 .教会 逐步 
使 日 耳 曼 和 哥 特 蛮 族 改 信和 基督 教 并 开始 建立 学 校 ,这 些 是 附设 在 
当时 稍 具 希腊 和 罗马 知识 的 修道 院 里 的 ,目的 是 为 教授 入 们 念 育 
教会 经 文 和 圣 书 . 其 后 不 久 为 了 训练 教会 圣 职 入 员 , 又 逐步 办 起 较 
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高 级 的 学 校 来 . 

在 8 世纪 下 半 叶 ,有 些 世 俗 统治 者 又 增设 了 一 些 学 校 . 在 
Charlemagne 的 帝国 里 ,一 个 英国 约克 和 郡 的 Alcuin(730 一 804) 应 
Charlemagne 之 邀 到 欧洲 大 陆 去 组 织 了 一 些 学 校 . 这 些 学 校 也 是 
附设 在 教堂 或 修道 院 里 的 ,注重 学 习 基督 教 的 神学 和 音乐 . 最 后 从 
教会 的 学 校 产生 出 欧洲 的 大 学 ,并 由 教会 中 各 教派 如 Franciscan 
和 Dominican 教派 的 人 士 担 任教 员 , 最 早 的 波 洛 尼 亚 (Bologna) 大 
学 是 在 1088 年 成 立 的 . 巴黎 大 学 、 萨 莱 诺 (Salerno) 大 学 、 牛 津 大 
学 和 剑桥 大 学 是 大 约 在 1200 年 成 立 的 . 当然 ,这 些 大 学 在 一 开头 
根本 不 是 现代 意义 下 的 大 学 . 而 且 虽 然 在 形式 上 是 独立 的 ,但 实际 
上 都 是 服务 于 教会 利益 的 . 


2. 可 供 学 习 的 材料 

随 着 教会 势力 遍及 各 地 , 它 就 把 它 所 宠爱 的 文化 强加 于 世 . 拉 
丁 文 是 教会 的 官方 语言 ,因而 它 就 成 为 欧洲 的 国际 语言 以 及 数学 
和 科学 的 文字 . 直到 18 世纪 相当 晚 的 时 候 , 拉 丁 文 还 是 欧洲 学 校 
里 授课 用 的 语言 . 因此 欧洲 人 不 免 要 从 拉丁 文 ( 即 罗 马 ) 书 籍 来 获 
取 他 们 所 需要 的 知识 . 由 于 罗马 人 的 数学 微不足道 ,所 以 欧洲 人 所 
学 到 的 只 不 过 是 非常 原始 的 一 套 记 数 法 和 少量 算术 法 则 . 他 们 也 
通过 少数 翻译 家 汲取 一 点 希腊 数学 知识 , 

主要 的 翻译 家 是 一 个 罗马 名 门 的 后 毅 Anicius Manlius Seve- 
rinus Boethius( 约 480—524) ,他 的 译作 直到 12 世纪 还 广泛 流传 . 
他 根据 希腊 材料 用 拉丁 文选 编 了 算术 、 几 何 与 天 文 的 初等 读物 . 他 
从 Euclid 的 《原本 ?里 译 了 多 则 5 篇 (或 少 则 3 篇 ) 的 材料 组 成 他 
IULII) (Geometry). 在 他 的 书 里 他 给 出 定义 和 定理 , 但 无 证 明 . 
他 又 在 这 书 里 编 入 一 些 度量 方法 的 几何 材料 . 有 些 结果 是 不 正确 
的 ,有 些 只 是 近似 的 . 奇怪 的 是 《几何 》 里 也 含有 关于 算盘 和 分 数 
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的 材料 ,后 者 是 学 习 天 文 (这 书 我 们 没有 看 到 ) 的 预备 知识 . Bo- 
ethius 还 写 了 《算术 入 门 》(Institutis arithmetica ) ,这 是 Nichoma- 
chus 所 著 《 算 术 入 门 》 的 译本 ,但 略 去 了 Nichomachus 的 一 些 结 
R. 这 书 成 为 各 学 校 所 教 算术 知识 的 源泉 几乎 有 1 000 年 之 久 . 最 
后 Boethius 译 出 了 Aristotle 的 一 些 著 作 , 根 据 Ptolemy 的 著作 写 
了 一 本 天 文书 ,根据 Euclid, Ptolemy 和 Nichomachus 的 著作 写 了 
一 本 音乐 书 . 很 可 能 Boethius 并 未 全 部 理解 他 所 翻译 的 书籍 . 他 
创造 了 “四 大 科 ”(“quadrivium”) 这 个 词 来 代表 算术 、 几 何 、 音 乐 和 
天 文 .他 最 出 名 的 著作 《和 哲学 的 安慰 》(Consolations of Philoso- 
phy ) 至 今 还 有 人 在 读 , 那 是 在 他 被 控 叛 国 (最 后 他 因 这 个 罪名 被 
斩 ) 而 监禁 在 牢 里 时 写 的 . 

另 一 个 翻译 家 是 罗马 人 Aurelius Cassiodorus( £j 475—570) ， 
他 用 浆 脚 译文 翻 出 了 一 小 部 分 希腊 数学 和 天 文 著作 ;还 有 塞 维 利 
亚 (Seville) 的 Isidore( £j 560 一 636), 他 撰写 了 《学 源 》(Ertymolo- 
gies), 共 20 篇 ,内 容 从 数学 到 医学 都 有 ;以 及 英国 人 “可 敬 的 ” 
Bede(the Venerable Bede)(674 一 735). 这 些 人 是 希腊 数学 和 中 世 
纪 早期 学 术 界 的 主要 联系 者 . 

中 世纪 早期 数学 家 书 中 的 所 有 问题 都 只 牵涉 到 整数 的 四 则 运 
算 . 由 于 实际 计算 是 用 各 种 算盘 来 做 的 ,所 以 书 中 的 运算 法 则 也 特 
别 适 应 于 算盘 . 分 数 很 少 用 ,即使 用 到 分 数 也 是 照 罗马 人 那样 用 分 
数 的 名 称 而 不 用 特定 记号 ;例如 他 们 用 uncia 表示 1/12, quincunx 
表示 5/12,dodrans 表示 9/12. 无 理 数 是 根本 不 出 现 的 . 中 世纪 把 
BRD AM AC BAR UR ABI. 

10 tH 2c it PS 6 7H (Auvergne) A Gerbert( 后 来 成 为 教皇 Syl- 
vester 二 世 , 死 于 1003 年 ) 把 数学 的 学 习 稍 微 推 进 了 一 步 .但 他 的 
著作 只 限于 初等 算术 和 初等 几何 . 
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3. 中 世纪 早期 数学 在 欧洲 的 地 位 

昌 然 所 教 的 数学 内 容 很 少 ,但 即使 在 中 世纪 学 校 的 课程 里 数 
学 还 是 相当 重要 的 . 课程 分 为 四 大 科 和 三 文 (trivium). 四 大 科 包 
括 : 算 术 ( 纯 数 的 科学 ) .音乐 ( 数 的 一 个 应 用 ) .几何 (关于 长 度 TR 
积 ,体积 和 其 他 诸 量 的 学 问 ) 和 天 文 (关于 运动 中 的 量 的 学 问 ). 三 
文 包括 修 辞 、 辩 证 和 文法 . 

即使 是 上 述 这 点 有 限 的 数学 ,学 了 之 后 也 有 好 几 种 用 处 . 在 
Gerbert 时 代 以 后 ,数学 用 来 计算 高 和 距离 , 那 时 野外 测量 仪器 是 
古代 的 观 象 仪 和 反射 镜 . 当时 教会 指望 教士 能 用 说 理 来 捍卫 神学 
和 鸡 斥 论争 ,而 数学 则 被 认为 是 训练 神学 说 理 的 最 好 学 科 , 正 如 
Plato 认为 数学 是 训练 哲学 的 好 学 科 一 样 . 教会 提倡 教授 数学 , 因 
它 对 修 日 历 和 预报 节日 有 用 . 每 个 修道 院 里 至 少 有 一 人 能 作 必 要 
的 计算 ,并 在 这 一 工作 中 算术 和 制定 历法 都 获得 不 同 程度 的 改善 . 

促使 人 学 习 一 点 数学 的 另 一 动机 是 占星 术 . 这 门 伪 科 学 在 巴 
比 伦 人 古典 希腊 人 和 阿拉 伯 和 人 那里 曾 颇 为 风行 ,而 在 中 世纪 的 欧 
洲 则 几乎 普遍 被 人 接受 . 占星 术 的 基本 信条 当然 是 说 天 体能 影响 
和 控制 人 体 以 及 人 的 命运 .为 了 解 天 体 的 影响 并 预报 特殊 的 天 象 
事件 如 行星 的 会 合 和 日 月 蚀 所 展示 的 吉凶 祸 福 , 那 就 需要 有 些 天 
文 知识 ,因此 少不了 要 懂得 点 数学 . 

占星 术 到 中 世纪 后 期 变 得 特别 重要 . 每 个 朝廷 都 有 占星 术士 ， 
大 学 里 也 有 占星 术 的 教授 和 课程 . 占星 术士 帮 王 公 大 人 谋划 政治 
决策 ,军事 征战 和 个 人 事务 . 奇怪 的 是 甚至 那些 懂得 并 爱好 希腊 思 
想 的 君王 也 依靠 占星 术士 . 在 中 世纪 末期 和 文艺 复兴 时 ,占星 术 不 
但 成 为 一 项 重要 的 工作 而 且 被 看 作 是 数学 的 一 个 分 支 . 

数学 通过 占星 术 又 同 医 学 发 生 关系 (第 7 章 第 8 节 ). 教会 
虽 把 人 的 肉体 视 为 微不足道 ,但 医生 是 不 能 相信 此 说 的 . 由 于 一 
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般 人 迷信 天 体能 影响 人 的 健康 ,医生 就 想 找 出 天 体现 象 和 特殊 
星座 同名 个 人 的 健康 之 间 的 关系 . 他 们 把 成 千 人 人 出生、 结婚 、 生 
病 和 死亡 时 出 现 的 星座 记录 下 来 ,用 以 预测 医疗 之 是 否 有 效 .为 
此 需要 懂得 广泛 的 数学 知识 ,因而 使 医生 也 变 成 深 说 数学 的 入 . 
事实 上 他 们 在 占星 术 和 数学 方面 的 造 谓 远 远 超 过 其 对 人 体 知 识 
ie iB. 

数学 通过 占星 本 而 应 用 于 医学 的 做 法 在 中 世纪 后 期 流行 更 
广 . 12 世纪 的 波 洛 尼 亚 大 学 有 个 医学 和 数学 学 院 . 当天 文学 家 
Tycho Brahe 在 1566 年 上 罗斯 托 克 (Rostock) 大 学 时 ,那里 没有 
天 文学 家 ,但 有 占星 术士 .炼金 术士 ,数学 家 和 医学 家 . 在 许多 大 学 
里 占星 学 教授 比 真 正 的 医学 和 天 文学 教授 还 要 常见 . Galileo 确 曾 
对 医科 学 生 讲 过 天 文 ,但 目的 是 为 了 使 他 们 能 搞 占 星 术 . 


4. 数学 的 停滞 

中 世纪 初期 约 从 400 年 起 到 1100 年 左右 为 止 :这 700 年 的 时 
期 本 来 是 很 可 能 使 哆 洲 文明 发 展 一 些 数学 的 , 如 果 它 能 从 当时 所 
拥有 的 少量 线索 追究 其 包 藏 的 丰富 知识 , 它 很 可 能 从 希腊 著作 获 
得 很 大 帮助 . 但 这 段 时 期 内 数学 并 无 进展 ,也 没有 人 认真 搞 数学 工 
TE. 凡是 想 了 解数 学 在 什么 条 件 下 能 繁荣 的 人 , 自然 很 想 知 道 这 究 
RETARA. 

数学 水 平 之 所 以 低 ,主要 原因 是 对 物理 世界 缺乏 兴趣 . 当时 在 
欧洲 点 统治 地 位 的 基督 教规 定 了 它 自 身 的 目标 、 价 值 和 生活 方式 . 
主要 关心 的 是 精神 生活 ,因而 认为 出 于 好 奇 心 或 实用 目的 而 探索 
自然 的 工作 是 浮 薄 不 足 道 的 . 基督 教 乃 至 后 期 希腊 哲学 家 如 斯 多 
韶 派 (Stoics, 禁 欲 派 一 一 译 者 ) 、 伊 壁 鸠 鲁 派 (Epicureans, 享 乐 派 
一 一 译 者 ) 和 新 柏拉图 派 (neo-Platonist) 都 强调 要 把 心灵 提高 到 
超越 肉体 和 物质 之 上 ,并 为 灵魂 作 好 准备 ,以 便 死 后 去 过 天 国 的 生 
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活 . 终极 的 实在 是 灵魂 的 永恒 生命 ,而 追求 道德 与 精神 的 真理 则 可 
增强 灵魂 的 健康 . 关于 原罪 的 信条 、 对 地 狱 的 恐惧 ,上帝 的 拯救 以 
及 对 天 国 的 企 求 重 于 一 切 . 由 于 对 自然 的 研究 无 助 于 使 人 达到 这 
HORSE BoP RAT AE MRNA CRE ERE 
之 事 . 

那么 欧洲 人 从 哪里 去 获得 关于 自然 的 知识 以 及 关于 宇宙 和 人 
的 天 然 设 计 方 案 呢 ? 回答 是 所 有 知识 都 来 源 于 研读 圣经 ,教会 神 
甫 的 教导 和 教条 是 圣经 的 补充 发 挥 和 解释 ,被 认为 具有 至 高 无 上 
的 权威 . St，Augustine(354 一 430) 是 个 很 有 学 间 并 在 传播 新 柏 拉 
图 主义 方面 最 有 影响 的 人 ,他 曾 说 :“ 从 圣经 以 外 获得 的 任何 知识 ， 
如 果 它 是 有 害 的 ,理应 加 以 排斥 ;如 果 它 是 有 益 的 , 那 它 是 会 包含 
在 圣经 里 的 . "这 段 话 虽 不 足以 代表 Augustine, 却 足以 代表 中 世 
纪 早 期 的 人 对 研究 自然 的 态度 . 

关于 中 世纪 早期 文明 的 这 一 简略 概述 ,由 于 我 们 主要 关心 
它 同 数学 的 关系 ,难免 颇 为 片面 ,但 它 无 论 如 何 可 使 我 们 大 致 认 
清 教 会 领导 下 的 欧洲 本 土 能 有 什么 样 的 文化 , 它 又 能 从 罗马 入 
留 下 的 微薄 遗产 上 建立 起 什么 样 的 文化 . 直到 1100 年 ,中 世纪 
时 期 没有 在 知识 领域 里 产生 出 任何 大 的 文化 . 它 的 知识 状态 是 
思想 一 律 .教条 主义 、 神 秘 主义 .信赖 权威 ,不 断 向 权威 著作 求 
教 、 进 行 分 析 并 加 以 评述 . 倾向 于 神秘 主义 的 结果 使 人 把 含糊 其 
辞 的 思想 奉 为 现实 甚至 接受 为 宗教 真理 . 仅 存 的 那 一 小 点 理论 
科学 是 呆板 无 生气 的 . 神学 统辖 了 所 有 的 学 问 ,教会 神甫 能 编造 
万 有 知识 体系 . 但 除了 包含 在 基督 教义 中 的 以 外 ,他 们 不 去 寻思 
或 追求 任何 别 的 原理 . 

罗马 文明 是 产生 不 出 数学 来 的 , 因 它 太 注重 实际 和 马上 可 以 
应 用 的 结果 ,欧洲 中 世纪 文明 之 不 能 产生 数学 成 果 则 出 于 正 相 反 
的 原因 . 它 根本 不 关心 物理 世界 . 俗世 的 事务 和 问题 是 不 重要 的 . 
基督 教 重视 死 后 的 生活 并 重视 为 此 而 进行 的 准备 . 
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数学 显然 不 能 在 一 个 只 重 世 务 或 只 信 天 国 的 文明 中 繁荣 滋 
长 .我 们 可 以 看 到 ,数学 在 一 个 自由 的 学 术 气氛 中 最 能 获得 成 功 ， 
那里 既 能 对 物理 世界 所 提出 的 问题 发 生 兴趣 ,又 有 人 愿意 从 抽象 
方面 去 思考 由 这 些 问题 所 引起 的 概念 ,而 不 计 其 是 否 能 谋取 眼前 
的 或 实际 的 利益 . 自然 界 是 产生 概念 的 温床 ,然后 必须 对 概念 本 身 
进行 研究 . 反 过 来 ,能 对 自然 获得 新 的 观点 ,对 它 有 更 丰富 、 更 广 
泛 、 更 强 有 力 的 理解 ,而 这 又 产生 出 更 深刻 的 数学 工作 . 


5. 希腊 著述 的 第 一 次 复活 

在 1100 年 之 际 ,欧洲 文明 处 于 一 种 停滞 的 状态 . 虽然 社会 制 
度 大 部 分 仍 属 封建 性 的 ,但 已 经 有 不 少 独立 的 商人 ,有 初步 的 工 
业 , 有 自由 民 所 从 事 的 艺术 和 手工 业 、 大 规模 的 农业 、 制 造 业 、 矿 
业 \ 银 行业 和 牲畜 饲养 业 . 同 国 外 的 贸易 ,主要 是 同 阿拉 伯 人 和 近 
东 的 贸易 ,已 建立 起 来 . 最 后 ,王公 大 人 、 教 会 官员 和 商人 都 获得 了 
必需 的 财富 来 供养 从 事 学 术 和 艺术 的 人 员 . 

虽然 那 是 一 个 安定 的 社会 ,但 一 点 也 看 不 出 有 什么 征象 ,能 
够 说 明 欧 洲 人 如 果 任 其 自行 其 是 ,会 自动 抛弃 前 述 那 种 世界 观 
和 着 重点 ,而 回头 来 认真 钻研 数学 . 西欧 是 基督 教 罗马 世界 的 后 
继 者 ,而 罗马 和 基督 教 都 不 是 喜爱 数学 的 . 但 到 了 1100 年 左右 ， 
新 的 思潮 开始 影响 当时 的 学 术 界 气氛 . 欧洲 人 通过 贸易 和 旅游 ， 
同 地 中 海地 区 和 近东 的 阿拉 伯 人 以 及 东 罗 马 帝国 的 拜占庭 人 发 
生 接触 . 十 字 军 东 征 ( 约 1100—1300) ,为 掠 取 土 地 的 军事 征战 ， 
使 欧洲 人 进入 阿拉 伯 土 地 . 十 字 军 战士 是 搞 打仗 而 不 是 搞 学 术 
的 人 ,所 以 通过 十 字 军 战争 而 产生 的 接触 也 许 被 人 估计 得 过 分 
重要 . 但 无 论 如 何 欧 洲 人 开始 从 阿拉 伯 人 和 拜占庭 的 希腊 人 那 
里 学 到 了 希腊 的 著作 . 

希腊 学 术 的 发 现 激 起 欧洲 人 很 大 的 兴趣 ,他 们 大力 搜 求 希腊 
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著作 的 抄本 ,阿拉 伯 文 译本 以 及 阿拉 伯 入 写 的 课本 . 王公 和 教会 领 
袖 支 持 学 者 去 猎取 这 些 学 术 宝藏 . 学 者 们 纷纷 到 非洲 西班牙 法 
国 南部 ,西西 里 和 近东 的 阿拉 伯 文 化 中 心 去 钻研 阿拉 伯 人 的 著述 
并 把 他 们 所 能 买 到 的 书籍 带 回 欧洲 . 巴 轧 (Bath) 地 方 的 Adelard 
( 约 1090 一 1150) 乔 装 回 教学 生前 往 阿 拉 伯 人 控制 下 的 叙利亚 和 
FLOR & BL ( Cordova) 以 及 意大利 南部 .比萨 (Pisay) 的 Leonardo 到 
北非 去 学 算术 . 北 意 共和 国 和 有 罗马 教 庭 派出 使 团 和 大 使 到 拜占庭 
帝国 和 西西 里 (那里 原 是 著名 的 希腊 文化 中 心 , 到 878 年 为 止 仍 在 
拜占庭 统治 下 ). 1085 年 基督 徒 攻占 了 托 莱 多 (Toledo) ,于 是 阿拉 
伯 著 作 的 一 大 中 心 向 欧洲 学 者 开放 了 . 1091 年 基督 徒 又 从 阿拉 介 
人 手 里 夺取 了 西西 里 ,他 们 又 可 自由 阅读 那里 的 著作 了 . 从 帝国 开 

台 之 日 起 就 收藏 了 希腊 著作 的 罗马 ,经 过 一 次 搜索 后 发 现 了 更 多 
的 手稿 . 

欧洲 人 获得 这 些 车 述 后 就 愈 来 愈 多 地 把 它们 译 成 拉丁 文 . 12 
世纪 从 希腊 文 译 出 的 书 总 的 说 来 质量 不 高 , 因 当 时 对 希腊 文 懂得 
不 多 . 它们 是 逐 字 逐 句 译 出 的 (de verbo ad verbum) ,但 它们 比 那 
些 通过 阿拉 伯 译 本 重 译 的 希腊 著作 好 一 些 ,因为 阿拉 伯 文 与 希腊 
文 是 很 不 一 样 的 .因此 直到 17 世纪 后 很 长 的 时 间 , 欧 洲 不 断 出 现 
新 的 更 好 的 译本 . 

这 样 欧洲 人 就 知道 了 Euclid 和 Ptolemy 的 著作 , al- 
Khowarizmi 的 《算术 》(Arithmetic) 和 《代数 》,Theodosius 的 《 球 
面 学 》(Sphaerica), Aristotle 和 Heron 的 许多 著作 , Archimedes 
的 几 部 著作 ,特别 是 他 的 《 圆 的 量度 》( 他 的 其 余 著作 在 1544 年 
由 巴塞 尔 (Basle) 的 Hervagius 译 成 拉杆 文 ). 但 在 12 和 13 世纪 
间 , Apollonius 和 Diophantus 的 著作 都 未 曾 译 出 . 此 外 哲学 、 医 
学 .科学 .神学 和 占星 术 方 面 的 书 也 都 翻译 出 来 . 由 于 阿拉 伯 人 
确实 占有 几乎 全 部 的 希腊 著作 ,欧洲 人 就 此 获得 了 大 量 的 文献 
他 们 对 这 些 著作 是 这 样 钦佩 并 这 样 倾 倒 于 其 中 的 新 鲜 思 想 , 以 
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至 他 们 都 成 了 希腊 思想 的 门徒 . 他 们 珍视 这 些 著作 远 远 超过 他 
们 自己 的 创作 . 


6. 理性 主义 和 对 自然 的 兴趣 的 复活 

第 一 批 希腊 和 阿拉 伯 著 作 的 译本 传 到 欧洲 后 不 入, 对 自然 现 
象 的 理性 探讨 ,并 以 自然 原因 而 不 以 道德 或 神 意 的 原因 来 作 解 释 
的 风气 几乎 立刻 就 呈现 出 生命 力 .在 法 国 夏 尔 特 尔 (Chartres) 有 
一 群 人 如 Gilbert de la Poree( 约 1076—1154). 夏 尔 特 尔 的 Thier- 
ry( 约 死 于 1155 4E) A Bernard Sylvester ( 约 1150 年 ) 甚 至 开始 对 
圣经 文字 谋求 作出 合理 化 的 解释 ,并 且 至 少 表示 出 需要 用 数学 来 
研究 自然 的 意愿 . 他 们 的 主张 是 附和 Plato 的 Timaeus 的 ,但 比 那 
个 对 话 中 的 更 合理 . 不 过 ,他 们 对 自然 现象 的 说 法 ( 虽 从 中 世纪 思 
想 角 度 来 看 是 颇 为 可 观 的 ) 没 有 足够 的 意义 和 影响 ,不 值得 多 加 注 
意 . 


随 着 希腊 著作 的 传 入 ,要求 作 合理 化 解释 的 趋势 ,对 物理 世界 
的 研究 ,通过 食品 .物质 生活 来 享受 现世 生活 的 兴趣 以 及 对 自然 的 
乐趣 , 变 得 明显 起 来 . 有 些 人 甚至 开始 用 他 们 自己 的 道理 来 对 抗 教 
会 的 权威 . 例如 巴 思 地 方 的 Adelard 说 他 不 愿 听 从 那些 “被 人 奉 着 
鼻子 走 的 人 …… 因 此 如 果 你 要 听 我 讲 些 什么 东西 ,就 得 同 我 讲 道 

说 来 奇怪 ,有 些 希 腊 著作 的 传 入 却 使 欧洲 的 觉醒 推迟 了 两 个 
世纪 之 入. 到 1200 Zh, Aristotle 的 许多 著作 已 相当 普及 . 他 
书 中 的 大 量 事实 ,精细 的 分 辨 能 力 , 令 人 信服 的 论据 ,和 对 知识 的 
逻辑 编排 ,使 欧洲 学 者 读 了 心悦诚服 . Aristotle 学 说 的 缺点 是 他 
接受 了 那些 在 思想 上 认为 是 有 理 的 说 法 而 不 管 其 是 否 符合 实际 经 
验 . 他 提出 一 些 想法 ,理论 和 解释 ,例如 基本 物质 之 说 ,地 上 物体 与 
天 体 的 区 分 (第 7 BB 3 节 ), 以 及 对 终极 原因 的 强调 ,是 很 少 现实 
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根据 或 没有 结果 的 . 但 因 这 些 说 法 都 被 人 毫 无 批判 地 加 以 接受 ,所 
以 新 的 思想 就 不 受 欢 迎 或 无 人 理 皮 ,使 进步 推迟 . Aristotle 给 
学 以 较 低 的 地 位 肯定 地 次 于 定性 的 物理 解释 的 地 位 ,这 可 能 
也 是 阻碍 科学 进步 的 (第 7 章 第 3 节 ). 

大 约 从 1100 年 到 1450 年 这 段 期 间 内 ,从 事 科 学 工作 的 是 经 
院 派 学 者 ,他 们 信奉 以 基督 教 使 徒 和 Aristotle 的 权威 为 基础 的 学 
说 ,因此 科学 工作 自然 受到 不 利 影响 . 有 些 经 院 派 学 者 反抗 当时 流 
行 的 教条 主义 并 否认 Aristotle 学 说 的 绝对 正确 . 当时 有 一 个 人 感 
到 需要 从 实验 得 出 一 般 原 则 ,需要 有 利用 数学 的 演绎 推理 ,然后 根 
据 事实 来 检验 这 种 推理 ,这 人 便 是 林肯 郡 的 主教 , 自然 哲学 家 
Robert Grosseteste( 约 1168—1253). 

反抗 权威 的 最 出 色 的 发 言 人 并 且 真 能 提供 有 价值 思想 的 是 
Roger Bacon(1214? 一 1294) ,他 号 称 为 “万 能 博士 >(Doctor Mira- 
bilis). 他 宣称 “如 果 我 有 权 处 理 Aristotle 的 著作 ,我 就 会 下 令 把 
它 全 烧 掉 ,因为 学 习 它 不 过 是 浪费 时 间 而 且 把 人 引入 歧途 ,而 且 它 
又 是 难以 形容 的 层出不穷 的 无 知之 见 . ”R，Bacon 学 识 渊博 , 遍 晓 
当时 的 许多 科学 和 语言 文字 ,包括 阿拉 伯 文 在 内 . 他 比 别 人 早 知 道 
当时 刚 出 现 的 发 明和 科学 进展 ;如 火药 、 透 镜 的 作用 ,机 制 时 钟 ,日 
历 的 编制 ,彩虹 的 形成 等 等 . 他 其 至 谈 到 对 潜水 艇 、 飞 机 和 汽车 的 
设想 . 他 在 数学 .力学 .光学 MARA .天 文学 .地 理学 .年 表 学 .化 
学 .透视 学 .音乐 .医学 文法 .还 辑 .形而上学 伦理 学 和 神学 方面 
的 著作 都 是 含有 正确 思想 的 . 

R. Bacon 的 特别 令 人 钦佩 之 处 是 他 懂得 可 靠 的 知识 是 怎么 
得 来 的 . 他 探讨 了 使 科学 获得 进展 或 受到 阻挠 的 原因 ,并 提出 改革 
研究 方法 的 意见 . 他 虽 也 劝 人 阅读 圣经 ,但 强调 数学 和 实验 ,并 预 
见 科学 造福 于 人 类 的 伟大 前 景 . 

他 确信 数学 思想 是 与 生 俱 来 的 并 且 是 同 自 然 事物 本 身 相 一 致 
的 ,因为 自然 界 是 用 几何 语言 编写 而 成 的 . 所 以 数学 能 提供 真理 . 


6, 理性 主义 和 对 自然 的 兴趣 的 复活 239 I 


它 先 于 其 他 科学 ,因为 数学 处 理 直 觉 所 感知 的 量 . 他 在 所 著 《 大 作 》 
(Opus Majus ) 的 一 章 中 “证 明 " 所 有 科学 都 需要 数学 ,他 的 论点 表 
明 他 正确 认识 到 数学 在 科学 中 的 作用 . 他 虽然 强调 数学 ,但 也 充分 
认识 到 实验 在 发 现 事 实 和 验证 从 理论 或 其 他 方面 所 得 结果 的 作用 
及 其 重要 性 .“ 论 证 可 以 总 结 一 个 问题 ,但 它 不 能 使 我 们 感到 放心 
或 承认 其 为 真理 ,除非 通过 经 验 而 表明 其 确 为 真理 .” 

R. Bacon 的 《大 作 》 中 谈 了 不 少 关 于 数学 对 地 理 .年 表 学 . 音 
Tk .彩虹 的 解释 . 编 日 历 和 确定 信念 的 用 处 . 他 还 论述 了 数学 在 国 
家 管理 .气象 学 ,水 文学 ABR .透视 学 .光学 和 视 象 成 因 等 方面 
的 作用 . 

BEER. Bacon 也 只 是 他 那个 时 代 的 产物 . 他 相信 巫 术 、 占 
BRK ,并 坚 称 一 切 学 问 的 目标 是 神学 . 他 也 是 他 那个 时 代 的 牺牲 
品 : 他 死 于 监狱 ,正如 其 他 许多 倡导 人 类 理智 独立 性 以 及 实验 观察 
重要 性 的 学 术 界 领袖 一 样 . 他 对 他 那个 时 代 的 影响 是 不 大 的 ， 

William of Ockham( 约 1300 一 1349) 继 续 对 Aristotle 进行 有 
力 的 攻击 ,他 批评 Aristotle 对 终极 原因 的 观点 . 他 说 终极 原因 纯 
粹 是 虚拟 的 说 法 . 所 有 原因 都 是 直接 的 ,足以 产生 一 事件 的 所 有 前 
提 构 成 它 的 总 因 . 这 种 关于 联系 的 认识 是 放 之 四 海 而 缘 准 的 ,因为 
自然 界 是 统一 的 . 科学 的 首要 功能 是 确定 观察 的 次 第 . Ockham 
说 ,至 于 物质 我 们 只 知道 它们 的 种 种 性 质 ,而 并 没有 一 种 基本 的 物 
质 形式 . 

他 又 攻击 当时 的 物理 和 形而上学 (玄学 ) ,他 说 得 自 经 验 的 知 
识 是 真知 ,而 合理 化 的 构思 则 不 然 , 它 们 不 过 是 人 创造 出 来 用 以 解 
释 所 观察 的 事实 而 已 . 他 提出 一 个 著名 原则 号 称 *Ockham B5 Hl) 
JJ” [Grosseteste 和 Duns Scotus(1266 一 1308) 在 以 前 早 提出 过 |]: 
若 能 用 较 少 的 概念 解决 问题 , 那 更 多 的 概念 是 不 必要 的 . 他 把 神学 
同 自然 哲学 (科学 ) 分 开 , 理 由 是 神学 的 知识 得 自 神 的 启示 ,而 自然 
哲学 的 知识 则 应 来 自 经 验 . 
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这 些 持 异 见 的 分 子 并 没有 提出 新 的 科学 思想 . 但 他 们 确实 要 
求 自由 研究 .自由 思想 和 自由 探索 ,并 主张 以 经 验 作为 科学 知识 的 


7. 数学 本 身 的 进展 

大 约 在 1100 年 到 1450 年 这 段 时 期 内 ,尽管 思想 严 受 束缚 ,但 
还 是 进行 了 一 些 数学 活动 ,其 主要 中 心 是 牛津 大 学 BRASH 
也 纳 大 学 (成 立 于 1365 年 ) 和 埃 尔 富 特 (Erfurt) 大 学 (成 立 于 1392 
年 ). 起 初 的 工作 是 对 希腊 和 阿拉 伯 文 献 的 直接 反应 . 

第 一 个 值得 一 提 的 欧洲 学 者 是 比萨 的 Leonardo( 约 1170 一 
1250) ,又 名 Fibonacci. 他 受 教育 于 非洲 ,在 欧洲 和 小 亚细亚 游历 
甚 广 , 并 以 其 精湛 掌握 当代 及 以 前 各 代 的 全 部 数学 知识 而 闻名 . 他 
住 在 比萨 ,为 西西 里 的 Frederick 二 世 及 宫廷 哲学 家 所 深 知 ,而 他 
的 大 多 数 现存 著作 也 是 奉献 给 他 们 的 . 

1202 年 Leonardo 写 了 划时代 的 并 流传 很 入 的 《 算 经 》(Liber 
Abaci) 一 书 ,这 是 从 阿拉 伯 文 和 希腊 文 材料 编译 成 拉丁 文 的 书 . 当 
时 在 欧洲 已 多 少 知道 一 点 阿拉 伯 记 数 法 和 印度 算法 ,但 只 限于 在 
修道 院 里 . 一般人 还 是 用 罗马 数字 而 且 避 免 用 零 , 因 他 们 不 懂 零 的 
意思 . Leonardo 的 书 产生 很 大 影响 并 改变 了 数学 的 面貌 ,其 中 传 
授 了 印度 人 用 整数 分数 .平方根 .立方 根 进行 计 算 的 方法 . 这 些 方 
法 其 后 又 由 佛罗伦萨 (Florence) 的 商人 加 以 改进 . 

Leonardo 在 《 算 经 》 及 较 晚 一 部 著作 《四 艺 经 》(Liber Qua- 
dratorum, ，1225) 中 都 论述 了 代数 . 他 也 照 着 阿拉 伯 人 的 样子 用 文 
字 而 不 用 记号 讲述 ,并 以 算术 方法 作为 代数 的 基础 . 他 讲述 了 一 次 
和 二 次 确定 或 不 确定 方程 以 及 某 些 三 次 方程 . 他 也 像 Khayyam 一 
样 认 为 一 般 三 次 方程 是 不 能 用 代数 方法 解 出 的 . 

在 几何 方面 ,Leonardo 在 他 的 《几何 实习 》(Practica Geome- 
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triae ，1220) 里 重复 讲述 了 Euclid 原 本 》 及 希腊 三 角 术 的 大 部 分 
AA. 他 传授 用 三 角 方 法 而 不 用 罗马 入 的 几何 方法 来 搞 测量 ,这 是 
稍稍 前 进 了 一 步 . 

Leonardo 著述 的 最 突出 之 点 是 他 指出 Euclid 在 《原本 》 第 十 
篇 中 对 无 理 量 的 分 类 并 不 包括 一 切 无 理 量 . Leonardo 证 明 x 十 
22° + 10x = 20 的 根 不 能 用 尺 规 作出 . 这 第 一 次 表明 数 系 所 含 的 
数 超过 希腊 人 以 是 否 尺 规 可 作为 准则 所 定 的 范围 . Leonardo 又 引 
AT ES (IRA Fibonacci 数列 的 概念 ,在 这 数列 中 的 每 项 等 于 其 
前 两 项 之 和 . 

除了 有 Leonardo 发 表 关于 无 理 量 的 意见 外 , Nicole Oresme 
( 约 1323 一 1382) 的 著作 里 也 有 一 些 创 见 .此 人 是 利 雪 (Lisieux) 地 
方 的 主教 兼 纳 瓦 拉 (Navarre) 巴 黎 学 院 的 教师 . 在 他 的 未 发 表 的 著 
TECEG BI EE E) (Algorismus Proportionum , 约 1360 年 ) 中 ,他 引入 
了 分 数 指数 的 记 法 和 一 些 算法 . 他 的 想法 是 (用 我 们 今天 的 记号 ) : 
BEAR 4* — 64 fg (4£)!7 — 8 ,所 以 4”? — 8. 分 数 指数 的 记 法 以 后 
在 16 世纪 的 几 个 作家 的 著作 中 重 又 出 现 过 ,但 直到 17 世纪 才 广 
ZRH. 

Oresme 的 另 一 项 贡献 在 于 对 变化 的 研究 . 我 们 记得 Aristot- 
le 对 质 和 量 是 严格 区 别 的 . 他 认为 热 的 强度 是 一 种 物质 . 改变 热 的 
强度 就 得 增加 或 减少 一 种 东西 一 一 一 种 热 . Oresme 认为 并 没有 什 
么 不 同 种 类 的 热 ,而 只 有 同一 类 热 的 多 穿 之 分 . 14 世纪 一 些 牛 津 
和 巴黎 的 经 院 哲 学 家 开始 从 量 的 方面 来 思考 变化 和 变化 率 的 问 
题 . 他 们 研究 匀速 (等 速 ) 运 动 , 非 匀 速 (变速 ) 运 动 以 及 均匀 性 的 非 
均匀 运动 (等 加 速 运动 ). 

当时 这 一 类 思想 的 顶点 是 Oresme 所 提出 的 图 线 原 理 . 关于 
这 个 问题 他 写 了 《 论 均匀 与 非 均匀 的 强度 》( De Uni formitate et 
Difformitate Intensionum , £ 1350 年 ) 与 《 论 图 线 》(Tractatus de 
Latitudinibus Formarum ,无 日 期 ). 为 研究 变化 与 变化 率 ,Oresme 
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按照 希腊 人 的 传统 指出 凡 可 度量 的 量 ( 除 了 数 以 外 ) 都 能 用 点 、 线 、 
面 来 代表 . 于 是 ,为 表示 随时 间 而 变 的 速度 ,他 用 一 水 平 线 上 的 点 
代表 时 间 , 称 之 为 经 度 ;而 不 同时 刻 的 速度 则 用 纵 线 表示 , 称 之 为 
纬度 . 为 表示 一 个 从 O 处 为 OA 减 到 B 处 为 零 的 速度 ,他 画 出 了 


4 一 个 三 角形 (图 10. 1). 他 又 指出 
k 由 AB 中 点 E 所 定 的 矩形 OBDC 

C D 与 三 角形 OAB 等 面积 并 表示 在 
0 p 同一 段 时 间 内 的 匀速 运动 . 
图 10.1 Oresme 把 物理 变化 同 整 个 几何 图 


形 联系 起 来 . 整个 面积 代表 所 论 的 变化 ,其 中 不 牵涉 到 数值 . 

常 有 人 说 Oresme 对 提出 函数 概念 ,用 函数 表示 物理 规律 以 
及 函数 的 分 类 ,作出 了 贡献 . 人 们 也 把 创立 坐标 几何 及 函数 的 图 象 
表示 归功 于 他 .事实 上 他 的 图 线 是 个 含糊 的 观念 ,至 多 是 一 种 图 
X. 虽然 Oresme 在 图 线 (latitudines formarum ) 名 义 下 表示 强度 
的 方法 是 经 院 哲学 家 试图 用 于 研究 物理 变化 的 一 个 主要 技巧 ,也 
曾 在 当时 的 大 学 里 教 给 学 生 , 并 用 之 于 修正 Aristotle 的 运动 理 
论 ,但 它 对 其 后 思想 界 的 影响 是 不 大 的 . Galileo 确 也 用 过 这 种 图 
形 , 但 思想 远 为 清楚 ,用 意 远 为 明确 . 又 由 于 Descartes RERA 
提 及 前 人 ,我 们 也 不 知道 他 是 否 受 了 Oresme 思想 的 影响 . 


8. 物理 科学 中 的 进展 

由 于 数学 的 进展 主要 依赖 于 人 们 对 科学 重新 发 生 兴 趣 , 所 以 
这 里 要 简略 指出 中 世纪 人 士 在 科学 方面 的 工作 . 

在 力学 方面 他 们 采纳 了 关于 杠杆 .重心 以 及 Archimedes 流体 
静 力 学 这 些 非 常 可 取 的 希腊 著作 . 他 们 除了 理解 杠杆 原理 之 外 没 
有 做 更 多 的 工作 ,不 过 Jordanus Nemorarius( 死 于 1237 年 ) 稍 有 
一 点 补充 . 他 们 最 注重 的 是 运动 理论 . 
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由 于 Aristotle 的 科学 早已 盛行 一 时 ,所 以 他 的 理论 成 为 研究 
运动 的 出 发 点 . 如 我 们 在 第 7 章 中 所 指出 的 , Aristotle 的 理论 有 
好 几 处 明显 说 不 通 . 早期 中 世纪 科学 家 就 想 在 Aristotle 学 说 体系 
的 基本 范围 内 解决 这 些 疑 点 . 例如 ,为 说 明 落 体 何以 会 增 速 ,13 世 
纪 的 有 些 人 士 , 把 Aristotle 关于 重力 的 含糊 概念 ,解释 成 物体 的 
重量 会 随 着 其 接近 于 地 心 而 增加 的 意思 . 因此 ,由 于 力 增 大 了 ,所 
以 速度 也 增 大 . 有 人 怀疑 Aristotle 关于 速度 等 于 力 除 以 阻力 这 个 
基本 定律 是 否 正 确 . 

14 世纪 中 继 夏 尔 特 尔 学 派 之 后 的 是 巴黎 学 派 ,其 领袖 是 
Oresme 和 Jean Buridan( 约 1300 一 1360). 在 那里 的 大 学 里 Aris- 
totle 的 观点 占 上 风 . 为 解释 物体 受 力 后 之 所 以 继续 运动 , Buridan 
提出 一 个 新 理论 一 一 冲力 理论 . Buridan 按照 6 世纪 基督 教学 者 
Philoponus 的 说 法 ,认为 加 到 箭 或 抛射 体 上 的 动力 是 加 到 物体 本 
身上 的 而 不 是 加 在 空气 上 的 . 这 个 冲力 (而 不 是 空气 的 推进 力 ) A 
无 外 力作 用 是 能 使 物体 永远 保持 匀速 运动 的 . 在 落体 的 情形 下 ,由 
于 自然 重力 使 原 有 冲力 逐步 获得 增 量 ,所 以 冲力 是 渐次 增 大 的 . 在 
上 投 物 体 的 情形 下 (如 抛射 体 ) , 传 给 物体 的 冲力 因 空 气 阻力 和 自 
然 重力 而 逐渐 减 小 . 天球 有 上 帝 给 予 冲力 后 就 无 需 天 上 其 他 因素 
作用 而 保持 其 运转 . Buridan 把 冲力 定义 为 物体 的 质量 与 速度 的 
乘积 ,用 现代 术语 来 讲 这 就 是 动量 . 

有 好 几 方 面 的 原因 使 这 个 新 理论 值得 重视 . Buridan 把 它 应 
用 于 天 体 运动 和 地 面 上 物体 的 运动 之 后 便 将 两 者 合成 一 个 理论 . 
其 次 是 这 理论 同 Aristotle 的 定律 相反 , 它 暗 含 着 力 改变 运动 而 不 
单 是 维持 运动 的 想法 . 第 三 ,冲力 概念 本 身 是 一 大 进步 , 它 把 作用 
力 从 媒质 转移 到 运动 物体 上 ,从 而 又 使 人 能 考虑 没有 媒质 的 真空 . 
Buridan 是 现代 动力 学 的 葛 基 人 之 一 . 他 的 理论 在 他 那个 世纪 以 
及 其 后 两 个 世纪 中 被 人 广泛 接受 . 

抛射 体 运动 之 所 以 这 样 受 人 注意 ,也许 是 由 于 13 世纪 武器 的 
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改进 , 弩 炮 、 横 弓 和 长 弓 能 把 投射 体 抛 过 长 的 弯曲 的 路 线 , 一 个 世 
纪 以 后 又 有 了 炮弹 . Aristotle 说 过 一 个 物体 在 一 个 时 间 内 只 能 在 
一 种 力 的 作用 下 运动 ;车 有 两 种 力 则 一 种 力 会 破坏 男 一 种 力 的 作 
用 . 因此 若 将 一 物 往 上 抛 出 , 它 将 沿 一 直线 运动 ,直到 那 “ 激 发 ” 运 
动 消 耗 掉 之 后 物体 就 在 天 然 运 动 下 直 落 到 地 上 . 在 对 这 理论 进行 
修正 的 各 种 学 说 之 中 ,Jordanus Nemorarius 提出 的 观点 是 最 有 帮 
助 的 ,他 说 依 直 线 方向 抛射 出 去 的 物体 ,其 运动 的 每 一 刻 所 受 之 力 
可 分 解 为 两 个 分 力 , 一 个 是 向 下 作用 的 自然 重力 ,一 个 是 水 平 抛射 
的 “激发 " 力 . 这 一 思想 以 后 为 da Vinci, Stevin, Galileo 和 Des- 
cartes 所 接受 . 

Buridan 和 Oresme 领导 下 的 巴黎 学 派 不 仅 考察 匀速 运动 而 
且 接 下 去 考察 均匀 性 的 非 均 匀 运 动 ( 匀 加 速 运动 ) ,并 按 他 们 自己 
认为 满意 的 方式 证 明 这 种 运动 中 的 有 效 速度 是 初速 和 终 速 的 平均 
值 . 13 .14 世纪 力学 上 最 有 意义 的 工作 也 许 在 于 他 们 力求 引入 定 
量 的 考察 ,并 以 定量 的 论证 来 代替 定性 的 论证 . 

中 世纪 科学 家 的 主要 兴趣 在 于 光学 方面 . 原因 之 一 是 希腊 人 
在 (今日 所 谓 的) 几何 光 学 方面 比 在 其 他 物理 领域 上 树立 了 更 坚实 
的 基础 ,到 中 世纪 末期 ,他 们 在 光学 方面 的 许多 著作 都 在 欧洲 传 开 
了 . 男 外 一 个 原因 是 ,阿拉 伯 人 又 在 希腊 人 的 基础 之 上 作出 了 一 些 
进展 . 到 1200 年 ,光学 上 的 一 些 基 本 定律 都 为 人 熟知 ,如 光 在 均匀 
媒质 中 的 直线 行进 ;反射 定律 ;以 及 Ptolemy 的 不 正确 的 折射 定律 
(他 相信 折射 角 正 比 于 入 射 角 ). 还 有 关于 球面 镜 和 抛物 面 镜 的 知 
识 , 球 面 像 差 , 针 孔 照相 机 ,透镜 的 用 途 ,眼睛 的 功能 ,大 气 折射 现 
象 ,放大 视 象 ,这 些 都 从 希腊 人 和 阿拉 伯 人 那里 传 到 了 欧洲 . 

Grosseteste, R. Bacon, Vitello(13 世纪 ) ,John Peckham( 死 
T 1292) 和 弗 赖 贝 格 (Freiberg ) 的 Theodoric( 死 于 1311) ,这 些 科 
学 家 都 把 光学 推 向 前 进 . 他 们 根据 光 被 透镜 折射 的 知识 , 定 出 了 一 
些 透 镜 的 焦距 ,研究 了 透镜 的 组 合 ,提出 用 透镜 组 合 来 放大 视 象 的 
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意见 ,改进 了 解释 彩虹 的 理论 . 13 世纪 中 玻璃 镜 的 制造 完善 了 ,从 
1299 年 起 有 了 眼镜 . Vitello 观察 到 光 在 折射 下 的 色散 现象 ,就 是 
说 他 让 白光 通过 六 角形 晶体 产生 出 有 色光 . 他 又 引导 光 通 过 一 碗 
水 来 研究 彩虹 , 因 他 以 前 观察 到 光 通 过 一 碗 水 而 射出 后 出 现 彩 虹 
中 的 颜色 . 光学 继续 成 为 一 门 重要 科学 ,我 们 以 后 将 看 到 Kepler, 
Galileo, Descartes, Fermat, Huygens 和 Newton 都 在 这 方面 进 
行 工 作 . 


9. 总 结 

在 科学 上 也 如 在 其 他 领域 里 一 样 ,中 世纪 只 是 专攻 那些 经 
过 时 间 考 验 的 权威 著作 . 各 学 院 从 古代 手稿 里 作 了 辛勤 的 搞 录 、 
总 结 和 评注 的 工作 . 时 代 精 神 迫 使 人 们 遵循 一 向 所 信赖 的 ,一 成 
不 变 的 、 死 硬 的 方法 . 中 世纪 后 期 学 术 工 作 的 特点 是 寻求 一 种 包 
括 人 间 、 自 然 界 和 上 帝 的 普遍 哲学 . 但 这 些 工 作 充满 了 这 样 的 缺 
点 :思想 不 分 明 ,神秘 主义 ,教条 主义 ,以 及 咬文嚼字 地 引述 权威 
著作 . 

然而 随 着 世界 情势 的 逐步 改变 ,人 们 日 益 强 烈 地 发 觉 信 仰 和 
明显 事实 之 间 的 脱节 和 矛盾 ,并 对 学 术 和 信仰 之 需要 修正 看 得 愈 
来 愈 清楚 . 在 Galileo 演示 经 验 的 价值 以 前 ,在 Descartes 教导 人 们 
进行 内 省 以 前 ,在 Pascal 陈述 关于 进步 的 概念 以 前 ,就 有 那些 离 
经 产道 的 思想 家 ,主要 是 持 异 见 的 经 院 派 学 者 ,他 们 打算 沿 着 新 的 
路 线 前 进 , 向 旧 有 的 观念 提出 挑战 ,要 求 比 希腊 和 人 更 多 地 依赖 于 对 
自然 界 的 观察 . 

做 实验 (其 部 分 目的 是 为 寻求 产生 奇迹 的 秘方 ) 和 用 归纳 法 来 
获得 一 般 原理 和 科学 规律 ,开始 成 为 知识 的 重要 来 源 ,虽然 中 世纪 
的 主要 科学 方法 仍 是 根据 一 些 先 验 的 原则 ,用 一 种 形式 的 或 几何 
性 的 论证 来 作 合 理化 的 解释 . 
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数学 对 研究 自然 的 作用 也 获得 某 种 承认 . 虽然 中 世纪 科学 家 
总 的 说 来 仿照 Aristotle 的 做 法 寻求 物质 上 的 或 物理 上 的 解释 ,但 
这 种 解释 很 难 获得 而 且 用 处 不 大 . 他 们 愈 来 愈 体会 到 ,从 数学 上 来 
对 观测 数据 和 实验 事实 进行 整理 比较 ,然后 核验 数学 定律 ,做 起 来 
较为 容易 , 所 以 , 同 天 文理 论 本 身 、 航 海 、 修 历法 等 工作 有 关 的 科学 
家 ,他 们 所 用 的 天 文理 论 不 是 Aristotle 从 物理 上 对 Eudoxus 理论 
的 修补 ,而 是 Ptolemy 的 理论 . 结果 使 数学 开始 起 一 种 大 于 Aris- 
totle 所 指定 给 它 的 作用 . 

尽管 有 这 些 新 的 趋势 和 活动 ,但 如 果 让 中 世纪 的 欧洲 循 着 
一 条 不 变 的 道路 继续 走 下 去 , 那 它 会 不 会 产生 真正 的 科学 和 数 
学 ,这 是 很 值得 怀疑 的 事 . 自由 探讨 是 不 许可 的 . 从 1400 年 起 就 
已 存在 的 少数 几 所 大 学 是 受 教会 控制 的 ,那里 的 教授 不 能 自由 
讲授 他 们 认为 正确 的 东西 .如 果 说 教会 在 中 世纪 并 未 禁止 过 什 
么 科学 学 说 , 那 只 是 因为 当时 并 没有 发 表 过 新 的 重要 学 说 . 但 若 
不 论 在 哪 方 面 发 现 有 真正 与 基督 教 思想 相抵 触 的 论调 , 那 就 会 
立即 受到 镇 压 , 其 残酷 与 恶毒 的 程度 在 历史 上 是 空前 的 ,而 这 种 
镇 压 大 部 分 是 由 13 世纪 教皇 Innocent HI 所 创立 的 宗教 裁判 所 
来 执行 的 . 

其 他 一 些 相 对 地 比较 次 要 的 因素 也 推迟 了 欧洲 的 变革 . 复活 
的 希腊 知识 只 能 为 少数 既 有 时 间 又 有 机 会 来 学 习 的 学 者 所 接触 . 
手稿 很 昂贵 ,许多 人 想 要 而 得 不 到 . 此 外 ,从 1100 年 到 1500 年 这 
段 期 间 ,欧洲 分 裂 为 许多 独立 的 公国 、 侯 国 、 多少 带 点 民主 色彩 或 
寡头 政治 性 的 城邦 以 及 教皇 控制 下 的 国家 . 这 些 政治 单位 间 不 断 
发 生 战 争 , 耗 尽 了 人 民 的 精力 . 从 1100 年 开始 的 十 字 军 战争 糟 中 
了 数目 难以 想象 的 生命 . 14 世纪 下 半 叶 的 墨 死 病 夺 去 了 约 占 欧 洲 
三 分 之 一 的 人 口 ,使 整个 文明 倒退 回去 . 但 幸而 革命 力量 已 开始 在 
欧洲 的 学 术 .政治 和 社会 舞台 上 发 挥 它 的 影响 . 
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在 我 看 来 ,一 个 人 如 果 要 在 数学 上 有 所 进步 ,他 必须 向 大 师 
们 学 习 , 而 不 应 向 徒弟 们 学 习 . 
N. H. Abel 


l. 革命 在 欧洲 产生 的 影响 

大 约 从 1400 年 到 1600 年 左右 的 这 段 时 期 ,我 们 称 之 为 文艺 
复兴 时 期 (虽然 这 个 名 词 被 不 同 的 作者 用 来 形容 不 同 的 时 期 ). 在 
这 段 时 期 内 ,欧洲 被 几 件 事情 深 深 地 震撼 了 一 下 ,最 后 使 得 知识 界 
的 面貌 大 大 改变 ,并 使 得 数学 活动 以 空前 的 规模 和 深度 莲 过 兴 

革命 的 影响 是 十 分 广泛 并 且 连 续 不 断 的 , 几乎 遍及 欧洲 每 个 
国家 每 个 城市 的 战争 乃 是 政治 变革 的 起 因 . 文艺 复兴 的 发 源 地 意 
AUR] ,就 是 一 个 最 好 的 例子 . 虽然 意大利 各 邦 在 15、16 世纪 的 历史 
被 不 断 的 阴谋 、 大 屠杀 以 及 战争 的 破坏 弄 得 支离破碎 ,但 政治 上 不 
断 的 变迁 以 及 某 些 民主 政府 的 建立 , 则 是 有 利于 个 性 成 长 的 . 反抗 
教皇 统治 一 一 当时 政治 上 ,军事 上 的 主要 力量 一 一 的 战争 ,不 仅 从 
教会 的 统治 下 解放 了 入 民 ,而且 还 鼓励 知识 分 子 造 反 . 

中 世纪 后 期 ,意大利 得 到 了 大 量 的 财富 . 这 主要 是 由 于 意大利 
的 地 理 位 置 . 意大利 各 港口 地 位 极为 优越 ,有 利于 把 从 亚洲 .非洲 
进口 的 货物 转运 到 欧洲 其 他 地 区 去 . 大 银行 的 建立 使 意大利 成 为 
经 济 中心 . 这 种 财富 对 于 学 术 活 动 是 不 可 少 的 . 就 在 这 个 被 搞 得 最 
一 塌 糊 涂 .混乱 不 堪 的 意大利 ,最早 酝 酿 并 且 表 现 出 了 形成 西方 文 
化 的 思想 . 
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在 15 世纪 ,希腊 的 著作 大 量 进入 了 欧洲 . 在 这 个 世纪 早期 , 罗 
马 和 拜占庭 帝国 它们 占有 大 量 的 希腊 文稿 ,但 一 直 是 孤立 
的 一 一 之 间 的 联系 变 得 很 紧密 . 拜占庭 帝国 在 和 土耳其 人 打仗 时 ， 
曾 想 得 到 意大利 各 邦 的 帮助 . 在 关系 改善 的 情况 下 ,希腊 的 教师 们 
被 带 到 了 意大利 ,而 意大利 的 人 则 到 拜占庭 去 学 希腊 文 . 当 土 耳 其 
在 1453 年 征服 君 士 坦 本 堡 时 ,希腊 的 学 者 带 着 许多 文稿 逃 到 意 大 
利 . 这 样 ,不 仅 使 欧洲 有 了 更 多 的 希腊 著作 ,而 且 新 得 到 的 手稿 远 
比 早先 在 12、13 世纪 时 得 到 的 要 好 得 多 . 这 以 后 ,直接 从 希腊 文 译 
成 拉丁 文 的 译本 比 从 阿拉 伯 文 转译 的 要 可 靠 得 多 . 

KATE 1450 年 ,Johann Gutenberg 发 明 活 版 印刷 ,加 速 了 知 
识 的 传播 . 从 12 世纪 以 来 ,欧洲 通过 阿拉 伯 人 ,从 中 国学 来 了 制造 
麻 纸 和 棉 纸 , 以 代替 羊皮 纸 和 草 片 纸 . 从 1474 年 起 ,数学 、 天 文学 
和 占星 术 的 著作 开始 印刷 出 版 了 . 例如 由 Johannes Campanus(13 
世纪 ) 译 成 拉丁 文 的 Euclid《 原 本 》 的 第 一 次 印刷 版 本 ,1482 年 在 
威尼斯 (Venice) 出 现 了 . 到 了 下 一 个 世纪 ,Apollonius 的 《圆锥 曲 
线 》 的 前 四 册 , Pappus 的 著作 ,Diophantus 的 《算术 》 以 及 其 他 一 些 
著作 ,也 以 印刷 版 本 出 现 了 . 

罗盘 和 火药 的 引进 是 有 重大 意义 的 . 罗盘 使 得 远洋 航行 成 为 
可 能 . 火药 在 13 世纪 引进 , 它 改变 了 战争 的 方法 和 防御 工事 的 设 
计 , 使 得 研究 抛射 体 的 运动 变 得 很 重要 . 

由 于 制造 业 、 矿 业 、 大 规模 的 农业 以 及 各 种 贸易 的 大 量 发 展 ， 
一 个 新 的 经 济 时 代 开 始 了 . 所 有 这 些 企业 中 过 到 的 技术 问题 都 以 
比 过 去 旺盛 得 多 的 活力 着 手 来 解决 . 和 埃及 希腊 与 罗马 的 奴隶 社 
会 以 及 中 世纪 的 封建 农奴 制 社会 相 比 较 , 新 社会 拥有 一 个 不 断 增 
大 的 自由 手工 业者 和 自由 劳动 者 阶级 . 独立 的 机 械 工 人 和 那些 支 
付 工 资 的 雇主 都 有 人 迫切 愿望 去 寻找 节省 劳动 力 的 方法 . 为 了 改进 
生产 方法 和 材料 的 质量 ,资本 主义 经 济 竞争 也 促使 人 们 直接 去 研 
究 一 些 物理 现象 和 因果 关系 . 因为 教会 曾 对 这 些 物 理 现象 作出 过 
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许多 的 解释 ,矛盾 就 产生 了 . 可 以 肯定 ,每 当 物 理 的 解释 被 证 明 比 
神学 的 解释 更 为 有 用 的 时 候 , 神 学 的 解释 就 被 入 们 抛弃 了 . 

通过 15 .16 世纪 进行 的 地 理 勘 查 ,商人 阶级 对 欧洲 新 秩序 的 
建立 作出 了 贡献 . 进行 这 些 勘 查 是 为 了 寻找 更 好 的 贸易 途径 和 商 
品 资源 , 它 给 欧洲 带 来 了 有 关 异 地 的 植物 动物、 气候 、 生 活 方式 、 
信仰 和 习惯 的 知识 . 这 些 知 识 对 中 世纪 的 教条 提出 了 挑战 并 激发 
了 人 们 的 想象 力 . 

根据 直接 的 观察 以 及 一 些 探险 家 和 商人 带 回 欧洲 来 的 见闻 ， 
引起 了 对 教会 的 科学 和 宇宙 学 说 的 可 靠 性 的 怀疑 ,对 教会 压制 实 
验 和 压制 人 们 思考 新 秩序 所 产生 的 问题 的 反抗 ,一 些 教会 领导 人 
道德 上 的 堕落 ,教会 出 卖 赎罪 券 之 类 的 腐败 行为 ,以 及 最 后 严重 的 
教义 分 歧 ,这 一 切 最 终 导 致 了 宗教 改革 . 这 些 改革 者 由 一 批 渴望 打 
破 教会 势力 的 商人 和 王公 贵族 支持 着 . 

宗教 改革 并 没有 解放 人 们 的 思想 和 精神 . 新 教 领导 人 的 目 
的 只 在 于 挂 出 他 们 自己 牌号 的 教条 主义 . 但 是 ,在 提出 关于 圣 礼 
的 本 性 ,教会 统治 的 权威 以 及 在 圣经 上 一 些 文字 段落 的 含义 等 
问题 时 , Luther, Calvin, Zwingli 这 些 人 无 意 中 激 励 了 很 多 人 去 
想 一 些 以 前 所 不 敢 想 的 问题 . 思想 被 激发 了 ,辩论 引起 了 . 更 进 
一 步 , 为 了 争取 信徒 ,新 教 宣称 信 伯 的 基础 乃 是 个 入 的 判断 而 不 
是 教皇 的 权威 . 于 是 各 种 不 同 的 信仰 被 认为 是 合法 的 了 . 许多 人 
在 要 求 他 们 选择 天 主教 还 是 新 教 时 宣称 :“ 你 们 双方 都 见鬼 去 
吧 . "于 是 他 们 背弃 这 两 种 信仰 而 面向 自然 ,观察 和 实验 ,以 此 作 
为 知识 的 来 源 . 


2. 知识 界 的 新 面 魏 
会 是 建立 在 权威 上 的 , 它 崇 拜 Aristotle, 并 把 怀疑 定 为 有 
罪 . 教会 也 藏 弃 物 质 的 享受 而 强调 身后 灵魂 的 得 救 , 这 些 教条 与 欧 
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洲 人 从 希腊 学 来 的 准则 形成 鲜明 的 对 照 , 这 些 准则 是 (虽然 Aris- 
totle 没有 宣布 过 ) :对 大 自然 的 探讨 ;物质 世界 的 享受 ;力求 身心 
的 完美 ;研究 问题 和 发 表 见 解 的 自由 ;对 人 类 理性 的 信赖 . 教会 的 
权威 ,对 世俗 生活 的 限制 ,信赖 圣经 是 一 切 知识 的 来 源 并 应 主宰 一 
切 的 主张 ,这些 都 引起 了 知识 分 子 们 的 反感 ,使 他 们 如 饥 似 渴 地 接 
受 了 新 的 价值 准则 . 人 们 不 再 对 圣经 文字 上 的 含义 作 无 休止 的 考 
据 与 争辩 来 确定 是 非 曲直 ,而 开始 面向 自然 本 身 . 

数学 兴趣 的 复活 几乎 是 随 着 希腊 知识 和 生活 准则 的 复活 一 起 
而 来 的 结果 .到 15 世纪 ,Plato 的 著作 被 大 家 所 了 解 后 ,欧洲 人 知 
道 了 自然 界 是 按照 数学 方式 设计 的 ,并 且 这 个 设计 是 非常 和 谐 优 
美的 内 部 真理 . 自然 界 是 合理 的 、 简 单 的 而 且 有 秩序 的 , 它 是 按照 
万 古 不 易 的 规律 行动 的 . Plato 和 Pythagoras 的 著作 也 强调 数 是 
现实 的 精华 ,这 个 学 说 在 13、14 世纪 开始 被 一 些 离 经 产道 的 经 院 
派 学 者 们 所 注意 . Plato 主义 的 复活 使 这 些 人 所 不 断 深思 苗 虑 的 思 
想 和 方法 得 到 澄清 和 结晶 . Pythagoras-Plato 强调 数量 关系 作为 
现实 精髓 的 思想 逐渐 占据 了 统治 地 位 . Copernicus, Kepler, Gali- 
leo, Descartes, Huygens 和 Newton 实质 上 在 这 方面 都 是 Py- 
thagoras 主义 者 ,并且 在 他 们 的 著作 中 确立 了 这 样 的 原则 :科学 工 
作 的 最 终 目 标 是 确立 定量 的 数学 上 的 规律 . 

对 于 文艺 复兴 时 期 的 知识 分 子 ,数学 之 所 以 受到 重视 尚 有 另 
一 个 理由 .在 文艺 复兴 这 样 一 个 时 期 里 , 随 着 新 的 影响 ,知识 和 革 
命运 动 席卷 欧洲 ,使 人 们 对 中 世纪 的 文化 和 文明 产生 怀疑 和 不 信 
FE. 知识 分 子 们 要 为 其 知识 的 建立 寻找 新 的 .坚固 的 基础 ,而 数学 
则 提供 了 这 样 一 个 基础 . 在 各 种 哲学 系统 纷纷 瓦解 ,神学 上 的 信念 
受 人 怀疑 以 及 伦理 道德 变化 无 常 的 情况 下 ,数学 是 唯一 被 大 家 公 
认 的 真理 体系 . 数学 知识 是 确定 无 疑 的 , 它 给 人 们 在 沼泽 地 上 提供 
了 一 个 稳妥 的 立足 点 ,人 们 又 把 寻求 真理 的 努力 引 向 数学 . 

数学 家 和 科学 家 也 从 中 世纪 神学 的 偏见 中 得 到 某 种 启示 , 它 
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反复 灌输 这 样 一 个 观点 ,所 有 自然 界 的 现象 不 仅 相互 关联 而 且 还 
按照 一 个 统 盘 的 计划 运转 :自然 界 的 一 切 动作 都 遵循 着 一 个 由 始 
因 所 规定 下 来 的 方案 . 那么 ,神学 中 上 帝 创 造 宇宙 之 说 又 怎么 能 够 
同 寻找 大 自然 的 数学 规律 并 行 不 悖 呢 ? 回答 是 提出 一 种 新 的 教 
条 , 即 : 上 帝 是 按 数学 方式 设计 了 大 自然 的 . 换 名 话说 ,把 上 帝 推崇 
为 一 个 至 高 无 上 的 数学 家 ,这 就 使 寻找 大 自然 的 数学 规律 一 事 成 
为 一 件 合 法 的 宗教 活动 . 

这 个 理论 鼓舞 了 16、17 世纪 甚至 18 世纪 一 些 数学 家 的 工作 . 
寻找 大 自然 的 数学 规律 是 一 项 虔诚 的 工作 , 它 是 为 了 研究 上 帝 的 
本 性 和 做 法 以 及 上 帝 安 排 宇宙 的 方案 . 文艺 复兴 时 期 的 自然 科学 
家 是 神学 家 ,用 自然 代替 圣经 作为 他 们 的 研究 对 象 . Copernicus, 
Brahe, Kepler, Galileo, Pascal, Descartes, Newton 和 Leibniz 
再 三 谈 到 上 帝 通过 他 的 数学 方案 给 宇宙 以 和 谐 . 数学 知识 ,因为 它 
本 身 是 宇宙 的 真理 ,就 像 圣 经 里 的 每 行文 字 那 样 神圣 不 可 侵犯 ,其 
至 高 于 圣经 中 的 文字 ,因为 它 是 明确 的 .无 可 非议 的 知识 . Galileo 
说 过 :上 帝 在 自然 界 的 规律 中 令 人 赞美 地 体现 出 来 的 并 不 亚 于 他 
在 圣经 字句 中 所 表现 的 . "对 于 这 点 Leibniz 补充 说 : “Cum Deus 
calculat, fit mundus ($ R © fk Lw tR OER). "这些 人 寻 
找 数 学 规律 以 宣扬 上 帝 创 造 工 作 的 崇高 和 光荣 . 人 不 能 希望 像 上 
帝 自 己 一 样 清楚 地 了 解 那些 神圣 的 计划 ,但 通过 谦虚 和 谨慎, 人 至 
少 能 够 近似 地 了 解 上 帝 的 心意 . 

科学 家 们 因为 确信 上 帝 在 构造 宇宙 时 已 经 把 数学 规律 放 在 其 
中 ,所 以 他 们 坚持 寻找 自然 现象 背后 的 数学 规律 . 每 一 条 自然 规律 
的 发 现 都 被 认为 证 明了 上 帝 的 智慧 而 并 非 研 究 者 的 智慧 . Kepler 
在 每 次 获得 发 现时 都 对 上 帝 写 了 颂歌 . 数学 家 和 科学 家 们 的 信仰 
与 态度 是 文艺 复兴 时 代 席 卷 整个 欧洲 的 更 大 量 文化 现象 的 范例 . 
希腊 的 著作 冲击 了 非常 虔诚 的 基督 教 世界 ,知识 界 的 领导 人 则 生 
在 一 个 世界 而 被 另 一 个 世界 所 吸引 ,他 们 就 把 两 个 世界 的 教义 融 
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3. 学 识 的 传播 

由 于 某 些 理由 ,新 的 准则 的 扩散 是 缓慢 的 . 首先 ,希腊 的 著作 
只 有 在 教会 内 外 王公 贵族 的 朝廷 里 才能 找到 ,而 不 是 一 般 的 人 所 
能 接近 的 . 印刷 业 大 大 地 帮助 了 书籍 的 广泛 流传 ,但 效果 也 是 逐渐 
显示 的 ,因为 即使 印刷 的 版 本 也 是 很 昂贵 的 . 传播 知识 的 问题 还 由 
于 另外 两 个 因素 而 变 得 复杂 了 . 第 一 ,愿意 把 数学 和 科学 运用 于 工 
WFD .航海 .建筑 和 其 他 一 些 工 作 项 目 中 去 的 人 大 都 没有 受 
过 教育 ,上 学 的 人 并 不 是 很 普遍 的 . 第 二 个 因素 则 是 语言 问题 . 有 
学 间 的 入 一 一 学 者 、 教 授 和 神学 家 一 一 熟悉 拉丁 文 ,也 上 略 说 希腊 
X. 但 是 ,艺术 家 、 和 手艺 人 和 工程 师 只 懂得 本 地 方言 一 一 法 语 .德语 
和 几 种 意大利 语 一 一 因此 不 能 从 希腊 著作 的 拉丁 文 译本 获得 
教 益 . 

从 16 世纪 开始 ,许多 希腊 的 经 典 著作 被 人 用 通俗 的 语言 译 
出 . 数学 家 们 自己 也 插手 这 些 活动 . 例如 ,Tartaglia 在 1543 年 把 
Euclid 的 《原本 》 由 拉丁 文 译 成 意大利 文 . 翻译 活动 一 直 进 行 到 17 
世纪 ,但 进展 得 很 慢 , 因 为 不 少 学 者 对 普通 入 持 敌 对 态度 . 前 者 是 
轻视 后 者 的 ,他 们 喜欢 用 拉丁 文 , 因 为 他 们 认为 拉丁 文 的 传统 地 位 
会 使 他 们 的 说 话 有 权威 . 为 了 抵制 这 样 的 人 并 接近 公众 从 而 得 到 
公众 的 支持 ,Galileo 特意 用 意大利 文 写作 . Descartes 也 因为 同样 
的 理由 而 用 法 文 写作 ,他 希望 那些 只 赁 天然 理 性 的 人 能 比 那 些 死 
抱 古 籍 的 人 更 善于 鉴定 他 的 著作 ， 

在 意大利 的 一 些 城市 里 用 来 启发 公众 的 另 一 方法 就 是 建立 图 
书馆 . 在 佛罗伦萨 (Florence) ,由 Medici 家 族 资 助 开 设 了 一 些 图 书 
馆 , 几 个 教皇 也 在 罗马 这 样 做 了 . 部 分 是 为 了 推广 教育 ,部 分 是 为 
了 给 学 者 们 提供 一 个 开会 的 地 方 ,一 些 自由 派 的 领导 人 建立 了 学 
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院 .在 这 之 中 ,最 有 名 的 是 佛罗伦萨 的 设计 学 院 , 它 是 由 Cosimo 
I de’ Medici(1519 一 1574) 在 1563 年 建造 的 ,那儿 变 成 了 数学 研 
究 的 中 心 . 此 外 还 有 罗马 的 山猫 学 会 (Accademia dei Lincei) ,在 
1603 年 建立 . 这 些 学 院 的 成 员 把 拉丁 文 著作 译 成 普通 语言 ,向 公 
众 作 报告 ,并 通过 他 们 之 间 的 相互 交往 ,扩大 和 加 深 了 自己 的 知 
iR. 这 些 学 院 是 以 后 英 .法 .意大利 和 德国 建立 的 一 些 最 有 名 的 、 对 
知识 的 传播 大 有 作用 的 科学 院 的 前 身 . 

遗憾 的 是 15.16 世纪 的 大 学 在 这 一 发 展 中 没有 起 什么 作用 ， 
神学 统治 了 大 学 ,学 习 的 目的 只 是 研究 神学 . 在 这 里 知识 被 看 做 完 
全 的 .终极 的 东西 . 所 以 实验 是 不 需要 的 ,学 校外 面 的 新 发 明 是 被 
忽略 置之不理 的 . 保守 的 大 学 教授 们 尽 其 所 能 地 死 抱 着 由 13 世纪 
以 来 经 院 派 学 究 们 所 创立 的 中 世纪 的 学 问 . 大 学 里 诚然 也 教 了 算 
术 、 几 何 、 天 文 和 音乐 ,但 是 天 文学 是 以 Ptolemy 的 著作 为 基础 的 ， 
而 且 不 进行 任何 观察 . 所 谓 自然 哲学 则 只 是 研读 Aristotle 的 《 物 
理学 》. 


4. 数学 中 的 人 文 主义 活动 

当 经 院 派 学 者 们 死 抱 着 中 世纪 末期 的 教条 时 ,一 批 新 的 人 文 
主义 者 专心 从 事 着 收集 、 组 织 并 批判 地 学 习 希 腊 和 罗马 的 学 说 . 这 
些 人 勤勉 地 学 习 , 用 他 们 那 种 整个 说 来 不 无 问题 的 巧妙 手段 来 清 
除 书籍 中 的 错误 并 恢复 失散 了 的 材料 . 他 们 奴隶 般 地 接受 、 重 复 并 
且 无 休止 地 阐释 那些 他 们 在 十 代 和 中 世纪 的 原稿 中 发 现 的 东西 ， 
甚至 从 事 语言 学 的 研究 以 确定 确切 的 含义 . 他 们 也 写 很 多 书 , 那 不 
过 是 把 古老 的 著作 按 经 院 派 的 意见 重新 予以 解释 . 虽然 这 种 活动 
可 能 唤起 了 人 们 对 学 习 的 兴趣 ,但 它 也 给 人 们 一 个 错觉 ,似乎 学 问 
仅仅 是 为 了 加 深 和 巩固 已 有 的 知识 . 

16 世纪 人 文 主义 的 代表 人 人 物 是 代数 学 家 Jerome Cardan 
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(Gerolamo Cardano) ,他 1501 4E ET th 44 W (Pavia). 他 作为 一 个 
无 赖 和 学 者 的 生涯 是 文艺 复兴 时 期 那些 怪人 的 离奇 生涯 中 最 不 寻 
常 的 一 个 .在 他 的 《我 的 生平 》( De Vita Propria ) 一 书 中 ,他 讲 了 
他 的 身世 ,这 本 书写 于 他 晚年 ,在 书 中 ,他 赞扬 同时 又 贬低 了 他 自 
CL. 他 说 他 的 父母 遗留 给 他 的 只 是 痛苦 和 受 人 轻视 ;他 度 过 了 一 个 
悲惨 的 童年 并 且 他 生活 的 前 40 年 是 这 样 的 贫困 以 至 他 并 不 认为 
自己 是 可 怜 的 ,因为 如 他 所 说 ,他 穷 到 已 没有 什么 可 以 丢失 的 东 
西 . 他 是 个 脾气 暴躁 的 人 ,热心 追求 色欲 ,报复 心 重 ,好 和 争吵、 自负 ， 
缺少 幽默 感 ,不 知 后 悔 的 而 且 故 意 用 恶 语 伤 人 . 虽然 他 并 不 热衷 于 
赌博 ,但 他 在 25 EKA RR FHA P T 40 年 的 棋 , 作 为 摆 
脱贫 困 慢性病、 被 人 诬告 和 所 受 不 公正 待遇 的 手段 . 在 他 死 后 ， 
1663 年 出 版 的 《赌博 之 书 》(Liper de Zudo Aleae) 中 ,他 说 一 个 人 
应 该 用 赌博 赢 钱 来 补偿 失去 的 时 间 , 还 教 人 如 何 通 过 欺骗 来 保证 
获得 这 种 补偿 . 

在 他 把 青春 贡献 给 数学 物理、 赌博 之 后 ,他 从 帕 维 亚 大 学 医 
科 毕 业 了 . 他 开 了 业 ,后 来 又 在 米兰 和 波 洛 尼 亚 (Bologna) 教 书 ,成 
为 闻名 全 欧 的 医生 . 他 还 作为 数学 教授 在 几 个 意大利 大 学 中 任教 . 
在 1570 年 他 因 给 耶稣 基督 算命 的 异端 罪行 被 拘 入 狱 . 奇怪 的 是 ， 
教皇 后 来 却 雇 用 他 当 占 星 术士 . 在 他 75 岁 时 ,1576 年 死 前 不 久 ， 
他 因 有 了 名 誉 一 个 外 孙 、 财 产 、 学 问 、 有 权势 的 朋友 、 笃 信 上 帝 和 
有 十 四 只 好 的 牙齿 而 自 户 . 

他 的 作品 包括 数学 、 天 文学 .占星 术 、 医 学 和 其 他 许多 学 科 ,其 
中 还 有 道德 格言 (用 来 弥补 他 在 纸牌 方面 的 欺骗 行为 ). 尽管 
Cardan 在 科学 上 训练 有 素 , 但 他 毕竟 是 他 那 时 代 的 一 个 人 物 ,他 坚 
fh EUR E AR PAR 吉凶 之 兆 和 迷信 ,并 且 写 了 很 多 这 方 
面 的 著作 . 对 于 这 些 玄妙 的 玩 艺 儿 他 会 找 出 理由 来 辩护 ,这 些 东 
西 ,他 认为 像 航海 和 医学 一 样 可靠 . 他 也 写 了 关于 宇宙 间 各 种 居民 
的 巨著 , 即 关于 天 使 .恶魔 和 各 种 各 样 的 智慧 人 物 ,在 书 中 还 包含 


I 256 第 11 章 文艺 复兴 


了 那些 无 疑 是 从 他 父亲 的 卓越 朋友 Leonardo da Vinci 那里 偷 来 
的 材料 . 现存 他 的 著述 材料 约 有 7 000 页 . 
自然 哲学 家 企图 把 一 切 现实 统一 在 巨著 中 的 混合 主义 趋势 ， 
也 表现 在 Cardan 的 数学 著作 上 . 他 不 加 批判 地 把 古代. 中 世纪 和 
当代 理论 方面 和 经 验 性 的 已 有 数学 知识 不 辞 其 劳 地 拼 成 百科 全 书 
式 的 堆 集 . 他 既 醉心 于 那 不 可 思议 的 和 神秘 的 数论 ,又 爱好 代数 思 
维 ,在 这 方面 他 比 同时 代 的 人 先进 . 除了 是 个 著名 的 医生 之 外 ， 
Cardan 以 他 对 数学 的 浓厚 兴趣 高 出 16 世纪 其 他 一 些 博 学 的 自然 
哲学 家 . 但 数学 对 他 来 说 不 是 方法 ,而 是 一 种 特殊 的 不 可 思议 的 才 
能 ,并 且 又 是 一 种 满载 激情 的 思维 . 

一 个 名 气 较 小 的 人 文 主义 者 Ignazio Danti (1537—1586), 是 
波 洛 尼 亚 的 一 个 数学 教授 ,他 写 了 一 本 通俗 数学 ,把 所 有 纯 数学 和 
应 用 数学 搞 成 一 串 简 要 的 表格 .《 缩 减 为 表 的 数学 科学 》(Le sci- 
enze matematiche ridotte in tavole , 波 洛 尼 亚 ,1577) 代 表 了 那 时 
代 的 分 类 精神 ; 它 为 16 世纪 后 期 学 校 的 数学 教学 指引 了 道路 . 
Danti 是 那些 提倡 把 应 用 数学 当 作 一 个 学 术 分 支 的 少数 数学 家 和 
天 文学 家 之 一 (正如 后 来 的 Galileo MH). 书 中 所 涉及 的 题材 是 值 
得 注意 的 ,因为 它们 表明 当时 的 数学 包括 了 算术 、 几 何 .音乐 .占星 
A .仪器 测算 (特别 是 体积 的 测量 ) .气象 学 .折射 光学 、 地 理学 ,水 
文学 力学 .建筑 学 军事 建筑 学 .绘画 和 雕塑 . 前 四 个 科目 代表 纯 
RAS ,其 余 则 是 应 用 数学 . 

有 代表 性 的 人 文 主义 者 的 努力 ,明显 地 表现 于 诸如 Guidobal- 
do del Monte (1545— 1607), Bernadino Baldi (1553—1617) ) 和 
Giovanni Battista Benedetti (1530 一 1590) 等 有 学 识 的 数学 家 对 力 
学 的 研究 上 . 这 些 人 没有 掌握 Archimedes 的 定理 ,Pappus 的 工作 
对 他 们 来 说 更 有 意义 和 吸引 力 , 因 为 Pappus 详 述 了 早期 希腊 古 
典 作品 中 的 证 明 . 他 们 在 处 理 典型 问题 时 和 经 院 派 学 究 相 差 甚 微 ， 
他 们 把 自己 限制 于 改正 个 别 的 结论 和 定理 . 他 们 接受 了 很 多 错误 
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的 东西 ,此 外 ,他 们 没有 能 力 将 活 的 重要 的 想法 和 已 经 伪 死 的 东西 
区 分 开 来 .他们 的 人 文 主义 的 训练 使 他 们 倾向 于 把 所 有 新 和 提 的 
知识 都 纳入 Euclid 的 推理 中 ,不管 这 与 实验 是 否 一 致 . 因此 他 们 
的 批判 能 力 减弱 了 ,而 他 们 自己 的 经 验 失 去 了 价值 . 他 们 的 试验 不 
含 神奇 的 成 分 ,他 们 的 博学 实际 上 主要 是 人 文 主 义 的 ,但 是 从 原则 
和 实质 上 来 说 ,他们 是 最 末 一 批 中 世纪 学 者 而 不 是 新 的 思想 方法 
和 研究 方法 的 创造 者 . 意大利 的 数学 家 和 物理 学 家 Francesco 
Maurolycus (1494—1575), Benedetti, Baldi 和 del Monte, 这 些 
Galileo 后 来 慷慨 地 称 之 为 老师 的 人 ,他 们 在 某 些 方面 也 为 Galileo 
开辟 了 道路 ,但 是 因为 他 们 倚靠 着 古老 的 思想 方法 ,所 以 没有 为 解 
决 什么 数学 ,物理 问题 作出 别开生面 的 贡献 . 


5. 要 求 科 学 改革 的 呼声 

像 过 去 各 个 世纪 一 样 ,数学 从 物理 科学 那里 取得 了 主要 的 启 
示 和 课题 .但 是 ,要 想 科学 得 到 莲 孝 的 发 展 ,欧洲 人 必须 摆脱 对 权 
威 的 俯首 听命 . 不 少 人 体会 到 科学 的 方法 论 必须 要 改变 ,他 们 倡议 
真正 摆脱 经 院 哲 学 和 无 批判 地 接受 希腊 知识 . 

最 早 明确 地 提出 要 以 新 的 态度 对 待 知识 的 人 之 一 ,是 有 名 
的 文艺 复兴 时 代 艺 术 家 Leonardo da Vinci (1452—1519). 他 在 
体力 上 和 精神 上 有 不 可 思议 的 天 资 , 使 他 成 为 杰出 的 语言 学 家 、 
植物 学 家 DFR .解剖 学 家 、 地 质 学 家 BRR .雕塑 家 、 绘 画 
家 、 建 筑 学 家 .发 明 家 和 工程 师 . Leonardo 郑重 宣布 他 不 相信 经 
院 派 学 者 奉 为 金 科 玉 律 的 知识 . 他 对 这 些 读书 人 是 这 样 描 写 的 : 
他 们 高 傲 自 大 ,卖弄 学 问 ,并 非 以 自己 的 钻研 所 得 而 只 是 以 背诵 
别人 的 成 果 来 炫耀 自己 . 他 们 只 是 别人 学 问 的 朗诵 者 和 吹 鼓手 . 
他 也 批判 了 书 采 子 的 概念 .方法 和 目标 ,因为 他 们 不 同 现实 世界 
打交道 ,他 夸耀 自己 不 是 文学 家 而 是 能 够 在 经 验 中 学 习 做 更 多 
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更 好 的 工作 的 人 . 的 确 ,他 学 了 很 多 的 数学 ,一些 力学 的 法 则 以 
及 杠杆 的 平衡 定律 . 他 对 鸟 的 飞行 和 水 的 流动 ,岩石 的 构造 和 人 
体 的 结构 都 做 了 引入 注目 的 阐述 . 他 研究 光 和 颜色 ,植物 和 动 
物 . 他 有 一 名 名言 : “如果 你 不 立足 于 大 自然 这 个 很 好 的 基础 ,你 
的 劳动 将 无 神 于 人 ,无 益 于 已 . "他 说 ,经 验 永 远 是 可 靠 的 ,虽然 
我 们 的 判断 会 有 错 .“ 在 以 数学 为 依据 的 科学 的 研究 中 ,如 果 有 
些 人 不 直接 向 自然 界 请 教 而 是 向 书本 的 作者 请 教 , 那 么 ,他 就 不 
是 自然 界 的 儿子 而 只 是 孙子 了 .” 

Leonardo 相信 实践 和 理论 的 结合 . 他 说 :一 个 人 如 喜欢 没有 
理论 的 实践 ,他 就 像 水 手 上 船 而 没有 艇 和 罗盘 ,永远 不 知道 驶 向 何 
方 “ 另 一 方面 ,他 说 ,理论 离开 了 实践 是 无 法 生存 下 去 的 , 它 产生 
之 后 便 会 消亡 “理论 好 比 统帅 ,实践 则 是 战士 . "他 希望 用 理论 指 
FKR. 

然而 ,Leonardo 并 没有 掌握 真正 的 科学 方法 . 实际 上 ,他 没有 
方法 论 ,也 没有 以 任何 哲学 作为 基础 . 他 的 工作 是 大 自然 研究 者 的 
实践 ,是 受 美学 的 推动 和 启发 而 来 的 ,但 在 其 他 方面 没有 指导 . 他 
有 兴趣 于 寻找 数量 关系 ,从 这 一 点 说 他 是 现代 科学 的 先驱 者 . 但 
是 ,他 不 像 Galileo 那样 自觉 追求 定量 规律 .他 有 关 数 学 和 科学 的 
作品 虽然 被 16 世纪 的 人 如 Cardan, Baldi, Tartaglia 和 Benedetti 
等 所 运用 ,但 对 Galileo, Descartes, Stevin, Roberval 却 没 有 产生 
什么 作用 . 

Leonardo 对 数学 的 看 法 以 及 他 对 数学 的 实际 知识 和 用 法 是 
他 那个 时 代 所 独 有 的 ,而 且 反 映 了 那个 时 代 的 精神 和 方法 . 读 
Leonardo 的 著作 时 ,人 们 发 现 有 很 多 论述 暗示 他 是 一 个 有 学 问 的 
数学 家 ,也 是 一 个 有 职业 数学 家 的 工作 水 平 的 渊博 的 哲学 家 . 例 
如 ,他 说 :“ 一 个 人 如 怀疑 数学 的 极端 可 靠 性 就 是 陷入 混乱 ,他 永远 
不 能 平息 诡辩 科学 中 只 会 导致 不 断 空 谈 的 争辩 …… 因为 人 们 的 探 
讨 不 能 称 为 是 科学 的 ,除非 通过 数学 上 的 说 明和 论证 . ”为 了 超越 
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观察 和 经 验 而 进一步 探索 ,对 他 来 说 只 有 一 条 可 靠 的 路 能 避 开 幻 
景 和 错觉 一 一 数学 . 只 有 紧 紧 地 依靠 数学 ,才能 穿 透 那 不 可 捉摸 的 
思想 迷 魂 阵 . 大 自然 按照 数学 规律 运转 ,自然 界 的 力 和 动作 必须 通 
过 数量 的 研究 来 探讨 . 这 些 必 须 通过 经 验 来 获得 的 数学 规律 是 研 
究 自 然 的 目的 . 人 们 无 疑 是 根据 这 些 话 , 才 往往 把 Leonardo 看 成 
一 个 比 他 实际 更 为 伟大 的 数学 家 . 但 当 你 审阅 Leonardo 的 笔记 本 
时 ,你 会 发 现 他 的 数学 知识 是 多 么 少 , 而 他 处 理 问题 的 方法 完全 是 
经 验 的 直观 的 . 

在 倡导 科学 方法 改革 中 更 有 影响 的 是 Francis Bacon (1561 一 
1626). Bacon 寻找 在 智慧 .道德 ,政治 、 物 理 诸 方面 获得 真理 的 方 
法 .虽然 16 世纪 已 经 在 物理 科学 的 方法 上 发 生变 革 , 但 广大 公众 
甚至 很 多 有 学 问 的 人 也 没有 意识 到 这 点 . Bacon 的 杰出 口才 ,广博 
的 知识 .开阔 的 眼界 以 及 对 未 来 大 胆 的 设想 吸引 人 们 去 注视 正在 
发 生 的 事 以 及 注意 他 所 描写 的 “伟大 复兴 "而 不 是 草草 一 看 . 8 
述 的 鲜明 格言 引起 了 人 们 的 注意 . 最 后 当 人 们 注意 到 科学 正在 开 
始 作 出 Bacon 所 倡导 的 进步 时 ,他们 就 推崇 他 为 他 所 党 察 到 的 革 
命 的 提倡 者 和 领导 者 . 实际 上 ,他 比 他 的 同时 代 人 更 加 理解 正在 发 
生 的 变革 . 

他 哲学 上 的 突出 特点 是 确信 和 强调 宣布 科学 发 展 上 的 新 时 
代 . 在 1605 4E, f I RT MILI] 16 XC F R8 ) Advancement of 
Learning ); 接 着 在 1620 RR I GHAI) ( Novum Organum). 
在 后 一 本 书 中 他 说 得 更 明确 了 ,他 指出 以 前 对 自然 界 的 研究 软弱 
无 力 而 所 得 结果 微小 . 他 说 ,科学 过 去 只 服务 于 医学 和 数学 ,或 者 
被 用 来 训练 不 成 熟 的 年 轻 人 . 以 后 的 进步 在 于 方法 的 改变 .所 有 的 
知识 是 从 观察 开始 的 . 然后 ,他 作出 了 非凡 的 贡献 ,就 是 坚持 “逐步 
的 和 继续 不 断 的 归纳 "以 代替 草率 的 一 般 结 论 . Bacon 说 :寻找 和 
发 现 真理 有 两 条 路 ,也 只 有 两 条 路 . 其 一 ,通过 感觉 和 特例 飞跃 到 
普遍 的 公理 ,然后 通过 这 些 原则 及 一 劳 永 逸 的 真理 发 明和 判断 一 
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些 派生 的 公理 . 另 一 种 方法 是 从 感觉 和 特例 收集 公理 ,不 断 地 逐步 
上 升 ,这 样 最 后 到 达 更 普遍 的 公理 ;这 后 一 种 方法 是 真实 的 ,但 尚 
未 有 人 试用 过 . ”他 的 所 谓 “ 公 理 " 是 指 通 过 归纳 所 得 的 一 般 性 的 命 
题 , 它 适宜 于 用 作 演 绎 和 推理 的 起 点 . 

Bacon 攻击 对 自然 现象 学 究 式 的 探讨 ,说 道 :由 推 辩 发 现 的 
公理 是 不 能 用 来 得 到 新 的 发 现 的 ;因为 自然 界 比 推 状 本 身 细 致 微 
妙 许 多 倍 …… 在 人 心目 中 第 一 个 设想 的 根本 错误 是 不 会 被 后 来 优 
越 的 药物 和 条 件 治 好 的 …… 我 们 必须 引导 人 们 去 研究 个 别 的 现 
实 , 而 人 们 自己 则 必须 在 一 段 时 间 内 把 自己 的 概念 放下 而 使 自己 

Bacon 没有 认识 到 科学 必须 通过 测量 才能 得 到 定量 的 规律 . 
也 就 是 说 ,他 没有 看 到 必须 做 何 种 逐步 的 研究 以 及 按 什 么 样 的 次 
序 ,他 也 没有 意识 到 一 切 发 明 必 须 具 备 的 创造 才华 . 实际 上 ,他 说 
“天 才 的 敏锐 和 力量 是 不 足 道 的 ,所 有 天 才 和 智慧 都 在 同一 水 平 
E". 

Bacon 虽然 自己 没有 创造 但 却 发 出 了 关于 实验 方法 的 宣言 . 
他 攻击 先 验 的 哲学 体系 .思维 的 创造 和 无 聊 的 炫耀 学 问 . 他 说 , 科 
学 工作 不 应 该 卷 入 寻求 最 终 原 因 的 迷 阵 中 ,这 是 属于 哲学 的 事 . 逻 
辑 学 和 修辞 学 仅仅 在 组 织 我 们 已 知 的 事物 时 才 有 用 . 让 我 们 接近 
大 自然 并 面 对 着 它 . 我 们 不 要 搞 杂 乱 的 、 偶 然 的 试验 ,要 让 它 成 为 
系统 的 、 彻 底 的 和 有 一 定 方向 的 . 数学 应 该 是 物理 学 的 仆人 . 总 之 
Bacon 对 后 代 人 提出 了 一 个 吸引 人 的 纲领 . 

男 外 一 个 学 说 和 纲领 也 是 和 Francis Bacon ARH, RARE 
他 以 前 的 人 提出 的 . 总 的 来 说 ,希腊 人 满足 于 从 数学 和 科学 获得 的 
对 大 自然 规律 的 了 解 . 少数 中 世纪 早期 的 科学 家 和 学 者 研究 大 自 
然 主 要 为 了 确定 现象 的 最 终 原 因 和 归宿 . 但 是 ,更 实际 的 阿拉 伯 人 
研究 自然 是 为 了 征服 自然 . 他 们 的 占星 术 家 、 预 言 家 和 炼金 术士 寻 
找 长 生 不 老 药 ,点 金石 ,转变 无 用 金属 为 有 用 金属 的 方法 以 及 动物 
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和 植物 的 奇异 特性 ,以 求 长 生 , 治 疗 他 们 的 疾病 和 发 财 致富 . 当 这 
些 假 科 学 在 中 世纪 盛 极 一 时 ,一 些 更 有 理性 的 经 院 派 学 者 一 一 例 
如 Robert Grosseteste 和 Roger Bacon 开始 追求 同一 目标 ,但 
通过 更 妥当 的 科学 研究 方法 . 由 于 Francis Bacon 的 劝告 ,掌握 大 
自然 变 成 了 一 种 确定 的 学 说 和 一 个 贯穿 一 切 的 动力 . 

Bacon 希望 致知 识 于 应 用 . 他 想 以 掌握 自然 来 服务 并 造福 于 
人 类 ,而 不 是 为 博得 学 者 的 高 兴 和 快乐 . 如 他 所 说 ,科学 应 上 升 为 
公理 然后 又 下 降 到 应 用 . 在 《新 大 西洲 》(The New Atlantis ) 中 
Bacon 描 写 了 一 个 学 者 组 成 的 社会 , 它 给 他 们 提供 了 地 方 和 装备 
去 探索 有 用 的 知识 . 他 预见 到 科学 将 会 供给 人 们 以 “无 尽 的 商品 ”、 
“赋予 人 类 生活 以 发 明和 财富 ,并 提供 便利 与 舒适 . "他 说 ,这 是 科 
学 的 真正 的 合理 的 目标 . 

Descartes 在 他 的 《方法 论 讲 话 》(Discourse on Method ) 中 响 
应 了 这 个 思想 : 


获得 对 生活 非常 有 用 的 知识 是 可 能 的 ,和 学 校 里 所 教 的 
纯 思 办 哲学 不 同 , 我 们 能 够 发 现 一 个 实用 的 暂 学 . 通过 这 
种 哲学 , 当 我 们 像 了 解 手 工艺 人 的 各 种 工艺 一 样 地 清楚 
了 解 了 火 \ 水 ` 空 气 \ 恒 星 、. 宇 宙 和 所 有 围绕 着 我 们 的 物体 
尊 的 作用 和 力 后 ,我 们 同样 也 能 够 把 这 些 规律 运用 于 它 
所 适宜 的 各 种 用 途 ,使 得 我 们 自己 成 为 大 自然 的 主人 和 
点 有 者 . 


化 学 家 Robert Boyle 说 :“ 人 类 的 福利 能 够 通过 自然 科学 家 
对 各 行 各 业 的 洞察 力 提高 很 多 . ” 

Bacon 和 Descartes 所 提出 的 挑战 很 快 地 被 接受 了 ,科学 家 们 
乐观 地 投入 到 了 解 自然 征服 自然 的 工作 . 这 两 种 动机 至 今 仍然 是 
一 种 主要 推动 力 . 从 17 世纪 以 来 科学 和 工程 间 的 相互 联系 确实 飞 
快 地 增长 起 来 . 
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这 一 纲领 甚至 也 被 政府 认真 采纳 了 . 在 1666 年 由 Colbert 建 
立 的 法 兰 西 科学 院 , 建 于 1662 年 的 伦敦 皇家 学 会 都 是 为 了 培育 
“这 种 将 来 能 有 用 的 知识 "和 促使 科学 变 得 “有 趣 同时 有 用 "的 . 


6. 经 验 主义 的 兴起 

当 科 学 的 改革 者 主张 转向 自然 并 要 求实 验 事实 的 时 候 , 面 向 
实际 的 手工 业者 工程师 和 画家 确实 在 获得 扎实 的 经 验 事实 . 运用 
一 般 人 天 然 的 直观 的 处 理 方法 ,寻找 的 不 是 最 终 的 真意 而 仅仅 是 
他 们 在 工作 中 遇 到 的 现象 的 有 效 解释 ,这 些 技工 们 得 到 的 知识 
弄 了 那些 博学 的 学 究 乃 至 和 人文 主义 者 所 提出 的 繁复 辩解 ,在 语汇 
学 上 的 长 篇 推 殴 ,纠缠 不 清 的 逻辑 推理 ,以 及 对 罗马 和 希腊 权威 的 
浮 硅 引证 , 由 于 文艺 复兴 时 代 的 欧洲 在 技术 上 的 成 就 超越 并 多 于 
其 他 文明 社会 的 成 就 ,所 以 他 们 在 工作 中 所 得 到 的 经 验 知识 是 巨 
大 的 . 

手艺 人 工程师 和 艺术 家 必须 认真 对 付 真实 而 行 之 有 效 的 力 
学 规律 和 材料 的 特性 ,并 且 用 这 样 的 方法 获得 的 对 物理 世界 的 认 
识 也 是 令 人 惊异 的 . 那些 眼镜 制造 者 虽 没有 发 现 一 个 光学 定理 , 却 
发 明了 望远镜 和 显微镜 . 技术 人 员 由 于 注意 现象 而 总 结 出 规律 来 . 
他 们 以 有 分 寸 的 .渐进 的 步骤 ( 那 是 关于 科学 方法 的 任何 抽象 观点 
所 不 能 启示 的 ) 获 得 的 真理 ,就 像 大 胆 的 猜测 所 敢于 设想 的 那样 深 
奥 、 广 泛 .理论 上 的 改革 者 是 大 胆 、 自 信和 急促 有 雄心 和 茂 视 古老 
的 东西 ,而 实际 的 改革 者 则 是 小 心 .谦虚 .缓慢 并 善于 吸取 所 有 的 
知识 ,不 管 是 由 传统 而 来 还 是 由 观察 而 来 的 . 他 们 工作 着 而 不 是 空 
想 , 研 究 细节 而 不 是 一 般 的 规则 ,他 们 对 科学 添砖加瓦 而 不 是 给 予 
定义 或 是 建议 如 何 来 得 到 它 . 在 物理 .塑造 工艺 和 一 般 技术 领域 
中 ,不 是 理论 上 的 思考 而 是 经 验 成 了 知识 的 新 来 源 . 

和 手工 艺 者 的 纯 经 验 主 义 结合 ,或 者 受到 他 们 所 提出 的 问题 
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的 启示 ,系统 的 观察 和 实验 逐步 地 产生 了 ,这 主要 是 由 一 些 较 有 学 
识 的 人 们 进行 的 . Aristotle 和 Galen 等 希腊 入 曾经 作 了 大 量 的 观 
察 ,并 且 讨 论 了 在 观察 基础 上 能 够 作出 什么 样 的 归纳 ,但 是 不 能 说 
希腊 入 曾经 有 过 一 个 实验 科学 . 文艺 复兴 时 代 的 科学 活动 在 一 定 
的 程度 上 标志 着 现代 宏大 的 科学 事业 的 开始 . 文艺 复兴 时 代 最 可 
观 的 一 批 实 验 工 作者 是 由 Andreas Vesalius (1514 一 1564) 领 导 的 
生物 学 家 团体 ,由 Ulysses Aldrovandi (1522—1605 ) 领 导 的 动物 
学 家 团体 以 及 由 Andrea Cesalpino (1519 一 1603) 领 导 的 植物 学 家 
团体 . 

在 物理 科学 方面 , William Gilbert (1540 一 1603) 在 磁 学 方面 
的 实验 工作 是 最 最 杰出 的 . 他 在 著名 的 《 磁 学 》(De Magnete， 
1600) 一 书 中 明确 地 指出 ,我们 必须 从 实验 出 发 . 虽然 他 尊敬 古人 ， 
因为 不 少 智慧 是 从 他 们 那里 得 来 的 ,但 他 轻视 那些 专门 把 别人 的 
话 当 作 权 威 来 引证 而 对 这 些 话 却 不 加 实验 考核 的 人 . 他 的 一 连 串 
仔细 进行 的 .周到 而 简单 的 实验 在 实验 方法 中 是 经 典 的 . 他 附带 指 
出 ,Cardan 在 他 的 《 论 事物 的 多 样 性 》( De Rerum Varietate) 中 描 
写 了 一 个 永 动 机 ,并 评注 说 :上帝 诅 咒 所 有 那些 假 的 、 偷 来 的 、 算 
曲 的 工作 . 这 些 工 作 只 是 把 学 生 的 思想 弄 乱 .” 

我 们 曾经 指出 ,各 种 各 样 的 实践 兴趣 导致 对 自然 界 探 讨 的 大 
发 展 以 及 随后 对 系统 化 实验 的 推动 . 和 这 些 实际 工作 同时 ,大 多 数 
与 之 独立 但 并 非 与 之 无 关 , 人 们 追求 一 个 科学 上 更 大 的 目标 
了 解 自然 界 . 前 章 所 述 晚 期 经 院 派 学 者 们 在 落体 方面 的 工作 在 16 
世纪 继续 有 人 进行 . 他 们 主要 的 目标 是 获得 运动 的 基本 规律 . 有关 
抛射 体 运动 的 工作 ,经常 被 说 成 是 为 了 满足 实际 需要 ,但 在 更 大 程 
度 上 是 由 对 力学 所 产生 的 广泛 科学 兴趣 而 引起 的 . Copernicus 和 
Kepler 在 天 文学 方面 的 工作 (第 12 章 第 5 节 ) 肯 定 是 由 于 想 要 改 
进 天 文理 论 而 产生 的 . 甚至 文艺 复兴 时 代 的 艺术 家 也 企图 透 过 现 
象 去 了 解 现实 的 本 质 . 
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幸运 的 是 技术 人 员 和 科学 家 开始 看 到 共同 的 兴趣 ,并 欣赏 从 
对 方 得 到 的 帮助 . 15、16 世纪 的 技术 人 员 , 即 早期 的 工程 师 , 他 们 
依赖 熟练 的 手工 操作 、 机 械 的 技巧 和 单纯 的 发 明 能 力 ,很 少 关心 原 
理 ,现在 开始 意识 到 他 们 能 从 理论 中 获得 对 实践 的 帮助 . 在 科学 家 
方面 也 开始 意识 到 手工 艺 者 所 获得 关于 自然 界 的 知识 是 正确 理论 
必须 加 以 吸收 的 ,并 且 他 们 能 从 手工 艺 者 的 工作 中 获得 关于 自己 
研究 工作 的 启示 . Galileo 在 他 的 《关于 两 门 新 科学 的 对 话 》( Dia- 
logues Concerning Two New Sciences, 即 材 料 力 学 和 物体 运动 理 
论 这 两 门 科学 ) 的 头 一 段 中 ,承认 对 他 的 研究 工作 的 这 种 启发 ,“ 你 
们 威尼斯 人 在 著名 的 兵工厂 里 持续 的 活动 ,特别 是 包含 力学 的 那 
部 分 工作 ,对 好 学 的 人 提出 了 一 个 广阔 的 研究 领域 ,因为 在 这 个 部 
门 中 所 有 类 型 的 机 器 和 仪器 在 被 很 多 手工 艺 者 不 断 制造 出 来 . 在 
他 们 中 间 一 定 有 人 因为 继承 经 验 并 利用 自己 的 观察 ,在 解释 问题 
时 变 得 高 度 的 熟练 和 非常 的 聪明 .” 

实践 和 纯粹 科学 的 兴趣 在 17 世纪 被 融合 了 . 当 大 的 原则 和 问 
题 由 于 经 验 的 需要 而 出 现 ,希腊 的 数学 知识 被 科学 家 们 完全 采用 
的 时 候 , 他 们 才能 够 更 有 效 地 着 手 进 行 纯 科 学 的 工作 . 在 没有 丢失 
了 解 宇宙 这 一 目标 的 同时 ,科学 家 也 愿意 设法 帮助 实践 . 结果 是 在 
科学 活动 中 出 现 了 一 个 规模 空前 的 发 展 ,加 上 影响 深远 的 、 重 大 的 
技术 改进 ,在 工业 革命 中 达到 了 顶峰 . 

对 我 们 来 说 ,现代 科学 开端 之 所 以 非凡 重要 ,当然 在 于 它 为 数 
学 的 重大 发 展 铺 平 了 道路 . 它 直接 的 效果 是 和 具体 问题 相 联系 . 因 
为 文艺 复兴 时 代 的 数学 家 们 为 共和 国 和 王子 们 工作 ,并 和 建筑 师 、 
手艺 工人 相 结合 一 一 Maurolycus < 28 M ( Messina ) 城 的 一 个 工 
程 师 ,Baldi 是 为 Urbino Zx B$ 3 2$ IJ , Benedetti 是 Savoy A Bi SJ 
总 工程 师 ,还 有 Galileo 是 Tuscany 大 公 一 的 宫廷 数学 家 一 一 所 以 
他 们 采纳 了 那些 实践 者 的 观察 和 经 验 . 到 Galileo 的 时 候 , 在 
Nicolo Tartaglia (1506 一 1557) 的 工作 中 能 够 大 量 看 到 科技 人 员 
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和 建筑 师 的 冲击 和 影响 . Tartaglia 是 当代 科学 上 自修 出 来 的 一 个 
AA. 他 完成 了 从 实践 数学 家 到 博学 的 数学 家 之 间 的 过 渡 . 他 有 辩 
别 地 从 经 验 知识 中 挑选 出 有 用 的 题目 和 有 用 的 结果 . 他 的 独特 之 
处 在 于 有 这 些 成 就 并 在 于 他 完全 独立 于 那 种 不 可 思议 的 影响 之 
外 ,而 这 影响 在 他 的 对 手 Cardan 的 工作 中 是 典型 的 . Tartaglia 的 
地 位 在 Leonardo 和 Galileo 之 间 一 一 不 仅 是 按 年 代 , 也 是 因为 他 
在 动力 学 问题 的 数学 工作 上 把 这 门 学 问 提 升 为 一 种 新 的 科学 并 且 
对 Galileo 的 先驱 者 们 很 有 影响 . 

长 远 的 效果 是 现代 数学 在 Plato“ 数 学 是 现实 的 核心 ”的 学 说 
指引 下 ,几乎 完全 是 由 具体 的 科学 问题 产生 的 . 在 研究 自然 并 且 得 
到 包括 观察 和 实验 结果 的 规律 这 个 新 的 方向 的 引导 下 ,数学 从 哲 
学 中 分 出 来 而 且 和 物理 科学 联系 在 一 起 . 对 数学 说 来 ,进一步 的 后 
果 是 爆发 了 一 个 空前 活跃 和 富有 创造 性 的 时 期 . 这 在 数学 史上 是 
最 最 多 产 的 时 期 . 
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第 12 章 
文艺 复兴 时 期 数学 的 贡献 


对 外 部 世界 进行 研究 的 主要 目的 在 于 发 现 上 帝 赋 子 它 的 
合理 次 序 与 和 谐 ,而 这 些 是 上 帝 以 数学 语言 透露 给 我 
们 的 . 

J. Kepler 


1. 透视 法 

虽然 文艺 复兴 时 期 人 们 只 是 模糊 地 理解 了 希腊 人 工作 的 远 
景 .价值 和 目标 ,但 是 他 们 确 曾 在 数学 上 迈 出 了 有 创造 性 的 几 步 ， 
并 且 他 们 在 另 一 些 领域 里 取得 了 进展 ,为 我 们 这 个 学 科 在 17 世纪 
所 达到 的 惊人 的 高 潮 铺 平 了 道路 . 

艺术 家 们 最 先 表示 出 对 自然 界 恢复 了 兴趣 ,最 先 认真 地 运用 
希腊 的 学 说 :“ 数 学 是 自然 界 真实 的 本 质 . ”这些 艺术 家 们 是 自学 的 
并 且 是 通过 实践 来 学 习 的 .希腊 知识 的 片断 渗入 给 他 们 ,但 总 的 说 
来 ,他 们 对 希腊 的 思想 和 智慧 是 感觉 了 , 却 很 难说 是 理解 了 . 在 某 
种 程度 上 这 倒是 有 利 的 ,因为 未 受 正规 学 校 教育 ,他 们 就 不 受 那 些 
教条 的 约束 . 另外 ,他 们 享有 表达 思想 的 自由 ,因为 他 们 的 工作 被 

文艺 复兴 时 期 的 艺术 家 们 从 他 们 的 职业 来 说 是 无 所 不 知 的 ， 
他 们 受 雇 于 王公 贵族 去 执行 各 种 任务 ,从 创作 图 画 到 设计 防御 工 
事 .运河 ,桥梁 .军事 器 械 . 宫 碟 、 公 共 建 筑 和 教堂 .所 以 他 们 必须 学 
习 数 学 .物理 BRAS LES ALS RS KL J 
力学 和 水 力学 . 他 们 进行 了 手工 操作 但 也 解决 了 最 抽象 的 问题 . 至 
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少 ,在 15 世纪 他 们 是 最 好 的 数学 物理 学 家 ， 

要 去 评价 他 们 对 几何 学 的 贡献 ,我 们 必须 注意 到 他 们 在 绘画 
方面 的 新 目标 . 在 中 世纪 颂扬 上 帝 和 为 圣经 插图 是 绘画 的 目的 . 金 
色 的 背景 表明 所 描绘 的 人 和 物 存在 于 天 堂 之 中 . 对 图 形 的 要 求 是 
象征 性 超过 现实 性 . 画家 创作 的 形象 是 不 鲜明 的 .不 自然 的 并 且 没 
有 离开 标准 格式 . 到 文艺 复兴 时 期 ,描绘 现实 世界 成 为 绘画 的 目 
标 . 所 以 艺术 家 们 着 手 去 研究 大 自然 ,为 的 是 在 画布 上 忠实 地 再 现 
它 , 于 是 面临 一 个 数学 问题 ,就 是 把 三 维 的 现实 世界 绘制 到 二 维 的 
画布 上 . 

Filippo Brunelleschi (1377 一 1446) 是 第 一 个 认真 地 研究 并 使 
用 数学 的 艺术 家 . 意大利 的 艺术 家 兼 传记 作者 Giorgio Vasari 
(1511 一 1574) 说 ,Brunelleschi 对 数学 的 兴趣 引导 他 去 研究 透视 
法 ,并 说 他 从 事 绘画 正 是 为 了 运用 几何 . 他 读 了 Euclid, Hippar- 
chus 和 Vitello 在 数学 和 光学 方面 的 作品 ,并 且 向 佛罗伦萨 的 数 
学 家 Paolo del Pozzo Toscanelli (1397 一 1482) 学 习 数 学 . 画家 
Paolo Uccello (1397 一 1475) 和 Masaccio (1401 一 1428) 也 探索 了 
实际 透视 法 的 数学 原理 ， 

数学 透视 法 方面 的 天 才 是 Leone Battista Alberti (1404— 
1472). 他 在 《 论 绘画 》(Della pittura, ，1435) 一 书 中 介绍 了 他 的 想 
法 . 这 书 1511 年 出 版 , 它 的 性 质 虽 然 全 是 数学 ,其 中 也 包含 了 一 些 
光学 方面 的 工作 . 他 的 另 一 本 重要 的 数学 著作 是 《数学 游戏 》 
(Ludi mathematici ,1450), 这 本 书 里 有 机 械 、 测 量 、 计 时 和 炮 术 方 
面 的 应 用 . Alberti 所 设想 的 原理 成 了 他 艺术 上 的 继承 人 所 采用 并 
加 以 完善 的 透视 法 数学 体系 的 基础 . 虽然 他 非常 清楚 地 知道 在 正 
常 的 视觉 下 ,两 只 眼睛 从 稍 有 不 同 的 位 置 看 同一 景色 ,只 有 通过 大 
脑 调和 这 两 个 映像 才能 觉察 深度 ,但 是 他 建议 画 一 只 眼睛 所 见 到 
的 景物 . 他 的 计划 是 通过 光线 的 明暗 和 随 距离 而 使 颜色 变 淡 的 方 
法 来 加 强 深度 的 感觉 . 他 的 基本 原理 可 以 解释 如 下 :在 眼睛 和 景物 
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之 间 他 插 进 一 张 直立 的 玻璃 屏 板 . 然后 他 设想 光线 从 眼睛 或 观测 
点 出 发 射 到 景物 本 身 的 每 一 个 点 上 . 他 把 这 些 线 叫 做 光束 棱锥 或 
投影 线 . 他 设想 在 这 些 线 穿 过 玻璃 屏 板 (画面 ) 之 处 都 标 出 一 些 点 
子 , 他 把 这 点 集 叫 做 一 个 截 景 . 重要 的 事实 是 截 景 给 眼睛 的 印象 和 
景物 本 身 一 样 ,因为 从 截 景 发 出 的 光线 和 从 原 景 物 发 出 的 一 样 . 所 
以 作画 盈 真 的 问题 就 是 在 玻璃 屏 板 上 (或 者 实际 上 是 在 画布 上 ) 作 
出 一 个 真正 的 截 景 . 当然 这 个 截 景 依赖 于 眼睛 的 位 置 和 屏 板 的 位 
置 . 这 意思 就 是 对 同一 景物 可 以 绘 出 不 同 的 画 ， 

因为 画家 并 不 透 过 画布 来 画 出 截 景 ,他 就 必须 有 一 些 建 立 在 
数学 理论 上 的 基本 法 则 ,以 便 告 诉 他 如 何 去 画 . Alberti 在 他 的 《 论 
绘画 ) 中 提供 了 一 些 正确 的 法 则 ,但 是 没有 给 出 全 部 细节 . 他 想 
要 使 他 的 书 成 为 一 本 概要 ,通过 与 同辈 画家 的 讨论 来 加 以 补充 ,并 
对 他 的 简略 表示 歉意 . 他 试图 把 内 容 讲 得 具体 而 较 少 考虑 形式 和 
严密 性 ,所 以 给 出 了 原理 和 解释 而 没有 证 明 . 

除了 引进 投影 线 和 截 景 的 概念 之 外 ,Alberti 还 提出 了 一 个 很 
重要 的 问题 . 如 果 在 眼睛 和 景物 之 间 播 进 两 张 玻璃 屏 板 , 则 在 它们 
上 面 的 截 景 将 是 不 同 的 . 进一步 ,如 果 眼 睛 从 两 个 不 同 的 位 置 看 同 
一 景物 ,而 在 每 一 种 情形 下 都 播 一 张 玻璃 屏 板 在 眼睛 和 景物 之 间 
那么 截 景 也 将 是 不 同 的 . 可 是 所 有 这 些 截 景 都 传达 原来 的 形象 ,所 
以 它们 必定 有 某 种 共性 . 他 提 的 问题 就 是 :任意 两 个 这 种 截 景 之 间 
有 什么 数学 关系 ,或 它们 有 什么 共同 的 数学 性 质 ? 这 问题 是 射影 
几何 发 展 的 出 发 点 . 

虽然 很 多 艺术 家 都 在 数学 透视 法 方面 写 了 书 并 且 赞 同 
Alberti 的 艺术 哲学 ,但 我 们 在 此 可 以 只 提 他 们 中 主要 的 一 两 个 . 
Leonardo 认为 一 幅 画 必须 是 实体 的 精确 的 再 现 , 坚 信 数 学 的 透视 


”关于 其 中 的 一 些 法 则 以 及 根据 这 些 法 则 所 作 的 画 ,请 参看 作者 的 另 一 本 书 
《西方 文化 中 的 数学 》(Mathematics in Western Culture, Oxford University Press, 
1953). 


I 270 第 12 章 文艺 复兴 时 期 数学 的 贡献 


法 容许 做 到 这 一 点 . 它 就 是 “绘画 的 舵 轮 和 准绳 ” ,涉及 应 用 光学 和 
几何 学 . 对 他 来 说 ,绘画 是 一 种 科学 ,因为 它 揭 示 了 自然 界 的 真实 
性 ;由 此 ,绘画 比 诗歌 .音乐 和 建筑 更 为 优越 . Leonardo 关于 透视 
法 的 著作 包含 在 他 的 书 《4 绘 画 专 论 》(Trattato della pittura, 
1651) 中 ,这 书 由 某 个 不 知名 的 作者 所 编辑 ,这 个 作者 采用 了 Leo- 
nardo 有 关 笔 记 中 最 有 价值 的 材料 . 

把 透视 法 的 数学 原理 以 相当 完整 的 形式 陈述 出 来 的 画家 是 
Piero della Francesca (£5 1410—1492). 他 还 认为 透视 法 是 绘画 的 
科学 并 且 企 图 通过 数学 来 修改 和 推广 根据 经 验 所 得 的 知识 . 他 的 
主要 著作 《透视 画 法 论 》(De prospettiva pingendi, 1482—1487) 
推进 了 Alberti 的 投影 线 和 截 景 的 思想 . 一 般 地 说 ,他 给 出 的 方法 
对 艺术 家 是 有 用 的 ,他 的 说 明 使 用 了 纸 条 、 木 头等 等 . 就 像 Alberti 
一 样 ,他 给 出 了 直观 易 懂 的 定义 来 帮助 艺术 家 们 . 然后 他 提出 定 
BB ,并且 通过 作 图 或 作 一 个 比例 的 计算 来 “论证 "这 些 定理 , 他 是 杰 
出 的 画家 兼 数学 家 , 也 是 科学 的 艺术 家 ,他 的 同辈 们 也 都 这 样 认 
为 . 他 还 是 那个 时 代 最 好 的 几何 学 家 . 

可 是 ,文艺 复兴 时 期 全 体 艺术 家 中 最 好 的 数学 家 要 算是 德国 
人 Albrecht Dürer (1471—1528). 他 的 《圆规 直 尺 测量 法 》(Un- 
derweysung der Messung mid dem Zyrkel und Rychtscheyd , 
1525) 主 要 是 几何 方面 的 书 , 但 它 也 想 把 Dürer 在 意大利 所 得 到 的 
知识 介绍 给 德国 ,特别 是 想 用 透视 法 去 帮助 艺术 家 们 . 他 的 书 谈论 
实际 比 理论 多 ,很 有 影响 . 

从 16 世纪 起 透视 法 的 理论 就 在 绘画 学 校 里 按照 前 面 所 提 到 
的 大 师 们 写 下 的 原理 讲授 . 不 过 ,他 们 在 透视 法 方面 的 论文 总 的 说 
来 只 是 些 格 言 .法则 和 硬性 规定 的 方法 ,缺乏 一 个 坚实 的 数学 基 
础 .1500 年 到 1600 年 这 段 时 期 的 艺术 家 和 后 来 的 数学 家 把 这 门 
学 科 放 在 一 个 令 人 满意 的 演绎 基础 上 ,使 它 从 半 经 验 的 艺术 成 为 
真正 的 科学 . 透视 法 方面 的 权威 性 著作 是 很 久之 后 才 由 18 世纪 的 
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数学 家 Brook Taylor fü J. H. Lambert 写 出 来 的 . 


2. 几何 本 身 

15,16 世纪 除 透视 法 外 ,几何 学 的 发 展 没 有 给 人 深刻 的 印象 . 
Dürer, Leonardo 和 Luca Pacioli (£j 1445 一 约 1514)( 他 是 一 个 
意大利 的 修士 ,Piero della Francesca 的 学 生 , Leonardo 的 朋友 和 
教师 ) 讨 论 的 一 个 几何 题目 是 作 圆 的 内 接 正 多 边 形 . 这 些 人 试图 按 
阿拉 伯 人 AbeLWefa 曾 考虑 过 的 限制 用 直 尺 和 开口 固定 的 圆规 
来 完成 作 图 ,但 他 们 只 是 给 出 了 近似 的 方法 . 

画 正 五 边 形 是 一 个 很 受 注 意 的 问题 ,因为 它 是 在 筑城 设计 中 
提出 来 的 . 在 (原本 》 四 卷 命题 11 中 Euclid 曾经 给 出 一 个 画 法 ,但 
是 没有 限制 用 开口 固定 的 圆规 , Tartaglia, Ferrari, Cardan, del 
Monte, Benedetti 和 另外 很 多 16 世纪 的 数学 家 探讨 了 按照 这 种 
限制 给 出 一 个 精确 画 法 的 问题 . 后 来 Benedetti 扩大 了 这 个 问题 ， 
寻找 用 直 尺 和 开口 固定 的 圆规 来 解 Euclid 的 所 有 作 图 问题 . 一般 
的 问题 是 由 丹麦 人 George Mohr (1640 一 1697) 在 他 的 《奇妙 的 欧 
Esp gio (Compendium Euclidis Curiosi ，1673) 一 书 中 解决 的 . 

Mohr 在 他 的 Euclides Danicus(1672) 一 书 中 还 指出 , 凡 能 用 
直 尺 和 圆规 作 的 图 也 可 以 只 用 一 个 圆规 来 完成 . 当然 ,没有 直 尺 就 
不 能 画 出 连结 两 点 的 直线 ,但 是 给 定 了 这 两 点 就 可 以 画 出 这 直线 
和 圆 的 交点 ,并 且 给 定 了 两 对 点 就 可 以 画 出 由 两 对 点 所 决定 的 两 
条 直线 的 交点 . Lorenzo Mascheroni (1750 一 1800) 重 新 发 现 只 用 
一 个 圆规 就 足以 完成 Euclid 作 图 这 一 事实 并 且 发 表 在 他 的 《圆周 
几何 》(La geometria del compasso, 1797) —-Brh. 

求 物体 的 重心 是 希腊 人 另 一 个 感 兴趣 的 问题 . 这 问题 到 文艺 
复兴 时 期 又 被 几何 学 家 们 提出 来 了 . 例如 ,Leonardo WR URS 
形 的 重心 给 出 了 一 个 正确 的 方法 和 一 个 不 正确 的 方法 . 然后 他 不 


I 272 第 12 章 文艺 复兴 时 期 数学 的 贡献 


加 证 明 地 给 出 了 四 面体 的 重心 的 位 置 , 就 是 ,重心 在 底面 三 角形 的 
重心 到 对 顶点 的 连 线 上 四 分 之 一 的 地 方 . 

两 个 新 颖 的 几何 思想 出 现在 Dürer 的 一 些 次 要 的 著作 里 . 第 
一 个 是 空间 曲线 . 他 从 空间 螺旋 线 出 发 ,并 考虑 这 些 曲线 在 平面 上 
的 投影 . 投影 是 各 种 各 样 的 平面 螺旋 线 , Dürer 指出 如 何 去 画 它 
111. 他 还 介绍 了 外 摆 线 ,这 是 一 个 动 圆 在 一 个 定 圆 外 滚动 时 动 贺 上 
一 点 的 轨迹 . 第 二 个 思想 是 考虑 曲线 和 人 影 在 两 个 或 三 个 相互 垂 
直 的 平面 上 的 正 交 投影 . 这 个 想法 Dürer 只 是 接触 了 一 下 ,后 来 到 
18 世纪 时 由 Gaspard Monge 发 展 为 画 法 几何 . 

Leonardo, Piero, Pacioli 和 Dürer 在 纯粹 几何 方 看 的 工作 从 
其 有 无 新 结果 的 观点 来 看 的 确 是 不 重要 的 . 它 的 主要 价值 是 广泛 
地 传播 了 某 些 几 何 知识 ,这 些 知识 用 希腊 标准 看 来 是 粗浅 的 . 
Dürer 的 《圆规 直 尺 测量 法 ?的 第 四 部 分 与 Piero 的 《 论 规则 形体 》 
(De Corporibus Regularibus , 1487 ) 和 Pacioli 的 《 神 妙 的 比例 》 
(De Divina Proportione ，1509) 一 起 ,重新 引起 人 们 对 立体 几何 
学 (立体 形 的 量 法 ) 的 兴趣 .立体 几何 学 在 Kepler 时 代 繁荣 起 来 . 

男 一 个 几何 的 活动 是 制作 地 图 , 它 刺 激 了 进一步 地 研究 几何 . 
地 形 勘 查 揭露 出 现 有 地 图 的 不 妥当 ,同时 揭 开 了 新 的 地 理 知识 . 地 
图 的 制作 和 印刷 开始 于 15 世纪 后 半 叶 ,以 安特卫普 和 阿姆斯特丹 
为 中 心 . 

制作 地 图 的 问题 是 从 下 述 事实 提出 来 的 :一 个 球 不 能 裂 开 展 
平 而 不 畸变 . 还 有 ,方向 ( 角 ) 或 面积 ,或 两 者 都 会 发 生 畸 变 . 制作 地 
图 的 最 有 意义 的 新 方法 是 Gerhard Kremer 提出 的 ,他 也 叫 Mer- 
cator (1512—1594) ,他 把 终身 贡献 给 这 门 科 学 . 1569 年 他 作出 了 
一 幅 地 图 ,用 了 著名 的 Mercator 投影 . 在 这 张 图 上 纬 线 和 经 线 是 
BR. 经 线 是 等 距离 的 ,但 是 纬 线 的 间隔 是 递增 的 . 递增 的 目的 是 
去 保持 经 度 1 和 纬度 1' 的 长 的 比值 . 在 地 球 上 纬度 1 的 变化 等 于 
6087 英尺 ;而 经 度 1 的 变化 仅 在 赤道 上 是 6 087 英尺 . 例如 ,在 续 
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È 20" 时 ,经 度 改变 1 是 5722 英尺 ,得 到 比值 

经 度 变 1 5722 

纬度 变 1 6 087° 
Mercator 的 直线 地 图 上 经 线 是 等 距离 的 ,每 一 分 的 变化 是 6 087 
英尺 . 为 了 保持 上 面 那个 实际 上 的 比值 , 当 纬 度 工 递增 时 他 令 第 
线 间 的 距离 按 倍数 l/cos L 递增 . 他 的 地 图 上 ,在 纬度 20 的 地 方 
纬度 每 变化 1 , 纬 线 的 距离 是 6 087(1/cos 20°), HR 6 450 XX 
尺 .这样 在 纬度 20 "处 

经 度 变 1 6087 

纬度 变 1 6450’ 


而 这 个 比值 和 实际 上 的 比值 2722 相等 


‘Mercator 地 图 有 几 个 优点 .只 是 在 这 种 投影 之 下 地 图 上 相互 
两 点 的 罗盘 方位 才 是 正确 的 .于 是 球面 上 罗盘 方位 是 常数 的 线 ( 即 
所 谓 斜 驶 线 , 它 与 子午 线 有 相同 的 交角 ) 成 为 地 图 上 的 一 条 直线 . 
距离 和 面积 不 保持 ;事实 上 ,在 两 极 的 周围 地 图 畸变 得 很 历 害 . 但 
是 ,因为 方向 是 保持 的 ,所 以 在 一 点 处 的 两 个 方向 之 间 的 夹 角 是 保 
持 的 ,从 而 这 个 地 图 被 称 为 是 保 形 的 . 

虽然 16 世纪 制作 地 图 的 工作 中 没有 出 现 很 多 新 的 数学 思想 ， 
但 是 后 来 这 个 间 题 被 数学 家 们 接 了 过 去 ,并 引导 出 微分 儿 何 中 的 
工作 . 


3. 代 A 

直到 Cardan 的 《大 衍 术 》(Ars Magna ,1545) 出 现 ( 我 们 将 在 
下 一 章 里 讨论 ), 文 艺 复 兴 时 期 代数 一 直 没 有 什么 发 展 . 但 是 ， 
Pacioli 的 工作 是 值得 注意 的 . 就 像 他 同时 期 的 很 多 其 他 人 一 样 ,他 
认为 数学 是 最 广 的 有 系统 的 学 问 , 并 且 应 用 于 所 有 人 的 实际 生活 
和 精神 生活 中 . 他 还 体会 到 理论 知识 对 实际 工作 的 好 处 . 他 告诉 数 
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学 家 和 技术 人 员 ,理论 必须 是 主导 .就 像 Cardan 一 样 ,他 也 属于 人 
文 主义 者 . Pacioli 的 主要 出 版 物 是 《总 论 算术 .几何 .比例 和 比例 
性 》(Summa de Arithmetica , Geometria, Proportions et Propor- 
tionalita ，1494).《 总 论 》 是 一 本 当代 数学 知识 的 概要 并 且 是 这 个 
时 代 的 代表 ,因为 它 把 数学 和 很 多 实际 应 用 联系 起 来 . 

这 本 书 的 内 容 包 含 了 印度 -阿拉 伯 的 数字 符号 (这 些 符号 已 在 
欧洲 使 用 ) .商业 算术 ,包括 短 记 和 当时 的 代数 ,Euclid 原 本 》 的 一 
个 整 脚 的 概括 ,还 有 一 些 从 Ptolemy 那里 抄 来 的 三 角 学 . 应 用 比例 
概念 去 揭露 自然 界 的 各 个 方面 和 宇宙 本 身 是 一 个 大 的 课题 . Paci- 
oli 把 比例 叫做 “母亲 ”和 "皇后 ” ,并 且 把 它 应 用 于 人 体 各 部 分 的 天 
寸 ,应 用 于 透视 ,甚至 应 用 于 混合 颜料 . 他 的 代数 是 修辞 性 的 ,他 追 
EB Leonardo 和 阿拉 伯 人 把 未 知 数 叫 做 那个 “东西 Pacioli 把 未 
知 数 的 平方 叫 census, 有 时 他 缩写 成 ce 或 Q; 未 知 数 的 立方 叫 cu- 
ba, 有 时 用 cu 或 C 表示 . 其 他 文字 的 缩写 如 p 表示 plus, e 表示 
equalis 也 用 到 了 . 他 所 写 的 方程 中 ,系数 总 是 常数 ,并 把 各 项 放 在 
使 系数 为 正 的 一 边 . 虽然 偶尔 要 减 去 一 项 ,例如 会 出 现 一 3z, 但 纯 
负数 是 不 用 的 ,方程 也 只 给 正 根 . 他 用 代数 去 计算 几何 量 ,如 同 我 
们 用 比例 去 求 相 似 三 角形 边 长 的 关系 或 去 求 一 个 未 知 的 长 度 ,不 
过 他 的 用 法 常 比 这 还 要 复杂 . 他 认为 解 方程 十 mz =n Pl x? n 
= mr (我 们 用 了 现代 的 符号 ) 就 像 化 贺 为 方 的 作 图 题 一 样 是 不 可 
能 的 ,他 用 这 条 意见 结束 了 他 的 书 . 

虽然 在 《总 论 ) 里 没有 什么 是 独创 的 ,但 是 这 书 和 他 的 《 神 妙 的 
比例 》(De Divina Proportione) 都 是 有 价值 的 ,因为 它们 包含 的 内 
容 比 在 大 学 里 教 的 多 很 多 . Pacioli 是 已 有 学 术 著 作 同 艺术 家 与 技 
术 人 员 所 获得 的 知识 之 间 的 媒介 . 他 试图 去 帮助 艺术 家 与 技术 人 
员 学 习 和 使 用 数学 . 然而 《总 论 》 这 书 对 1200 年 到 1500 年 之 间 算 
术 和 代数 的 发 展 只 是 一 个 很 有 意义 的 数学 注解 ,因为 它 出 版 在 
1494 年 ,但 并 不 比比 萨 (Pisa) 的 Leonardo 1202 年 的 《 算 经 》 
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(Liber Abaci JJ VB d. 事实 上 ,《 总 论 》 中 的 算术 和 代数 是 根据 
Leonardo 的 书 而 写 的 . 


4=> ff 

1450 年 以 前 三 角 主 要 是 球面 三 角 ( 第 5 章 第 6 节 ); 测 量 学 还 
继续 用 罗马 的 几何 方法 . 虽然 比萨 的 Leonardo 在 他 的 《几何 实习 》 
(Practica Geometriae , 1220) 里 就 曾经 倡导 平面 三 角 的 方法 , 差 不 
多 到 1450 年 左右 平面 三 角 学 在 测量 中 才 变 得 重要 起 来 . 

15 HARHA 16 世纪 早期 由 德国 人 完成 了 三 角 学 中 的 新 方 
法 ,通常 他 们 在 意大利 留学 然后 回 到 他 们 的 祖国 . 当 德国 开始 兴旺 
时 , 北 德 充 萨 同盟 (Hanseatic League of North Germany) 控 制 着 
很 多 贸易 ,得 到 很 多 财富 ,于 是 商人 中 的 赞助 者 就 可 以 支持 我 们 将 
要 提 到 的 很 多 和 人 的 工作 . 三 角 学 的 工作 受到 航行 .推算 日 历 和 天 文 
学 的 推动 ,对 最 后 提 到 的 这 个 领域 的 兴趣 由 于 日 心 论 的 创造 而 增 
强 , 这 日 心 论 我 们 将 在 后 面 再 讲 . 

维也纳 的 George Peurbach (1423 一 1461) 开 始 去 校订 《大 汇 
编 )(Alimagesz) 的 拉丁 文 译本 ,这 本 书 是 由 阿拉 伯 版 本 转译 的 ,他 
打算 由 希腊 原文 翻译 . 他 还 开始 去 制作 更 精确 的 三 角 函 数 表 . 但 
Peurbach 死 时 太 年 轻 , 他 的 工作 由 他 的 学 生 Johannes Müller 
(1436 一 1476)( 又 叫 Regiomontanus) 继 续 下 去 ,后 者 在 欧洲 传播 
了 三 角 学 . Regiomontanus 在 维也纳 跟 Peurbach 学 习 天 文学 和 三 
角 学 后 去 罗马 跟 Bessarion 大 主教 ( 约 1400 一 1472) 学 习 希 腊 文 ， 
并 且 从 逃避 土耳其 人 的 希腊 学 者 那里 收集 希腊 文 的 原稿 . 1471 年 
他 定居 在 纽伦堡 ,在 Bernard Walther 的 保护 之 下 . Regiomonta- 
nus 翻译 了 一 些 希 腊 作 品 Apollonius 的 《圆锥 曲线 》、Archi- 
medes 和 Heron 的 部 分 作品 , 自己 成 立 印 刷 厂 出 版 这 些 书 . 

他 仿照 Peurbach RAEE ARIES, BIA SI BS 45% ,然后 造 
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了 一 个 正弦 表 取 圆 半径 为 600 000 单位 和 另 一 个 取 半 径 为 
10 000 000 单 位 的 正弦 表 . 他 还 计算 了 正切 表 . 在 《方位 表 》( Tabu- 
lae Directionum , 5 F 1464 一 1467) 一 书 中 他 给 出 了 五 位 正切 表 并 
取 十 等 分 角度 ,这 在 那个 时 代 是 一 个 很 不 平常 的 做 法 . 

15,16 世纪 有 很 多 人 在 作 表 ,其 中 有 George Joachim Rhaeti- 
cus (1514—1576), Copernicus, Francois Vieta (1540—1603) 和 
Bartholomaus Pitiscus (1561—1613). 这 一 工作 的 特点 是 让 圆 半 
径 的 值 很 大 很 大 以 便 能 得 到 更 精确 的 三 角 函 数值 而 不 用 分 数 或 小 
数 . 例如 ,Rhaeticus 计算 一 个 正弦 表 , 半 径 取 的 是 10" , 另 一 个 是 
105 ,并 且 对 每 10 秒 绝 给 一 个 值 . Pitiscus 在 他 的 《宝库 》( Thesau- 
rus, 1613) 中 修正 并 发 表 了 Rhaeticus 的 第 二 个 三 角子 数 表 . 
“trigonometry” 一 词 就 是 他 提出 的 . 

更 基本 的 工作 是 解 平面 和 球面 三 角形 . 差不多 直到 1450 FER 
面 三 角 的 内 容 由 一 些 不 严 并 的 法 则 组 成 ,这 些 法 则 的 基础 是 希腊 、 
印度 和 阿拉 伯 的 译本 ,最 后 这 个 译本 来 自 西班牙 . 直到 这 个 时 候 ， 
欧洲 还 不 知道 东方 阿拉 伯 人 AbmLWefa 和 Nasir-Eddin 的 工作 . 
Regiomontanus 能 够 从 Nasir-Eddin 的 工作 中 得 到 益处 ,并 且 在 
1462—1463 年 写 的 《 论 三 角 》(De Triangulis ) 中 用 更 为 有 效 的 方 
式 把 平面 三 角 ,球面 几何 和 球面 三 角 中 有 用 的 知识 放 在 一 起 . 他 给 
出 球面 三 角 的 正弦 定律 ,就 是 


和 涉及 到 边 的 余弦 定律 , 即 
cosa = cos bcosc + sin bsin ccos A. 
《 论 三 角 》 直 到 1533 年 才 出 版 .在 这 同时 Johann Werner (1468— 
1528) 在 《 论 球面 三 角 》(De Triangulis Sphaericis, 1514) — Bim 
改进 并 发 表 了 Regiomontanus 的 思想 . 
经 过 Regiomontanus 多 年 的 工作 ,球面 三 角 仍 然 因 为 需要 大 


4. 三 角 277 I 


批 的 公式 而 处 于 困难 中 ,这 部 分 是 因为 Regiomontanus 在 他 的 《 论 三 

角 ) 一 书 中 (甚至 Copernicus 在 一 个 世纪 之 后 ) 只 用 到 正弦 和 余弦 函 

数 . 还 因为 钝 角 的 余弦 和 正切 函数 的 负 值 没有 被 承认 为 数 . 
Rhaeticus 是 Copernicus 的 学 生 ,他 改变 

了 正弦 的 意义 .原来 说 AD 的 正弦 是 AB ,他 

改 成 说 角 AOB 的 正弦 是 AB (图 12. 1). 但 

AB 的 长 仍 依赖 于 半径 长 度 单位 的 选取 . 作 o D 

为 Rhaeticus 的 改变 的 结果 三 角形 OAB 成 

为 基本 的 结构 ,而 半径 为 OA. 的 圆 成 为 附带 | / 

的 了 . Rhaeticus 采用 了 全 部 六 个 函数 . V 
Francois Vieta (1540—1603 ) 将 平面 和 

球面 三 角 进 一 步 系统 化 并 稍微 加 以 发 展 ， 

Vieta 的 职业 是 律师 ,但 是 他 更 被 认为 是 16 世纪 第 一 流 的 数学 家 . 

他 的 《标准 数学 》(Canon Mathematicus ，1579) 一 书 是 他 在 三 角 的 

许多 工作 中 的 第 一 本 . 在 这 里 他 把 解 直角 和 斜 角 平 面 三 角形 的 公 

式 收 集 到 一 起 ,也 包括 他 自己 的 贡献 ,正切 定律 ; 


图 12.1 


对 球面 直角 三 角形 ,他 给 出 了 用 已 知 的 两 部 分 计算 另 一 部 分 所 需 
的 一 套 完 全 的 公式 ,并 给 出 了 用 来 记 住 这 套 公式 的 法 则 ,我 们 现在 
把 它 叫做 Napier 法 则 . 他 还 提出 了 涉及 印 角 球面 三 角形 角 的 余弦 
定律 : 
cos A =— cos Bcos C + sin Bsin Ccos a. 

很 多 三 角 便 等 式 是 Ptolemy 建立 的 , Vieta 给 以 补充 . 例如 ， 

他 给 出 了 恒等式 
A+B. A—B 


sin À — sin B — 2cos z Sin 一 7 


还 有 用 sin 6 和 cos 0 表示 sinn0 和 cosn0 的 恒等式 .后 一 个 恒等式 
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写 在 他 的 《 斜 截面 》(Sections Angulares ) 一 书 中 ,这 本 书 于 他 死 后 
在 1615 年 出 版 0. Vieta 把 这 些 恒等式 表示 成 代数 形式 ,虽然 那些 
符号 并 不 是 现代 的 . 

他 用 sinznb 的 公式 去 解 比 利 时 数学 家 Adrianus Romanus 
(1561 一 1615) 在 他 的 书 (《 数 学 思想 》( Tcdeae Mathematicae, 1593) 
中 作为 对 法 国人 的 挑战 而 提出 的 一 个 问题 . 这 个 问题 是 求解 = 的 
一 个 45 次 方程 . 法 国 的 Henry 四 世 找 来 了 Vieta, 他 认为 这 个 问 
UA SF: XE T — RUBORE RS S RAIA + 43 SA S5. 
也 就 是 等 价 于 :用 sin A 表示 sin 45A, JRH sin A. 如 果 x = 
sin A, 那么 这 个 代数 方程 对 xz 就 是 45 次 的 . Vieta 知道 这 个 问题 
可 解 , 只 要 把 这 个 方程 分 成 一 个 5 次 的 方程 和 两 个 3 次 的 方程 ,而 
这 些 方程 他 很 快 地 解 出 . 他 给 出 了 23 个 正 根 ,但 忽略 了 负 根 .在 他 
BJCIBI EE) (Responsum, 1595) O— rb f ge T fb fes. 

16 世纪 三 角 学 开始 从 天 文学 里 分 出 来 ,并 成 为 数学 的 一 个 分 
文 . 三 角 学 在 天 文学 方面 的 应 用 依然 是 广泛 的 ,但 是 在 其 他 学 科 方 
面 的 应 用 一 一 例如 在 测量 学 方面 一 一 说 明 有 必要 用 更 独立 的 观点 
来 研究 三 角 学 . 


5. 文艺 复兴 时 期 主要 的 科学 进展 

文艺 复兴 时 期 的 数学 家 们 翻译 了 希腊 和 阿拉 伯 的 著作 ,并 且 
在 已 有 知识 的 基础 上 编辑 了 百科 全 书 , 为 欧洲 数学 研究 的 高 涨 作 
了 准备 . 但 是 欧洲 后 来 的 数学 创作 的 启发 和 指导 来 自 科 学 和 技术 
问题 ,虽然 也 有 些 例外 . 代数 的 发 展 ,至 少 在 开头 是 阿拉 伯 活 动 路 
线 的 继续 ;在 几何 方面 一 些 新 的 工作 是 根据 艺术 家 们 发 生 的 问题 
而 提出 来 的 . 


(D Opera, Leyden, 1646,287~ 304. 
@ Opera, 305~324, 
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在 文艺 复兴 时 期 ,对 推动 以 后 两 个 世纪 的 数学 具有 决定 意义 
的 进展 是 Copernicus 和 Kepler 领导 的 天 文学 革命 . 大 约 在 1200 
年 以 后 , 当 希 腊 和 的 工作 被 采用 的 时 候 , Aristotle 的 天 文理 论 
(Eudoxus 的 一 个 修补 ) 和 Ptolemy 的 理论 变 得 广泛 流传 并 且 互 相 
对 立 . 严格 地 说 ,对 这 两 个 体系 ,阿拉 伯 入 和 中 世纪 后 叶 的 天 文学 
家 引进 了 各 种 各 样 的 补充 ,以 改进 这 两 个 体系 的 准确 性 ,或 者 使 
Aristotle 的 体系 去 适应 基督 教 神学 . Ptolemy 的 体系 在 那个 时 代 
是 相当 准确 的 , 它 是 纯 数学 的 ,所 以 只 是 作为 一 个 假说 ,不 作为 真 
实 构造 的 描述 . Aristotle 的 理论 是 为 大 多 数 人 接受 的 ,虽然 Ptole- 
my 的 理论 对 天 文 预测 .航行 和 计算 日 历 更 为 有 用 . 

一 些 阿拉 伯 人 ,中 世纪 后 时 的 人 ,文艺 复兴 时 代 的 人 物 ,包括 
al-Birüni(973—1048) ，Oresme 和 库 萨 (Cusa) 的 Nicholas(1401— 
1464) 大 主教 ,也 许 是 响应 希腊 人 的 思想 ,当真 考虑 过 地 球 或 许 在 
转动 ,并 且 考 虑 过 在 地 球 绕 太 阳 转 动 的 基础 上 ,同样 可 能 建立 一 种 
天 文学 理论 ,但 是 没有 一 个 人 作出 新 的 理论 . 

在 天 文学 家 之 中 Nicholas Copernicus (1473 一 1543) 作 为 一 
个 巨人 突然 出 现 . Copernicus 1473 年 生 于 波兰 的 托 伦 (Thorn), 在 
克拉 科 夫 (Cracow) 大 学 学 习 数 学 和 科学 . 23 岁 时 他 到 波 洛 尼 亚 
(Bologna) 进 一 步 深 造 ,在 那里 他 熟悉 了 Pythagoras 和 另 一 些 希 
腊 人 的 学 说 ,包括 天 文学 . 他 还 研究 医学 和 教会 法 令 . 1512 年 他 回 
到 波兰 成 为 Frauenberg 大 教堂 的 典 事 ( 一 种 管理 人 员 ) ,他 在 那里 
直 住 到 1543 年 逝世 . 他 在 完成 工作 职务 的 同时 ,专心 致 志 于 研究 
和 观测 ,终于 创立 了 革新 的 天 文学 理论 . 思维 领域 的 这 一 成 就 ,就 其 
重要 性 .勇敢 和 宏伟 的 程度 来 说 , 远 远 超 过 了 征服 海洋 的 壮举 . 

很 难 断定 什么 原因 使 Copernicus 抛弃 了 有 1 400 年 之 久 的 
Ptolemy 理论 .在 他 的 经 典 著 作 《 天 体 运 行 论 》(De Revolutionibus 
Orbium Coelestium ，1543) 的 序言 中 所 述 的 是 不 完全 的 并 且 有 几 
分 不 可 思议 . Copernicus 声明 唤醒 他 的 是 关于 Ptolemy 体系 的 精 
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确 度 的 各 种 不 同 观点 ,是 认为 Ptolemy 的 理论 只 是 一 个 假说 的 观 
点 ,以 及 Aristotle 和 Ptolemy 理论 的 追随 者 之 间 的 争执 . 

Copernicus 保留 了 Ptolemy 天 文学 的 一 些 原理 . 他 用 圆 作 基 
本 曲线 ,在 这 曲线 上 他 构造 了 对 天 体 运动 的 解释 . R Ptolemy 一 
样 ,他 使 用 了 这 样 一 个 事实 ,行星 运动 是 由 一 系列 的 匀速 运动 构 
成 的 . 他 的 理由 是 :速度 的 变化 只 能 由 原动力 的 变化 造成 ,而 上 
带 , 这 个 运动 的 根源 是 不 变 的 ,所 以 效果 也 是 不 变 的 . 他 也 采纳 
了 希腊 入 关于 在 均 轮 上 作 周 转运 动 的 方案 . 但 Copernicus 反对 
Ptolemy 采用 的 在 假想 圆 上 的 匀速 运动 ,因为 这 个 运动 不 要 求 均 
匀 直 线 速度 . 

由 于 用 了 Aristarchus 把 太阳 而 不 是 把 地 球 放 在 每 个 均 轮 的 
中 心 的 思想 ,Copernicus 就 能 够 用 比较 简单 的 图 来 代替 以 前 描绘 
每 一 个 天 体 运动 所 需要 的 复杂 的 图 . 他 用 34 个 圆 代替 77 SBA 
解释 月 球 和 六 个 已 知行 星 的 运动 . 后 来 他 改善 了 这 个 方案 ,让 太阳 
只 是 靠近 这 个 体系 的 中 心 而 不 是 正在 这 中 心 . 

从 与 观测 结果 相符 合 这 点 来 说 ,Copernicus 的 理论 并 不 比 流 
行 的 Ptolemy 的 修正 理论 更 好 些 . Copernicus 体系 的 优点 乃 是 它 
用 地 球 围 绕 太 阳 运 动 来 解释 行星 运动 的 主要 不 规则 性 而 不 是 用 许 
多 周转 圆 . 此 外 ,他 的 方案 用 同样 通用 的 方法 对 待 所 有 的 行星 ,市 
Ptolemy 对 内 部 行星 水 星 金星 和 外 部 行星 ,火星 .木星 .土星 采用 
稍 有 不 同 的 方法 . 最 后 ,在 Copernicus 的 方案 中 天 体 的 位 置 的 计 
算是 比较 简单 的 ,以 至 于 在 1542 年 天 文学 家 们 开始 用 他 的 理论 来 
计算 天 体位 置 的 新 的 表 . 

Copernicus 的 理论 遇 到 了 合理 的 和 怀 偏见 的 两 种 反对 意 
KL. Copernicus 的 理论 辐 观测 的 不 相符 合 使 得 Tycho Brahe 
(1546 一 1601) 放 弃 了 这 个 理论 而 去 寻找 一 个 折衷 的 方案 . Vieta 
由 于 同样 的 原因 完全 地 拒绝 了 它 ,并 且 转 而 去 改进 Ptolemy 的 理 
论 .很 多 知识 分 子 拒绝 这 个 理论 或 因为 他 们 不 了 解 它 ,或 因为 他 
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们 不 能 接受 革新 的 思想 . 他 书 中 所 含 的 数学 确 是 很 难 懂 ,就 像 
Copernicus 在 他 的 序言 里 所 说 的 ,他 的 书 是 写 给 数学 家 看 的 . 
Brahe 和 德国 天 文学 家 在 1572 年 对 于 新 恒星 的 观测 是 有 帮助 
的 ,星球 的 突然 出 现 和 不 见 反 驶 了 Aristotle 和 经 院 派 学 者 关于 
天 体 永恒 不 变 的 教条 . 

如 果 没 有 Johannes Kepler (1571 一 1630) 的 工作 ,日 心 论 的 命 
运 将 是 不 确定 的 . 他 出 生 于 符 腾 堡 (Wiirttemberg ) 公 国 的 一 个 城 
市 魏 尔 (Weil). 他 的 父亲 是 一 个 酒鬼 ,先是 当 一 个 雇佣 兵 , 后 来 开 
了 一 家 酒馆 . 当 Kepler 上 小 学 的 时 候 , 就 得 在 酒馆 里 帮忙 . 后 来 他 
退 了 学 去 工作 ,做 一 个 田间 的 劳动 者 . 当 他 还 是 孩子 的 时 候 , 他 就 
得 了 天 花 ,疾病 留 给 他 一 双 残 废 的 手 和 损伤 了 的 视力 . 但 无 论 如 
何 , 他 设法 在 1588 年 得 到 了 Maulbronn 学 院 的 学 士 学 位 ,后 来 由 
于 他 向 往 教会 职务 就 进 蒂 宾 根 (Tibingen) 大 学 学 习 . 一 个 友好 的 
数学 和 天 文学 教授 Michael Mastlin (Móstlin, 1550—1631) A F 
里 教 他 日 心 学 说 . Kepler 在 大 学 里 的 上 级 怀疑 他 不 够 虑 诚 , 于 是 
在 1594 年 派 他 去 奥地利 的 格拉 茨 (Gritz) 担 任 数 学 和 道德 学 教 
授 ,Kepler 都 接受 了 . 为 了 尽 到 他 的 责任 ,要 求 他 了 解 占星 术 , 这 
就 使 他 更 进一步 倾向 于 天 文学 . 

当 格 拉 茨 被 天 主教 控制 的 时 候 ,Kepler 就 被 从 这 城市 里 驱逐 
了 出 去 . 他 到 了 布拉格 ,在 Tycho Brahe 的 观象台 里 做 他 的 助手 . 
Tycho 死 后 ,Kepler 被 任命 接替 这 个 位 置 . 他 的 一 部 分 工作 是 为 
他 的 雇主 Rudolph | Away. Kepler 用 占星 术 有 助 于 天 文学 家 
谋生 的 想法 来 聊 以 自慰 . 

Kepler 的 一 生 受 各 种 困难 的 折磨 . 他 的 第 一 个 妻子 和 几 个 孩 
子 都 死 了 . 作为 一 个 新 教徒 ,他 受 天 主教 的 各 种 迫害 . 他 经 常 在 经 
济 上 处 于 绝望 之 中 . 他 的 母亲 被 指控 为 巫婆 ,而 Kepler 得 为 她 辩 
护 . 虽然 他 始终 遭遇 不 幸 ,但 他 用 重心 .非凡 的 努力 和 丰富 的 想象 
力 从 事 他 的 科学 工作 . 
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在 探讨 科学 问题 的 态度 方面 ,Kepler 是 一 个 过 浪人 物 . 像 Co- 
pernicus 和 中 世纪 思想 家 一 样 ,他 被 一 种 美好 的 、 合 理 的 理论 所 吸 
引 . 他 接受 了 Plato 的 教义 , 那 就 是 宇宙 是 按照 一 个 事先 建立 好 的 
数学 方案 安排 的 . 但 是 他 不 像 他 的 前 人 ,他 极其 尊重 事实 ,他 的 更 
为 成 熟 的 工作 完全 建立 在 事实 的 基础 上 ,从 事实 发 展 到 定律 . 在 寻 
找 定律 时 ,他 发 挥 了 对 假说 的 创造 性 ,对 真理 的 热爱 和 活跃 的 想象 
力 但 并 不 妨碍 理智 . 虽然 他 设计 了 很 多 的 假说 ,但 当 它们 与 事实 不 
适合 时 AE USOS EET. 

8 Copernicus 体系 的 美好 与 和 谐 所 触动 ,他 决定 从 事 于 去 寻 
求 Tycho Brahe 所 提供 的 更 为 精确 的 观测 可 能 允许 怎样 的 几何 上 
的 和 谐 关 系 . 他 寻找 数学 上 的 关系 ,他 确信 这 种 关系 是 存在 的 ,这 
使 得 他 在 错误 的 道路 上 探索 了 许多 年 . 在 他 的 《神秘 的 宇宙 结构 
5E) (Mysterium Cosmographicum，1596) 一 书 的 序言 中 ,他 说 道 : 
“我 企图 去 证 明 上 帝 在 创造 宇宙 并 且 调 节 字 宙 的 次 序 时 ,看 到 了 从 
Pythagoras 和 Plato 时 代 起 就 为 人 们 熟知 的 五 种 正 多 面体 ,他 按 
照 这 些 形体 安排 了 天 体 的 数目 .它们 的 比例 和 它们 运动 间 的 

于 是 他 假定 六 个 行星 的 轨道 半径 是 那样 一 些 球 的 半径 ,这 些 
球 和 五 种 正 多 面体 按 以 下 方式 联系 起 来 . 最 大 的 半径 是 土星 的 轨 
道 半径 . 在 这 一 半径 的 球 里 他 假设 有 一 个 内 接 正 立方 体 . 在 这 个 立 
方 体 里 有 一 个 内 接 球 ,这 球 的 半径 就 是 木星 的 轨道 半径 . 在 这 个 球 
里 面 他 假设 有 一 个 内 接 正 四 面体 ,对 它 又 有 另 一 个 内 接 球 , 它 的 半 
径 是 火星 轨道 半径 ,如 此 继续 下 去 ,经 过 五 种 正 多 面体 . 这 样 可 以 
作出 六 个 球 ,正好 和 当时 知道 的 行星 数目 一 样 . 但 是 由 这 个 假说 作 
出 的 推论 却 和 观测 不 一 致 ,他 抛弃 了 这 个 想法 ,但 在 这 以 前 他 异常 
努力 地 以 改进 了 的 形式 去 运用 它 . 

虽然 用 这 五 种 正 多 面体 去 探索 自然 界 的 秘密 的 企图 没有 成 
功 ,但 是 后 来 Kepler 在 寻找 和 谐 的 数学 关系 上 有 显著 的 成 绩 . 他 


5. 文艺 复兴 时 期 主要 的 科学 进展 263 I 


的 最 有 名 最 重要 的 成 果 今 天 以 Kepler 行星 运动 三 定律 著称 . 前 两 
条 定律 公布 在 1609 年 出 版 的 一 本 书 里 ,这 本 书 有 个 很 长 的 名 字 ， 
有 时 简称 它 为 《6 新 天 文学 》(Astronomia Nova ) ,有 时 叫 《4 论 火星 的 
运动 》(Commentaries on the Motions of Mars). 

第 一 定律 说 每 一 个 行星 的 轨道 不 是 一 些 动 圆 联合 的 结果 而 是 
一 个 椭圆 ,太阳 在 它 的 一 个 焦点 上 (图 12. 2). Kepler 的 第 二 定律 
用 图 (图 12. 3) 来 说 明 最 好 懂 . 我 们 知道 希腊 人 相信 行星 运动 必须 
用 均匀 线 速率 来 解释 . Kepler 和 Copernicus 一 样 ,一 开始 也 坚定 
地 相信 和 匀速 率 的 学 说 ,但 是 他 的 观测 迫使 他 又 放弃 了 这 个 珍爱 的 
信念 . 当 他 能 够 用 具有 同样 魅力 的 某 些 东西 代替 这 信念 时 ,他 是 非 
常 高 兴 的 ,因为 他 的 关于 自然 界 遵循 数学 规律 的 信念 又 得 到 了 肯 
定 .如 果 MM 和 NN’ 是 一 个 行星 在 同样 长 的 一 段 时 间 里 所 通过 
的 距离 ,那么 按照 匀速 率 的 原理 ,MM 和 NN 一 定 是 相等 的 距离 . 
而 按照 Kepler 的 第 二 定律 ,MM 和 NN 一 般 地 是 不 相等 的 ,但 是 
面积 SMM 和 SNN 是 相等 的 . 这 样 Kepler 用 等 面积 代替 了 等 距 
离 . 探索 行星 的 这 一 奥秘 确实 是 一 个 很 大 的 胜利 ,因为 所 说 的 这 个 
关系 并 不 像 它 画 在 纸 上 那 样 容 易 被 入 发 现 . 


P 


12,2 图 12.3 
Kepler 作出 了 更 为 异常 的 努力 来 得 到 行星 运动 的 第 三 个 定 
律 . 这 定律 说 , 取 地 球 公转 的 周期 和 它 到 太阳 的 平均 距离 作为 时 间 
和 距离 的 单位 只 ,那么 一 个 行星 公转 的 周期 的 平方 等 于 它 到 太阳 
的 平均 距离 的 立方 . Kepler 在 《世界 的 和 谐 》(TAhe Harmony of 
the World , 1619) 一 书 中 公布 了 这 个 结果 . 


(D RA Kepler 这 样 叙述 ,但 正确 的 叙述 应 该 是 用 半 主 轴 代 蔡 平 均 距 离 . 
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Kepler 的 工作 比 Copernicus 的 工作 要 革命 得 多 ,他 们 在 采用 
日 心 论 上 是 同样 的 大 胆 ,而 Kepler 采用 椭圆 (与 采用 圆 运动 相反 ) 
和 非 匀 速 运动 则 从 根本 上 打破 了 权威 和 传统 . 他 坚持 这 样 的 立场 : 
科学 研究 是 独立 于 一 切 哲 学 和 神学 信条 的 ;单单 数学 上 的 考虑 就 
可 以 决定 假说 的 正确 性 ;假说 以 及 从 它 作 出 的 推理 都 必须 通过 实 

Copernicus 和 Kepler 的 工作 在 很 多 方面 都 值得 注意 ,但 我 们 
只 限于 考虑 它 和 数学 史 的 关系 . 由 于 有 很 多 严重 的 反对 意见 在 反 
对 这 一 个 日 心 说 ,从 他 们 的 工作 可 见 希 腊 人 认为 自然 界 的 真理 依 
束 于 数学 定律 这 一 观点 是 多 么 有 力 地 掌握 了 欧洲 . 

有 些 很 有 分 量 的 科学 上 的 反对 意见 ,其 中 有 许多 是 Ptolemy 
针对 Aristarchus 的 意见 提出 来 的 . 地 球 是 一 个 重 的 天 体 ,怎样 能 
使 这 样 一 个 重 的 天 体 开 始 运 动 并 且 保 持 运 动 ? 即使 按照 Ptolemy 
的 理论 , 男 一 些 行星 也 是 在 运动 着 ,但 是 希腊 人 和 中 世纪 的 思想 家 
坚持 认为 这 些 行星 是 由 某 种 特别 轻 的 物质 组 成 的 . 还 有 一 些 反 对 
的 意见 . 如 果 地 球 从 西向 东 旋 转 ,那么 ,为 什么 扔 到 空气 中 的 物体 
不 落 到 它 原 来 的 位 置 的 西边 呢 ” 为 什么 地 球 在 它 旋转 时 不 飞散 ? 
Copernicus 对 后 一 个 问题 的 极为 软弱 的 回答 是 球 是 一 个 自然 的 形 
状 , 因 此 就 自然 地 运动 着 ,所 以 地 球 不 会 破坏 它 自己 . 进一步 又 有 
人 问 ,既然 地 球 以 每 秒 约 3/10 里 的 速度 自 旋 ,又 以 每 秒 约 18 里 的 
速度 绕 太 阳 转 动 ,为 什么 地 球 上 的 物体 和 空气 本 身 却 和 地 球 在 一 
E? 如 果 像 Ptolemy 和 Copernicus 想象 的 那样 , 作 自 然 运动 的 物 
体 的 速率 正比 于 它 的 重量 ,那么 地 球 将 把 较 轻 的 物体 留 在 它 后 面 . 
Copernicus 回答 说 ,空气 具有 “地 球 性 ”, 所 以 它 跟 着 地 球 转 . 

天 文学 家 又 增加 了 一 些 科学 异议 . 如 果 地 球 在 运动 ,那么 为 什 
么 “恒星 "的 方向 不 变 ” 一 个 角 的 视差 若是 2', 则 到 星球 的 距离 至 
DER 400 万 倍 于 地 球 半径 ,而 这 样 一 个 距离 在 当时 是 不 可 想象 
的 .没有 觉察 到 星球 的 任何 视差 (这 意味 着 这 些 星 球 甚至 更 远 )， 
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Copernicus 声明 “天 空 与 地 球 相 比 是 无 限 的 ,好 像 是 无 穷 大 的 …… 
宇宙 的 边界 是 不 知道 的 也 是 不 可 知 的 . "后 来 他 感到 这 个 回答 不 妥 
24 ,就 把 这 问题 转 给 哲学 家 ,从 而 回避 了 它 . 直至 1838 年 数学 家 
Bessel 才 测 量 了 最 近 一 个 恒星 的 视差 ,发 现 它 是 0. 31 

如 果 Copernicus fI Kepler 是 “清醒 的 "人 ,他 们 就 永远 不 会 去 
否定 他 们 的 感觉 . 尽管 地 球 在 高 速率 地 转动 ,但 我 们 不 能 感觉 到 它 
的 自转 和 公转 . 另 一 方面 ,我 们 确实 看 到 太阳 在 运动 . 

Copernicus 和 Kepler 都 非常 虔诚 ,但 他 们 都 否认 基督 教 的 
一 条 中 心 教义 ,就 是 上 帝 主 要 关心 的 是 人 ,而 人 是 字 宙 i 的 中 心 ， 
宇宙 万 物 都 围绕 着 人 转 . 相反 ,日 心 说 把 太阳 放 在 宇宙 的 中 心 ， 
这 就 威胁 了 这 个 慰藉 人心 的 教义 ,因为 它 使 得 人 成 为 可 能 有 的 
一 大 群 漂泊 于 寒冷 天 空 的 流浪 者 之 一 . 他 很 不 像 是 生来 为 了 荣 
宗 耀 祖 , 死 后 去 进 天 堂 . 更 不 像 是 上 帝 施 恩 的 对 象 . 这 样 ,通过 用 
太阳 替代 地 球 , Copernicus 和 Kepler 就 搬 走 了 天 主教 神学 的 基 
石 ,并 且 危 及 其 结构 . Copernicus 指出 宇宙 比 起 地 球 来 是 如 此 巨 
大 ,以 至 去 谈论 中 心 是 毫 无 意义 的 . 而 这 种 议论 就 更 加 使 他 与 宗 
教 对 立 起 来 了 . 

反驳 所 有 这 些 反对 意见 ,Copernicus 和 Kepler 都 只 用 了 一 个 
回答 ,但 却 是 有 分 量 的 回答 . 的 确 , 每 个 人 的 回答 都 做 到 了 数学 上 
的 简洁 ,压倒 一 切 地 协调 并 且 是 优美 的 理论 . 如 果 承 认 数学 关系 是 
科学 工作 应 有 的 目标 ,那么 能 够 给 出 更 好 的 数学 处 理 这 一 事实 就 
足以 压倒 一 切 反 对 意见 . 这 一 看 法 由 于 相信 上 帝 设 计 了 这 个 世界 
并 且 显 然 会 采用 优秀 的 理论 而 更 有 说 服 力 了 . 他 们 都 感到 并 且 清 
楚 地 说 明了 他 们 的 工作 给 出 了 协调 、 对 称 和 神圣 作坊 的 设计 ,还 有 
上 带 存 在 的 有 力 的 证 据 . Copernicus 抑制 不 住 自己 感激 的 心情 说 : 
“我 们 发 现 , 在 这 有 次 序 的 安排 之 下 ,宇宙 有 一 种 奇异 的 对 称 性 ,天 
体 运 动 和 大 小 的 协调 有 确定 的 关系 ,而 这 是 不 可 能 从 其 他 途径 去 
获得 的 . "Kepler 1619 年 的 作品 的 题目 是 《世界 的 和 谐 》, 他 对 上 帝 
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的 无 尽 的 颂扬 ,对 上 帝 数学 设计 的 宏伟 所 表现 的 钦佩 证 明了 他 的 
信仰 . 

一 开始 只 有 数学 家 支持 日 心 论 是 不 奇怪 的 . 只 有 数学 家 , 而且 
只 有 相信 宇宙 是 按照 数学 方式 设计 的 数学 家 , 才 会 有 足够 坚强 的 
信心 摆脱 那些 流行 的 哲学 上 、 宗 教 上 和 物理 上 的 信念 . 直到 Gali- 
leo 把 他 的 望远镜 对 准 着 天 空 ,天 文学 的 物证 才 支 持 了 数学 的 理 
论 . 17 世纪 初 Galileo 的 观测 看 到 在 木星 周围 有 四 个 卫星 ,证 明了 
行星 可 以 有 卫星 . 由 此 得 出 ,地 球 也 不 能 因为 它 有 一 个 月 球 而 就 不 
是 行星 . Galileo 还 看 到 月 球 有 一 个 粗糙 的 表面 , 像 地球 一 样 有 高 
山 和 深谷 . 所 以 地 球 也 就 是 一 个 天 体 ,未 必 是 宇宙 的 中 心 . 

最 后 日 心 论 得 到 了 承认 ,因为 它 计 算 简单 ,因为 它 的 优越 的 数 
学 ,还 因为 观测 结果 支持 着 它 . 这 表明 运动 科学 应 该 在 地 球 自转 又 
公转 的 见解 下 改写 . 简单 说 来 ,需要 一 个 新 的 力学 . 

关于 光 和 光学 的 研究 从 中 世纪 时 期 起 一 直 没 有 中 断 . 17 世纪 
天 文学 家 对 这 个 课题 更 有 兴趣 了 ,因为 空气 对 光线 产生 折射 效应 ， 
所 以 当 光 线 从 行星 或 恒星 射 来 的 时 候 会 改变 方向 ,这 就 给 这 些 星 
球 的 位 置 以 一 种 假象 . 16 世纪 末 , 发 明了 望远镜 和 显微镜 . 这 些 仪 
器 在 科学 上 的 用 途 是 明显 的 ,它们 打开 了 新 的 世界 ,在 光学 方面 已 
经 很 广泛 的 兴趣 被 激发 得 更 高 了 .在 17 世纪 ,几乎 所 有 的 数学 家 
都 研究 过 光学 和 透镜 . 


6. 文艺 复兴 时 期 评注 

文艺 复兴 时 期 在 数学 方面 没有 出 现任 何 杰出 的 新 成 就 . 数学 
领域 的 微小 进展 不 能 同文 学 绘画、 建筑 .科学 各 领域 所 取得 的 进 
展 相 比 . 文学、 绘画 、 建 筑 领域 中 创造 出 很 多 杰作 ,它们 至 今 仍 是 我 
们 文明 的 一 部 分 . 在 科学 方面 ,日 心 说 使 最 好 的 希腊 天 文学 说 黯然 
失色 ,使 阿拉 伯 或 中 世纪 的 贡献 相形 见 纳 . 对 于 数学 来 说 ,这 一 时 
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期 主要 是 一 个 吸收 希腊 成 果 的 时 期 , 它 与 其 说 是 古代 文化 的 新 生 ， 
倒 不 如 说 是 它 的 再 现 . 

A TARORA R K EEEO A: RED AN RAR 
样 建立 起 它 和 科学 .技术 的 密切 联系 . 在 科学 方面 ,认识 到 数学 
律 归根 到 底 是 终极 的 目标 ;在 技术 方面 ,认识 BIDDER FRA 
研究 结果 是 知识 的 最 完善 .最 有 用 的 形式 ,是 设计 和 施工 的 最 有 把 
握 的 向 导 . 这 样 的 估价 保证 了 数学 成 为 现代 的 一 个 主要 力量 ,还 保 
证 了 数学 的 新 发 展 . 
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第 13 章 
16,17 世纪 的 算术 和 代数 


代数 是 搞 清楚 世界 上 数量 关系 的 智力 工具 . 
A. N. Whitehead 


1.5 Š 

新 的 欧洲 数学 的 第 一 个 重大 进展 是 在 算术 和 代数 方面 . 印度 
和 阿拉 伯 人 的 工作 把 实用 的 算术 计算 放 在 数学 的 首位 ,并 把 代数 
建立 在 算术 的 而 不 是 几何 的 基础 上 . 他 们 的 工作 又 吸引 人 们 去 注 
意 解 方程 的 问题 . 

在 16 世纪 前 半 叶 ,欧洲 和 对待 算术 和 代数 的 态度 与 精神 , 几 
乎 还 是 同 阿拉 伯 估 一模一样 ,只 是 增加 了 他 们 从 阿拉 但 人 著作 里 
学 来 的 数学 门类 . 到 这 个 世纪 的 中 叶 ,欧洲 文明 的 实际 生活 和 科学 
工作 的 需要 ,促使 他 们 把 算术 和 代数 推 向 前 进 . 前 已 指出 ,科学 成 
果 在 工程 技术 上 的 应 用 以 及 实践 上 的 需要 ,要 求人 们 得 出 数量 上 
的 结果 . 例如 , 远 涉 重洋 的 地 理 探险 需要 人 们 有 更 准确 的 天 文 知 
iR. 同时 ,把 愈 来 愈 精确 的 观察 同 新 天 文学 说 联系 起 来 的 兴趣 ,要 
求 编制 出 更 好 的 天 文 数 表 , 而 这 又 需要 有 更 精确 的 三 角 函 数 表 . 事 
实 上 ,16 世纪 对 于 代数 的 兴趣 ,多 数 是 在 制作 三 角 函 数 表 时 为 解 
方程 和 处 理 恒 等 式 的 需要 而 引起 的 . 日 益 发 展 的 银行 业务 和 商务 
活动 要 求 有 一 个 更 好 的 算术 . 许多 入 的 著作 都 反映 了 这 些 需要 ,其 
中 包括 Pacioli，Tartaglia 和 Stevin 的 作品 . Pacioli 的 《总 论 》， 
Tartaglia HJ (Z Ei E 3€ ) (General trattato de’ numerie misure, 
1556) 中 都 含有 大 量 商业 中 的 算术 问题 . 最 后 ,工匠 的 技术 工作 , 特 
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别 是 建筑 ,制造 大 炮 和 抛射 体 运 动 方面 的 工作 ,要 求 有 定量 的 思 
维 . 除 了 这 些 应 用 之 外 ,对 代数 还 有 一 种 完全 新 颖 的 应 用 一 一 表示 
曲线 一 一 引起 了 大 量 的 研究 工作 . 在 这 些 需要 的 压力 下 ,代数 的 进 
展 加 速 了 . 

我 们 分 四 个 题目 来 考察 这 些 新 的 发 展 :算术 、 符 号 体系 .方程 


2. 数 系 和 算术 的 状况 

到 1500 年 左右 , 零 已 被 人 接受 作为 一 个 数 ,无 理 数 也 用 得 更 
随便 了 . Pacioli, HA BAER M. Stifel (1486? 一 1567) ,军事 工 
程 师 S. Stevin (1548 一 1620) 和 Cardan 都 按照 印度 人 和 阿拉伯 人 
的 传统 使 用 无 理 数 ,并 引入 了 种 类 越 来 越 多 的 无 理 数 . 例如 , Stifel 


使 用 了 Va 十 V2 这 种 形式 的 无 理 数 . Cardan 曾 把 含 立方 根 的 分 数 
有 理化 . 使 用 无 理 数 的 广泛 程度 ,以 Vieta 那个 表示 x 的 式 子 为 
例 就 可 以 看 出 来 . Vieta 考察 单位 圆 的 内 接 正 4, 8, 16, … 边 形 ， 


KH r HRTF: 
2 05 9070, 907, 907... 
gk (09875 €08 “|Z OOS 8 


ASIE Wa We 
虽然 人 们 对 于 用 无 理 数 进行 计算 是 很 随便 的 ,但 对 于 无 理 数 
是 否 确实 是 数 却 仍 不 放心 . Stifel 在 他 的 重要 著作 《整数 算术 》 
(Arithmetica Integra, ，1544) 这 一 部 论述 算术 、Euclid( 原本》 第 十 
篇 中 的 无 理 数 以 及 代数 的 书 中 ,讨论 了 用 10 进 制 小 数 的 记号 表达 
无 理 数 的 问题 . 他 一 方面 说 : 


© x 这 个 记号 是 William Jones (1706) 第 一 个 采用 的 . 
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在 证 明 儿 何 图 形 的 问题 中 ,由 于 当 有 理 数 不 行 而 代 之 
以 无 理 数 时 ,就 能 完全 证 出 有 理 数 所 不 能 证 明 的 结 
Kee 因此 我 们 感到 不 能 不 承认 它们 确实 是 数 ,迫使 
我 们 承认 的 是 由 于 使 用 它们 而 得 出 的 结果 一 一 那 是 我 
们 认为 真实 、 可 靠 而 且 恒 定 的 结果 .但 从 另 一 方面 讲 ， 
别 的 考虑 却 迫 使 我 们 不 承认 无 理 数 是 什么 数 . 例如, 当 
我 们 想 把 它们 数 出 来 [用 十 进 制 小 数 表示 ] 时 …… 就 发 
现 它们 无 止境 地 往 远 跑 ,因而 没有 一 个 无 理 数 实 质 上 
是 能 被 我 们 准确 掌握 住 的 …… 而 本 身 缺 乏 准 确 性 的 东 
西 就 不 能 称 其 为 真正 的 数 …… 所 以 ,正如 无 穷 大 的 数 
并 非 数 一 样 ,无 理 数 也 不 是 一 个 真正 的 数 ,而 是 隐藏 在 
一 种 无 穿 迷 雾 后 面 的 东西 . 


他 接着 论证 说 实数 不 外 平整 数 或 分 数 ;无 理 数 显然 既 非 整数 
又 非 分 数 ,因而 不 是 实数 . 一 个 世纪 之 后 ,Pascal 和 Barrow 还 说 ， 
像 V3 这 样 的 数 只 能 作为 几何 上 的 量 来 理解 ;无 理 数 仅仅 是 记号 ， 
它们 脱离 连续 的 几何 量 便 不 能 存在 , 而 对 无 理 数 进行 运算 ,要 以 
Eudoxus 关于 量 的 理论 来 作 逻 辑 依据 . Newton 在 他 的 《普遍 的 算 
KK) (Arithmetica Universalis, 1707 年 出 版 ,但 系 根据 其 30 年 以 
前 讲课 内 容 所 写 ) 中 也 持 这 一 观点 . 

其 他 一 些 人 则 肯定 说 无 理 数 是 独立 存在 的 东西 . Stevin 承认 
无 理 数 是 数 ,并 用 有 理 数 来 不 断 和 逼近 它们 .J. Wallis 在 《代数 》(A47- 
Bebra, 1685) 中 也 承认 无 理 数 是 地 地 道道 的 数 . 他 认为 Euclid (t 
本 》 的 第 五 篇 在 本 质 上 主要 是 算术 性 的 . Descartes 也 在 《指导 思想 
WOE Wl) (Rules for the Direction of the Mind , 约 1628) 中 承认 无 
理 数 是 能 够 代表 连续 量 的 抽象 的 数 . 

负数 虽然 通过 阿拉 伯 人 的 著作 传 到 欧洲 ,但 16 世纪 和 17 E 
纪 的 大 多 数 数学 家 并 不 承认 它们 是 数 , 或 者 即使 承认 了 ,也 并 不 认 
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为 它们 是 方程 的 根 . 15 世纪 的 Nicolas Chuquet (1445? —1500?) 
和 16 世纪 的 Stifel (1553 年 ) 都 把 负数 说 成 是 荒 廖 的 数 , Cardan 
把 负数 作为 方程 的 根 ,但 认为 它们 是 不 可 能 的 解 ,仅仅 是 一 些 记 
号 ;他 把 负 根 称 作 是 虚 有 的 ,而 正 根 才 算是 实 的 根 . Vieta 完全 不 
要 负数 . Descartes 只 是 部 分 地 接受 了 负数 . 他 把 方程 的 负 根 称 作 
假 根 ,因为 它们 代表 比 无 还 少 的 数 . 但 他 指出 ( 见 第 5 节 ), 对 于 一 
个 给 定 的 方程 ,可 以 得 出 另 一 个 方程 ,使 它 的 根 比 原 方程 的 根 大 任 
何 一 个 数量 . 这 样 , 有 负 根 的 一 个 方程 可 以 化 成 有 正 根 的 方程 . 既 
然 我 们 可 以 把 假 根 化 成 真 根 ,所 以 Descartes 愿意 接受 负数 . Pas- 
cal 则 认为 从 0 减 去 4 纯粹 是 胡说 . 

Pascal 的 一 位 密友 , tH RHR WS Antoine Arnauld 
(1612 一 1694) 提 出 一 种 有 趣 的 说 法 来 反对 无 理 数 . Arnauld 怀疑 
—1:121:—1 ,因为 (他 说 ) 一 1 小 于 十 1; 那 么 较 小 数 与 较 大 数 的 
比 , 怎 么 能 等 于 较 大 数 与 较 小 数 之 比 呢 ? 许 多 人 都 讨论 了 这 个 问 
题 . 1712 年 ,Leibniz 承认 @ 这 个 反对 意见 合理 ,但 申辩 说 可 以 用 这 
种 比例 来 进行 计算 ,因为 它们 的 形式 是 正确 的 ,正如 我 们 能 够 用 虚 
量 来 进行 计算 一 样 . 

最 早 接 受 无 理 数 的 代数 学 者 之 一 是 Thomas Harriot (1560 一 
1621) ,他 偶尔 把 负数 单独 写 在 方程 的 一 边 , 但 他 并 不 接受 负 根 . 
Raphael Bombelli(16 世纪 ) 给 出 了 负数 的 明确 定义 . Stevin 在 方程 里 
用 了 正 的 和 负 的 系数 ,并 接受 负 根 . A，Girard (1595 一 1632) 在 他 的 
《代数 中 的 新 发 明 》(L’Invention nouvelle en l'algébre, 1629) rn du f 
数 与 正 数 等 量 齐 观 , 并 且 甚 至 在 二 次 方程 的 两 根 都 是 负数 时 也 给 出 
两 个 根 . Girard 和 Harriot 都 用 减 号 表示 减法 运算 和 负数 . 

总 的 说 来 ,在 16 世纪 和 17 世纪 ,并 没有 很 多 数学 家 对 于 使 用 
负数 心安 理 得 或 者 承认 它 是 数 ,更 谈 不 上 承认 它们 可 以 作为 方程 
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的 真实 的 根 . 当时 人 对 负数 有 一 种 古怪 的 信念 . 例如 Wallis 虽 比 
他 那个 时 代 的 人 先进 并 且 承 认 负 数 ,但 他 认为 负数 大 于 无 穷 大 而 
并 非 小 于 零 . 他 在 所 著 《 无 穷 大 的 算术 》( Arithmetica Infinito- 
rum ，1655) 中 论证 说 :由 于 比 a/0 在 a 为 正 数 时 是 无 穷 大 , 故 当 分 
母 变 成 负数 时 ,例如 当 a/b 中 的 5 是 负数 时 , 这 个 比 必 定 大 于 无 
穷 大 . 

欧洲 人 在 还 没有 完全 克服 无 理 数 和 负数 带 来 的 困难 时 ,就 又 
无 意 地 陷入 了 我 们 如 今 称 之 为 复数 的 问题 . 他 们 在 用 配方 法 解 二 
次 方程 时 碰 到 要 把 求 平方 根 的 算术 运算 推广 到 任何 样 的 数 上 ,得 
出 了 这 些 新 的 数 . 例如 ,Cardan 在 所 著 《 重 要 的 艺术 》(1545 ) 的 第 
37 章 中 列 出 并 解 出 把 10 分 成 两 部 分 ,使 其 乘积 为 40 的 问题 . 方 
程 是 z(10 一 zx) = 40. 他 求 得 根 为 5 十 V 一 15 和 5 一 一 15, 然后 
说 “不 管 会 受到 多 大 的 良心 责备 ", 把 5 二 v 一 15 和 5 一 v 一 15 3H 
He ,得 乘积 为 25 一 (— 15) 或 即 40. 于 是 他 说 :算术 就 是 这 样 神 妙 
地 搞 下 去 的 , 它 的 目标 ,正如 常言 所 说 ,是 又 精致 又 不 中 用 的 . "我 
们 不 久 会 看 到 ,Cardan 在 解 三 次 方程 时 (第 4 节 ), 还 要 进一步 同 
复数 打交道 . Bombelli 在 解 三 次 方程 时 也 考虑 了 复数 ,并 且 几 乎 像 
现代 形式 那样 规定 了 复数 的 四 种 运算 ,但 他 仍 认 为 复数 “无 用 "而 
H“&”. Albert Girard 则 承认 复数 至 少 可 作为 方程 的 形式 解 . 他 
在 所 著 《 代 数 中 的 新 发 明 》 中 说 :“ 有 人 可 以 说 这 些 不 可 能 的 解 [ 复 
根 ] 有 什么 用 ? 我 回答 : 它 有 三 方面 用 处 一 一 一 是 因为 能 肯定 一 般 
法 则 ,二 是 因为 它们 有 用 ,并 且 因 为 除 此 之 外 没有 刚 的 解 . "但 Gi- 
rard 的 先进 观点 并 无 多 大 影响 . 

Descartes 也 据 弃 复 根 ,并 造 出 “虚数 "这 个 名 称 . 他 在 《几何 》 
(La G6ométrie ) 中 说 :“ 真 的 和 假 的 [ 负 的 ] 根 都 并 不 总 是 实在 的 ， 
它们 有 时 是 虚 的 . "他 的 论点 是 : 负 根 至 少 可 以 在 它们 所 出 现 的 方 
程 变换 为 只 有 正 根 的 方程 后 弄 成 < 实 ” 的 ,但 这 对 复 根 却 办 不 到 . 所 
以 这 些 根 不 是 实 的 而 是 虚 的 ,它们 并 不 是 数 . Descartes 确实 在 区 
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分 方程 的 实 根 和 虚 根 这 一 点 上 比 他 的 前 辈 搞 得 清楚 . 

甚至 Newton 也 并 不 认为 复数 根 是 有 意义 的 ,这 很 可 能 是 由 
于 它们 缺乏 物理 意义 . 事实 上 ,他 在 《4 普遍 的 算术 》? 一 书 中 说 过 : 
“ 正 是 方程 的 根 常 应 出 现 为 不 可 能 的 情况 [ 复 根 ] , 才 不 致使 不 可 能 
解 的 问题 显得 像 是 可 以 解 的 样子 . "也 就 是 说 ,在 物理 上 和 几何 上 
没有 实 解 的 那些 问题 ,应 该 具有 复数 根 . 

对 复数 没有 清楚 认识 的 这 种 情况 ,反映 在 常 被 人 引述 的 Leib- 
niz 的 一 段 话 中 :“ 圣 灵 在 分 析 的 奇观 中 找到 了 超凡 的 显示 ,这 就 是 
那个 理想 世界 的 端 兆 , 那 个 介 于 存在 与 不 存在 之 间 的 两 栖 物 ,那个 
我 们 称 之 为 虚 的 一 1 的 平方 根 . "@OLeibniz 虽 在 形式 运算 中 使 用 复 
数 , 但 并 不 理解 复数 的 性 质 . 

fr 16,17 世纪 中 ,实数 的 运算 步骤 有 了 改进 和 推广 .在 比利时 
(当时 荷兰 的 一 部 分 ) ,我 们 看 到 有 Stevin 在 他 的 《十 进 制 算术 》 
(La Disme , 1585) 中 提倡 用 10 进 制 小 数 来 书写 分 数 并 对 它们 进 
行 运算 ,而 反对 用 eo 进 制 . 别 的 人 , 如 Christoff Rudolff ( 约 
1500 一 约 1545),Vieta 和 阿拉 伯 人 al-Kashi( 卒 于 1436 年 左右 ) 则 
早 就 采用 了 10 进 制 . Stevin 提倡 用 10 进 制 的 度量 衡 ,他 很 关心 节 
省 短 记 人 员 的 时 间 和 劳力 (他 自己 就 是 当 小 职员 出 身 的 ). 他 把 
5.91254 50901020, KEW 5,9'1"2", Vieta 改进 并 推广 了 
求 平 方 根 和 立方 根 的 方法 . 

这 段 时 期 的 另 一 项 进展 是 在 算术 里 使 用 连 分 数 . 我 们 可 能 记 
得 印度 人 一 一 特别 是 Aryabhata 曾 用 连 分 数 解 一 次 不 定 方 
程 . Bombelli 在 他 的 《代数 》(Algebra，1572) 里 第 一 个 用 连 分 数 来 
逼近 平方 根 . 为 求 V2 的 近似 值 ,他 写 出 
(1) V2 = 1+ 


© 第 二 版 ,1728,p. 193. 
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Brouncker 没有 对 这 种 形式 作 进 一 步 的 应 用 . 但 Wallis 进行 了 这 
项 工作 . 他 在 所 蔷 《 数 学 著作 集 T (Opera Mathematica 工 ， 
1695) 中 引入 了 “ 连 分 数 " 这 一 名 称 , 给 出 了 计算 连 分 数 的 收敛 子 的 
一 般 法 则 . 这 就 是 , 若 Pad 是 连 分 数 
bi be bs S 
aj az 十 as 十 

的 第 n DKAT, , 则 

Pa OnP ra + D us 


Gn Gea + On Gna” 
关于 pq. 是 否 收敛 于 连 分 数 所 表示 的 那个 数 ,当时 还 没有 得 到 
明确 的 结果 . 

16 世纪 和 17 世纪 算术 的 最 大 改进 是 对 数 的 发 明 . Michael 
Stifel(1486? 一 1567) 已 经 认识 到 对 数 的 基本 思想 . 他 在 《整数 的 
算术 》 里 指出 几何 数列 

l,r,nrn,n, 
的 各 项 与 其 指数 所 形成 的 算术 数列 

0，1，2，3，… 
的 各 项 互相 对 应 . 几何 数列 中 两 项 相 乘 得 出 的 项 , 它 的 指数 等 于 算 
术 数 列 中 相应 两 项 之 和 . 几何 级 数 中 两 项 相 除 得 出 的 项 ,其 指数 等 
于 算术 级 数 中 相应 两 项 之 差 . 这 一 事实 也 由 Chuquet 在 《 数 的 科 
学 三 部 曲 》(Le Triparty en la science des nombres ，1484) 中 指出 
过 . Stifel 还 把 两 个 数列 间 的 这 种 联系 推广 到 负 指 数 和 分 数 指数 的 
情形 . 例如 ,x Re 除 得 x !, 它 相应 于 扩充 了 的 算术 数列 中 的 一 1 
那 一 项 .但 Stifel 并 没有 利用 两 数列 间 的 这 一 联系 来 引入 对 数 . 

苏格兰 人 John Napier (1550 一 1617) 在 1594 年 左右 搞 出 对 
数 的 时 候 就 受 了 几何 数列 的 项 和 算术 数列 的 相应 项 之 间 这 种 对 应 
关系 的 启发 . Napier 关心 的 是 简化 为 解决 天 文 问题 的 球面 三 角 的 
计算 工作 .事实 上 ,他 曾 把 研究 的 初步 结果 送 交 Tycho Brahe 征求 
他 的 赞许 . 
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Napier 在 他 的 《论述 对 数 的 奇迹 》(Mirijaici Logarithmorum 
Canonis Describtio，1614) 以 及 他 死 后 出 版 的 遗 作 《作出 对 数 的 奇 
gh) (Miri fici Logarithmorum Canonis Constructio ，1619) 中 解释 
了 他 的 想法 . 因为 他 搞 的 是 球面 三 角 , 所 以 处 理 的 是 正弦 的 对 数 . 
他 按照 Regiomontanus 的 办 法 ,将 圆 的 半径 分 成 10". 单位 ,以 圆 弧 
的 半 弦 为 正弦 ,以 10” 作为 最 大 的 数 开 始 计算 . 他 让 10’ 到 0 的 正 
驴 值 表示 在 直线 AZ( 图 13. 1) 上 ,并 设 A AS Z 运动 ,其 速度 正 
比 于 到 Z 点 的 距离 . 


A B C DE Z 
4 B C D' E L 
图 13.1 


严格 地 说 , 动 点 的 速度 应 随 着 它 离开 A 点 的 距离 连续 变化 ， 
并 且 需 要 用 微 积分 才能 真正 表达 . 但 若 我 们 考察 某 一 小 段 时 间 i， 
并 设 AB, BC, CD, … 和 名 段 长 度 痢 是 在 这 段 时 间 里 通过 的 ,同时 
假设 在 1 这 段 时 间 里 速度 不 变 并 取 动 点 在 这 段 时 间 开 始 时 的 速 
度 ,那么 4Z，BZ，C2Z,，… 这 些 长 度 就 形成 几何 数列 . BEES 
DZ ,并 设 & 是 动 点 速度 与 它 到 2 之 间距 离 的 比例 常数 . WA 

DZ = CZ—CD. 
又 因 动 点 在 C 处 的 速度 是 &(CZ). 于 是 距离 CD = &(CZ)i. 所 以 
DZ = CZ —k(CZ)t = CZ(1— kt). 

这 样 , 序 询 AZ，BZ，,，CZ,… 中 的 任 一 个 长 度 是 其 前 一 个 长 度 的 
1 一 kt 倍 . 

其 次 ,Napier 假定 有 另 一 点 与 A 同时 开始 在 直线 A'L( 图 
13. 1 ,其 右 方 无 限 伸 长 ) 上 以 恒 速 运动 ,使 得 当 第 一 点 到 达 B, C, 
D, … 之 时 ,第 二 点 分 别 到 达 B, C, D, +. 距离 A'B', AC, 
A'D', … 显 然 形成 算术 数列 . Napier 分 别 把 A'B', A'C', A'D’, 
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… 这 些 距 离 取 作 BZ, CZ, DZ,… 的 对 数 .他 取 AZ 或 即 10 的 对 
数 为 0. 这 样 , 当 数 (正弦 值 ) 按 几何 数列 递减 时 ,对 数 按 算术 数列 
递增 . 这 里 记 为 1 一 的 量 在 Napier 的 原著 里 是 1- yy .但 他 在 
进行 计算 对 数 之 际 改变 了 这 个 比值 

我 们 看 到 , 若 取 的 ! 愈 小 , 则 从 AZ 到 BZ 到 CZ 等 等 的 正 吏 
什 的 减 小 量 就 愈 小 . 这 样 ,对 数 表 里 的 数 就 愈 靠 近 . 

Napier 取 距离 A'B', A/C', 3 1, 2, 8, … 但 那样 做 并 非 


必需 . 它们 也 可 以 取 作 吉 , 114,2, … 而 方案 仍 一 样 行 得 通 . 此 


外 ,原来 那些 数 的 意义 同 任何 量 一 样 ,而 与 它们 是 否 为 正弦 值 不 相 
干 , 所 以 Napier 的 方案 实际 给 出 了 一 般 数 的 对 数 . Napier 本 人 则 
是 用 对 数 来 作 球 面 三 角 的 计算 的 . 

“对 数 " (logarithm) ) 这 个 术语 是 Napier 创造 的 , 意 即 “ 比 的 
数 ”.“ 比 "是 指数 列 AZ, BZ, CZ, … 的 公 比 . 他 还 把 对 数 称 为 人 
造 的 数 . 

当时 有 一 位 数学 和 天 文学 教授 Henry Briggs (1561—1631) 
在 1615 年 向 Napier 建议 取 10 作为 底数 ,使 一 个 数 的 对 数 就 等 于 
该 数 的 那个 10 AUTRE PHRA 这 就 跟 Napier 的 方案 不 同 , 事 
先 取 定 了 一 个 底数 . Briggs 在 计算 他 的 对 数 时 是 逐次 取 10 的 平方 
REVIO, VVI0, …, 一 直 取 了 54 次 这 样 的 平方 根 ,得 出 一 个 略 
AF 1 的 数 A 时 为 止 . 就 是 说 ,他 得 出 一 个 数 A = 100 607 1 A 
后 他 取 logoA = (3) .利用 两 数 乘积 的 对 数 等 于 它们 的 对 数 之 
和 这 一 事实 ,Briggs 为 靠 得 很 近 的 数 算出 了 一 张 对 数 表 . 现今 常用 
的 普通 对 数 表 就 是 从 Briggs 对 数 表演 变 而 来 的 . 

Joost Bürgi (1552 一 1632) 是 瑞士 的 一 个 钟表 和 仪器 匠人 ,是 


Kepler 在 布拉格 (Prague) 的 一 名 助手 ,他 也 曾 有 志 于 简化 天 文 计 
算 . 他 在 1600 年 左右 未 悉 Napier 的 工作 而 独立 发 明了 对 数 ,但 他 
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的 著作 《 进 数 表 》( Progress Tabulen) 直到 1620 年 才 发 表 . Bürgi 
也 受到 了 Stifel 所 指出 的 事实 (几何 数列 中 两 项 的 乘除 法 可 用 指 
数 的 加 减法 来 完成 ) 的 启发 而 发 明 对 数 的 . 他 的 算术 工作 也 同 
Napier 的 类 似 . 

Napier 思想 的 各 种 推 衍 逐步 有 人 引入 . 许 许多 多 不 同 的 对 数 
表 也 用 代数 方法 算 了 出 来 . 其 后 有 James Gregory, Brounck i) 
B , Nicholas Mercator (原名 Kaufman, 1620—1687), Wallis 和 
Edmond Halley 用 无 穷 级 数 计 算 对 数 ( 参 阅 第 20 章 第 2 节 ). 

虽然 普通 的 做 法 是 像 Briggs 那样 , 取 固 定 的 底数 ,以 它 的 乘 
FERRER ,并 定义 戎 指 数 为 该 数 的 对 数 ,但 在 17 世纪 初期 ,和 人们 
并 不 把 对 数 定义 为 寡 指 数 , 因 那 时 还 没有 用 分 数 指数 和 无 理 数 指 
数 . 到 17 世纪 末 有 些 人 认识 到 对 数 可 以 这 样 来 定义 ,但 直到 1742 
年 William Jones (1675 一 1749) 在 给 William Gardiner 的 《对 数 
#)( Table of Logarithms ) 写 的 序言 中 才 第 一 次 用 这 种 方法 作 了 
AERIS SUR. Euler 早 就 把 对 数 定义 为 指数 ,并 于 1728 年 在 其 一 
篇 未 发 表 的 手稿 《 遗 作 》(Opera Posthuma J] ,800 一 804) 中 引入 了 
e 作为 自然 对 数 的 底 . 

算术 上 的 第 二 项 进展 ( 它 的 进一步 的 实现 在 近代 产生 深远 的 
影响 ) 是 加 速算 术 运 算 的 机 械 装 置 和 机 器 的 发 明 . Edmund Gunter 
(1581—1626) 利用 Napier AY Xt XH HH BWR. William 
Oughtred (1574 一 1660) 制 造 出 圆 盘 计算 尺 . 

1642 f£ , Pascal 发 明了 能 自动 从 个 位 进 到 十 位 ,从 十 位 进 到 
百 位 等 等 的 加 法 计算 机 . Leibniz 在 巴黎 看 到 这 机 器 后 发 明了 能 作 
乘法 的 计算 机 . 他 在 1677 年 把 他 的 想法 告诉 了 伦敦 的 皇家 学 会 ， 
1710 年 柏林 科学 院 发 表 了 这 种 想法 的 书面 说 明 . 17 世纪 末期 ， 
Samuel Morland (1625 一 1695) 又 独立 地 发 明了 一 架 能 作 加 减法 
的 机 器 和 男 一 架 能 作 乘 法 的 机 器 . 

我 们 不 打算 细 述 计算 机 发 展 的 历史 ,因为 至 少 在 1940 年 以 
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前 ,它们 仅 是 些 能 作 算术 运算 的 简单 机 械 装 置 ,而且 对 数学 进展 并 
无 影响 . 但 我 们 要 指出 ,在 上 述 这 种 机 器 和 现代 电子 计算 机 之 间 最 
重大 的 一 步 工 作 是 由 Charles Babbage (1792 一 1871) 作 出 的 ,他 
发 明了 一 架 原 拟 用 于 天 文 与 航海 计算 方面 的 机 器 . 他 设计 的 “分 析 
机 "是 打算 先 把 一 些 指令 输入 机 器 后 ,让 机 器 完成 整个 一 系列 的 算 
术 运 算 . 这 种 运算 是 在 蒸汽 动力 作用 下 自动 进行 的 . 他 在 英国 政府 
支持 下 造 出 了 演示 模型 . 可 惜 这 种 机 器 的 制造 , 远 远 超出 了 他 那个 
时 代 工 程 技 术 的 能 力 . 


3. 符 号 体系 

代数 上 的 进步 是 引用 了 较 好 的 符号 体系 ,这 对 它 本 身 和 分 析 
的 发 展 比 16 世纪 技术 上 的 进展 远 为 重要 . 事实 上 ,采取 了 这 一 步 ， 
才 使 代数 有 可 能 成 为 一 门 科 学 .在 16 世纪 以 前 ,自觉 运用 一 套 符 
号 以 使 代数 的 思路 和 书写 更 加 紧凑 更 加 有 效 的 人 只 有 Diophan- 
tus. 记号 上 的 所 有 其 他 变动 基本 上 是 标准 文字 的 缩写 ,而 且 颇 为 
随便 . 在 文艺 复兴 时 代 ,代数 的 普遍 书写 方式 仍 是 文章 式 的 ,就 是 
说 用 些 特殊 的 字眼 ,缩写 ,当然 还 有 数字 符号 . 

16 世纪 中 引进 符号 体系 的 压力 无 疑 来 自 迅 速 发 展 的 科学 对 
数学 家 提出 的 要 求 ,正如 计算 方法 的 改进 反映 了 这 种 技术 的 日 益 
增多 的 应 用 . 不 过 改进 是 断 续 进行 的 . 许多 改变 是 偶然 作出 的 ,而 
且 很 清楚 ,16 世纪 的 人 们 肯定 没有 体会 到 符号 体系 能 对 代数 起 多 
大 作用 ,甚至 在 引进 符号 体系 方面 迈 出 了 决定 性 的 前 进步 伐 以 后 ， 
数学 家 也 并 不 立即 采纳 . 

从 15 世纪 起 ,最 早 的 缩写 也 许 就 是 用 p 代表 plus( 加 ), 用 m 
代表 minus( 减 ). 但 在 文艺 复兴 时 代 , 特 别 是 在 16、17 世纪 中 ,已 
引用 了 一 些 特殊 的 符号 . 十 和 一 这 两 个 符号 是 15 世纪 德国 人 引入 
的 ,用 来 表示 箱子 重量 的 超 亏 ,后 被 数学 家 袭 用 . 这 些 记号 出 现在 
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1481 年 以 后 的 手稿 中 . NIS RER” E Oughtred 首创 的 ,但 
Leibniz 合理 地 加 以 反对 , 因 它 易于 同 x 相 混 . 

一 号 是 1557 年 剑桥 的 Robert Recorde (1510—1558) 引入 
的 ,他 写 了 第 一 篇 英文 的 代数 论文 《4 左 智 石 》(The Whetstone of 
Witte , 1557). 他 说 他 所 知道 的 最 相像 的 两 件 东 西 是 两 根 平行 线 ， 
所 以 这 两 根 线 应 该 用 来 表示 相等 . Vieta 起 初 书写 “aequalis” ,以 后 
用 一 表示 相等 . Descartes Hoc RAMS. 之 和 二 这 两 个 符号 是 
Thomas Harriot 首创 的 . 括号 是 1544 年 出 现 的 . 方 括号 和 花 括号 
是 大 约 从 1593 年 起 由 Vieta 引入 的 .平方 根 号 / Æ Descartes K 
用 的 ,但 他 把 立方 根 号 写 为 Vc。 . 

我 们 不 妨 提出 以 下 几 点 ,作为 当时 一 些 书 写 方式 的 例子 . Car- 
dan 用 及 表示 平方 根 ,用 p 表示 加 ,用 m 表示 减 ,他 把 今日 的 

(5+/—15) +» (5—/—15) = 25— (~—15) = 40 


写成 5p: 及 m:15 
5m: 及 m:15 
25m:m;15qd. est40. 
他 又 把 


V 7 十 V14 写成 及 .V.7.p: 及 14. 
这 里 V 表示 其 后 一 切 都 在 根 号 之 下 . 

用 符号 表示 未 知 量 及 未 知 量 的 乘 寡 这 件 事 之 出 现 缓慢 是 鼎 为 
惊人 的 ,因为 这 种 记 法 既 简 单 而 且 在 实用 上 又 非常 有 价值 . (当然 ， 
Diophantus 已 采用 了 这 种 符号 . )16 世纪 早期 的 作者 如 Pacioli 把 
未 知 量 称 作 radiz( 拉 丁 文 “ 根 ”) 或 res( 拉 丁 文 “ 东 西 ” ) ,cosa( 意 大 
利文 “东西 ”) 和 coss( 德 文 “东西 ”), 因 此 ,在 当时 代数 是 以 “cossic” 
术 ( 意 即 求 根 术 一 一 译 者 ) 之 名 出 现 的 . Cardan 在 他 的 《重要 的 艺 
术 》 中 把 未 知 量 称 作 rem ignotam (不 知道 的 东西 ). 他 把 c^ = 
4x + 32 写作 qdratu aeqtur 4 rebus p:320. 他 把 常数 项 32 称 作 


D Rem 和 rebus 是 res 一 字 的 文法 变形 . 
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numero. 名 称 与 记 法 因 人 而 大 有 差异 ,许多 符号 是 从 缩写 变 来 的 . 
例如 ,字母 R 曾 作 为 未 知 量 的 符号 之 一 , 因 它 是 res 的 缩写 . 二 次 
Seid ZK A zensus) , #K/E quadratum 或 censo. C 取 自 cubus, 
用 来 表示 x’. 

以 后 逐渐 有 人 用 指数 来 表示 x WO FEE. 我 们 可 能 记得 ,指数 
附 在 数字 上 的 记 法 是 Oresme 在 14 世纪 时 就 采用 了 的 . 1484 年 
Chuquet 在 《三 部 曲 》 里 用 12^, 10° 和 120° 表示 122°, 10x5 和 
120z°. ft X. FH 12° 表示 122? , FH 72 表示 Ta. IKKE ,8°, 7" equals 
(等 于 )56? 就 表示 82° + 7x) = 562’. 

Bombelli 在 他 的 《代数 》 一 书 中 使 用 了 tanto 这 个 字 而 没有 使 
用 cosa. 他 把 z, z^ 和 zi SRY, Ve). 例如 , 1 十 3z 十 6z? 
ca! BART 1p. 3% p. 6 p. 1’. 1585 年 ,Stevin 把 这 个 式 子 写 成 
10 3? +62 +19, Stevin 还 用 分 数 指数 (二 ) 表 示 平方 根 , (E) 
表示 立方 根 等 等 . Claude Bachet de Méziriac (1581 一 1638) 则 喜欢 
把 x? +132? 十 5z 十 2 写成 1C 十 13Q 十 5N 十 2. Vieta 也 用 同样 的 
记 法 来 写 数字 系数 的 方程 . 

Descartes 曾 颇 为 有 系统 地 采用 正 整 数 指数 . 他 把 

1432+62 +23 写成 1 十 3z 十 6xzr 十 x 

他 和 别 的 人 偶尔 也 用 x 这 种 写法 . WR RR, 他 用 x‘, 
x, Rid MARA 2". Newton 使 用 了 正 指数 、 负 指数 .整数 指数 
和 分 数 指数 ,如 < “和 x7. 当 Gauss 在 1801 年 采用 x^ RË zz 
后 ,二 就 变 成 了 标准 写法 . 

代数 性 质 上 最 重大 的 变革 是 由 Francois Vieta (1540 一 1603) 
在 符号 体系 方面 引入 的 . 他 受 的 专业 训练 是 律师 , 曾 以 这 一 身份 在 
布 列 塔 尼 (Brittany) 议 会 里 工作 过 ,以 后 当 那 瓦尔 的 Henry 亲王 
的 枢密 顾 间 官 . 当 他 由 于 政治 上 处 于 反对 派 地 位 于 1584 年 至 
1589 年 间 在 野 时 ,就 献身 研究 数学 . 总 的 说 来 ,他 把 数学 当 作 一 种 
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业余 爱好 ,并 自己 出 资 印 刷 和 发 行 他 的 著作 ,正如 一 个 作家 所 说 ， 
这 办 法 是 使 人 不 致 默默 无 名 的 一 种 保证 ， 

Vieta 在 精神 上 和 意图 上 是 个 人 文 主义 者 ,他 希望 自己 成 为 
古代 数学 的 保存 者 .发掘 者 和 继承 者 . 他 认为 创新 就 是 复古 翻新 . 
他 把 他 所 著 的 《分 析 术 引 论 》(In Artem Analyticam Isagoge, 
1591) 吕 说 成 是 “一 部 复古 的 数学 分 析 著 作 ”, 他 在 这 书 中 引述 了 
Pappus Fra (Z IC fa) (Mathematical Collection ) 的 第 七 篇 和 
Diophantus 的 《算术 》. 他 相信 古人 是 用 过 一 般 的 代数 形式 来 计算 
的 ,而 他 在 他 的 代数 里 重新 引用 ,所 以 这 只 不 过 是 复活 了 古人 已 知 
道 和 赞许 的 一 种 技巧 蛙 了 . 

Vieta 在 他 政治 生涯 的 间歇 期 间 研 读 了 Cardan, Tartaglia, 
Bombelli, Stevin 和 Diophantus 的 著作 . 他 从 这 些 名 家 特别 是 从 
Diophantus 那里 ,获得 了 使 用 字母 的 想法 . 以 前 虽然 也 有 一 些 人 ， 
包括 Euclid 和 Aristotle 在 内 , 曾 用 字母 来 代替 特定 的 数 ,但 他 们 
这 种 用 法 不 是 经 常 的 ,是 随 着 兴致 所 至 偶尔 用 之 的 . Vieta 是 第 一 
个 有 意识 地 、 系 统 地 使 用 字母 的 人 ,他 不 仅 用 字母 表示 未 知 量 和 未 
知 量 的 乘 震 ,而 且 用 来 表示 一 般 的 系数 . 通常 他 用 辅音 字母 表示 已 
知 量 ,用 元 音字 母 表示 未 知 量 . 他 把 他 的 符号 性 代数 称 作 logistica 
speciosa( 类 的 筹 算术 ) 以 别 于 logistica numerosa( 数 的 筹 算 术 ). 
Vieta 充分 体会 到 他 在 研讨 一 般 二 次 方程 ur" thr +o = 0 (用 我 
们 今天 的 记 法 ) 时 ,所 处 理 的 是 整个 一 类 的 表达 式 . Vieta 在 他 的 
《 引 论 》 中 提出 logistica numerosa 和 logistica speciosa 之 间 的 区 
别 时 ,就 规定 了 算术 和 代数 的 分 界 . 他 说 代数 , 即 所 谓 logistica 
speciosa, 是 施行 于 事物 的 类 或 形式 的 一 种 运算 方法 ;而 算术 , 即 所 
谓 logistica numerosa, 是 同 数 打交道 的 . 这 样 ,代数 就 一 下 子 成 为 
研究 一 般 类 型 的 形式 和 方程 的 学 问 ,因为 对 一 般 情形 的 研究 包括 
了 无 穷 多 的 特殊 情形 . 但 Vieta 只 在 正 数 的 情形 下 才 用 文字 系数 . 


(QD XXE Introduction to the Analytic Art, 1591 = Opera ,1 一 12. 
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Vieta 想 把 古代 希腊 着 作 中 隐藏 在 几何 形式 下 的 代数 恒等式 
建立 起 来 ,而 这 些 关 系 在 他 心目 中 则 认为 是 在 Diophantus 的 著作 
中 可 以 明显 看 出 来 的 . 事实 上 如 我 们 在 第 6 章 中 所 指出 的 ,Dio- 
phantus 兽 用 他 所 未 曾 明确 指出 的 前 人 的 恒等式 作 过 许多 代数 变 
换 . Vieta TE Hh Fr 3E (43 Wr B. ) ( Zeteticorum Libri Quinque )O 
打算 把 这 些 恒 等 式 重新 找 出 来 . 他 把 一 个 一 般 二 次 式 配 成 平方 并 


表达 出 像 
a’ + 3a! b + 3ab* -- b = (a - b? 


这 样 的 一 般 恒等式 ,不 过 他 的 写法 是 
a cubus +b in a quadr. 3-- a in b quad. 3 +b cubo 
aequalia a+ b cubo. 

我 们 可 能 以 为 继 Vieta 之 后 的 数学 家 会 立刻 想到 采用 一 般 系数 . 
但 根据 我 们 今日 的 推断 ,用 字母 表示 各 类 数 的 办 法 被 人 认为 是 符 
号 体系 发 展 史 上 的 一 件 小 事 . 用 文字 系数 的 想法 几乎 是 不 知 不 觉 
地 进入 数学 的 . 不 过 Vieta 关于 符号 体系 的 想法 受到 后 人 的 赞赏 ， 
并 被 Harriot, Girard FI Oughtred 弄 得 更 加 灵活 . 

对 Vieta 的 使 用 字母 作 了 改进 的 是 Descartes. 他 用 字母 表 中 
前 面 的 字母 表示 已 知 量 ,用 末 后 的 一 些 字 母 表示 未 知 量 ,成 为 现今 
的 习惯 用 法 . 不 过 Descartes 也 像 Vieta 那样 只 在 正 数 的 情形 下 用 
字母 表示 ,虽然 他 毫 不 迟疑 地 进行 了 文字 系数 项 的 相 减 . 一 直到 
John Hudde (1633 一 1704) 在 1657 年 用 字母 来 表示 正 数 和 负数 之 
后 ,大 家 才 都 这 样 做 . Newton 是 放手 这 样 做 的 . 

Leibniz 的 名 字 在 符号 史上 是 必须 提 到 的 ,虽然 他 在 代数 上 采 
取 这 重大 步骤 的 时 间 较 晚 . 他 对 各 种 记 法 进行 了 长 期 的 研究 ,试用 
过 一 些 符号 ,征求 过 同时 代 人 的 意见 ,然后 选取 他 认为 最 好 的 符 
. 以 后 在 概述 微 积 分 发 展 史 时 ,我 们 将 碰 到 他 所 创立 的 一 些 符 
-他 肯定 认识 到 好 的 符号 有 可 能 大 大 节省 思维 劳动 . 


du ait 


(D Five Books of Analysis, 1593 = Opera, 41~81. 
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所 以 到 17 世纪 末 ,数学 里 已 特意 (而 不 是 偶然 或 碰巧 地 ) 使 用 
符号 并 认识 到 它 所 能 赋予 的 功效 和 一 般 性 . 只 可 惜 那些 并 不 认识 
符号 重要 性 的 人 漫不经心 而 随意 引入 的 符号 太 多 了 ,而 至 今 却 都 
已 通用 . 数学 史家 Florian Cajori 在 指出 这 一 事实 时 曾 慨 叹 说 :“ 我 
们 今日 所 用 的 符号 ,是 许多 早已 据 弃 的 符号 系统 中 个 别 残留 记号 
的 杂烩 .” 


4. 三 次 与 四 次 方程 的 解法 

用 配方 法 解 二 次 方程 是 从 巴比伦 时 代 就 已 经 知道 的 ,从 那 时 
起 直到 1500 年 ,这 方面 的 唯一 进展 是 印度 人 作出 的 ,他 们 把 zx? 十 
3z +2 =0 5 r —3r—2 二 0 那样 的 二 次 方程 作为 同一 类 型 来 处 
理 , 而 他 们 的 前 人 乃至 文艺 复兴 时 期 的 绝 大 多 数 后 继 者 却 宁愿 把 
后 一 个 方程 作为 2 = 3x 十 2 的 形式 来 处 理 . 如 前 所 指出 的 ,Car- 
dan 确 曾 解 出 一 个 有 复数 根 的 二 次 方程 ,但 他 认为 这 些 解 是 无 用 
的 而 未 加 考虑 . 至 于 三 次 方程 , 则 除了 个 别 情形 之 外 数学 家 还 对 之 
束手无策 ,直到 1494 年 那么 晚近 的 年 月 ,Pacioli 还 宣称 一 般 的 三 
次 方程 是 不 可 能 解 的 . 

1500 EAA, HK EW ( Bologna) HK AE Scipione dal 
Ferro (1465 一 1526) 解 出 了 22 +mr = n 类 型 的 三 次 方程 .但 他 没 
有 发 表 他 的 解法 , 因 在 16. 17 世纪 时 ,人 们 常 把 所 得 的 发 现 保密 ， 
而 向 对 手 们 提出 挑战 ,要 他 们 解 出 同样 的 问题 . 但 在 1510 年 左右 ， 
他 确 曾 把 他 的 方法 秘 传 给 Antonio Maria Fior(16 世纪 前 半 叶 ) 和 
他 的 女婿 兼 继承 人 Annibale della Nave (1500? —1558). 

直到 布雷 西亚 (Brescia) 的 Niccolò Fontana (1499? —1557) 
出 场 之 前 ,情况 没有 什么 变化 . 这 人 在 孩提 时 被 一 个 法 国 兵 用 马刀 
砍 伤 脸 部 而 引起 口吃 ,因此 大 家 称 他 为 Tartaglia, 意 即 “ 口 吃 者 ”. 
他 出 身 贫寒 ,自己 学 会 拉丁 文 .希腊 文 和 数学 . 他 靠 着 在 意大利 各 
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城市 讲授 科学 谋生 . 1535 4E, Fior 向 Tartaglia 挑战 ,要 他 解 30 个 
三 次 方程 . Tartaglia 说 他 早已 解 出 了 a d- mx? — n (m 5E n 是 正 
数 ) 类 型 的 三 次 方程 ,这 次 解 出 了 所 有 30 个 方程 ,其 中 包括 x? 十 
mx = n 类 型 的 方程 . 

在 Cardan RMR RZ FH RW UR BS, Tartaglia 
TEISES he AA a HE HEA Cardan. 这 是 1539 
年 的 事 . 1542 年 Cardan 和 他 的 学 生 Lodovico Ferrari (1522— 
1565) 在 della Nave 访问 他 们 的 时 候 , 肯 定 认 为 dal Ferro 的 方法 
IF] Tartaglia 的 方法 是 相同 的 . Cardan 不 顾 他 的 誓言 ,把 他 对 这 个 
方法 的 叙述 发 表 在 他 的 《重要 的 艺术 》 里 . 他 在 第 十 一 章 里 说 :“ 波 
HEER Scipio Ferro 差不多 在 30 年 以 前 就 发 现 了 这 个 法 则 ,并 
把 它 传 给 威尼斯 (Venice) 的 Antonio Maria Fior，Fior 在 他 与 布 
EAER N. Tartaglia 竞赛 的 时 候 使 Tartaglia 有 机 会 发 现 这 一 
法 则 . Tartaglia 在 我 的 恳求 下 把 这 方法 告诉 了 我 ,但 保留 了 证 明 . 
我 在 获得 这 种 帮助 的 情况 下 找 出 了 它 的 各 种 形式 的 证 明 . 这 是 很 
难 做 的 . 我 把 它 叙 述 如 下 .” 

Tartaglia 抗议 Cardan 背 信和 弃 义 ,并 在 《各 种 问题 与 发 明 》 
(Quesiti ed invenzioni diverse ，1546) 中 发 表 了 他 自己 的 方法 .但 
是 无 论 在 这 本 书 中 还 是 在 他 的 《数量 概论 》(1556)( 这 是 阐释 那个 
时 代 的 算术 知识 和 几何 知识 的 一 本 好 书 ) 中 ,他 都 没有 给 出 关于 三 
次 方程 本 身 的 更 多 材料 . 关于 谁 先 解 出 三 次 方程 的 争议 使 Tarta- 
glia 与 Ferrari 发 生 公开 冲突 ,最 后 以 双方 肆意 吝 骂 而 告终 ,但 
Cardan 并 未 参与 其 中 . Tartaglia 自己 也 不 是 无 可 非议 的 ,他 出 版 
了 Archimedes 的 一 些 著 作 的 译本 ,实则 是 抄 自 William of Moer- 
becke( Æ F 1281 年 左右 ) 的 ,并 且 他 自称 发 现 了 物体 沿 斜 面 运动 
的 规律 ,但 实际 上 这 是 Jordanus Nemorarius 创立 的 . 

在 Cardan 所 发 表 的 方法 中 ,他 先 以 2° + 6x = 20 WHI. 但 为 
说 明 这 个 方法 的 一 般 性 ,我 们 来 考察 
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(4) TX 十 mx =n, 

其 中 m Sn 是正 数 . Cardan 引入 :与 两 个 量 , 并 令 
(5) t—u-n, 

以 及 ， 

(6) (uw) = (F). 

然后 他 断言 

(7) zc—4t—du. 


他 利用 (5) 及 (6) 进 行 消 元 并 解 所 得 的 二 次 方程 ,得 出 


DA (到 ) +(F) +o. eal (4) +(F) -将 
这 里 我 们 也 像 Cardan 那样 取 正 根 . KHT t Fu 后 ,Cardan EI 
者 的 正 立 方 根 ,并 用 (7) 给 出 x 的 一 个 值 . 据 认 为 这 就 是 Tartaglia 
所 得 出 的 同一 个 根 . 

以 上 是 Cardan 发 表 的 方法 .不 过 他 得 证 明 (7) 给 出 的 是 z 的 
一 个 正确 的 值 ,他 的 证 明 是 用 几何 方法 的 . Cardan 把 1 和 w 看 成 
立方 体 的 体积 ,其 边 长 各 为 灯 和 Yu, 而 乘积 Yt Yu 是 两 边 所 形成 
的 矩形 ,其 面积 为 m/3. 又 ,我 们 所 说 的 1 一 wu = n 对 Cardan 说 是 两 
个 体积 之 差 等 于 ns 于 是 他 说 解 z 就 等 于 两 立方 体 边 长 之 差 , 即 zx 
=Jt—Ju. 为 证 明 这 x 值 是 对 的 ,他 叙述 并 证 明 一 个 几何 引 理 ,这 
就 是 : 若 从 一 根 线 段 AC( 图 13.2) 上 截 去 一 段 BC, 则 AB 上 的 立方 
体 等 于 AC 上 的 立方 体 减 去 BC 上 的 立方 体 再 减 去 以 AC, ABR 
BC 为 边 的 正平 行 六 面体 . 这 个 几何 引 理 的 内 容 当 然 只 不 过 是 说 


YT -Yu Tu 
A B C 
图 13.2 
(9) Qt —luy = t—u—3Qt—Ju)dtdu. 


有 了 这 个 引 理 (应 用 二 项 式 定理 ,我 们 知道 这 引 理 必 然 成 立 ,但 
Cardan 是 引用 Euclid 书 中 的 定理 来 证 明 的 ),Cardan 就 只 要 证 
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Wl ERR =ru, t—u= nV Rida = IT , 则 从 引 理 便 得 x 
— n— mx. 于 是 ,如 果 他 选取 了 上 和 zx 使 之 能 满足 条 件 (5) 与 (6)， 
则 (7) 所 给 出 的 以 1 与 表达 的 xz 值 就 能 满足 三 次 方程 . 然后 他 纯 
粹 用 语言 叙述 这 方法 的 算术 规则 ,告诉 我 们 怎样 按照 (8) 用 m 及 nn 
ER t Mu 并 作出 Yi 一 Va. 

Cardan( 还 有 Tartaglia) 又 解 出 了 下 列 三 种 特殊 类 型 的 方程 : 

r!-— mr +n, $ +m +n = 0, © +n = m. 

他 需要 把 这 三 种 情形 都 分 别处 理 ,并 且 把 三 者 同方 程 (4) 分 别处 
理 , 原 因 是 ,第 一 , 那 时 候 欧洲 人 写 的 方程 中 只 含 正 数 的 项 ;第 二 ， 
他 得 对 每 种 情形 所 用 的 法 则 分 别 给 出 几何 上 的 说 明 . 

Cardan 还 给 出 怎样 解 zx’ + 62° = 100 这 类 方程 的 方法 . 他 知 
道 怎样 消去 zx? 项 , 即 ,由 于 该 项 的 系数 是 6, 他 以 y 一 2 代 xz, 得 出 
y! = 12y +84. 他 还 指出 像 二 十 6zt = 100 这 样 的 方程 在 设 x? = 
» 后 可 作为 三 次 方程 来 处 理 . 他 在 书 中 自始至终 都 给 出 正 根 和 负 
根 ,尽管 他 把 负数 称 作 虚拟 的 数 .但 对 复数 根 他 是 略 而 不 提 的 . E 
实 上 ,他 在 第 37 章 中 把 那些 既 解 不 出 真 根 ( 正 数 根 ) 又 不 能 解 出 假 
根 (负数 根 ) 的 问题 称 作 错 题 . 书 中 讲 得 很 详细 一 一 对 现代 读者 来 
说 甚至 腻 人 一 一 因为 Cardan 把 许多 情形 (不 仅 是 对 于 三 次 方程 ， 
而 且 对 于 那些 为 求 上 及 * 而 必须 解 出 的 辅助 二 次 方程 ) 都 一 一 分 
别处 理 .在 每 种 情形 下 ,他 把 方程 都 写成 各 项 有 正 系数 的 形式 . 

Cardan 解 三 次 方程 的 方法 中 有 一 个 疑难 点 ,他 对 此 虽然 指出 
了 但 并 未 解决 . 当 三 次 方程 的 三 个 根 都 是 实 根 而 且 各 不 相同 时 ,可 
以 证 明 上 和 > 将 是 复数 ,因为 (8) 中 的 被 开 方 数 是 负数 ,然而 我 们 
却 需要 用 和 Vu 来 求 得 zx. 这 就 意味 着 实数 可 以 用 复数 的 立方 
根来 表示 . 但 这 三 个 实 根 却 不 能 用 代数 方法 (也 就 是 用 根 式 ) 得 出 . 
这 种 情形 Tartaglia 称 之 为 不 可 约 的 . 我 们 也 许 以 为 ,实数 既 能 用 
复数 组 合 来 表示 ,这 件 事 可 能 会 使 Cardan 认真 看 待 复数 ,但 事实 


I 310 第 13 章 16, 17 世纪 的 算术 和 代数 


并 非 如 此 . 

Vieta 在 他 著 于 1591 年 并 出 版 于 1615 年 的 《 论 方程 的 整理 与 
修正 》( De Aequationum Recognitione et Emendatione ) PY, t3 fk 
用 一 个 三 角 恒 等 式 解 出 了 不 可 约 三 次 方程 ,从 而 避免 使 用 Cardan 
的 公式 . 这 个 方法 如 今 还 在 用 . 他 从 下 列 恒等式 开始 : 


(10) cos 3A = 4cos! A — 3cos A. 

4 z=cosA ,这 恒等式 就 变 为 

(11) z — 3a — Loos 8A =0. 

设 所 给 三 次 方程 是 (Vieta 处 理 的 是 x? — 3a x = a^b, Kia $72) 
(12) yt+pytq=0. 


IX y = nz, 其 中 可 按 需要 指定 , 便 可 使 (12) 的 系数 化 成 同 
(11) 的 系数 一 样 .将 y = nz 代入 (12) ,得 


(13) gb. A o 
现在 我 们 需要 取 n fË p/n —— 3/4, 故 
(14) n =/— 4p/3. 
选取 了 这 个 n 值 后 ,再 取 A 值 使 
(15) 4 cos 3,, 

n 4 
也 就 是 使 

4  —q2 

(16) cos 3A a Sri 


我 们 可 证 明 ; 若 三 根 是 实数 , 则 p 是 负数 ,因而 ERR XA 
| cos 3A |< 1, RA JA — f BMRA 3A. 

不 管 A 取 何 值 ,cos A 总 满足 (11), 因 (11) 是 个 恒等式 . 现 已 
选取 A 使 (13) 成 为 (11) 的 特例 . 对 于 这 个 A 值 ,cos A 满足 (13). 
但 A 值 是 由 (16) 确 定 的 ,而 这 A 又 确定 了 3A. 但 若 A 是 满足 (16) 
的 任 一 值 , 则 A 十 120° 及 A+240° 也 满足 (16). E z= cos A , 故 有 
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三 个 值 满足 (13): 

cos A, cos(A + 120°) 及 cos(A + 240°), 
满足 (12) 的 那 三 个 值 是 z EU n 倍 ,而 n 是 由 (14) 给 出 的 . Vieta 
得 出 的 只 是 一 个 根 . 

三 次 方程 当然 有 三 个 根 . 对 Cardan 的 三 次 方程 解法 的 第 一 个 
完整 的 讨论 是 1732 年 由 L. Euler 作出 的 ,他 强调 指出 三 次 方程 总 
有 三 个 根 ,并 指出 怎样 去 求 0. 若 w 和 ow 是 之 一 1 一 0 的 复数 根 ,也 
就 是 说 ,是 之 十 z 十 1 三 0 的 根 , 则 (8) 中 上 和 zx 的 三 个 立方 根 是 

Jt, ot, if Ju, od u, wu. 
现在 必须 从 第 一 组 里 选取 一 根 , 从 第 二 组 里 选取 一 根 ,使 两 者 的 乘 
积 是 实数 m/3. (参看 Cardan 解法 中 的 方程 (6). Aw Fw’ 是 1 
的 立方 根 , oe = w’ 二 1; 故 据 (7) 可 知 合适 选取 的 x 应 为 
(17) f najo Muy x = edt atu, 
Xa 一 wt — wed u. 

三 次 方程 成 功 地 解 出 之 后 接着 几乎 立即 成 功 地 解 出 了 四 次 方 
程 . 解法 是 Lodovico Ferrari 给 出 的 并 发 表 在 Cardan 的 《重要 的 
艺术 》 中 ,这 里 我 们 用 现代 的 记号 把 它 写 出 来 并 用 文字 系数 以 示 其 
普遍 性 . 设 方程 是 


(18) TX 十 bx; 十 cr: 十 dz 十 e 二 0. 
移 项 后 得 
(19) xt tox? =— cr’? — dx — e. 


在 左边 加 上 (也 sz) 配 成 平方 .得 
(20) (2+ tor) = (He — c)? — dr —e. 


两 边 再 加 上 (2 +por\y tty ,得 


(D Comn. Acad. Sci. Petrog. , 6,1732/1733,217 —231 , pub. 1738 = Opera , (1),6, 
1-19. 
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(21) (ze) (n) tty! 

= (je —c+y)e + (Sy - d)e tiy e 
若 使 右边 这 个 x 的 二 次 式 的 判别 式 等 于 零 ,就 能 使 这 一 边 成 为 
的 一 次 式 的 完全 平方 . 于 是 设 
(22) (it -4) -4(t9 — e y) (jy -e)=0. 
这 是 y 的 一 个 三 次 方程 . 选取 这 三 次 方程 的 任 一 个 根 代 入 (21) 中 
的 y. 根据 左边 也 是 个 完全 平方 这 一 事实 , 取 平 方 根 ,得 到 z 的 一 
个 二 次 式 , 它 等 于 z 的 两 个 互 为 正 负 的 线性 函数 之 一 . 解 出 这 两 
个 二 次 方程 便 得 到 x 的 4 个 根 . 若 从 (22) 选 取 另 一 个 根 就 会 从 
(21) 引 出 一 个 不 同 的 方程 但 得 到 同样 的 四 个 根 . 

Cardan 在 《重要 的 艺术 》 的 第 39 章 里 讲述 Ferrari 的 方法 时 

解 出 了 许多 数字 系数 的 特例 . 例如 ,他 解 出 了 下 列 类 型 的 方程 ; 
x= br’ +ax+n, zt = br’? + cxt +7, 
x' — ex’ tn, x' — artn. 
同 讲述 三 次 方程 的 情形 一 样 , 他 给 出 了 主要 代数 步骤 的 几何 证 明 ， 
然后 用 语言 叙述 求解 的 法 则 . 

Cardan, Tartaglia, Ferrari 通过 解 出 三 次 和 四 次 方程 的 许多 
例子 ,表明 他 们 曾 寻 求 并 获得 能 用 之 于 一 切 情况 的 求解 三 次 和 四 
次 方程 的 方法 . 注重 一 般 性 是 一 种 新 的 特色 . 他 们 的 工作 做 在 
Vieta 引用 文字 系数 之 前 ,所 以 不 能 利用 这 个 工具 . Vieta 在 创 用 
文字 系数 之 后 使 证 明 有 可 能 获得 普遍 意义 ,又 进而 追求 另 一 类 普 
AME. 他 发 现 解 二 次 .三 次 和 四 次 方程 的 方法 很 不 相同 ,就 想 找 一 
种 能 适用 于 各 次 方程 的 方法 . 他 的 头 一 个 想法 是 用 置换 法 消去 比 
最 高 次 项 次 数 小 一 次 的 项 . Tartaglia 对 三 次 方程 这 样 做 了 ,但 并 
未 对 所 有 方程 都 这 样 试 做 过 . | 

Vieta 在 他 的 《分 析 术 引 论 》 中 做 了 如 下 的 步骤 :为 解 二 次 方程 
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z 2bx =c, 
他 让 

r+b= y. 
于 是 

y! = x5 dbz rb. 

利用 原 方程 ,得 

y- UTE. 
TE 


z= y—b —cd- 5 — b. 
对 于 三 次 方程 
z +br’? +cxz +d = 0, 
Vieta ÆR x — y 一 6/3 .置换 结果 得 约 简 三 次 方程 


(23) ytpyt+q=0. 

其 次 他 再 作 一 次 变换 , 那 就 是 如 今 在 学 校 里 所 教 的 ,就 是 令 
(24) y= ze P, 

得 


zi— £z tq = 0. 
然后 他 解 出 这 z 的 二 次 方程 ,得 


e pemaen- ($) (4) 


这 里 也 同 Cardan 的 方法 一 样 ,有 两 个 x 的 值 . Vieta 虽然 只 用 了 
z 的 正 立方 根 ,但 我 们 可 以 用 所 有 六 个 (复数 ) 根 . 应 用 (24) 的 结 
果 可 以 证 明 从 六 个 z 值 只 能 得 出 三 个 不 同 的 y 值 . 
为 解 一 般 四 次 方程 
zt + br’ 十 cx: 十 dz 十 e 二 0， 
Vieta 设 x = y 一 b/4, 于 是 把 方程 化 为 
ZX 十 px’ 十 qr 十 rr 二 0. 
然后 他 把 末 后 三 项 移 到 右边 并 在 两 边 加 上 Za y! + y. 这 就 使 左 
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边 配 成 完全 平方 ,然后 也 像 Ferrari 的 方法 那样 ,适当 选取 y, 使 右 
边 成 为 形 如 (Az 十 B)? 的 完全 平方 . 为 选取 合适 的 y, 他 利用 二 次 
方程 的 判别 式 条 件 ,得 出 y 的 一 个 六 次 方程 而 且 竣 巧 还 是 y* 的 三 
次 方程 . 这 一 步 以 及 其 余 各 步 就 完全 和 Ferrari 的 方法 一 样 了 . 

Vieta 所 探求 的 另 一 个 一 般 性 方法 是 把 多 项 式 分 解 成 一 次 
因子 ,如 同 我 们 把 x^ + 52+ 6 RRR (2+ 2) (2+ 3) 那样 . 这 事 
他 没有 做 成 功 , 部 分 原因 是 他 只 取 正 根 而 舍弃 其 他 一 切 根 ,部 分 
原因 是 他 没有 足够 的 理论 (如 分 解 因 子 定理 ) 作 为 依据 来 搞 出 一 
般 方法 . Thomas Harriot 也 有 同样 想法 但 也 由 于 同样 原因 而 归 
TAN. 

寻求 一 般 代 数 方法 的 工作 接着 就 转向 解 四 次 以 上 的 方程 . 
James Gregory 在 提出 他 自己 的 解 三 次 及 四 次 方程 的 方法 后 , 便 
试图 用 这 些 方法 来 解 五 次 方程 .他 和 Ehrenfried Walter von 
Tschirnhausen (1651 一 1708) 想 通过 变换 把 高 次 方程 化 为 只 含 r 
的 一 个 乘 攻 和 一 个 常数 那么 两 项 的 方程 . 解 四 次 以 上 的 方程 的 这 
些 尝 试 都 失败 了 . Gregory 在 其 后 关于 积分 法 的 著作 中 猜测 ,对 
n 之 4 的 一 般 n 次 方程 是 不 能 用 代数 方法 求解 的 . 


5.75 B it 

研究 解 方程 的 方法 ,得 出 了 如 今 初等 方程 论 里 所 学 的 一 些 有 
关 定 理 和 事实 . 当时 人 们 考虑 了 一 个 方程 能 有 多 少 个 根 的 问题 . 
Cardan 引入 了 复数 根 , 他 似 曾 一 度 认为 一 个 方程 可 以 有 任意 个 数 
的 根 .但 他 不 入 认识 到 一 个 三 次 方程 能 有 3 个 根 , 一 个 四 次 方程 有 
4 个 根 等 等 . Albert Girard 在 他 的 《代数 新 发 现 ) 中 推测 并 断言 一 
个 nn 次 多 项 式 方程 ,如 果 把 不 可 能 的 根 ( 即 复数 根 ) 算 在 内 并 把 一 
个 几 重 根 算 作 几 个 根 , 那 它 就 有 个 根 .但 Girard 没有 给 出 证 明 . 
Descartes 在 《几何 了 (La Géométrie ) 的 第 三 篇 中 说 ,一 个 多 少 克 的 
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方程 就 能 有 多 少 个 不 同 的 根 . 他 说 “能 有 ”是 因 他 认为 负 根 是 假 根 . 
其 后 为 了 便于 计算 根 的 个 数 ,他 把 虚 根 和 负 根 包括 在 内 ,从 而 得 出 
结论 说 根 的 个 数 同方 程 的 次 数 一 样 多 . 

次 一 个 重要 的 问题 是 怎样 预知 正 根 . 负 根 和 复 根 的 个 数 . Car- 
dan 指出 一 个 ( 实 系 数 ) 方 程 的 复 根 是 成 对 出 现 的 . Newton 在 他 的 
《普遍 的 算术 》 里 证 明了 这 一 点 . Descartes 在 《几何 》 里 未 加 证 明 地 
陈述 了 正 负 号 法 则 (通称 Descartes 法 则 ), 即 多 项 式 方程 f(x) = 
0 的 正 根 的 最 多 个 数 等 于 系数 变 号 的 次 数 ,而 负 根 的 最 多 个 数 等 
于 两 个 十 号 与 两 个 一 号 连续 出 现 的 次 数 . 在 今日 的 教科 书 里 ,后 一 
个 法 则 的 说 法 是 : 负 根 的 最 多 个 数 等 于 f( 一 x) == 0 里 的 系数 变 号 
次 数 . 这 法 则 被 好 几 个 18 世纪 的 数学 家 所 证 明 . 现今 通常 教 给 学 
生 的 证 法 是 Abbé Jean-Paul de Gua de Malves (1712 一 1785) 作 出 
的 ,他 还 证 明 , 老 方 程 中 缺少 2m 个 先后 相继 的 项 , 则 按 所 缺 项 的 
前 后 那 两 项 之 为 同 号 或 异 号 ,可知 该 方程 有 2m 十 2 个 或 2m 个 复 
数 根 . 

Newton 在 他 的 《普遍 的 算术 》 中 叙述 (但 未 证 明 ) 了 确定 正和 
负 的 实 根 的 最 多 个 数 的 另 一 个 方法 ,从 而 能 推出 复数 根 至 少 能 有 
多 少 个 . 这 方法 用 起 来 较 繁 复 ,但 比 Descartes 的 正 负 号 法 则 能 给 
出 更 好 的 结果 . 最 后 Sylvester 证 明 这 不 过 是 一 个 更 普遍 定理 的 特 
PJD. Gauss 在 略 早 一 些 的 时 候 证 明 , 车 正 根 个 数 少 于 变 号 次 数 ， 
则 所 少 的 个 数 必 为 偶数 . 

男 一 类 结果 是 关于 方程 的 根 和 系数 之 间 的 关系 . Cardan 发 现 
诸 根 之 和 等 于 a" 的 系数 取 负 值 ,每 两 个 根 的 乘积 之 和 等 于 rt 
的 系数 ,等 等 . Cardan 和 Vieta( 在 《 论 方程 的 整理 与 修正 》 中 ) 都 利 
用 低 次 方程 的 根 与 系数 间 的 头 一 个 关系 ,按照 前 述 方式 来 消去 多 
项 式 方程 中 的 x" 项 . Newton 在 他 的 《普遍 的 算术 》 中 叙述 了 根 
与 系数 间 的 关系 ;James Gregory 在 给 皇家 学 会 秘书 John Collins 


(QD Proc. London Math. Soc. , 1,1865, 1 ~ 16 = Math. Papers,2,498—513. 
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(1625 一 1683) 的 一 封 信 中 也 说 了 这 事 . 但 这 些 人 里 面 谁 也 没有 给 
出 证 明 . 

Vieta 和 Descartes 从 已 给 方程 作出 新 的 方程 ,使 新 方程 的 根 
大 于 或 小 于 已 给 方程 的 根 . 做 法 只 不 过 是 把 x 换 成 y 十 m 就 行 .他 
们 两 人 又 都 用 变换 y = mz 把 已 给 方程 化 成 一 个 新 方程 ,使 新 方 
程 的 根 是 原 方程 根 的 m (E. Descartes 来 说 ,前 一 种 变换 的 意义 
先前 已 讲 过 ,就 是 可 以 把 假 ( 负 ) 根 变 成 真 ( 正 ) 根 ,或 者 反 过 来 . 

Descartes 又 证 明 : 若 一 有 理 系数 的 三 次 方程 有 一 个 有 理 根 ， 
则 此 多 项 式 可 表 为 有 理 系 数 因 子 的 乘积 . 

另 一 个 重要 结果 就 是 现今 所 谓 因子 定理 . Descartes 在 《几何 》 
的 第 三 篇 中 提出 :f(z) 能 为 (x 一 a) RR a7 0), ERX a E 
f(x) 三 0 的 一 个 根 ;而 且 当 a 是 一 个 假 根 时 ,f(x) 能 为 (x 十 a) 整 
除 . 利用 这 一 事实 以 及 他 所 提出 的 其 他 事实 , Descartes 建立 了 求 
多 项 式 方程 有 理 根 的 现代 方法 . 他 在 把 最 高 项 系数 化 成 1 之 后 ,把 
所 给 方程 的 诸 根 乘 以 合适 的 因子 ,使 所 有 系数 都 变 成 整数 , 这 就 是 
利用 他 给 出 的 方法 ,把 方程 中 的 z 换 成 y/m. 这 时 原 方程 的 各 有 
理 根 必定 是 新 方程 常数 项 的 整数 因子 . 如 果 通 过 试 算得 出 a 是 一 
个 根 , 则 根据 因子 定理 , y — a 必 是 y 的 新 多 项 式 的 一 个 因子 . Des- 
cartes 指出 , 若 消 去 这 个 因子 ,就 可 减 小 方程 的 次 数 ,然后 再 处 理 
这 化 简 后 的 方程 . 

Newton 在 《普遍 的 算术 》 中 以 及 别 的 一 些 较 早 的 人 给 出 了 关 
于 方程 根 的 上 界 的 一 些 定理 . 其 中 有 个 定理 牵涉 到 微 积 分 ,我 们 将 
在 第 17 章 ( 第 7 节 ) 中 叙述 . Newton 发 现 了 一 个 方程 的 根 与 其 判 
别 式 之 间 的 关系 ,例如 , ax? +br +c =0 Re —4ac 之 等 于 0, 大 
于 0 或 小 于 0, 而 具有 相等 的 根 , 实 根 或 虚 根 . 

Descartes 在 《几何 ?中 引入 了 待定 系数 的 原理 . 这 原理 可 举例 
说 明 如 下 :为 把 x? 一 1 分解 成 两 个 线性 因子 , 先 设 

x?—]— (xcb)r-cad). 
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把 右边 乘 出 来 ,再 使 两 边 x AR ARS ,得 

2 十 qd 一 0， 

bd =—1. 
这 就 可 以 解 出 H d. Descartes 强调 指出 这 一 方法 的 用 处 很 大 . 

另外 一 个 方法 ,数学 归纳 法 ,也 在 16 世纪 晚期 明确 出 现在 代 

数 里 . 当然 ,其 至 在 Euclid 证 明 质 数 个 数 无 穷 时 就 已 隐 含 有 这 个 
方法 . 他 在 证 这 定理 时 ,指出 若 有 个 质数 ,就 必 有 7 十 1 个 质数 ; 
而 由 于 既 有 第 一 个 质数 , 故 质 数 的 个 数 必 为 无 穷 . Maurolycus 在 
1575 年 所 著 《 算 术 》(Arithmetica) 中 明确 提出 这 一 方法 并 用 它 来 
证 明 ( 比 方 说 ) 1 十 3 十 5 十 … 十 (2n 一 1) =n’. Pascal 在 一 封 信 中 
承认 Maurolycus 引入 了 这 个 方法 并 在 他 的 《三 角 阵 算术 》( Traité 
du triangle arithmétique ，1665) 中 使 用 了 这 个 方法 ,他 在 该 书 中 
还 给 出 了 现今 所 谓 的 Pascal 三 角 阵 (第 6 节 ). 


6. 二 项 式 定理 及 相关 的 问题 

指数 为 正 整 数 时 的 二 项 式 定理 , 即 (a 十 56)" XE n 为 正 整 数 时 
的 展开 式 , 那 是 13 世纪 时 的 阿拉 伯 人 就 已 经 知道 了 的 .在 1544 年 
AA, Stifel 引入 了 "二 项 式 系数 "这 个 名 称 ,并 指出 怎样 从 
(1 十 a) 一 来 计算 +a). FMA HES AS: 


1 46 4 1 
1 5 10 10 5 1 


(其 中 每 个 数 是 其 上 方 紧 邻 两 数 之 和 ) FE Tartaglia, Stifel 和 
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Stevin 都 已 知道 的 ,并 被 Pascal (1654) 用 来 得 出 二 项 展开 式 的 系 
数 . 例如 ,第 四 行 中 的 数 就 是 (a 十 56) 的 展开 式 中 的 系数 . 尽管 许 
多 前 人 早 就 知道 这 个 数 阵 ,但 一 般 仍 称 它 为 Pascal 三 角 阵 . 

Newton 在 1665 年 指出 可 以 不 必 利 用 (1 十 a)” 而 直接 展 出 
(1 十 a)" ,后 来 他 深信 这 展开 式 对 n 为 分 数 与 负数 的 情形 都 适用 
(在 这 种 情况 下 它 是 无 穷 级 数 ) ,并 陈述 了 这 个 推广 ,但 未 加 证 明 . 
他 验算 了 +2)? 的 级 数 自 乘 得 出 1 十 x ,但 他 和 James Gregory 
(他 独立 发 现 RAEN EA AR a - 个 证 明 . Newton 在 1676 
年 6 月 6 日 和 10 月 4 日 写 给 皇家 学 会 秘书 Henry Oldenburg( £j 
1615 一 1677) 的 两 封 信 中 ， pud 1669 年 前 就 知道 的 那个 更 为 
一 般 的 结果 , 即 (P+ PQ)" 的 展开 式 ,告诉 了 Oldenburg. 他 觉得 
这 是 求 根 的 一 个 有 用 的 方法 ,因为 若 Q 小 于 1(P 先 提 出 到 括号 
Sb) , 则 后 面 各 项 都 是 Q I3 RE BU RRB). 

n 个 东西 每 次 取 r 个 的 排列 数 和 组 合 数 的 公式 ,起 初 是 和 二 
项 式 定理 方面 的 工作 无 关 的 ,它们 早 就 出 现在 一 些 数学 家 如 
Bhaskara 和 法 国人 Levi ben Gerson (1321) 的 著作 中 . Pascal 18 


出 组 合 ;或 (”) 一 一 也 能 给 出 二 项 式 系数 . 这 就 


是 ,固定 ”, 使 > 取 0 到 的 值 ,这 公式 就 给 出 二 项 展开 式 中 相继 各 
AM. James Bernoulli 在 他 的 《 推 想 的 艺术 》(Ars Conjectandi, 
1713) 中 推广 了 组 合理 论 ,然后 用 组 合 公式 证 明了 ?= 为 正 整数 时 的 
二 项 式 定理 . 

排列 和 组 合 方面 的 工作 还 同 另 一 门 学 科 概 率 论 有 关 . 概率 论 
在 19 世纪 晚期 变 得 很 重要 ,但 在 16、17 世纪 中 只 值得 略 加 一 提 . 
关于 两 个 观 子 括 出 一 特定 数 的 概率 问题 , 星 在 中 世纪 就 已 有 人 提 
出 . 另 一 个 问题 是 关于 怎样 分 配 一 笔 赌注 的 问题 . 设 有 甲乙 两 人 相 
赌 , 谁 先 得 x 分 就 能 获得 赌注 ,但 在 甲 得 p 分 乙 得 gq 分 之 时 赌局 中 
E. 怎样 分 配 这 笔 赌注 呢 ? 这 个 问题 曾 出 现在 Pacioli 的 《要 义 》 以 


AT 
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X. Cardan, Tartaglia 和 其 他 人 的 一 些 书 中 . 当 Antoine Gombaud 
和 Chevalier de Méré (1610 一 1685) 向 Pascal 提出 这 一 问题 ,并 由 
Pascal 和 Fermat 通信 讨论 之 后 ,这 个 问题 才 显 得 有 点 重要 . 这 问 
题 和 各 人 提出 的 解法 本 身 并 不 重要 ,但 他 们 在 这 方面 的 工作 标志 
了 概率 论 的 开始 . 他 们 都 应 用 了 组 合理 论 . 

概率 论 方面 的 第 一 本 重要 著作 是 Bernoulli 的 《4 推 想 的 艺术 》. 
现时 仍 称 为 Bernoulli 定理 的 那个 当时 最 重要 的 新 结果 是 : 若 p 是 
出 现 单独 一 次 事件 的 概率 ,q 是 该 事件 不 出 现 的 概率 , 则 在 ”次 试 
验 中 该 事件 至 少 出 现 m 次 的 概率 ,等 于 (pt a)" 的 展开 式 中 从 p” 
项 到 包括 p"q" " 为止 的 各 项 之 和 , 


L% ide 

实际 事务 的 需要 促使 人 们 在 计算 上 ,在 符号 体系 上 和 在 方程 
的 理论 上 取得 进展 ,而 对 纯 数 学 问题 的 兴趣 则 重新 引起 在 数论 方 
面 的 研究 . 这 门 学 科 当 然 是 古 希 腊 人 开头 搞 的 ,Diophantus 又 增 
添 了 不 定 方程 的 问题 . 印度 人 和 阿拉 伯 人 至 少 没 有 使 这 门 学 科 泽 
没 无 闻 . 虽然 前 述 文艺 复兴 时 代 几 乎 所 有 的 代数 学 家 都 在 数论 方 
面 作出 一 些 猜测 和 指出 一 些 事实 ,但 第 一 个 对 数论 作出 广泛 可 观 
的 贡献 并 给 这 门 学 科 以 巨大 推动 力 的 欧洲 人 是 Pierre de Fermat 
(1601—1665). 

Fermat 出 身 于 商人 家 庭 ,在 法 国 图 卢 效 (Toulouse) 学 法 律 并 
以 当 律 师 谋生 . 他 一 度 是 图 卢 兹 议会 的 顾问 . 虽然 数学 只 不 过 是 
Fermat 的 业余 爱好 ,而 且 他 只 能 利用 闲暇 来 研究 ,但 他 对 数论 和 
微 积分 作出 了 第 一 流 的 贡献 ,他 是 坐标 几何 的 两 个 发 明 者 之 一 ,并 
且 ( 如 前 所 述 ) 同 Pascal 一 起 开创 了 概率 论 的 研究 工作 . 同 他 那个 
世纪 的 所 有 数学 家 一 样 ,他 研究 了 许多 科学 问题 ,对 光学 作出 了 不 
朽 的 贡献 :Fermat 极 小 (时 间 ) 原 理 (第 24 章 第 3 节 ). 他 的 大 多 数 


I 320 第 13 章 16, 17 世纪 的 算术 和 代数 


工作 是 通过 他 写 给 朋友 的 信件 闻名 于 后 世 的 . 他 只 发 表 了 很 少 几 
篇 论文 ,但 有 些 书 和 论文 是 在 他 死 后 刊印 发 表 的 . 

Fermat 认为 数论 被 人 忽视 了 . 他 有 一 次 抱怨 说 几乎 没有 什么 
人 提出 或 懂得 算术 问题 ,并 提出 :这 是 不 是 由 于 迄今 为 止 , 人 们 都 
用 几何 观点 而 不 是 用 算术 观点 来 处 理 算术 的 缘故 ?” 他 说 甚至 连 
Diophantus 也 颇 受 几何 观点 的 束缚 . 他 相信 算术 有 它 自己 的 特殊 
园地 :整数 论 . 

Fermat 在 数论 上 的 工作 决定 了 在 Gauss 作出 贡献 之 前 这 门 
学 科 的 研究 方向 . Fermat 的 出 发 点 是 Diophantus. 后 者 的 《算术 》 
曾 被 文艺 复兴 时 代 的 数学 家 翻 成 许多 译本 . 1621 年 Bachet de 
Méziriac 出 版 了 希腊 文 版 和 拉丁 文 译本 . Fermat 手头 有 的 就 是 这 
个 版 本 ,他 的 大 部 分 结果 都 是 由 他 记录 在 书页 空白 处 的 (不 过 有 很 
少 几 个 结果 是 通过 给 朋友 的 信 传 出 去 的 ). 1670 年 Fermat 的 儿子 
出 版 了 附 有 他 页 边 笔记 的 这 本 书 . 

Fermat 提出 了 数论 方面 的 许多 定理 ,但 只 对 一 个 定理 作出 了 
证 明 , 而 且 这 证 明 也 只 是 略 述 大 意 . 18 世纪 的 最 出 色 的 数学 家 曾 
努力 想 证 明 他 所 提出 的 结果 (第 25 章 第 4 节 ). 这 些 结果 被 证 明 都 
是 正确 的 ,只 有 一 个 是 错 的 (以 后 即将 指出 ) ,其 中 还 有 一 个 迄今 尚 
未 证 明 的 著名 “定理 ”, 所 有 迹象 都 说 明 它 可 能 是 成 立 的 . [此 即 
Fermat 大 定理 ,1994 年 被 英国 数学 家 Andrew Wiles(1953— ) 
证 明 . 一 一 译 者 注 ] 他 无 疑 具有 伟大 的 直观 天 才 , 但 若 要 说 他 已 证 
明了 他 所 指出 的 所 有 结论 则 未 必 可 信 . 

1879 年 在 Huygens 的 故 纸 堆 中 发 现 一 个 文件 ,其 中 叙述 了 
一 个 著名 的 方法 一 一 无 限 下 推 法 (the method of infinite de- 
scent) ,这 是 Fermat 首创 和 应 用 的 一 个 方法 . 为 说 明 这 个 方法 ,我 
们 来 考察 Fermat 在 1640 年 12 月 25 日 给 Marin Mersenne 
(1588 一 1648) 的 信 中 所 提出 的 一 个 定理 : 形 如 4n 十 1 的 一 个 质数 
可 能 而 且 只 能 以 一 种 方式 表达 为 两 个 平方 数 之 和 . 例如 17 = 16+ 
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1, 29 = 25 十 4. 应 用 这 一 方法 时 ,我 们 要 证 , 若 有 形 如 42 十 1 的 一 
个 质数 并 不 具有 所 需 性 质 , 那 就 将 有 形 如 4n 十 1 的 一 个 较 小 质数 
也 不 具有 那个 性 质 . 于 是 ,由 于 n 是 任意 的 ,所 以 还 必须 有 一 个 更 
小 的 . 这 样 通过 n 的 正 整 数值 往 下 推 就 必定 能 推 到 nn = 1 ,从 而 推 
到 质数 4. 1 十 1 = 二 5. 于 是 5 就 不 能 具有 所 需 性 质 .而 由 于 5 能 以 
唯一 方式 表达 为 两 个 平方 数 之 和 ,因而 每 个 形 如 4n 十 1 的 质数 都 
能 这 样 表达 . Fermat 在 1659 年 把 他 这 个 方法 的 梗概 写 信 告诉 他 
的 朋友 Pierre de Carcavi( 卒 于 1684 年 ). Fermat 说 他 用 这 方法 证 
明了 上 述 定理 ,但 后 人 从 未 找到 他 的 证 明 . 他 又 说 他 用 这 个 方法 还 
证 明了 其 他 一 些 定理 . 

无 穷 下 推 法 和 数学 归纳 法 不 同 . 第 一 是 这 方法 并 不 要 求 我 们 
验证 出 哪怕 是 一 个 例子 来 说 明 所 说 定理 成 立 ,因为 我 们 可 以 根据 
2 一 1 时 的 情况 只 会 导出 与 某 一 其 他 已 知 结果 相 了 矛盾 的 这 一 事实 ， 
来 作出 论断 . 还 有 ,在 对 一 个 二 值 作 了 适当 的 假定 后 ,这 方法 证 明 ， 
还 有 一 个 较 小 的 但 未 必 就 是 次 小 的 n 值 ,也 能 使 所 作假 定 成 立 . 最 
后 一 点 是 ,这 方法 否定 了 某 些 论断 ,所 以 事实 上 它 在 这 方面 是 更 为 
有 用 的 . 

Fermat 又 断言 没有 一 个 形 如 4n 十 3 的 质数 能 表达 为 两 个 平 
方 数 之 和 . Fermat 在 他 的 Diophantus 书页 上 的 侧记 中 以 及 在 写 
给 Mersenne 的 一 封 信 中 ,推广 了 著名 的 直角 三 角形 的 3, 4, 5 X 
系 ,指出 了 如 下 一 些 定理 : 形 如 4n 十 1 的 一 个 质数 能 够 而 且 只 能 作 
为 一 个 直角 边 为 整数 的 直角 三 角形 的 斜 边 ; (42 十 1) 的 平方 是 两 
个 而 且 只 有 两 个 这 种 直角 三 角形 的 斜 边 ; 它 的 立方 是 三 个 而 且 只 
有 三 个 这 种 直角 三 角形 的 斜 边 ; 它 的 四 次 方 是 四 个 而 且 只 有 四 个 
这 种 直角 三 角形 的 斜 边 ,如 此 等 等 ,乃至 无 穷 . 例如 ,我 们 来 看 n= 
1 的 情形 . 这 时 4n +1 =5 ,而 3, 4, 5 是 一 个 而 且 只 有 一 个 以 5 为 
斜 边 的 直角 三 角形 的 边 . 然而 以 5 为 斜 边 的 则 有 两 个 而 且 只 有 两 
个 ,它们 的 边 长 分 别 是 :15, 20, 25 及 7, 24, 25. 又 以 5 为 斜 边 的 
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直角 三 角形 有 且 仅 有 三 个 ,它们 的 边 长 分 别 是 :75, 100, 125; 35, 
120, 125 和 44, 117, 125. 

Fermat 在 给 Mersenne 的 信 中 说 ,这 4n 十 1 型 的 质数 和 它 的 
平方 都 只 能 以 一 种 方式 表达 为 两 个 平方 数 之 和 ; 它 的 三 次 方 和 四 
次 方 都 能 以 两 种 方式 ; 它 的 五 次 方 和 六 次 方 都 能 以 三 种 方式 ,如 此 
等 等 ,乃至 无 穷 .例如 , 当 n 二 1 时 有 5 二 4 十 1 及 5 = 9 十 16; 5 
二 4 十 121 = 25 十 100, 等 等 . 信 中 接着 说 : 若 等 于 两 平方 数 之 和 的 
一 个 质数 乘 以 另 一 个 也 是 这 样 的 质数 , 则 其 乘积 将 能 以 两 种 方式 
表达 为 两 个 平方 数 之 和 . 若 第 一 个 质数 乘 以 第 二 个 质数 的 平方 , 则 
乘积 将 能 以 三 种 方式 表达 为 两 个 平方 数 之 和 ; 若 乘 以 第 二 个 质数 
的 立方 , 则 乘积 将 能 以 四 种 方式 表达 为 两 个 平方 数 之 和 , 如 此 等 
等 ,乃至 无 穷 . 

Fermat 指出 了 关于 将 质数 表达 为 xz 十 2y*:， x +39’, 十 
oy , x^ 一 2y? 以 及 其 他 这 类 形式 的 许多 定理 ,它们 都 是 关于 质数 表 
达 为 平方 和 定理 的 推广 . 例如 6n +1 型 的 每 个 质数 可 表 为 x 十 3y; 
8n 十 1 及 8n 十 3 型 的 每 个 质数 可 表 为 x 十 2y. 一 个 奇 质数 ( 除 2 以 
外 的 每 个 质数 ) 能 且 只 能 以 一 种 方式 表 为 两 个 平方 数 之 差 . 

Fermat 所 提出 的 有 两 个 定理 被 后 人 称 为 小 定理 和 大 定理 ,后 
者 又 被 人 称 为 最 后 定理 . 小 定理 是 Fermat 在 1640 年 10 月 18 日 给 
他 朋友 Bernard Frénicle de Bessy(1605 一 1675 ) 的 一 封 信 中 传 出 去 
的 ,这 定理 说 ,车 p 是 个 质数 而 a 与 p 互 质 , 则 a? 一 a 能 为 p 整除 . 

Fermat 大 “定理 ”是 他 相信 自己 已 经 证 明了 的 . 这 定理 说 ,对 
n> 2, x" 十 y 二 x" 不 可 能 有 正 整 数 解 .这 定理 写 在 Diophantus 
书 上 Diophantus 问题 (把 已 给 平方 数 分 解 为 两 个 平方 数 之 和 ) 的 
旁边 . Fermat 还 写 道 :“ 然 而 此 外 ,一 个 立方 数 不 能 分 解 为 两 个 立 
方 数 , 一 个 四 次 方 数 不 能 分 解 为 两 个 四 次 方 数 ,而 一 般 说 除 平方 以 
外 的 任何 次 乘客 都 不 能 分 解 为 两 个 同 次 突 . 我 发 现 了 这 定理 的 一 
个 真正 奇妙 的 证 明 , 但 书 上 空白 的 地 方太 少 , 写 不 下 . "可 惜 的 是 ， 
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Fermat 的 证 明 ( 要 是 他 真正 有 的 话 ) 从 未 被 人 找到 过 ,而 后 代 上 百 
名 最 优秀 的 数学 家 都 未 能 给 予 证 明 . Fermat 在 致 Carcavi 的 一 封 
信 中 说 他 已 用 无 穷 下 推 法 证 明了 == 4 的 情形 ,但 并 未 给 出 全 部 
证 明细 节 . Frénicle 利用 Fermat 的 少量 提示 ,确实 在 1676 年 给 
了 对 这 一 情形 的 证 明 ,发表 在 他 死 后 出 版 的 《 论 直 角 三 角形 的 数字 
FER Traité des triangles rectangles en nombres )—BH®, 

这 里 ,我们 跨越 时 代 提 一 下 后 日 的 事 :Euler 证 明了 ”= 3 的 
情形 (第 25 章 第 4 节 ). 因 定理 对 n== 3 成 立 , 故 它 对 3 的 任何 倍数 
也 都 成 立 ; 因 若 它 在 n = 6 时 不 成 立 , 则 将 会 有 这 样 的 整数 z，y， 
z 使 


但 那样 就 有 


zê + yf = ai. 


(z+(y) SY, 
从 而 定理 就 会 对 n = 3 不 能 成 立 . 于 是 我 们 知道 Fermat 定理 对 无 
穷 多 个 n 值 是 成 立 的 ,但 仍 不 知道 它 对 所 有 的 n 值 是 否 都 成 立 . E 
实 上 我 们 只 需要 对 n — 4 以 及 对 n 为 一 个 奇 质 数 的 情形 证 明 这 定 
理 就 可 以 了 . 因 若 先 假定 n 是 个 不 能 被 一 个 奇 质 数 整除 的 数 , 那 它 
必 是 2 的 一 个 乘 星 ,而 由 于 它 大 于 2, 所 以 它 必 是 4 或 能 被 4 所 整 
除 的 数 . S n= 4m .于 是 方程 "By! = 2" 就 变 成 

(z")' + Cy")! = Gn"). 
若 定理 对 n 不 成 立 , 那 它 对 n= 二 4 也 不 成 立 . 故 若 它 对 n= 4X, 
它 就 对 所 有 不 能 被 奇 质数 整除 的 n 都 成 立 . A on = pm 而 p 是 个 
奇 质 数 , 则 若 定理 对 ”不 成 立 , 那 它 对 指数 p 也 不 会 成 立 . RAW 
n 二 p 成 立 , 那 它 对 能 为 奇 质 数 整除 的 任何 n 都 成 立 . 

Fermat 确 也 出 过 错 . 他 相信 他 已 经 解决 了 那个 老 问 题 : 列 出 

一 个 对 各 种 n 值 都 能 得 出 质数 的 公式 . 如 今 不 难 证 明 : 除 非 m 是 2 
Fee, 2" 十 1 不 可 能 是 个 质数 . 从 1640 FEO, Fermat 在 许多 信 
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中 提出 了 这 个 问题 的 逆 命 题 , 即 27 十 1 表达 一 系列 的 质数 一 一 虽 
然 他 承认 他 不 能 证 明 这 个 断言 . 以 后 他 又 怀疑 这 断言 的 正确 性 . 迄 
今 为 赴 ,已 知 这 公式 给 出 的 质数 只 有 五 个 :3，5，17，257 以 及 
65 537. (参看 第 25 章 第 4 节 . ) 

Fermat 用 无 穷 下 推 法 提出 并 概括 地 证 明了 中 下 述 定 理 : 边 长 
为 有 理 数 的 直角 三 角形 的 面积 不 可 能 是 一 个 平方 数 . 这 个 概括 的 
证 明 是 他 唯一 详细 写 出 的 证 明 ,而 且 是 作为 xt d- y! = zt 不 可 能 有 
整数 解 的 一 个 推论 得 出 的 . 

关于 多 边 形 数 , Fermat 在 他 的 那 本 Diophantus 的 书 上 提出 
了 一 个 重要 定理 :每 个 正 整数 或 者 本 身 是 一 个 三 角形 数 ,或 者 是 两 
个 或 三 个 三 角形 数 之 和 ;每 个 正 整数 或 者 本 身 是 个 正方 形 数 ,或 者 
是 2, 3 或 4 个 正方 形 数 之 和 ;每 个 正 整数 或 者 本 身 是 个 五 边 形 
数 , 或 者 是 2, 3, 4 或 5 个 五 边 形 数 之 和 ;以 及 对 较 高 的 多 边 形 数 
的 类 似 关系 . 这 些 结果 只 有 在 我 们 把 0 和 1 都 归 入 多 边 形 数 之 后 
才能 成 立 ,而 证 明 它 们 需要 做 大 量 的 工作 . Fermat 声称 他 用 无 穷 
下 推 法 证 明了 它们 . 

我 们 知道 完全 数 是 希腊 人 曾经 研究 过 的 , Euclid 还 给 出 了 基 
本 的 结果 : 277 (27 — 1) 在 2" 一 1 为 质数 时 是 个 完全 数 .对 n= 2, 
3, 5 和 7, 2” 一 1 之 值 是 质数 , 故 6 28 496 及 8 128 是 完全 数 (如 
Nichomachus 所 指出 的 ). 在 1456 年 的 一 份 手稿 中 正确 给 出 第 五 
个 完全 数 是 33 550 326; 这 是 相应 于 n = 13 的 完全 数 . Hudalrich 
Regius 在 他 的 《摘录 》(Epitome，1536) 中 也 给 出 了 这 第 五 个 完全 
数 , Pietro Antonio Cataldi (1552 一 1626) 在 1607 年 指出 2 一 1 在 n 
为 复合 数 时 是 复合 数 ,并 验证 出 2 一 1 在 ”= 13, 17 及 19 时 是 质 
数 . 1664 年 Marin Mersenne 举 出 了 其 他 一 些 完全 数 . Fermat 也 搞 过 
完全 数 的 问题 .他 考察 了 什么 时 候 2" 一 1 是 个 质数 ,并 在 1640 年 6 
H3& Mersenne 的 一 封 信 中 提出 了 下 面 这 些 定理 ;(a) 若 n 不 是 质数 ， 


(D Œuvres, 1, 340; 3, 271. 


8. 代数 同 几 何 的 关系 325 1 


Jj Z^ — 1 也 不 是 质数 . (b) 是 质数 , 则 2" 一 1 在 可 能 为 他 数 所 整 
除 的 情形 下 只 能 为 2& 十 1 型 的 质数 所 整除 . 现今 所 知 的 完全 数 约 
有 30 个 .至 于 是 否 存在 奇 完 全 数 的 问题 尚 为 悬案 . 

Fermat 在 1636 年 重新 发 现 Tabit ibn Qorra 第 一 个 提出 的 法 
则 ,给 出 了 第 二 对 亲 和 数 17 296 及 18 416( 第 一 对 亲 和 数 220 及 
284 是 Pythagoras 给 出 的 ) , Descartes TE $t Mersenne 的 一 封 信 中 
给 出 了 第 三 对 亲 和 数 9 363 584 和 9 437 056. 

Fermat 重新 发 现 了 求解 2’ — Ay! = 1 的 问题 ,其 中 A 是 整数 
但 非 平 方 数 . 这 问题 在 希腊 入 和 印度 人 中 间 有 久远 的 历史 . Fer- 
mat 在 1657 年 2 A& Frénicle 的 一 封 信 中 提出 一 个 定理 : x^ 一 
Ay! = 1 在 A 是正 数 而 非 完全 平方 时 有 无 穷 多 个 解 D. Euler 把 这 
方程 误 称 为 Pell 方程 ,这 名 称 流传 到 今天 . Fermat 在 同一 封 信 
中 包 向 所 有 数学 家 挑战 ,要 求 他 们 求 出 无 穷 多 个 整数 解 . Brounck- 
er DRAH TA, BHR ERRA LIZA. Wallis 则 全 部 解 出 了 
这 个 问题 . 并 在 1657 年 及 1658 年 的 信息 中 以 及 在 他 的 《代数 》 的 
第 98 章 中 给 出 了 解法 . Fermat 又 说 他 能 指出 :对 于 给 定 的 4 和 
B, 己 一 4 一 日 在 什么 情况 下 可 解 , 并 能 把 它 解 出 来 .我 们 并 不 
知道 Fermat 是 怎样 解 这 两 个 方程 的 ,尽管 他 在 1658 年 的 一 封 信 
中 说 他 是 用 下 推 法 解 第 一 个 方程 的 . 


8. 代数 同 几何 的 关系 

我 们 可 以 看 出 ,代数 在 16、17 世纪 中 得 到 巨大 的 发 展 . 由 于 
把 它 同 几何 捆 在 一 起 , 故 在 1500 年 以 前 人 们 认为 三 次 以 上 的 方程 
是 不 现实 的 . 当 数 学 家 不 得 不 研究 高 次 方程 (例如 由 于 辅助 计算 数 
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字 表 而 采用 三 角 恒 等 式 ) 或 由 对 三 次 方程 的 自然 推广 而 想到 搞 
高 次 方程 时 ,许多 数学 家 对 这 种 想法 感到 荒唐 可 笑 . 如 Stifel 在 
他 编辑 出 版 的 Rudolff 的 《代数 》(Coss) 中 这 样 说 道 :“ 搞 三 次 以 
上 的 方程 ,似乎 以 为 竟 有 什么 高 于 三 维 的 东西 …… 那 是 违反 自 

然而 代数 终究 摆脱 了 几何 思维 的 束缚 . 不 过 代数 同 几 何 的 关 
系 仍然 是 复杂 的 . 主要 的 问题 是 怎样 使 人 认为 代数 推理 是 可 靠 的 ， 
而 在 16 世纪 以 及 在 17 世纪 的 大 部 分 时 间 里 ,答案 是 依靠 与 代数 
相当 的 几何 意义 . Pacioli, Cardan, Tartaglia, Ferrari 和 其 他 人 都 
给 代数 法 则 作出 几何 证 明 . Vieta 也 是 大 都 拘泥 于 几何 的 . 例如 他 
£j A! 3B A = Z (Rh AERAR, M B RU Z 是 常数 ) ,为 的 是 
使 每 一 项 都 是 三 次 的 ,从 而 都 可 以 代表 一 个 体积 . 然而 我 们 即将 看 
到 ,Vieta 对 代数 的 这 种 看 法 和 立场 是 过 渡 性 的 . Barrow 和 Pascal 
确实 反对 过 代数 ,后 来 又 反对 在 坐标 几何 和 微 积分 里 用 分 析 方法 ， 
因 他 们 觉得 代数 缺乏 可 靠 依 据 . 

当 Vieta, 其 后 又 有 Descartes, 用 代数 帮助 解 几 何 作 图 题 时 ， 
代数 依赖 于 几何 的 状况 开始 有 点 逆转 过 来 了 . Vieta 所 著 《 分 析 术 
引 论 》(1591) 中 出 现 的 许多 代数 问题 大 多 数 是 由 于 为 了 解 几何 题 
或 使 几何 作 图 法 系统 化 而 搞 的 . Vieta 把 代数 应 用 于 几何 的 典型 
例子 是 他 所 著 《 分 析 五 篇 ?中 的 这 样 一 个 问题 :已 给 矩形 的 面积 及 
RAE REEL. 他 设 算 形 面积 为 召 亩 (planum), 设 大 
边 与 小 边 之 比 为 S 比 R. 令 A 为 较 大 边 , 则 较 小 边 为 RA/S. 于 是 
B 亩 等 于 (RAS)(A 的 平方 ). 两 边 乘 以 S 得 出 最 后 的 方程 BS = 
RA’ . 然后 Vieta 说 明 怎 样 从 已 知 量 B 及 R/S, 并 依据 这 方程 ,用 
直 尺 和 圆规 作出 AR. 这 里 解 题 的 思想 方法 是 : 若 找 出 所 求 长 度 z 
满足 方程 az 十 br 十 c = 0 ,就 知道 

a LEVE — ac 
Za , 
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于 是 就 可 以 对 a, b 和 * 进行 右边 代数 式 里 所 规定 的 几何 作 图 步 
RR EH x OR. 

对 Vieta 来 说 ,代数 是 发 现 数学 真理 的 特 设 步骤 , 它 就 是 Pla- 
to 心目 中 所 认为 的 分 析 法 (相对 于 综合 法 而 言 ) “分析 ”这 个 词 是 
亚历山大 的 Theon 引入 的 ,他 把 分 析 定 义 为 这 样 的 步骤 : 先 假定 
所 求 的 结果 成 立 ,然后 根据 逐步 推理 ,得 出 一 个 已 知 的 真理 . 所 以 
Vieta 才 把 他 的 代数 称 作 分 析 术 . 它 执行 了 分 析 的 过 程 ,特别 是 对 
几何 问题 . 事实 上 这 也 是 Descartes 坐标 几何 思想 的 出 发 点 ,而 他 
在 方程 论 方面 的 工作 也 是 从 他 想 利用 方程 来 协助 解决 几何 作 图 问 
题 而 引起 的 . 

代数 与 几何 的 相互 依赖 关系 也 可 从 Vieta 一 个 学 生 Marino 
Ghetaldi (1566 一 1627) 的 工作 中 看 出 来 . 他 在 所 著 《Apollonius # 
作 的 现代 阐释 》(Apollonius Redivivus ，1607) 的 一 个 篇 章 中 对 确 
定 的 几何 问题 的 代数 解法 作 了 系统 研究 . 他 反 过 来 又 用 几何 来 证 
明代 数 法 则 . 他 还 用 几何 方法 作出 代数 方程 的 根 . 他 死 后 出 版 的 
《数学 的 分 析 与 综合 》(De resolutione et compositione mathemati- 
ca ，1630) 一 书 是 详尽 讨论 这 一 问题 的 著作 . 

我 们 也 发 现 16 世纪 和 17 世纪 的 数学 家 承认 应 该 发 展 代数 来 
代替 希腊 人 所 引用 的 几何 方法 . Vieta 看 到 有 关 量 的 相等 或 成 比 
例 的 问题 ,不管 这 些 量 是 来 自 几 何 、 物 理 或 商业 的 ,都 有 可 能 用 代 
数 来 处 理 . 因此 他 对 高 次 方程 和 代数 方法 论 的 研究 是 毫 不 迟疑 的 ， 
他 展望 未 来 能 出 现 一 种 运用 符号 的 关于 量 的 演绎 科学 . 他 一 方面 
诚然 把 代数 主要 当 作 是 搞 几 何 问 题 的 方便 工具 ,但 也 有 足够 广阔 
的 远见 ,能 看 到 代数 有 它 自身 的 生命 力 和 意义 . Bombelli 不 用 几何 
而 作出 过 一 些 能 被 当时 所 接受 的 代数 证 明 . Stevin 断言 凡是 几何 
上 所 能 做 到 的 事 都 能 用 算术 和 代数 做 到 . Harriot 所 著 《 实 用 分 析 
术 》(Artis Analyticae Praxis ，1631) 一 书 把 Vieta 著作 中 的 一 些 
思想 观点 加 以 引申 加 以 系统 化 并 使 之 突出 . 这 书 很 像 一 部 现代 的 
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代数 课本 , 它 比 先 前 任何 一 部 代数 书 更 富 于 分 析 精 神 ,并 在 系统 运 
用 符号 方面 向 前 迈 出 了 一 大 步 . 它 的 流传 很 广 . 

Descartes 也 开始 看 到 代数 的 巨大 潜力 . 他 说 他 是 继 Vieta 的 
未 竟 之 业 的 . 从 提供 物质 世界 的 知识 这 个 意义 上 说 ,他 并 不 认为 代 
数 是 一 门 科 学 . 他 说 几何 与 力学 才 确 实 含 有 这 种 知识 ,他 把 代数 看 
成 是 进行 推理 一 一 特别 是 关于 抽象 的 和 未 知 的 量 进行 推理 的 有 力 
方法 . 他 认为 代数 使 数学 机 械 化 ,因而 使 思考 和 运算 步骤 变 得 简 
单 ,而 无 需 花 很 大 的 脑力 . 这 有 可 能 使 数学 创造 变 成 一 种 几乎 是 自 
动 化 的 工作 . 

对 Descartes 来 说 ,代数 居于 数学 其 他 各 分 支 的 最 前 列 . 它 是 
逻辑 的 引申 ,是 处 理 量 的 一 门 有 用 的 学 科 , 因 而 从 这 个 意义 上 来 
说 , 它 甚 至 比 几何 还 具有 根本 的 意义 ;就 是 说 ,在 逻辑 次 序 上 它 领 
先 于 几何 , 因此 他 想 建 立 一 门 独立 的 有 系统 的 代数 ,而 不 是 一 批 符 
号 的 无 计划 无 依据 的 堆砌 和 紧密 依赖 于 几何 的 一 些 步 骤 方 法 . 有 
一 份 关于 代数 论述 的 提纲 ,名 为 《4 计算》(Le Calcul, 1638), 是 
Descartes 本 人 或 他 所 领导 的 人 执笔 的 ,那里 就 把 代数 作为 一 门 独 
立 的 科学 来 处 理 . Descartes 的 代数 是 空洞 而 没有 意义 的 . CRE 
一 种 计算 技巧 或 一 种 方法 ,是 他 寻求 方法 的 总 工作 里 的 一 部 分 . 

Descartes 把 代数 看 作 是 逻辑 在 处 理 量 方面 的 一 种 延伸 ,这 使 
他 想到 有 可 能 创立 一 门 范 围 较 广 的 代数 科学 ,能 概括 量 以 及 其 他 
概念 ,并 能 用 于 研讨 一 切 问题 . 甚至 逻辑 上 的 原理 和 方法 也 可 能 用 
符号 来 表达 ,而 整个 体系 则 可 用 之 于 使 一 切 推理 过 程 机 械 化 . Des- 
cartes 把 这 种 想法 称 作 “通用 数学 ” 这 一 思想 在 他 的 著作 里 是 含 
糊 不 清 的 ,也 没有 被 他 深入 探讨 . 不 过 他 毕竟 是 第 一 个 把 代数 放 在 
学 术 系 统 基本 地 位 上 的 人 . 

对 代数 的 这 种 观点 有 充分 认识 的 第 一 个 人 是 Leibniz, 他 终于 
把 它 发 展 成 符号 逻辑 (第 51 章 第 4 节 ). Isaac Barrow 也 具有 这 种 
观点 ,但 范围 较 守 . 他 是 Newton 的 师 友 ,是 在 Newton 之 前 担任 
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剑桥 大 学 Lucas 数学 讲座 的 人 . 他 并 不 把 代数 看 作 是 正规 数学 
的 一 部 分 ,而 是 把 它 看 成 逻辑 的 一 种 形式 化 . 他 认为 只 有 几何 才 
是 数学 ,而 算术 和 代数 是 处 理 那 种 以 符号 形式 表达 出 来 的 几何 
量 的 . 

AN Descartes 和 Barrow 对 代数 有 什么 样 的 哲学 观点 ,也 不 
管 他 们 把 代数 看 成 一 种 普遍 的 推理 科学 将 会 有 什么 样 的 潜在 可 能 
性 ,算术 和 代数 技巧 的 日 益 广泛 的 应 用 所 产生 的 实际 效果 ,是 使 代 
数 成 为 独立 于 几何 的 一 个 数学 分 支 . 在 当时 ,Descartes 之 既 用 a? 
来 表示 一 个 长 度 又 表示 一 块 面积 这 件 事 是 个 重大 的 步骤 ,因为 
Vieta 尚 坚持 认为 二 次 方 只 能 表示 面积 . Descartes 告诉 读者 注意 
他 用 a^ 作为 一 个 数 , 并 且 明 确 指出 他 和 前 人 的 用 法 不 同 . 他 说 zx? 
是 适合 x :xz 二 xz:1 的 一 个 数量 .同样 ,他 在 《几何 ) 中 说 一 些 线段 
的 乘积 可 以 是 线段 ,这 里 他 思想 上 指 的 是 所 涉及 的 数量 ,而 不 是 古 
代 希 腊 人 所 指 的 几何 线段 . 他 明确 认识 到 代数 计算 是 不 依赖 于 几 
何 的 . 

John Wallis 受 了 Vieta，Descartes，Fermat 和 Harriot 的 影 
响 ,在 使 算术 和 代数 脱离 几何 描述 的 工作 上 比 他 们 这 些 人 走 得 更 
yc. 他 在 所 著 《 算 术 》(1685 ) 一 书 中 用 代数 方法 推导 出 Euclid《 原 
本 》 第 五 篇 中 的 所 有 结论 . 他 不 再 把 zx 和 y 的 代数 方程 限定 为 齐 
次 方程 ,因为 人 们 之 所 以 持 有 这 种 想法 ,是 由 于 这 类 方程 来 自 几何 
问题 的 缘故 . 他 看 到 代数 具有 简明 易 懂 的 特点 . 

Newton PRAE ZJU, 但 我 们 在 他 所 著 的 《普遍 的 算术 》 中 
第 一 次 看 到 他 肯定 算术 与 代数 (相对 于 几何 而 言 ) 具 有 根本 的 重要 
性 ,当时 Descartes 与 Barrow 则 仍 赞成 以 几何 作为 基本 数学 分 
X. Newton 为 创立 微 积分 需要 而 且 也 使 用 了 代数 语言 ,而 微 积分 
也 以 代数 方法 来 处 理 最 为 适宜 . 所 以 就 代数 之 所 以 能 居于 几何 之 
上 这 件 事 来 说 , 微 积 分 学 方面 的 需要 是 有 决定 意义 的 . 

到 1700 年 之 际 , 代 数 已 达到 能 够 自身 站 稳 脚 跟 的 地 步 了 . 唯 
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一 的 困难 是 没有 地 方 容 纳 它 . 自从 埃及 与 巴比伦 时 代 以 来 ,直观 和 
边 做 边 改 的 办 法 提供 了 一 些 实用 法 则 ;重新 闻 释 希腊 几何 代数 法 
的 结果 又 提供 了 其 他 一 些 法 则 ;16、17 世纪 中 ,部 分 地 在 几何 意 
义 的 指引 下 进行 的 独立 的 代数 研究 工作 ,得 出 了 许多 新 的 结果 . 但 
代数 的 逻辑 基础 ,足以 同 Euclid 提供 给 几何 者 相 媲 美的 , 却 并 不 
存在 . 鉴于 当时 欧洲 人 已 充分 认识 到 严格 的 演绎 式 数学 该 有 什么 
要 求 , 所 以 我 们 对 当时 人 对 此 事 普 遍地 缺乏 关心 (除了 Pascal 和 
Barrow 的 反对 以 外 ) 感 到 惊异 . 

数学 家 怎么 来 判断 哪些 东西 是 正确 的 呢 ?” 正 整数 和 分 数 的 性 
质 是 如 此 直截了当 地 来 自我 们 对 事物 集合 的 经 验 ,以 至 于 它们 看 
来 像 是 不 言 而 喻 似 的 . 甚至 Euclid 也 不 能 给 《原本 》 中 那些 讨论 数 
论 的 篇 章 提供 逻辑 基础 . 随 着 数 系 中 添 入 了 新 型 的 数 , 人 们 就 把 那 
些 用 之 于 正 整数 和 分 数 的 运算 法 则 也 施行 到 新 的 数 上 ,并 以 几何 
意义 作为 方便 的 向 导 . 字母 一 旦 被 人 采用 之 后 ,它们 就 是 数 的 化 
身 ,因而 可 以 像 数 那样 来 处 理 . 比较 复杂 的 代数 技巧 ,可 通过 Car- 
dan 所 用 的 那 种 几何 论证 ,或 者 通过 对 特例 的 单纯 归纳 ,而 获得 似 
乎 合理 的 依据 . 但 所 有 这 些 做 法 在 逻辑 上 都 不 能 令 人 满意 . 而 且 即 
使 求助 于 几何 ,也 不 能 给 负数 ,无 理 数 和 复数 提供 逻辑 依据 ,并 且 ， 
举 个 例 说 ,也 不 能 用 来 合理 地 说 明 : 若 一 多 项 式 当 x = a 时 为 负 ， 
Mac = oh AE MEKE a 与 2 ZAMS. 

然而 数学 家 满怀 喜悦 和 信心 百倍 地 着 手 运用 新 的 代数 . 事实 
上 ,Wallis BEWARE RN BE Ai TILE RR. 数学 家 没 
有 认识 到 他 们 即将 进入 一 个 新 的 时 代 , 那 时 归纳 直观 、 边 做 边 改 
的 办 法 和 物理 论点 将 要 作为 证 明 的 基础 . 给 数 系 和 代数 建立 逻辑 
基础 的 问题 是 个 难题 ,其 难度 远 远 超过 17 世纪 的 任何 数学 家 所 能 
认识 到 的 程度 . 数学 家 能 那样 大 胆 轻 信和 甚至 直率 而 不 拘泥 于 逻辑 
却 倒是 一 件 好 事 , 因 为 自由 创造 必须 走 在 正规 化 和 逻辑 基础 的 前 
面 ,而 数学 创造 的 最 伟大 的 时 代 已 经 到 来 了 . 
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第 14 章 
射影 几何 的 後 始 


我 坦率 承认 ,我 从 未 对 物理 或 几何 的 学 习 或 研究 抱 有 兴趣 , 除 
非 能 通过 它们 获得 有 助 于 目前 需要 的 茶 种 知识 …… 能 服务 于 
生活 的 幸福 与 方便 ,能 有 助 于 保持 健康 ,有 助 于 施展 某 种 技 
艺 …… 我 看 到 好 大 一 部 分 技艺 扎根 于 几何 ,如 建筑 上 的 采 石 
工艺 ,制作 日 规 ,特别 是 透视 法 . 


Girard Desargues 


1. 几何 的 重生 

几何 上 重要 创作 活动 的 复兴 上 晚 于 代数 . 从 Pappus 时 代 起 到 
1600 年 光景 ,除了 创立 透视 法 的 数学 体系 以 及 文艺 复兴 时 代 艺 术 
家 偶尔 作出 的 几何 研究 (第 12 章 第 2 节 ) 之 外 ,几何 方面 很 少 有 成 
果 的 工作 . Apollonius《 圆 锥 曲线 》 的 许多 印刷 版 本 的 出 现 ,特别 是 
1566 年 Federigo Commandino(1509 一 1575) 对 此 书 第 一 篇 到 第 四 
篇 的 著名 拉丁 文 译本 的 问世 ,引起 了 人 们 对 几何 的 一 些 兴趣 . 其 他 
译 者 又 译 出 了 第 五 篇 到 第 七 篇 ,并 且 还 有 一 些 人 ,包括 Vieta, 
Willebrord Snell (1580 一 1626) 和 Ghetaldi 在 内 ,着 手 重 整 失传 的 
第 八 篇 . 

要 使 数学 家 的 心思 纳入 新 的 轨道 ,所 需要 的 而 且 确 实 出 现 的 
是 新 的 问题 . 有 一 个 问题 是 早已 被 Alberti 所 提出 的 :一 个 实物 的 
同一 投影 的 两 个 截 景 有 什么 共同 的 几何 性 质 ? 许多 问题 是 来 自 科 
学 和 实际 的 需要 . Kepler 在 他 1609 年 的 著作 中 对 圆锥 曲线 的 应 
用 ,有 力 地 推动 人 们 去 重新 考察 这 些 曲 线 ,并 寻求 其 对 天 文 有 用 的 
性 质 . 光学 自古 希腊 时 代 以 来 就 是 数学 家 所 喜爱 的 ,而 在 17 世纪 
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初 发 明了 望远镜 和 显微镜 之 后 , 它 更 受到 人 们 大 为 增进 的 重视 . 给 
这 些 仪器 设计 透镜 成 了 一 件 大 事 ,这 意味 着 人 们 要 注意 研究 曲面 ， 
而 由 于 透镜 的 表面 都 是 旋转 面 , 因 而 又 要 注重 研究 母 曲线 . 地 理 探 
索 产 生 了 对 地 图 的 需要 ,引起 人 们 研究 在 球面 上 和 地 图 上 表示 的 
航行 路 线 . 产生 了 地 球 在 转动 的 思想 之 后 ,需要 新 的 力学 原理 来 计 
算 运 动物 体 的 路 径 ,这 就 又 需要 研究 曲线 . 而 在 运动 物体 之 中 , f 
射 体 变 得 更 加 重要 ,因为 人 们 已 能 用 大 炮 把 炮弹 射 到 几 百 码 的 距 
离 之 外 ,预先 算 好 弹道 和 射程 就 成 为 极端 重要 的 事 . 计算 面积 和 体 
积 的 实际 问题 也 开始 引起 入 们 更 多 的 注意 . Kepler 的 《测量 酒 桶 
体积 的 新 科学 》( Nova Stereometria Doliorum Vinariorum , 
1615 ) 掀 起 了 这 方面 一 阵 新 的 研究 工作 . 

领会 了 希腊 著作 的 内 容 之 后 ,人 们 又 重视 起 另 一 类 问题 来 了 . 
数学 家 开始 感到 希腊 人 的 证 明 方法 缺乏 一 般 性 . 几乎 每 个 定理 都 
要 想 出 一 种 特殊 的 方法 来 证 . 指出 这 一 点 的 是 早 在 1527 年 的 
Agrippa von Nettesheim (1486 一 1532) 和 Maurolycus ,后 者 在 圆 
锥 曲线 和 其 他 数学 问题 方面 ,翻译 过 希腊 人 的 著作 并 写 过 他 自己 
的 著作 . 

对 新 问题 的 大 部 分 反应 引起 了 对 旧 课 题 的 小 变动 . 对 圆锥 曲 
线 的 处 理 方法 改变 了 . 入 们 一 开头 就 把 这 种 曲线 定义 为 平面 上 的 
轨迹 ,而 不 再 像 Apollonius 的 书 里 那样 定义 为 圆锥 面 的 截 线 了 . 
例如 ,Guidobaldo del Monte 在 1579 年 把 椭圆 定义 为 与 两 焦点 距 
离 之 和 为 常数 的 动 点 的 轨迹 . 不 仅 是 圆锥 曲线 ,还 有 古代 希腊 人 研 
究 过 的 许多 曲线 如 Nicomedes 蚌 线 , Diocles 蔓 时 线 , Archimedes 
螺 线 和 Hippias 割 圆 曲线 都 被 人 重新 加 以 研究 . 一 些 新 的 曲线 也 
摘出 来 了 ,著名 的 如 旋 轮 线 ( 见 第 17 章 第 2 节 ). 所 有 这 种 工作 虽 
都 有 助 于 传播 希腊 人 的 学 术 成 就 ,但 都 没有 提出 什么 新 的 定理 或 
新 的 证 明 方 法 . 第 一 项 有 成 就 的 创新 工作 是 由 于 回答 画家 所 提出 
的 问题 而 产生 的 . 


2. 透视 法 工作 中 所 提出 的 问题 335 I 


2. 透视 法 工作 中 所 提出 的 问题 

画家 们 所 搞 出 来 的 聚焦 透视 法 体系 , 它 的 基本 思想 是 投影 和 
截面 取景 原理 (第 12 章 第 1 节 ). 人 眼 被 当 作 一 个 点 ,由 此 出 发 来 
观察 实景 . 从 实景 上 各 点 出 发 , 通 往 人 眼 的 光线 形成 一 个 投射 锥 . 
根据 这 一 体系 ,画面 本 身 必 含有 投射 锥 中 的 一 个 截 景 , 从 数学 上 
讲 ,这 截 景 就 是 一 个 平面 与 投射 棱锥 相 截 的 一 部 分 截面 . 

现 设 人 眼 在 O 处 (图 14.1) 观 察 水 平面 上 的 一 个 矩形 ABCD. 
从 O 到 矩形 四 边 上 各 点 的 连 线 便 形 成 一 投身 棱锥 ,其 中 OA,OB, 
OC 及 OD 是 四 根 典 型 直线 . 若 在 人 眼 和 和 矩形 间 插 入 一 平面 , 则 投 
射 锥 上 诸 直线 将 穿 过 那个 平面 , 并 在 其 上 勾画 出 四 边 形 
A'B'C'D'. Bi T Bi (S) A B'C'D 对 人 眼 产生 的 视觉 印象 和 原 
矩形 一 样 ,所 以 人 们 自然 要 问 ( 正 如 Alberti 所 提出 的 那样 ): 截 景 
和 原 矩 形 有 什么 共同 的 几何 性 质 ? 从 直观 上 看 ,原形 和 截 景 既 不 重 
合 又 非 相 似 , 它 们 也 不 会 有 相同 的 面积 . 事实 上 截 景 未 必 是 个 矩形 . 


O 


图 14.1 


这 问题 的 一 个 推广 是 : 设 有 两 个 不 同 的 平面 以 任意 角度 与 这 
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同一 个 投射 锥 相 截 得 到 两 个 不 同 的 截 景 ,它们 有 什么 共同 的 性 质 ? 

这 问题 还 可 进一步 推广 . REE ABCD 是 从 两 个 不 同 的 点 
0O' 及 0" 来 观察 (图 14. 2). 于 是 就 有 两 个 投射 锥 ,一 个 由 O REE 
确定 ,第 二 个 由 OR IE. 若 在 每 个 投射 锥 里 各 取 一 截 景 , 则 
由 于 每 一 截 景 应 与 矩形 有 某 些 共同 的 几何 性 质 , 则 此 两 截 景 也 应 
有 某 些 共同 的 几何 性 质 . 


o' 14.2 
17 世纪 的 一 些 几何 学 者 就 开始 找 这 些 问题 的 答案 . 他 们 把 所 
获得 的 方法 和 结果 看 成 是 Euclid 凡 何 的 一 部 分 . 然而 ,这 些 方法 
和 结果 诚然 大 大 丰富 了 Euclid 几何 的 内 容 , 但 其 本 身 却 是 几何 一 
个 新 分 支 的 开端 ,这 个 分 支 到 了 19 世纪 就 被 人 称 为 射影 几何 . 本 
章 中 我 们 就 把 这 项 工作 称 作 射影 几何 ,尽管 在 17 世纪 ,人 们 并 不 

对 Euclid 几何 与 射影 几何 加 以 区 分 . 


3. Desargues 的 工作 

直接 寻找 上 述 问题 答案 的 第 一 个 人 是 自学 成 名 的 GDesar- 
gues (1591—1661). 他 先是 陆军 军官 ,其 后 成 为 一 个 工程 师 和 奸 
筑 师 . Desargues 通晓 Apollonius 的 著作 ,并 觉得 他 能 发 明 新 方法 
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来 证 圆锥 曲线 的 定理 . 他 确实 这 样 做 了 ,并 且 充 分 认识 到 他 这 些 方 
法 的 功效 . Desargues 还 关心 改进 艺术 家 工程师 和 石匠 的 教育 和 
技艺 ,他 对 于 为 理论 而 搞 理论 是 很 不 赞成 的 . 他 的 头 一 步 工作 是 汇 
集 许 多 有 用 的 定理 ,起初 是 通过 书信 和 传单 传播 他 所 获得 的 成 果 . 
他 还 在 巴黎 免费 给 人 讲课 . 后 来 他 写 了 几 本 书 ,其 中 一 本 是 教 儿 童 
学 唱 的 书 . 另 一 本 讲 几 何在 泥 瓦 工 和 石 工 方面 的 应 用 . 

他 的 主要 著作 是 《 试 论 锥 面 截 一 平面 所 得 结果 的 初稿 》 
(Brouillon project d’une atteinte aux événemens des rencontres 
du cône avec un plan, 1639)%, 在 这 书 之 前 他 于 1636 年 出 版 了 关 
于 透视 法 的 一 本 小 册子 . 在 这 部 主要 著作 中 ,他 论述 了 现今 所 谓 的 
几何 中 的 射影 法 . Desargues 把 书 印 了 约 50 份 , 分 送 给 他 的 朋友 . 
不 久 所 有 的 复制 本 都 失传 了 . 1845 年 Michel Chasles 偶然 发 现 了 
La Hire FHRA, H N.G. Poudra 加 以 复制 ,并 由 他 在 1864 
年 编辑 了 Desargues 的 著作 . 但 1950 年 左右 Pierre Moisy 在 巴黎 
国立 图 书馆 里 发 现 了 一 本 1639 年 的 原版 本 并 复制 发 行 . 这 新 发 现 
的 版 本 中 包含 了 重要 的 附录 和 Desargues 所 作 的 订正 . Desargues 
关于 三 角形 的 主要 定理 和 其 他 一 些 定理 则 于 1648 年 发 表 在 他 朋 
友 Abraham Bosse (1602 一 1676) 所 著 的 一 本 关于 透视 法 的 书 的 
附录 中 . Bosse 在 他 的 这 本 《运用 Desargues 透视 法 的 一 般 讲 解 》 
(Manière universelle de M. Desargues, pour pratiquer la per- 
sbective) 中 打算 用 通俗 方式 讲解 Desargues 的 一 些 实用 方法 . 

Desargues 用 了 一 些 十 怪 的 术语 ,其 中 有 些 曾 出 现在 Alberti 
的 著作 中 . 他 把 一 根 直线 称 作 一 棵 “ 棕 ”(palm), 把 标 有 点 的 一 根 
直线 叫做 一 个 “ 干 ”. 但 若 一 直线 上 有 三 对 点 有 对 合 关系 ( 见 下 述 )， 
那 它 就 叫做 一 棵 “ 树 ”. Desargues 采用 这 些 新 术语 的 用 意 是 想 用 
比较 普通 的 说 法 讲 清道 理 而 避免 意义 含糊 . 但 这 种 语句 和 奇怪 生 
疏 的 思想 使 他 的 书 难 于 阅读 .除了 他 的 朋友 Mersenne, Des- 
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cartes, Pascal 和 Fermat 外 ,他 的 同时 代 人 都 称 他 为 怪人 . BSE 
Descartes 本 人 , 当 他 听 说 Desargues 在 创 用 一 种 新 方法 处 理 圆 锥 
曲线 时 ,也 写 信 给 Mersenne 说 ,除了 借助 于 代数 之 外 他 看 不 出 任 
何人 能 对 圆锥 曲线 摘出 什么 新 的 名 堂 来 . 但 当 Descartes 知道 了 
Desargues 工作 的 细节 之 后 就 对 之 高 度 推崇 . Fermat 认为 Desar- 
gues 是 圆锥 曲线 理论 的 真正 黄 基 者 ,并 且 觉 得 他 写 的 书 (Fermat 
显然 拥有 此 书 ) 思 想 丰富 . 但 由 于 一 般 人 未 能 欣赏 ,使 Desargues 
灰心 丧气 ,退休 回 到 老家 . 

在 谈 Desargues 的 几 个 定理 之 前 ,必须 先 引 述 对 平行 线 的 一 
个 新 规定 . Alberti 指出 过 ,在 作画 的 某 个 实际 图 景 里 ,画面 上 的 平 
行 线 ( 除 非 它们 平行 于 玻璃 屏 板 或 画面 ) 必 须 画 成 相交 于 某 一 点 . 
例如 上 面 图 14. 1 中 的 直线 A'B' 及 CD'( 它 们 与 平行 线 AB 及 
CD 相对 应 ) ,根据 投射 及 截 景 的 原理 ,必须 相交 于 某 点 OBR 
上 ,OO 及 AB 确定 一 平面 ,O 及 CD 也 确定 一 平面 . 这 两 个 平面 各 
交 玻 璃 屏 板 于 A'B'R C'D' ,而 由 于 它们 交 于 O, 所 以 这 两 个 平面 
必 有 一 公共 线 ( 交 线 ); 这 直线 交 玻 璃 屏 于 某 点 Of , 它 也 是 A'B'5 
CD 的 交点 . 这 点 O' 并 不 对 应 于 AB 或 CD 上 的 任何 普通 的 点 . 
事实 上 ,OO 线 是 水 平 的 ,从 而 是 平行 于 AB 及 CD 的 . 这 个 点 O 
叫做 没 影 点 , 因 它 在 AB 或 CD 上 没有 对 应 的 点 ,而 A'B' «CD 
土 任何 其 他 的 点 都 分 别 对 应 于 AB 或 CD 上 某 个 确定 的 点 . 

为 使 4B 与 4AB 上 的 点 以 及 CD“ 与 CD 上 的 点 之 间 有 完全 
的 对 应 关系 ,Desargues 在 AB 上 以 及 在 CD 上 引入 一 个 新 的 点 . 
它 把 这 点 叫做 无 穷 远 点 ,把 它 增添 到 两 平行 直线 上 普通 的 点 之 外 ， 
并 把 它 看 成 是 两 平行 线 的 公共 点 . 而 且 平 行 于 AB 或 CD 的 任何 
直线 上 都 有 这 同一 个 点 ,并 且 都 在 该 点 处 与 AB gk CD 相交 .方向 
不 同 于 ABR CD 的 任何 一 组 平行 线 都 同样 有 一 个 公共 的 无 穷 远 
点 . 由 于 每 组 平行 线 都 有 一 个 公共 点 ,而 平行 线 组 的 数目 是 无 穷 
的 ,所 以 Desargues 的 规定 就 是 在 Euclid 平面 上 引入 了 无 穷 多 新 
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的 点 . 他 进一步 假定 所 有 这 些 点 都 在 同一 直线 上 ,而 这 直线 则 对 
应 于 截 景 (或 画面 ) 上 的 水 平 线 或 没 影 直线 . 这 样 就 在 Euclid 平 
面 的 已 有 直线 中 添 入 了 一 根 新 的 直线 . 他 假定 一 组 平行 平面 上 
都 有 一 根 公 共 的 无 穷 远 线 ;就 是 说 ,所 有 平行 平面 都 相交 于 一 
直线 . 

在 每 根 线 上 增加 一 个 新 点 ,这 件 事 并 不 与 Euclid 几何 的 任何 
公理 或 定理 相 矛 盾 , 但 它 确 平 需要 在 文字 叙述 上 加 以 修改 .不 平行 
的 直线 仍然 相交 于 普通 的 点 ,但 平行 线 则 相交 于 每 根 线 上 的 “无 穷 
远 点 ”关于 无 穷 远 点 的 这 一 规定 实质 上 是 Euclid 几何 里 一 件 方 
便 的 事 , 因 它 避 免 了 特殊 情形 . 例如 ,现在 就 可 以 说 任何 两 直线 必 
然 恰 交 于 一 点 .我 们 不 久 可 以 更 充分 地 看 出 这 个 规定 的 好 处 . 

Kepler 也 (在 1604 年 ) 决 定 要 给 平行 线 增添 一 个 无 穷 远 点 ， 
但 出 于 不 同 的 理由 . 对 于 通过 P( 图 14. 3) 
MXF: 的 每 根 直线 ,有 /! 上 的 一 点 Q 与 
之 对 应 . 但 对 于 过 P 而 平行 于 7 的 直线 
PR, 却 没有 上 的 点 同 它 对 应 . 但 若 增 添 
PR 及 1 所 共有 的 一 个 无 穷 远 点 , Kepler 
便 可 断言 通过 PP 的 每 根 直 线 都 交 于 1. 又 ， 
在 Q 往 右 移 向 "无穷 远 "而 PQ 变 为 PR 后 ,可 把 PR 与 1 的 交点 
看 成 是 已 左边 的 一 个 无 穷 远 点 ,而 当 PR 继续 绕 P 旋转 时 ,PR 与 
/的 交点 Q 就 从 左边 移 近 . 这 样 ,就 使 PR 与 1 交点 的 移动 保持 连 
续 性 . 换言之 ,Kepler( 以 及 Desargues) 认为 直线 的 两 “ 端 " 是 在 “无 
穷 远 ” 处 会 合 的 ,因而 认为 直线 和 圆 有 同样 的 结构 . 事实 上 ,Kepler 
确 乎 把 一 根 直线 看 做 是 图 心 在 无 穷 远 处 的 一 个 圆 . 

引入 了 无 穷 远 点 及 无 穷 远 线 之 后 , Desargues 就 着 手 叙述 一 
个 基本 定理 ,这 定理 现 仍 称 为 Desargues 定理 . 设 有 点 O( 图 14. 4) 
及 三 角形 ABC. 我 们 知道 ,从 O 到 三 角形 边 上 各 点 的 那些 连 线形 
成 一 投射 锥 . 这 投射 锥 的 一 个 截 景 就 含有 一 个 三 角形 4 BC ,其 
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14. 4 

中 A’ 对 应 于 有 A,B' 对 应 于 B,C 对 应 于 C. ABC RA'B'C 这 两 个 
三 角形 叫做 从 O 点 看 去 的 透视 图 . Desargues 定理 断言 :对 于 从 一 
点 透视 出 去 的 两 个 三 角形 ,它们 间 成 对 的 对 应 边 AB 5j A'B', BC 
与 BC VA AC 与 A'C (或 它们 的 延长 线 ) 相 交 的 三 个 交点 都 在 
同一 直线 上 . 反之, 若 两 三 角形 的 三 对 对 应 边 相 交 于 一 直线 上 的 三 
点 , 则 连结 对 应 项 点 的 三 根 连 线 必 交 于 一 点 . 如 果 特 别针 对 前 面 的 
图 形 来 说 ,这 定理 本 身 告诉 我 们 :AA ,BB 以 及 CC' 交 于 一 点 O， 
AC 与 A'C' 交 于 一 点 P,AB 与 A'B’ 交 于 一 点 Q;BC 及 BC 交 于 
一 点 尺 ,而 P,Q 与 R 在 一 直线 上 . 

这 定理 虽然 对 三 角形 ABC 与 A'B'C' 在 同一 平面 或 不 在 同一 
平面 这 两 种 情形 都 成 立 ,但 其 证 明 只 在 不 同 平面 的 情形 才 是 简单 
的 . Desargues 对 二 维和 三 维 的 两 种 情形 都 证 明了 正定 理 和 逆 
定理 . 

在 Bosse 的 1648 年 著作 的 附录 里 , 载 有 Desargues 的 另 一 基 
本 结论 : 交 比 在 投影 下 的 不 变性 . 一 直线 上 A, B, C, D 四 点 所 形 


成 的 诸 线段 的 交 比 (图 14. 5 定义 为 呈 DE. Pappus 时 就 引入 过 
这 个 比 (第 5 章 第 7 节 ) ,并 证 明了 在 AD 及 A'D' 上 的 交 比 是 一 样 
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T). 但 他 们 都 不 是 从 投射 锥 和 截 景 的 观点 来 考虑 的 . 而 Desar- 
gues 则 是 这 样 考虑 的 ,并且 证 明了 投射 线 的 每 个 截 线 上 的 交 比 都 


图 14. 5 14. 6 

Desargues 在 他 的 主要 著作 (1639 ) 里 处 理 了 对 合 的 概念 , 这 
Æ Pappus 早 就 引入 而 由 Desargues 定名 的 . 直线 上 两 对 点 A, B 
DRA’, 说 是 对 合 的 ,如 果 该 直线 上 有 一 特定 点 O( 名 叫 对 合 中 
i), tË OA - OB = OA’ - OB’ (图 14.6). 同 样 ,三 对 点 A, B, A”， 
BURA", B 说 是 对 合 的 ,如 果 O04 - OB = OA’ - OB’ = OA”. 
OB” .点 A 和 B,A' 和 B’, 以 及 A 和 B” OU BRL. BA AE 使 
OA - OB = OE* , 则 巨 叫 做 二 重点 .在 这 情况 下 还 有 另 一 个 二 重点 
FF, 而 OX EF HHA. O 356 UE 7653 A. Desargues 在 一 根 
与 三 角形 三 边 相 交 的 直线 上 应 用 
Menelaus 定理 ,证 明 在 A, B, A’ 
及 B' 有 对 合 关系 时 (图 14. 7) , 若 
MA 了 把 它们 投射 到 男 一 直线 
上 ,成 为 点 A, B, AC Bi, M] 
这 第 二 组 点 也 是 对 合 的 . 

关于 对 合 关 系 ,Desargues 证 14.7 
明了 一 个 主要 定理 . 为 此 我 们 先 来 考察 完全 四 边 形 的 概念 ,这 是 
Pappus 已 经 部 分 探讨 过 的 一 个 概念 . 设 B, C, DRE 是 平面 上 
任意 四 点 ,其 中 没有 任何 三 点 是 共 线 的 (图 14. 8). 这 时 四 点 就 确 
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图 14. 8 


定 了 六 根 直 线 , 形 成 完全 四 边 形 的 各 边 . 对 边 是 彼此 不 相交 于 四 点 
之 一 的 两 边 . 例如 BC 及 DE 是 对 边 ,CD 及 BE 还 有 BD 及 CE 也 都 
是 对 边 . 三 对 对 边 的 交点 O, 下 与 A 是 四 边 形 的 对 边 点 . 今 设 四 个 项 
点 B, C, D, EE—-AL. 如 果 一 直线 PM 交 各 组 对 边 于 P, Q, I, 
KK 以 及 G, HioeBl T L, M. 那么 这 四 组 点 是 四 组 对 合 的 点 . 

其 次 , 设 在 图 形 所 在 平面 外 一 点 把 整个 图 形 作 一 投射 ,并 取 这 
投射 锥 的 一 个 截 景 . 这 样 原 图 里 的 圆 就 变 成 截 景 里 的 一 个 圆锥 曲 
线 , 原 图 里 的 每 根 直 线 变 成 截 景 里 的 某 根 直线 . 特别 是 圆 内 接 四 边 
形 就 变 成 圆锥 曲线 内 接 四 边 形 . 由 于 对 合 关系 在 投影 后 还 是 对 合 
关系 , 故 得 出 一 个 重要 而 普遍 的 结论 : 若 作 一 圆锥 线 的 内 接 四 边 
形 , 则 任 一 不 过 顶点 的 直线 与 圆锥 线 以 及 与 完全 四 边 形 对 边 相 交 
的 四 对 点 有 对 合 关系 . 

Desargues 其 次 引入 了 调和 点 组 的 概念 . AA, B, E R F ih 
是 成 为 一 调和 点 组 ,如 果 相 对 于 对 合 关 系 中 的 二 重点 玉 和 下 来 
说 ,A 与 B ERRA (现今 定义 交 比 等 于 一 1 的 点 组 为 调和 点 组 ， 
那 是 以 后 的 说 法 . ) 中 由 于 对 合 关系 经 投射 后 仍 为 对 合 关 系 , 故 调 


(D ix Mobius 定义 的 :Barycentrische Calcul (1827) , p. 269. 
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和 点 组 经 投射 后 仍 为 调和 点 组 . 接着 Desargues 又 证 明 若 调和 点 
组 中 的 一 点 是 无 穷 远 点 (在 四 点 所 在 直线 上 ), 则 与 之 相配 的 那 另 
一 点 平分 其 他 两 点 间 的 线段 . 36,35 A, B, A RB 是 调和 点 组 (图 
14.9), 且 若 从 O 作 投射 , 则 当 OA’ EF OB 时 ,OA' 平 分 AOB 
角 而 OB 平分 它 的 补 角 . 


A A B p 
14.9 

有 了 调和 点 组 的 概念 之 后 , Desargues Rit m H RE AR pa 55 3 
带 的 理论 ,这 是 Apollonius 早已 引入 过 的 理论 . Desargues 从 一 圆 
和 圆 外 一 点 A 出 发 (图 14. 10). 
则 在 从 A 出 发 交 圆 于 C 及 DD 的 
任 一 直线 上 , 必 有 第 四 个 调和 点 
B. 对 于 所 有 从 A 出 发 的 这 种 直 
线 而 言 ,所 有 的 第 四 调和 点 都 位 
于 一 直线 上 ,这 直线 就 是 点 A 的 
极 带 . 如 BB 就 是 A 的 极 带 . 又 ， 
假设 我 们 引入 任 一 完全 四 边 形 ， 
它 以 A 为 一 个 对 边 点 而 其 四 顶 
点 都 在 圆 上 . 例如 , 取 C, D, D 图 14. 10 
及 C 作为 这 样 一 个 完全 四 边 形 的 顶点 . 则 A 的 极 带 将 通过 这 完全 
四 边 形 的 另外 两 个 对 边 点 . (在 图 14. 10 中 ,R 是 这 两 个 对 边 点 之 
一 , ) 当 A 在 圆 内 时 ,同样 的 断言 也 成 立 . 若 A ERS, UA 的 极 
带 是 从 A 所 引 圆 的 两 根 切线 的 切 点 (图 中 的 点 了 及 QD) IER. 

对 于 贺 证 明了 上 述 断 言 之 后 , Desargues 又 用 从 图 形 平面 外 
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一 点 所 作 的 投射 及 其 一 个 截 景 来 证 明 这 些 断 言 对 任何 圆锥 曲线 都 


成 立 . 

Desargues 把 圆锥 曲线 的 直径 看 做 无 穷 远 点 的 极 带 . 我 们 马 
上 可 以 看 到 这 定义 与 Apollonius 的 定义 是 一 致 的 . 设 有 一 组 平行 
线 与 圆锥 曲线 相交 (图 14. 11). 这 些 平行 线 有 一 公共 点 即 无 穷 远 
AE A'B' 是 其 中 一 直线 , 则 A'B EAFA RB MEDIAA 
点 的 调和 共 思 点 是 弦 A'B’ 的 中 点 B. 同样 ,无 穷 远 点 对 于 A! 和 BY 
而 言 的 调和 共 轿 点 是 弦 4; B; 的 中 点 B. 平行 弦 族 的 这 些 中 点 位 
于 一 根 直线 上 ,而 这 直线 按 Apollonius 的 定义 也 是 直径 . Desar- 
gues 然后 证 明 关 于 双 曲 线 的 直径 、 共 斩 直 径 以 及 渐 近 线 的 一 些 事 
实 . 


14.11 
现在 我 们 看 到 , Desargues 不 仅 引 入 了 诸如 无 穷 远 元 素 等 新 
的 概念 以 及 许多 新 的 定理 ,尤其 重要 的 是 他 引入 了 以 投射 和 截 景 
作为 一 种 新 的 证 明 方法 ,而 且 通 过 投射 和 截 景 统一 处 理 了 几 种 不 
同类 型 的 圆锥 曲线 ,而 Apollonius 则 是 把 每 类 圆锥 曲线 分 别处 理 
的 .在 这 一 个 天 才 辈 出 的 世纪 里 ,Desargues 是 最 有 独创 精神 的 数 
学 家 之 一 . 


4. Pascal 和 La Hire 的 工作 

对 射影 几何 作出 贡献 的 第 二 个 主要 人 物 是 Blaise Pascal 
(1623—1662). 他 生 于 法 国 克 莱 蒙 (Clermont) ,从 小 多 病 , 并 在 其 
短暂 的 一 生 中 身体 一 直 不 好 . 他 的 父亲 Etienne Pascal 本 打算 不 
让 他 在 十 五 六 岁 以 前 学 数学 , 因 他 认为 一 个 孩子 在 年 岁 不 够 大 因 
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而 不 能 吸收 时 不 应 让 他 搞 一 门 学 科 . 但 Blaise 在 12 岁 的 时 候 就 一 
定 要 想 知 道 几何 究竟 是 怎么 回 事 ,而 一 旦 人 家 告诉 了 他 ,就 自己 着 
手 研究 . 

在 Pascal 八 岁 时 ,他 家 迁 到 巴黎 . 早 在 孩提 时 ,他 就 同 他 父亲 
参加 每 周一 次 的 “Mersenne 学 院 “( 其 后 变 为 自由 学 院 , 并 于 1666 
年 变 为 科学 院 ) 的 例会 . 当时 会 员 中 的 人 有 Mersenne # H , Desar- 
gues,Roberval( 法 兰 西学 院 数学 教授 ) ,Claude Mydorge(1585 一 
1647) 和 Fermat. 

Pascal 把 相当 多 的 时 间 和 精力 用 于 研究 射影 几何 . 他 是 微 积 
分 的 创始 人 之 一 ,并 在 这 方面 对 Leibniz 有 所 影响 . 我 们 也 提 及 
过 ,他 也 参与 了 开创 概率 论 的 工作 . 他 在 19 岁 的 时 候 就 发 明了 第 
一 架 计算 机 ,以 帮助 他 父亲 干 课 税 员 的 工作 . 他 在 物理 上 也 有 些 贡 
献 , 如 独创 一 种 抽 真 空 的 器 械 , 发 现 空气 重量 随 高 度 的 增加 而 递 
减 ,阐明 了 液体 中 的 压力 概念 . 他 在 物理 方面 的 工作 是 否 具 有 独创 
性 是 有 人 怀疑 的 ,事实 上 ,有些 科学 史家 按照 他 们 的 心胸 是 否 宽大 
而 把 这 看 做 是 普及 性 工作 或 旭 窃 . 

Pascal 在 其 他 许多 领域 里 都 有 伟大 成 就 . 他 是 法 文 散 文大 师 ， 
他 的 《思绪 》(Pensées) 和 《外 地 短 杞 》(Lettres provinciales ) 是 经 典 
文学 作品 . 他 也 是 出 名 的 神学 辩论 家 . 他 从 童年 时 期 起 便 想 把 宗教 
信仰 和 数学 及 科学 的 理性 主义 调和 起 来 ,而 这 两 方面 的 兴趣 在 他 
一 生 中 都 分 去 了 他 的 精力 和 时 间 . 他 也 和 Descartes 一 样 ,相信 科 
学 真理 必须 清楚 而 分 明 地 符合 感性 认识 或 符合 理智 ,或 者 是 这 类 
真理 的 逻辑 推论 . 他 认为 在 科学 和 数学 问题 上 不 该 有 故弄玄虚 之 
处 “ 凡 有 关 信 仰 之 事 不 能 为 理智 所 考虑 . "在 科学 问题 上 只 牵涉 到 
我 们 的 自然 思维 ,权威 是 无 用 的 ,科学 知识 只 能 建立 在 理智 的 基础 
上 .但 信仰 的 奥秘 是 感 党 和 理性 所 不 能 察 知 的 ,所 以 必须 赁 圣经 的 
权威 加 以 接受 . 他 谴责 那些 在 科学 上 滥用 权威 以 及 在 神学 上 使 用 
理智 的 人 . 然而 信仰 的 境界 比 理智 更 高 出 一 层 . 
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宗教 在 他 24 岁 以 后 主 字 了 他 的 思想 ,虽然 他 仍 继续 从 事 数学 
和 科学 工作 . 他 认为 单纯 作为 一 种 乐趣 来 从 事 科 学 工作 是 错误 的 . 
以 乐趣 为 主要 目的 而 搞 研 究 是 糟 踏 了 研究 , 因 那 样 的 人 怀 有 ”一 种 
对 学 问 的 贪 欲 之 心 ,对 知识 的 无 厌 嗜 求 …… 这 种 对 科学 的 钻研 首 
先 出 于 以 自我 为 中 心 的 关怀 ,而 不 是 着 眼 于 在 周围 一 切 自然 现象 
中 找 出 神 的 存在 和 荣耀 .” 

他 的 数学 工作 主要 是 赁 直观 的 ,他 预告 了 重大 的 结果 ,作出 了 
高 明 的 猜测 ,看 出 了 推理 和 运算 的 捷径 . 在 他 生命 的 后 期 ,他 把 一 
切 真理 来 源 归 之 于 直观 . 他 关于 这 方面 的 一 些 话 久 已 闻名 于 世 . 
“ 心 有 其 理 , 非 理 之 所 能 知 . “未 说 真理 者 , 才 发 觉 需 用 理智 这 种 迟 
缓 迁 回 的 方法 . “ 屏 弱 无 能 的 理智 啊 ,你 该 有 自 知之 明 .” 

如 果 我 们 可 以 赁 1660 ££ 8 月 10 H Pascal 去 世 前 不 久 给 Fer- 
mat 的 一 封 信 来 作 判 断 的 话 ,可 以 发 现 Pascal 似 对 数学 颇 有 腻 烦 
之 心 . 他 信 中 写 道 ;: “随便 谈 到 数学 ,我 觉得 它 是 对 精神 的 最 高 锻 
炼 ;但 同时 我 又 觉得 它 是 那么 无 用 ,以 至 使 我 觉得 一 个 单纯 的 数学 
家 同一 个 普通 工匠 极 少 差别 . 我 也 觉得 它 是 世界 上 最 可 爱 的 职业 ， 
然而 仅仅 是 一 种 职业 ;我 也 常 说 想 [ 学 数学 ] 是 件 好 事 ,但 为 此 费力 
则 不 然 . 所 以 我 不 愿 为 数学 而 多 走 两 步 ,而 我 想 你 也 会 深 有 同感 .” 
Pascal 是 个 多 才 多 艺 然而 性 格 矛盾 的 人 . 

Desargues 敦促 Pascal 搞 投射 和 取 截 景 法 ,并 建议 他 要 把 回 
锥 曲线 的 许多 性 质 简化 为 少数 几 个 基本 命题 作为 目标 . Pascal 接 
受 了 这 些 建议 . 1639 年 他 16 岁 时 就 用 投射 法 ( 即 取 投射 锥 和 截 
景 ) 写 了 关于 圆锥 曲线 的 著作 . 这 本 著作 现 已 失传 ,但 Leibniz 确 
T 1676 年 在 巴黎 见 过 ,并 对 Pascal MERA xt xx lE RNA A. 有 
一 篇 长 约 8 页 的 《 略 论 圆锥 曲线 》(Essay on Conics, 1640) 24 EE A 
有 少数 人 知道 ,旋即 失传 ,直到 1779 EA HELL ELO. Descartes 
曾 见 过 1640 年 的 这 篇 短文 ,觉得 如 此 出 色 ,竟然 不 相信 它 是 一 个 


(D Cuvres, 1, 1908, 243~260. 
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这 样 年 轻 的 人 写 的 ， 
Pascal 在 射影 几何 里 的 一 个 最 著名 的 结果 (都 发 表 在 上 述 两 
篇 著作 中 ) 是 现今 以 他 的 名 字 命 名 的 定理 . 用 现代 语言 叙述 ,这 定 
理 的 内 容 如 下 : 若 一 六 边 形 内 接 于 一 圆锥 曲线 , 则 每 两 条 对 边 相交 
而 得 的 三 点 在 同一 直线 上 . 例如 (图 14. 12)P,Q & R 在 同一 直线 
上 .车 六 边 形 的 对 边 两 两 平行 , 则 P, Q, R 将 在 无 穷 远 线 上 . 
P Q R 
vo ZN 一 一 
N pA V^ Va 
NK D, 
N / 
^ 人 


B 
图 14.12 


关于 Pascal 是 怎样 证 明 这 定理 的 ,我 们 只 有 一 些 线索 , 他 说 
由 于 这 对 于 圆 成 立 , 故 通过 投射 和 取 截 景 , 它 必 对 所 有 圆锥 曲线 都 
成 立 . 显然 , 若 从 图 形 平面 外 一 点 作 上 述 图 形 的 投射 锥 并 取 一 截 
景 , 则 截 景 必 含 一 圆锥 曲线 及 其 内 接 六 边 形 . 而 且 这 六 边 形 的 对 边 
将 相交 于 一 直线 上 的 三 点 , 即 对 应 于 原 图 P，Q, R 三 点 的 点 及 
PQR RHA. 顺便 提 一 下 ,关于 两 直线 的 每 根 线 上 有 三 点 的 那 
个 Pappus 定理 (第 5 章 第 7 节 ) 也 是 上 述 定理 的 一 个 特例 . 当 圆 锥 
曲线 退化 为 两 条 直线 (例如 当 双 曲线 退化 为 它 的 渐 近 线 时 ) , 那 就 
得 出 Pappus 所 说 的 定理 . 

Pascal 4E ZB] 3 5E B ( BD : 若 一 六 边 形 的 三 对 对 边 的 三 个 交点 
共 线 , 则 六 边 形 项 点 在 一 圆锥 曲线 上 ) 也 是 成 立 的 ,但 Pascal 并 没 
有 加 以 考虑 . Pascal 1640 年 论文 中 还 有 其 他 结果 ,但 不 值得 在 这 
里 多 谈 . 
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投射 和 取 截 景 法 也 为 Philippe de La Hire (1640 一 1718) 所 接 
受 . La Hire 年 轻 时 是 个 画家 ,以 后 转 而 搞 数 学 和 天 文 . La Hire 也 
同 Pascal 一 样 受 了 Desargues 的 影响 ,并 在 圆锥 曲线 方面 做 了 相 
当 多 的 工作 . 有 些 结果 发 表 在 1673 年 和 1679 年 的 论文 中 ,是 按 希 
腊 人 的 综合 方法 但 采用 了 新 的 观点 ,例如 以 焦点 -距离 来 定义 椭圆 
及 双 曲 线 , 有 些 结 果 应 用 了 Descartes 和 Fermat 的 解析 几何 .他 
的 最 大 著作 是 《圆锥 曲线 》( Sectiones Conicae 1685) ,这 是 专门 研 
究 射 影 几 何 的 . 
同 Desargues 和 Pascal 一 样 ,La Hire 也 先 证 明了 牵涉 到 调和 
点 组 的 圆 的 性 质 , 然 后 通过 投射 和 取 截 景 ,把 这 些 性 质 推 到 其 他 贺 
锥 曲线 . 这 样 他 可 以 用 一 种 方法 把 圆 的 性 质 推 到 任 一 类 圆锥 曲线 
上 .在 La Hire 的 这 部 1685 年 的 著作 中 ,虽然 漏 掉 了 一 些 材 料 ， 
如 Desargues 的 对 合 定理 和 Pascal 定理 ,但 几乎 包括 了 现今 关于 
圆锥 曲线 的 所 有 熟知 的 性 质 ,并且 都 用 综合 方法 证 明 ,作出 了 有 
系统 的 陈述 . 事实 上 ,La Hire 几乎 全 部 证 明了 Apollonius 的 364 
个 关于 圆锥 曲线 的 定理 . 书 中 也 有 关于 四 边 形 的 调和 性 质 . La 
Hire 总 共 证 明了 约 有 300 个 定理 . 他 打算 以 此 表明 投射 法 比 
Apollonius 的 方法 高 明 , 也 比 当 时 已 经 创立 的 Descartes 和 Fer- 
mat 的 新 的 解析 方法 (第 
15 章 ) 优 越 . 


p 
o 

"NA 总 的 说 来 , La Hire fit 

N 得 结果 并 未 超出 Desargues 

M> 。 的 和 Pascal 的 , 但 在 极点 和 

极 带 理论 上 他 有 一 个 重大 


的 新 结果 . 他 证 得 : 若 一 点 

图 14. 13 在 直线 上 移动 , 则 该 点 的 极 

带 将 绕 那 直线 的 极点 转动 . 例如 , 若 Q( 图 14. 13) 沿 直线 p BH, 
则 Q 的 极 带 绕 直 线 p 的 极点 P 转动 . 
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S. 新 原理 的 出 现 

在 Desargues ,Pascal 和 La Hire 这 些 人 得 出 的 一 些 特殊 定理 
之 外 和 之 上 ,当时 开始 出 现 一 些 新 的 思想 和 观点 . 第 一 个 是 关于 一 
个 数学 对 象 从 一 个 形状 连续 变 到 另 一 形状 的 思想 ,这 里 的 数学 对 
象 就 是 几何 图 形 . 从 Kepler 1604 年 的 《天 文学 的 光学 部 分 》(As- 
tronomiae pars Opiica 外 ) 里 ,可 以 看 出 他 似乎 是 第 一 个 掌握 了 这 
一 事实 的 人 :抛物 线 、 椭 贺 、 双 曲线 , 圆 、 由 两 直线 组 成 的 退化 圆锥 
曲线 ,都 可 以 从 其 中 之 一 连续 变 为 另 一 个 . 为 实现 从 一 个 图 形 连 续 
变换 为 另 一 个 图 形 这 个 过 程 ,比方 说 ,从 椭 贺 变 到 抛物 线 然 后 变 到 
双 曲 线 ,Kepler 设想 一 个 焦点 固定 而 让 另 一 个 焦点 在 它们 的 连 线 
上 移动 . 若 让 动 点 移 向 无 穷 远 (同时 让 偏心 率 趋 于 1) ,椭圆 就 成 为 
抛物 线 ; 然 后 让 那个 动 焦点 又 出 现在 定 焦点 的 另 一 方 ,这 时 抛物 线 
就 变 成 双 曲 线 . 当 两 焦点 合 而 为 一 ,椭圆 变 成 圆 ; 当 双 曲线 的 两 焦 
点 合 在 一 起 , 双 曲 线 便 退 化 为 两 直线 . 要 使 一 焦点 从 一 个 方向 移 往 
无 穷 远 而 又 从 另 一 个 方向 重新 出 现 , Kepler 就 假定 了 (如 前 所 指 
出 过 的 ) 直 线 向 两 端 无 限 延 伸 之 点 在 无 穷 远 处 合成 一 点 ,从 而 赋予 
直线 以 圆 的 性 质 . 虽然 在 直观 上 这 样 看 待 直线 并 不 令 入 满意 ,但 这 
种 思想 在 逻辑 上 是 合理 的 ,而 且 事 实 上 在 19 世纪 的 射影 几何 里 成 
为 一 个 基本 原理 . Kepler 又 指出 , 若 连续 改变 那个 截 制 圆锥 的 平 
面 的 倾角 , 便 可 得 各 种 不 同 的 圆锥 曲线 . 

Pascal 也 应 用 了 图 形 连续 变化 的 观点 . 他 让 六 边 形 的 两 相 邻 
顶点 彼此 靠近 合 而 为 一 ,使 之 变 成 一 五 边 形 . 然后 他 从 六 边 形 的 性 
质 ,考察 这 些 性 质 在 图 形 连 续 变 动 时 出 现 什么 情况 ,来 推断 出 五 边 
形 的 性 质 . 同样 ,他 从 五 边 形变 到 四 边 形 . 


(D Ad Vitellionem Paralipomena , quibus Astronomiae pars Optica Traditu (Vi- 
telo 一 书 补遗 ,内 含 天 文学 的 光学 部 分 ). 
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从 射影 几何 研究 工作 中 明显 出 现 的 第 二 个 思想 是 变换 和 不 变 
性 .从 某 点 作 一 图 形 的 投射 ,然后 取 这 投射 的 一 个 截 景 ,这 就 是 把 
原 图 形变 换 成 一 个 新 图 形 . 原 图 形 中 值得 研究 的 性 质 是 那些 在 变 
换 后 保持 不 变 的 性 质 . 17 世纪 的 其 他 一 些 数学 家 如 圣 . 文 森 特 的 
Gregory(1584 一 1667) 和 Newton® 还 引入 了 投射 取 截 法 之 外 的 

射影 几何 学 家 也 着 手 搞 代数 学 家 (特别 是 Vieta) 所 开创 的 寻 
求 一 般 方法 的 研究 . 在 希腊 时 代 , 证 明 方 法 的 功效 是 有 限 的 . 每 个 
定理 都 需要 有 新 的 一 种 办 法 . Euclid 和 Apollonius 似 都 不 关心 找 
一 般 方法 . 但 Desargues 却 强 调 投射 取 截 法 , 因 他 看 出 几 是 对 于 圆 
证 明了 的 性 质 ,都 可 拿 它 作为 一 般 方法 来 证 明 它 们 对 圆锥 曲线 也 
成 立 .他 又 从 对 合 与 调和 点 组 的 概念 ,看 到 有 比 Euclid 几何 里 更 
一 般 性 的 概念 . 事实 上 ,四 个 形成 调和 组 的 点 , 若 其 中 之 一 在 无 穷 
远 处 ,就 变 成 三 个 点 ,其 中 一 点 在 另外 两 点 连 线 的 中 点 处 .于 是 调 
和 点 组 的 概念 及 有 关 的 定理 比 一 点 平分 一 线段 的 概念 更 一 般 . 
Desargues 和 Pascal 想 从 单独 一 个 定理 推出 尽 可 能 多 的 结果 来 . 
Bosse 说 Desargues 从 他 的 对 合 定理 推出 了 Apollonius 的 60 个 定 
理 ,受到 Pascal 的 称颂. Pascal 通过 寻求 不 同 图 形 间 的 关系 如 六 
边 形 与 五 边 形 之 间 的 关系 ,也 想 找 出 处 理 这 些 图 形 的 共同 原理 . 事 
实 上 ,据说 他 通过 考察 有 关 图 形 的 定理 和 推论 ,从 他 关于 六 边 形 的 
定理 得 出 了 约 400 个 系 .但 现在 找 不 到 他 在 这 方面 的 著作 了 . 注重 
方法 的 精神 在 La Hire 1685 年 的 著作 中 是 很 明显 的 , 因 它 的 主要 
目标 是 为 了 显示 投射 取 截 法 比 Apollonius 的 方法 甚至 比 Des- 
cartes 的 代数 方法 优越 . 追求 结果 与 方法 的 一 般 性 这 项 工作 在 其 
后 的 数学 工作 中 成 为 一 股 强大 的 力量 . 

几何 学 家 虽 重视 了 方法 的 一 般 性 ,他 们 无 意 中 却 又 发 据 出 另 
一 类 一 般 性 . 许多 定理 ,如 Desargues 的 三 角形 定理 ,处 理 的 是 点 


D 《原理 》, 第 3 版 ,第 1 篇 , 引 理 22 及 命题 25. 
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和 线 的 相交 问题 ,而 不 是 像 Euclid 几何 里 所 处 理 的 线段 .角度 和 
面积 的 大 小 问题 . 线 的 相交 这 一 事实 在 逻辑 上 应 先 于 考虑 量 的 大 
小 ,因为 正 是 相交 这 样 的 事实 才 确 定 了 一 个 图 形 的 组 成 . 几何 的 一 
个 新 的 基本 的 分 支 诞生 了 , 它 着 重 位 置 和 相交 方面 的 性 质 , 而 不是 
大 小 和 度量 方面 的 性 质 . 然而 17 世纪 的 射影 几何 学 者 用 Euclid 
几何 作为 基础 ,特别 是 用 了 距离 和 角 的 大 小 这 些 概念 . 而 且 这 些 几 
何 学 家 非但 没有 用 新 几何 的 观点 来 思考 问题 ,事实 上 他 们 还 打算 
改进 Euclid 几何 里 的 方法 . 他 们 工作 中 蕴含 着 几何 新 分 支 这 一 事 
实 , 是 直到 19 世纪 才 认 识 到 的 . 

虽然 射影 几何 方面 的 工作 起 初 是 为 了 想 给 画家 提供 帮助 而 搞 
的 ,但 后 来 就 分 散 到 圆锥 曲线 方面 并 与 之 合流 , 因 那 时 对 圆锥 曲线 
的 兴趣 又 高 涨 起 来 了 . 不 过 纯粹 数学 并 不 迎合 17 世纪 的 时 尚 , 那 
时 的 数学 家 对 理解 自然 和 控制 自然 的 问题 一 一 简 言 之 就 是 对 科学 
问题 一 一 远 比 这 个 来 得 关心 . 用 代数 方法 处 理 数 学 问题 一 般 更 为 
AM ,特别 是 易于 得 出 科技 所 需要 的 数量 结果 . 而 射影 几何 学 家 用 
综合 方法 得 出 的 定性 结果 并 不 那样 有 用 . 因此 射影 几何 就 让 位 给 
代数 .解析 几何 、 微 积分 ,而 这 些 学 科 又 进一步 产生 出 在 近代 数学 
中 占 中 心地 位 的 其 他 学 科 . Desargues, Pascal 和 La Hire 得 出 的 
结果 被 人 遗忘 了 ,直到 19 世纪 才 又 重新 被 人 发 现 ,而 那 时 候 新 获 
得 的 结果 和 新 观点 使 数学 家 能 培育 出 潜伏 在 射影 几何 里 的 重要 
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$1535 
坐标 几何 


ven 我 决心 放弃 那个 仅仅 是 抽象 的 几何 . 这 就 是 说 ,不 再 去 
考虑 卷 些 仅 仅 是 用 来 练习 思想 的 问题 , 我 这 样 做 ,是 为 了 研 
究 男 一 -种 几何 , 即 目的 在 于 解释 自然 现象 的 几何 . 


René Descartes 


1. 坐标 几何 的 缘起 

Fermat 和 Descartes 是 数学 中 下 一 个 巨大 创造 的 主要 负责 
和 人, 他们 和 Desargues 及 其 追随 者 一 样 ,关心 到 曲线 研究 中 的 一 般 
方法 .但 他 们 两 人 在 很 大 程度 上 参加 了 科学 研究 工作 ,敏锐 地 看 到 
了 数量 方法 的 必要 性 ,而 且 注 意 到 代数 具有 提供 这 种 方法 的 力量 . 
因此 ,他 们 就 用 代数 来 研究 几何 . 他 们 所 创立 的 科目 叫做 坐标 几何 
或 解析 几何 ,其 中 心思 想 是 把 代数 方程 和 曲线 曲面 等 联系 起 来 . 这 
个 创造 是 数学 中 最 丰富 最 有 效 的 设想 之 一 . 

科学 的 需要 和 对 方法 论 的 兴趣 推动 了 Fermat 和 Descartes 
对 坐标 几何 的 研究 ,这 是 无 可 怀疑 的 . Fermat 对 于 微 积分 的 贡献 ， 
如 作曲 线 的 切线 ,计算 最 大 值 和 最 小 值 等 (这 些 将 在 后 面 讲 到 微 积 
分 的 历史 时 ,更 清楚 地 说 明 ), 是 为 解答 科学 问题 而 设计 的 . 他 还 对 
光学 做 了 第 一 等 的 贡献 . 他 对 方法 论 的 兴趣 ,在 他 的 一 本 小 书 《 平 
面积 立体 的 轨迹 引 论 》(Ad Locos Planos et Solidos Isagoge)© tp 
的 一 个 明白 的 叙述 里 得 到 证 实 (此 书写 于 1629 年 ,但 1679 年 才 出 
版 )®@. 他 在 书 中 说 ,他 找到 了 一 个 研究 有 关 曲 线 问题 的 普遍 方法 . 


(D Fermat 是 在 Pappus 所 解释 的 意义 下 用 这 些 名 词 的 ,参看 第 8 章 第 2 节 . 
D Œuvres, i, 91—103, 
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至 于 Descartes, 他 是 17 世纪 中 最 伟大 的 科学 家 之 一 ,他 把 方法 论 
作为 他 一 切 工作 的 首要 对 象 . 


2. Fermat 的 坐标 几何 

在 他 的 数论 工作 中 ,Fermat 从 Diophantus 出 发 . 他 关于 曲线 
的 工作 , 则 从 研究 希腊 的 几何 学 家 ,特别 是 Apollonius 开始 ， 
Apollonius 的 《4 论 平面 轨迹 》(On Plane Loci) 一 书 , 久 已 失传 ,而 
Fermat 却 是 把 它 重新 写 出 的 人 之 一 . 他 对 代数 做 了 贡献 之 后 , 准 
备 把 它 用 来 研究 曲线 . 这 一 点 他 在 上 述 小 书 《轨迹 引 论 》 中 做 了 . 他 
说 他 打算 发 起 一 个 关于 轨迹 的 一 般 研 究 ,这 种 研究 是 希腊 人 没有 
做 到 的 . Fermat 的 坐标 几何 究竟 是 怎样 产生 的 ,我 们 不 知道 . Fer- 
mat 是 熟悉 Vieta 用 代数 解决 几何 问题 的 用 法 的 ,但 更 可 能 的 是 


J yí ”他 把 Apollonius 的 结果 直接 翻译 成 

他 考虑 任意 曲线 和 它 上 面 的 一 

oiii RAJE 15.1). 7 RAL, E 
图 15.1 两 字母 定 出 :A 是 从 点 O 沿 底线 到 点 


Z 的 距离 ,E 是 从 Z 到 .的 距离 .他 所 用 的 坐标 就 是 我 们 所 说 的 倾 
和 斜 坐标 ,但 是 y 轴 没 有 明白 出 现 ,而 且 不 用 负数 . 他 的 A, ERE 
TET xs y. 

Fermat 早 就 叙述 出 他 的 一 般 原 理 :“ 只 要 在 最 后 的 方程 里 出 
现 了 两 个 未 知 量 ,我 们 就 得 到 一 个 轨迹 ,这 两 个 量 之 一 ,其 末端 就 
描绘 出 一 条 直线 或 曲线 . "图 中 对 于 不 则 位 置 的 ER.’ 
三 ,… 就 把 * 线 " 描 出 . 他 的 未 知 量 A 和 巨 , 实 际 上 是 变数 ,或 者 可 
以 说 ,联系 A ALE 的 方程 是 不 确定 的 . 在 这 里 , Fermat 用 Vieta 的 
办 法 ,让 一 个 字母 代表 一 类 的 数 ,然后 写 出 联系 A 和 五 的 各 种 方 
程 , 并 指明 它们 所 描绘 的 曲线 . 例如 ,他 写 出 “Din A aequetur B in 
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E”( 用 我 们 的 记号 就 是 Dr = By ) 并 指明 这 代表 一 条 直线 . 他 义 
给 出 (以 下 用 我 们 的 写法 ) d(a 一 x) = by, 并 肯定 它 也 代表 一 条 直 
线 . 方程 B 一 x = y 代表 一 个 加 ,a 一 x = ky! 代表 一 个 椭圆 ， 
ate = ky! Ñ ry =a 各 代表 一 条 双 曲 线 , 而 x? — ay 代表 一 条 
抛物 线 . B] Fermat 不 用 负 坐 标 ,他 的 方程 不 能 像 他 所 说 代表 整个 
曲线 ,但 他 确实 领会 到 坐标 轴 可 以 平移 或 旋转 ,因为 他 给 出 一 些 较 
复杂 的 二 次 方程 ,并 给 出 它们 可 以 简化 到 的 简单 形式 ,他 肯定 :一 
个 联系 着 AME 的 方程 ,如 果 是 一 次 的 ,就 代表 直线 轨迹 ,如 果 是 
二 次 的 ,就 代表 圆锥 曲线 . 在 他 的 《 求 最 大 值 和 最 小 值 的 方法 》 
(Methodus ad Disquirendam Maximam et Minimam, 1637 )® 
中 ,他 引进 了 曲线 y= 二 a" Ay =”. 


3. René Descartes 

Descartes(1596 一 1650) 是 第 一 个 杰出 的 近代 哲学 家 ,是 近代 
生物 学 的 英 基 人 ,是 第 一流 的 物理 学 家 ,但 只 偶然 地 是 个 数学 家 . 
不 过 , 像 他 那样 富 于 智力 的 人 ,即使 只 花 一 部 分 时 间 在 一 个 科目 
上 ,其 工作 也 必定 是 很 有 意义 的 . 

他 于 1596 年 3 月 31 日 出 生 在 都 兰 的 拉 哈 耶 (La Haye in 
Touraine) 地 方 . 他 父亲 是 个 相当 富有 的 律师 . 当 他 8 岁 的 时 候 , 他 
父亲 把 他 送 进 安 茹 的 拉 弗 菜 什 (La Flèche in Anjou) H8 7; 89 — A 
耶稣 会 学 校 . 因为 他 身体 不 好 ,被 允许 每 天 早上 在 床上 工作 ,这 习 
惯 他 一 直 保 持 到 老 . 他 16 岁 离开 拉 弗 菜 什 ,20 岁 毕 业 于 普 瓦 蒂 埃 
(Poitiers) 大 学 ,去 巴黎 当 律 师 . 在 那里 他 遇见 Mydorge 和 Marin 
Mersenne 神甫 , 花 了 一 年 的 时 间 和 他 们 一 起 研究 数学 . 但 他 却 变 
得 不 安静 起 来 ,而 于 1617 年 投入 了 奥 拉 日 的 Maurice EF ME 
BA. 在 那 以 后 的 九 年 里 ,他 时 而 在 凡 个 军队 中 服役 , 时 而 在 巴黎 狂 
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欢 作乐 ,但 一 直 继 续 研 究 数学 . 在 荷兰 布雷 达 (Breda) 地 方 的 招贴 
牌 有 -- 个 挑战 性 的 问题 ,他 给 解决 了 ,这 使 他 自信 有 数学 才能 ,从 
而 开始 认真 地 用 心 于 数学 . 他 加 到 巴黎 ,为 望远镜 的 威力 所 激动 ， 
闭 门 钻 研 光 学 仪器 的 理论 与 构造 . 1628 年 他 移居 到 荷兰 ,得 到 较 
为 安静 自由 的 学 术 环 境 . 他 在 那里 住 了 20 年 , 写 出 了 他 的 著名 作 
na. 1649 年 他 被 邀请 去 瑞典 做 Christina 女皇 的 教师 ,他 为 王室 的 
尊崇 与 荣誉 所 吸引 , 接受 了 这 一 邀请 . 1650 年 他 在 那里 患 脑 炎 
xr. 

他 的 第 一 部 著作 《思想 的 指导 法 则 》(Regulae ad Directionem 
Ingenii OR 1628 年 写成 的 ,但 在 他 死 后 才 出 版 . 他 的 第 二 部 重要 
著作 《世界 体系 》(Le Monde , 1634) ,包括 一 个 宇宙 洲 训 理论 ,是 用 
来 说 明 行星 是 如 何 转 动 不 息 而 且 保 持 在 它们 绕 日 的 轨道 中 的 . 但 
他 害怕 教会 的 迫害 ,没有 发 表 . 1637 年 ,他 出 版 了 他 的 《更 好 地 指 
导 推 理 和 寻求 科学 真理 的 方法 论 》(Discours de la méthode pour 
bien conduire sa raison, et chercher la vérité dans les sciences ) 9. 
此 书 是 文学 和 哲学 的 经 典 著作 ,包括 三 个 著名 的 附录 :《 几 何 》(La 
Géométrie) 《折光 》(La Dioptrique ) 和 《 陨 星 》(Les Météores ). 其 
中 的 《几何 》 部 分 包括 了 他 关于 坐标 几何 和 代数 的 思想 . 这 是 Des- 
cartes 所 写 的 唯一 的 数学 书 , 昌 然 他 在 许多 通信 中 ,也 确实 传播 过 
许多 其 他 关于 数学 的 思想 .《 方 法 论 ) 一 书 ,立刻 给 他 带 来 了 很 大 的 
PU. 随 着 时 间 的 流逝 ,他 和 他 的 群众 ,更 加 注意 他 的 著作 . 1644 
年 ,他 发 表 了 《哲学 原理 》( Principia Philosophiae ), 专 论 物 理科 
学 ,特别 是 运动 定律 和 洲 涡 理论 . 此 书 也 包括 《世界 体系 》 中 的 材 
料 , 他 相信 这 次 已 经 写 得 使 教会 容易 接受 些 . 1650 年 他 发 表 了 《 音 
乐 概要 》(Musicae Compendium). 

Descartes 的 科学 思想 ,支配 着 17 世纪 . 他 的 教导 和 著作 , 因 
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3. René Descartes 
为 表达 得 非常 清楚 动人 ,甚至 在 非 科 学 家 中 间 也 很 通行 . 只 有 教会 
排斥 他 . 实际 上 Descartes 是 虑 诚 的 ,并 且 他 相信 他 已 经 证 明了 上 
帝 的 存在 ,因而 感到 高 兴 . 但 他 教导 说 ,圣经 不 是 科学 知识 的 来 源 ， 
只 赁 理性 就 足以 证 明 上 帝 的 存在 ,并 且说 ,人 们 应 该 只 承认 他 所 能 
了 解 的 东西 . 教会 对 他 这 些 话 的 反应 是 :在 他 死 后 不 久 ,就 把 他 的 
书 列 入 《禁书 口 录 》(Jnader of Prohibited Books) ,并 且 当 在 巴黎 
给 他 举行 着 礼 的 时 候 , 阻 止 给 他 致 悼词 ， 

Descartes 是 通过 三 条 途径 来 研究 数学 的 :作为 哲学 家 ,作为 
白 然 的 研究 者 ,作为 一 个 关心 科学 的 用 途 的 人 . 试图 把 这 三 条 思路 
分 离开 来 是 困难 的 ,而 且 也 许 是 不 实际 的 . 他 生活 在 清 教 与 天 主教 
间 的 争论 达到 高 潮 的 时 代 , 又 在 科学 刚刚 开始 发 现 出 一 些 向 主要 
的 宗教 教条 挑战 的 自然 规律 的 时 代 . 因此 ,他 就 开始 怀疑 他 在 学 校 
里 所 得 到 的 一- 切 知 识 . 早 在 他 在 拉 弗 菜 什 结束 了 课业 的 时 候 , 他 就 
断定 他 所 受 的 教育 仅仅 加 重 了 他 的 烦闷 . 他 是 这 样 地 为 他 的 怀疑 
所 困扰 ,以 至 他 相信 除了 认识 到 他 自己 的 无 知 外 ,没有 什么 进步. 
但 是 ,由 于 他 曾 在 欧洲 最 著名 学 校 之 一 里 果 过 ,又 由 于 他 相信 他 在 
那里 不 是 一 个 劣 等 生 , 他 感到 有 理由 去 怀疑 在 任何 地 方 有 没有 可 
靠 的 成 套 知 识 . 于 是 他 就 想 这 个 问题 :我 们 是 怎样 知道 一 些 东 
西 的 ? 

但 他 不 久 就 断定 逻辑 本 身 是 无 结果 的 :“ 谈 到 逮 辑 , 它 的 三 段 
论 和 其 他 观念 的 大 部 分 ,与 其 说 是 用 来 探索 未 知 的 东西 ,不 如 说 是 
用 来 交流 已 知 的 东西 ,或 者 用 来 无 判断 地 空谈 我 们 所 不 知道 的 东 
西 ." 所 以 逻辑 不 能 提供 基本 的 真理 . 

但 是 ,到 哪里 去 找 基本 真理 呢 ? 他 排斥 了 通行 的 大 部 分 是 经 
院 派 的 哲学 ,说 它 虽 然 有 吸引 力 , 但 显得 没有 明确 的 基础 ,而 且 所 
用 的 推理 法 并 不 总 是 无 可 非议 的 . 他 说 ,哲学 仅仅 提供 一 个 “从 表 
面 上 看 来 是 到 处 为 真 的 讨论 工具 . "神学 指出 了 上 天 堂 去 的 道路 ， 
他 自己 也 和 别人 一 样 激动 着 要 上 那儿 去 ,但 这 条 道路 是 正确 的 吗 ? 
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在 一 切 领域 里 建立 真理 的 方法 , 据 他 说 ,是 在 1619 年 11 月 
10 口 出 现在 他 梦 里 的 , 那 时 他 正在 一 次 军事 行动 中 ,那个 方法 就 
是 数学 方法 . 他 为 数学 所 吸引 是 因为 它 的 立足 于 公理 上 的 证 明 是 
无 局 可 击 的 ,而 卫 是 任何 权威 所 不 能 左右 的 . 数学 提供 了 获得 必然 
结果 以 及 有 效 地 证 明 其 结果 的 方法 . 此 外 , Descartes 还 清楚 地 看 
到 ,数学 方法 超出 他 的 对 象 之 外 . 他 说 :“ 它 是 一 个 知识 工具 , 比 任 
何其 他 由 于 人 的 作用 而 得 来 的 知识 工具 更 为 有 力 , 因 而 他 是 所 有 
共 他 知识 工具 的 源泉 . "在 这 同一 个 意向 下 ,他 写 道 : 


ee 所 有 那些 目的 在 于 研究 顺序 和 度量 的 科学 ,都 和 数 
学 有 关 . 至 于 所 求 的 度量 是 关于 数 的 呢 , 形 的 呢 , 蛙 体 的 
呢 . 声 音 的 呢 , 还 是 其 他 东西 的 呢 , 都 是 无 关 紧 要 的 . 因 
此 ,应 该 有 一 门 普遍 的 科学 ,去 解释 所 有 我 们 能 够 知道 的 
顺序 和 度量 ,而 不 考虑 它们 在 个 别 科学 中 的 应 用 . 事实 
上 ,通过 长 期 使 用 ,这 门 科学 已 经 有 了 它 自 身 的 专 名 ,这 
就 是 数学 . 它 之 所 以 在 灵活 性 和 重要 性 上 远 远 超过 那些 
依赖 于 它 的 科学 ,是 因为 它 完 全 包括 了 这 些 科学 的 研究 
对 象 和 许 许多 多 的 别 的 东西 . 


他 于 是 就 作出 结论 :“ 几 何 学 家 惯 于 在 困难 的 证 明 中 用 来 达到 结论 
的 成 长 出 的 简单 而 容易 的 推理 ,使 我 想到 :所 有 和 人们 能 够 知道 的 东 
丁 ,也 问 样 是 互相 联系 着 的 .” 

从 他 的 数学 方法 的 研究 中 ,他 抽出 了 (并 且 写 进 了 他 的 《思想 
的 指导 法 则 》 一 书 里 ) 在 任何 领域 中 获得 正确 知识 的 一 些 原则 :不 
要 承认 任何 事物 是 真 的 ,除非 它 在 思想 上 明白 清楚 到 毫 无 疑问 的 
程度 ;要 把 困难 分 成 一 些小 的 难点 ;要 由 简 到 繁 ,依次 进行 ;最 后 ， 
要 列举 并 审查 推理 的 步 又 ,要 做 得 彻底 ,使 之 毫 无 遗漏 的 可 能 . 

这 些 是 他 从 数学 家 的 实践 中 提炼 出 来 的 方法 要 点 . 他 希望 用 
这 些 要 操 ,去 解决 哲学 .物理 学 .解剖 学 .天 文学 .数学 和 其 他 领域 
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中 的 问题 .虽然 这 个 大 胆 的 计划 并 未 成 功 ,但 他 确实 对 于 哲学 、 科 
学 和 数学 ,做 出 了 可 观 的 页 献 . 心 的 直观 力量 ( 即 对 于 基本 的 、 清 楚 
的 \ 明 显 的 真理 的 直接 了 解 ) 和 演绎 推理 ,是 他 的 知识 哲学 的 要 素 . 
用 别 的 方法 得 来 的 所 谓 知识 ,由 于 有 错误 的 嫌疑 和 危险 性 ,都 应 该 
RF. 

他 在 4 方法 论 》 中 所 写 的 三 个 附录 ,就 是 为 了 证 明 他 的 方法 是 
有 效 的 ,他 相信 他 已 经 证 明了 . 

Descartes 创立 了 近代 哲学 . 我 们 不 能 详细 叙述 他 的 系统 ,只 
能 注意 其 中 与 数学 有 关 的 几 点 . 在 哲学 中 ,他 找 出 了 一 些 明白 到 他 
可 以 立刻 接受 的 真理 作为 公理 ,最 后 他 定 出 四 条 :(a) 我 思 故 我 在 ; 
(b) 每 一 现象 必 有 原因 ;(c) 效 果 不 能 大 于 它 的 原因 ;(d) 心 中 本 来 
就 有 完美 .空间 ,时间 和 运动 的 观念 . 根据 (c) ,完美 的 观念 ( 即 " 完 
美的 东西 "的 观念 ) 不 能 从 人 的 不 完美 的 心中 推导 或 创造 出 来 , 它 
只 能 从 一 个 完美 的 东西 得 到 . 因此 ,上 帝 存 在 . 因为 上 帝 不 欺骗 我 
们 ,所 以 我 们 就 能 保证 :在 直观 上 很 明白 的 数学 公理 ,以 及 通过 纯 
粹 的 思想 程序 从 这 些 公 理 得 出 来 的 推论 ,确实 可 应 用 于 物理 世界 ， 
因而 它们 都 是 真理 . 由 此 可 网 ,上 帝 一 定 是 按照 数学 定律 来 建立 自 
然 界 的 . 

对 于 数学 本 身 ,他 相信 他 有 明白 而 清楚 的 数学 概念 ,例如 三 角 
形 的 概念 . 这 些 概 念 确实 存在 ,而 且 是 永恒 的 .不 变 的 ,它们 的 存 
在 ,不 依赖 于 人 是 否 正 想 着 它们 . 因此 ,数学 是 永恒 地 客观 地 存在 


着 的 . 
Descartes 的 第 二 个 主要 兴趣 ,是 大 多 数 和 他 同时 代 的 思想 家 
所 共有 的 ,这 就 是 对 自然 界 的 了 解 .他 用 了 许多 年 的 时 间 在 科学 间 


题 上 , 共 至 广泛 地 做 了 力学 .水 静 力 学 .光学 和 生物 学 方面 的 实验 . 
他 的 洲 涡 理论 是 17 世纪 中 最 有 势力 的 宇宙 学 , 他 是 机 械 论 哲学 的 
克基 人 .这 个 机 械 论说 ;一 切 自 然 现象 包括 入 体 的 作用 ,都 可 归结 
到 服从 于 力学 定律 的 运动 ,但 Descartes 却 把 灵魂 除外 , 他 对 于 光 
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学 .特别 对 于 透镜 的 设计 感 兴 趣 ; 他 的 《几何 》 的 一 部 分 和 《折光 》 都 
是 讲 光 学 的 .他 和 Willebrord Snell 分 享 了 发 现 光 的 折射 定律 的 荣 
Zt. 他 的 科学 工作 ,和 他 的 哲学 工作 一 样 ,是 根本 性 的 而 且 是 革命 
性 的 . 

Descartes 的 科学 工作 的 为 一 重要 之 点 ,是 强调 要 把 科学 成 果 
付 之 应 用 (第 11 章 第 5 节 ). 在 这 一 点 上 ,他 同 希 腊 入 明白 地 公开 
HRA. 为 了 人 类 的 幸福 而 去 掌握 自然 ,他 追究 了 许多 科学 问题 . 
由 于 他 注意 到 数学 的 力量 ,他 自然 会 给 它 寻 找 用 途 . 对 他 来 说 , 数 
学 不 是 思维 的 训练 ,而 是 一 门 建设 性 的 有 用 科学 . 他 与 Fermat 不 
癌 ,几乎 不 注意 美 与 协调 性 . 他 不 推崇 纯粹 数学 ,认为 把 数学 方法 
只 用 到 数学 本 身 是 没有 价值 的 ,因为 这 不 是 研究 自然 . 那些 为 数学 
而 搞 数 学 的 人 ,是 白费 精神 的 盲目 的 研究 者 . 


4. Descartes 在 坐标 几何 方面 的 工作 

Descartes 既然 断定 方法 的 重要 性 ,并 断定 数学 可 以 有 效 地 应 
用 到 科学 上 去 ,他 就 把 方法 应 用 到 几何 . 在 这 里 ,他 对 方法 的 普遍 
兴趣 和 他 对 代数 的 专门 知识 ,就 组 成 联合 力量 . 他 对 于 下 述 事实 深 
ABA: Euclid 几何 中 每 一 证 明 ,总 是 要 求 某 种 新 的 、 往 往 是 奇 巧 
的 想法 . 他 明白 地 批评 希腊 和 人 的 几何 过 于 抽象 ,而 且 过 多 地 依赖 于 
图 形 , 以 至 “ 它 只 能 使 人 在 想象 力 大 大 疲乏 的 情况 下 ,去 练习 理解 
力 . "他 对 当时 通行 的 代数 也 加 以 批评 ,说 它 完 全 受 法 则 和 公式 的 
控制 ,以 至 于 “成 为 一 种 充满 混杂 与 星 瞳 、 故 意 用 来 阻碍 思想 的 艺 
AK ,而 不 像 一 门 改进 思想 的 科学 .” 他 因此 主张 采取 代数 和 几何 中 
一 切 最 好 的 东西 ,互相 以 长 补 短 . 

事实 上 ,他 所 着 手 开发 的 ,是 把 代数 用 到 几何 上 去 . 他 完全 看 
到 代数 的 力量 ,看 到 它 在 提供 广泛 的 方法 论 方面 ,高 出 希腊 人 的 几 
何方 法 . 他 同时 强调 代数 的 一 般 性 ,以 及 它 把 推理 程序 机 械 化 和 把 
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解 题 工 作 量 减 小 的 价值 . 他 看 到 代数 具有 作为 一 门 普遍 的 科学 方 
法 的 潜力 . 他 把 代数 应 用 到 几何 的 产物 ,是 他 的 《几何 ?一 书 . 

虽然 他 在 这 本 书 里 用 了 改进 的 记号 (这 在 第 13 章 已 提 到 ) ,但 
这 书本 是 不 容易 读 的 ,许多 模糊 不 清 之 处 是 故意 搞 的 ,他 自 吹 说 欧 
洲 几 乎 没有 一 个 数学 家 能 懂 他 的 著作 ,他 只 约略 指出 作 图 法 和 证 
法 ,而 留 给 别人 去 填 入 细节 . 他 在 一 封 信和 里 ,把 他 的 工作 比 作 建筑 
师 的 工作 , 即 立 下 计划 ,指明 什么 是 应 该 做 的 ,而 把 手工 操作 留 给 
木工 与 瓦工 . 他 还 说 :“ 我 没有 做 过 任何 不 经 心 的 删节 ,但 我 预见 
到 :对 于 那些 自命 为 无 所 不 知 的 人 ,我 如 果 写 得 使 他 们 能 充分 理 
解 , 他 们 将 不 失 机 会 地 说 我 所 写 的 都 是 他 们 已 经 知道 的 东西 . "在 
《几何 》 中 ,他 又 给 了 一 些 别 的 理由 ,例如 ,他 不 愿 夺 去 读者 们 自己 
进行 加 工 的 乐趣 . 后 来 有 人 给 此 书写 了 许多 评注 ,使 它 易 于 了 解 . 
他 的 思想 必须 从 他 书 中 许多 解 出 的 例题 里 去 推测 . 他 说 ,他 之 
所 以 删 去 绝 大 多 数 定理 的 证 明 ,是 因为 如 果 有 人 不 嫌 麻 烦 而 去 系 
统 地 考查 这 些 例题 ,一 般 定理 的 证 明 就 成 为 显然 的 了 ,而 且 照 这 样 
去 学 习 是 更 为 有 益 的 . 

在 《4 几何》 中 ,他 开始 仿照 Vieta 的 方式 ,用 代数 来 解决 几何 作 
图 的 问题 ;后 来 才 逐 渐 地 出 现 了 用 方程 表示 曲线 的 思想 , 他 首先 指 
出 ,几何 作 图 要 求 对 线段 作 加 减 乘 除 ,对 特别 的 线段 取 平 方 根 , 因 
为 这 几 种 运算 也 包括 在 代数 里 ,所 以 它们 都 可 用 代数 的 术语 表 出 . 

在 考虑 作 图 问题 时 ,Descartes 说 ,我 们 必须 假定 问题 已 经 解 
决 , 而 用 字母 表示 所 有 那些 看 来 是 作 图 所 必需 的 已 知 和 未 知 的 线 
段 ; 然 后 ,不 管线 段 是 已 知 的 还 是 未 知 的 ,我 们 必须 这 样 去 解除 困 
难 ; 弄 消 楚 这 些 线段 之 间 的 相互 关系 ,使 得 同一 -个 量 能 够 用 两 种 方 
式 表示 出 来 ,这 样 就 得 到 一 个 方程 .我 们 必须 求 出 与 未 知 线段 数目 
相同 的 方程 . 如 果 方 程 不 止 一 个 ,我 们 必须 把 它们 组 合 起 来 ,使 得 
最 后 只 剩 下 一 个 方程 ,其 中 只 有 一 个 未 知 的 线段 ,用 已 知 的 线段 表 
出 . Descartes 然后 说 明 怎 样 利 用 该 未 知 线段 的 代数 方程 来 把 它 
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画 出 . 

例如 ,假定 某 几 何 问题 归结 到 寻求 一 个 未 知 长 度 zx, 经 过 代数 
运算 知道 x 满足 方程 = az 十 
6, Rha, 8 是 已 知 长 度 . 于 是 由 


O 
代数 学 得 出 
DA (1) ry al ote 
n n m (Descartes 不 考虑 负 根 ). fh E H 
图 15. 2 ch: 7F A A= Ae NLM( A 


15.2), Hif LM = b, NL = 5. 延长 MN 到 0, 使 NO = NL = 
S TE x RÆ OM 的 长 度 . Descartes 没有 证 明 这 个 结论 的 正确 
性 ,但 是 很 明显 


OM — ON - MN = 24/5 +e. 


这 下 是 说 ,由 解 一 个 代数 方程 而 得 到 的 (1) 式 ,指明 了 x 的 画 法 . 

在 第 一 卷 书 的 前 一 半 中 , Descartes 用 代数 解决 的 ,只 是 古典 
的 几何 作 图 问题 . 这 是 代数 在 几何 上 的 -- 个 应 用 ,并 不 是 现代 意义 
下 的 解析 几何 . 以 上 所 说 的 问题 ,可 以 叫做 确定 的 作 图 问题 ,因为 
SH RETE IHE BE. Descartes 下 -一步 考虑 不 确定 问题 ,其 结 
来 有 许多 长 度 可 以 作为 答案 . 这 些 长 度 的 端点 充满 一 条 曲线 ,他 在 
这 里 说 “也 要 求 发 现 并 且 描 出 这 条 包括 所 有 端点 的 曲线 . "曲线 的 
描 出 ,根据 于 最 后 得 到 的 不 定 方程 ,此 方程 把 未 知 的 长 度 y ME 
MINKE RIH. 对 此 , Descartes 着 重 指出 ,对 于 每 个 x, 长 度 y 
满足 一 个 确定 方程 ,因而 可 以 画 出 . 如 果 方 程 是 一 次 的 或 二 次 的 ， 
就 可 以 按照 第 一 卷 的 方法 ,用 直线 和 贺 把 y 画 出 ; 对 于 高 次 方程 ， 
他 说 将 在 第 三 卷 中 说 明 怎 样 画 y. 

Descartes /H Pappus( 38 5 A 7 节 ) 的 问题 来 说 明 当 问题 归 
结 到 一 个 含有 两 个 未 知 长 度 的 方程 时 该 怎么 办 ,这 问题 (他 并 没有 
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普遍 地 解 出 ) 的 叙述 如 下 :在 平面 上 给 定 三 条 直线 , 求 所 有 这 样 的 
点 的 位 置 ( 即 轨 迹 ) ,从 这 点 作 二 条 直线 各 与 一 条 已 知 线 交 于 已 知 
角 (三 个 角 不 一 定 相 问 ) ,使 在 所 得 的 三 条 线段 中 , 某 两 条 的 乘积 
( 指 长 度 的 乘积 ) 与 第 三 条 的 平方 成 定 比 . 如 果 给 定 四 条 直线 , 画 法 
问 上 ,但 要 求 在 所 得 的 四 条 线段 中 , 某 两 条 的 乘积 ,与 其 余 两 条 的 
乘积 成 定 比 . 如 果 给 定 五 条 直线 , 画 法 仍 回 上 ,但 要 求 在 所 得 的 天 
条 线段 中 , 某 二 个 的 乘积 与 
共 余 两 个 的 乘积 成 定 比 . 如 
果 给 定 的 直线 多 于 五 条 , 作 
法 册 此 类 推 ， 

Pappus QR Ti WR, 4 26 ; 
定 的 让 线 是 二 条 或 四 条 时 ， 图 15.3 
所 得 的 轨迹 是 ~ :条 圆锥 曲线 . 在 第 二 卷 中 ,Descartes 处 理 了 四 条 
百 线 时 的 Pappus 问题 . 设 给 定 的 线 (图 15.3) 是 AG, GH, EF 和 
AD. 考虑 一 点 C, 从 点 C 引 四 线 各 与 一 条 已 知 线 交 于 已 知 角 ( 四 个 
角 不 一 定 相同 )》, 把 所 得 的 四 条 线段 记 为 CP, CQ. CR AICS, 要 
求 找 出 满足 条 件 CP + CR = CS - CQ 的 点 C 的 轨迹 . 

Descartes 记 AP JJ c i! PC H v. 经 过 简单 的 几何 考虑 ,他 
OM I CR, CQ FICS 的 值 . dix = P DNA CP + CR = 

: CQ, eum. ^ x Bly 的 二 次 方程 
(2) y = Ay + Bry + Cr + Dr’, 
共 中 A, B, C, D Set A AEA A 9 TSR Beh. 于 是 他 指出 ， 
MURER r A AS BI -个 y 的 二 次 方程 ;从 这 个 方程 可 
以 解 出 ,于 是 就 能 用 直 尺 和 圆规 把 y 画 出 , 像 在 第 一 卷 里 那样 . 
由 此 可 知 ,如 果 我 们 取 无 穷 多 个 工 值 , 就 得 到 无 穷 多 个 > 值 ,从 而 
得 到 无 穷 多 个 点 C. 所 有 这 些 C 点 的 轨迹 ,就 是 方程 (2) 所 代表 的 
they. 

Descartes 的 做 法 ,是 选 定 -- 条 线 (图 15. 3 中 的 AG) fe HH 
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线 , 以 点 A 为 原点 .+ 值 是 基线 上 的 长 度 ,从 A 量 起 ;y 值 是 一 个 
线段 的 长 度 , 由 基线 出 发 ,与 基线 作成 一 个 固定 的 角度 . 这 个 坐标 
R gx dE IL CE T fc Ae E A. Descartes 的 , y 只 取 正 值 ,他 的 
图 局 限 在 第 一 象限 之 内 ,但 方程 (2) 所 代表 的 曲线 却 无 此 限制 . 
Descartes 简单 地 假定 轨迹 根本 上 位 于 第 一 象限 之 内 ;只 附带 地 说 
了 一 下 在 第 一 象限 外 可 能 出 现 的 情况 ,他 又 不 自沉 地 假定 了 对 于 
每 个 正 实数 有 一 个 长 度 . 

有 了 曲线 方程 的 思想 之 后 , Descartes 就 进一步 发 展 这 个 思 
想 . 他 断言 ,容易 证 明 曲 线 的 次 与 坐标 轴 的 选择 无 关 . 他 指出 这 个 
轴 要 选 得 使 最 后 得 到 的 方程 愈 简 愈 好 . 他 又 迈 出 另外 一 大 步 , 这 就 
契 考 虑 两 个 不 同 的 曲线 ,用 同一 坐标 轴 来 写 出 它们 的 方程 ,并 且 联 
基地 解 出 这 两 个 方程 来 求 出 这 两 条 曲线 的 交点 ， 

也 是 在 第 二 卷 里 ,Descartes 批判 地 考虑 了 希腊 人 关于 平面 曲 
线 . 立体 曲线 和 线性 曲线 的 区 别 . 希腊 人 说 ,平面 曲线 是 可 以 用 圆 
规 和 直 尺 画 出 的 曲线 ,立体 曲线 是 圆锥 曲线 ,其 余 的 都 是 线性 曲 
线 , 例 如 蚌 线 . 螺 线 . 割 圆 曲 线 和 蔓 时 线 . 希腊 人 也 把 线性 曲线 叫做 
机 械 曲 线 , 因 为 需要 用 某 些 特殊 机 械 来 画 出 它们 . 但 是 Descartes 
说 ,就 是 直线 和 圆 ,也 需要 一 些 工具 . 机 械 作 图 的 准确 性 是 无 关 紧 
要 的 ,因为 在 数学 上 只 有 推理 才 算 数 . 他 继续 说 ,古人 反对 线性 曲 
线 可 能 是 因为 它们 的 定义 不 可 靠 . 本 此 理由 , Descartes 排斥 了 这 
种 思想 :只 有 用 直 尺 和 圆规 画 出 的 曲线 是 合法 的 中 . 他 甚至 提出 一 
些 用 机 械 画 出 的 新 的 曲线 . 他 用 一 名 高度 有 意义 的 话 来 作 结论 ; 
“几何 曲线 "是 那些 可 用 -~ 个 唯一 的 含 + 和 y 的 有 限 次 代数 方程 
来 表 出 的 曲线 . 因此 ,Descartes 承认 蚌 线 和 萝 叶 线 是 几何 曲线 ,其 
他 如 螺 线 和 制 贺 曲 线 等 ,他 都 叫做 “机 械 曲 线 ”. 

Descartes 坚持 :可 以 认为 是 曲线 的 ,是 具有 代数 方程 的 那 一 
种 ， 这 就 开始 取消 了 曲线 是 否 存 在 看 它 是 否 可 以 画 出 这 个 判别 标 


(D 比较 第 8 音 第 2 节 中 的 讨论 . 
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WE. Leibniz tE Descartes 更 进一步 ,用 "代数 的 "和 "超越 的 "字样 来 
替代 Descartes 的 词 * 几 何 的 "和 “机 械 的 ”, 他 对 曲线 必须 有 代数 
方程 这 -- 要 求 提出 抗议 中 . 实际 上 Descartes 和 他 的 问 时 代 人 都 忽 
略 了 这 个 要 求 而 以 问 样 的 热情 去 研究 旋 轮 线 .对 数 曲线 .对 数 螺 线 
( loge = af ) 和 其 他 非 代数 曲线 . 

在 推广 容许 曲线 的 概念 方面 , Descartes 迈 出 了 一 大 步 . 他 不 
但 BUR RIENE SERON E., 而 且 开 辟 了 整个 的 曲线 领域 . 因为 给 定 
任何 一 x Aly 的 代数 方程 ,人 们 可 以 求 出 它 的 曲线 ,从 而 得 

EE MP 在 《普遍 的 算术 》(Aritprmetica Universalis)— 

书 (1707) 中 ,Newton 说 :“ 但 是 近代 人 走 得 更 远 [ 比 起 希腊 人 的 平 
面 .立体 和 线性 的 轨迹 来 ] ,把 所 有 可 以 用 方程 表示 的 线 都 接收 到 
几何 里 .” 

Descartes 下 一 步 考虑 几何 曲线 的 分 类 . 含 工 和 y 的 一 次 和 二 
次 曲线 ,属于 第 一 类 , 即 最 简单 的 类 . 关于 这 一 -点 ,Descartes H, Al 
锥 曲线 的 方程 是 二 次 的 ,但 他 没有 证 明 . 三 次 和 四 次 方程 的 曲线 ， 
构成 第 二 类 .五 次 和 六 次 方程 的 曲线 构成 第 二 类 , 余 类 推 . 他 把 三 
次 和 四 次 的 曲线 归 为 一 类 ,五 次 和 六 次 的 归 为 一 类 ,是 因为 他 相 
信 ,在 每 -类 中 ,高 次 的 那 - :个 可 以 化 为 低 次 的 ,正如 四 次 方程 的 
解 可 以 通过 = 次 方程 的 解 来 求 出 . 当然 ,他 这 个 信念 是 不 对 的 . 

《几何 》 的 第 三 卷 ,又 回 到 第 一 卷 的 课题 . 它 的 日 的 是 要 解决 这 
样 的 几何 作 图 问题 : 当 用 代数 语言 叙述 时 ,它们 引 到 三 次 和 高 次 的 
方程 ,而 且 依 照 代 数 ,它们 需要 圆锥 曲线 和 高 次 曲线 . 例如 ,Des- 
cartes HE TRADE AE a Allg 的 两 个 比例 中 项 这 一 作 图 问 
题 . Pg = Za 的 特殊 情形 , 古 希 腊 人 曾经 党 试 过 许多 次 ,这 一 情 
形 的 重要 处 ,在 于 它 是 解决 “ 双 倍 立方 "问题 的 一 种 方式 . Des- 
cartes 对 此 问题 是 这 样 进行 的 : 设 z 是 一 个 比例 中 项 , 则 另 一 个 必 


D Acta Erud, , 1684, pp. 470,587, 1686, p. 292 = Math. Schriften, 5,127, 
223,228. 
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a z z/a 


z v/a  z'/a" 

因此 ,如 果 取 ve: 为 9, 就 得 到 z 必须 满足 的 方程 .由 此 可 见 , 给 
XE qa 之 后 ,我 们 必须 求 = 使 
(3) z? 一 cd. 
这 就 是 说 ,必须 解 一 个 三 次 方程 . 这 时 ,Descartes 就 证 明 ,x Mz’/a 
可 以 借助 一 条 抛物 线 和 一 个 圆 , 用 几何 作 图 法 求 出 . 

从 Descartes 所 描写 的 这 个 作 图 法 上 看 ,似乎 没有 牵涉 到 坐 
标 几 何 . 但 是 ,抛物线 是 不 能 用 直 尺 和 圆规 画 出 的 (除非 逐 点 去 
i) ,所 以 必须 按 方程 把 它 准确 地 描 出 . 

Descartes 得 到 =, 并 不 是 由 于 联 立 地 解 抛 物 线 和 圆 的 方程 而 
求 出 它们 的 交点 (z，y). 换 句 话说 ,他 并 不 是 在 我 们 现在 的 意义 下 
来 图 解 方程 .他 所 用 的 是 纯粹 的 几何 作 图 法 (但 假定 抛物 线 是 可 画 
的 ) 和 z 满足 方程 (3) 的 事实 ,以 及 圆 和 抛物 线 的 几何 性 质 (这 些 性 
质 可 以 更 容易 地 从 这 两 个 曲线 的 方程 看 出 ). Descartes 在 这 里 做 
的 和 他 在 第 一 卷 里 做 的 完全 一 样 ,只 不 过 在 这 里 解决 的 几何 作 图 
间 题 中 ,其 未 知 长 度 所 满足 的 方程 是 三 次 或 高 次 的 ,而 不 是 一 次 或 
二 次 的 . 他 所 给 出 的 关于 问题 的 纯 代数 方面 的 解 ,以 及 随 之 而 来 的 
作 图 法 ,实际 上 和 阿拉 伯 人 所 给 出 的 一 样 ,只 不 过 他 能 够 利用 圆锥 
截 线 的 方程 来 推导 关于 曲线 的 事实 并 且 把 它 画 出 . 

Descartes 不 但 立意 说 明 某 些 立 体 问 题 怎样 可 以 在 代数 和 贺 
锥 曲线 的 帮助 下 得 到 解决 ,而且 注意 于 问题 的 分 类 ,使 人 从 中 知道 
问题 达 涉 到 什么 以 及 怎样 进行 解决 , 他 的 分 类 法 根据 于 作 图 问题 
所 引出 的 代数 方程 的 次 . 如 果 方 程 是 一 次 的 或 二 次 的 ,就 可 用 直线 
和 圆 把 图 作出 . 如 果 方 程 是 三 次 或 四 次 的 , 那 就 非 用 圆锥 曲线 不 
BY. 他 无 意 中 断 言 : 所 有 三 次 的 问题 都 可 化 为 三 等 分 角 和 双 倍 立方 
的 问题 ,而 且 不 用 比 圆 更 为 复杂 的 曲线 ,三 次 问题 是 不 能 解决 的 . 
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如 果 方 程 的 次 高 于 四 , 作 图 时 就 需要 用 比 圆 锥 曲线 更 为 复杂 的 
曲线 . y 

Descartes 又 强调 曲线 方程 的 
次 是 衡量 曲线 繁 简 的 标准 . 作 图 时 
应 该 用 最 简单 的 曲线 ( 即 最 低 次 的 x 
方程 ). 他 把 曲线 的 次 强调 到 这 个 程 
度 , 以 至 认为 像 Descartes HAE ch 十 
y! ~ 3acy = 0 (图 15.4) 这 样 复杂 的 
曲线 , 比 曲 线 y — x* 还 要 简单 . 图 15.4 

Descartes 把 代数 提高 到 重要 地 位 ,其 意义 远 远 超 过 他 对 作 图 
问题 的 洞察 和 分 类 . 这 个 关键 思想 使 人 们 能 够 认识 典型 的 几何 问 
题 并 且 能 够 把 在 几何 形式 上 互 不 相关 的 问题 归 在 一 起 . 代数 给 几 
何 带 来 最 自然 的 分 类 原则 和 最 自然 的 方法 层次 .不 仅 可 解 性 问题 
和 作 图 可 能 性 问题 ,能够 从 平行 于 几何 的 代数 来 漂亮 .迅速 .完全 
地 决定 ,而 县 离开 代数 ,决定 就 成 为 不 可 能 的 了 . 因此 ,体系 和 结构 
就 从 几何 转移 到 代数 . 

在 《4 几何》 第 二 卷 的 一 部 分 和 《折光 》 里 ,Descartes 用 坐标 几何 
作为 助力 ,从 事 于 光学 的 研究 . 他 对 望远镜 .显微镜 以 及 其 他 光学 
仪器 中 透镜 的 设计 非常 关心 ,因为 他 体会 到 这 些 仪器 对 于 天 文学 
和 生物 学 是 重要 的 . 他 在 《折光 》 里 讨论 了 折射 现象 . 在 他 之 前 ， 
Kepler 和 Alhazen 已 经 注意 到 下 述说 法 对 大 的 角度 是 不 正确 的 : 
折射 角 和 入 射 角 成 比例 ,其 比例 常数 依赖 于 引起 折射 的 介质 . 但 他 
两 人 没有 发 现 正确 的 定律 . Snell 在 1626 年 之 前 发 现 了 (但 未 发 
表 ) 正 确 的 定律 


sin i v 


HOR uv 是 光 在 第 一 介质 中 的 速度 ,v 是 光 进 入 第 二 介质 后 的 速 
JE (PA 15.5). Descartes F 1637 年 在 他 的 《折光 》 里 给 出 同样 的 定 
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律 ,他 是 不 是 独立 地 发 现 了 这 个 定律 ,至 今 还 没有 考查 清楚 . 关于 
这 个 定律 ,他 所 给 出 的 证 明 是 错误 的 . Fermat 立即 对 定律 及 其 证 
明 进 行 攻击 . 这 就 引起 了 两 人 之 间 长 达 十 
年 之 久 的 争论 . Fermat 一 直到 他 从 他 的 
“最 短 时 间 原 理 ”( 第 24 章 第 3 节 ) 导 出 此 
定律 后 , 才 承 认 它 是 正确 的 . 

Descartes 在 《折光 》 里 描述 了 眼 的 动 


图 15.5 作 之 后 ,进而 考虑 怎样 去 恰当 地 设计 望 远 
镜 、 蜡 微 镜 和 眼镜 的 聚焦 透镜 . 早 在 古代 就 知道 球形 透镜 不 能 使 平 


行 光线 或 从 光源 S 发 出 的 光线 聚集 于 一 点 ,因此 什么 形状 的 透镜 
能 起 这 样 的 聚焦 作用 ,还 是 一 个 没有 解决 的 问题 , Kepler 建议 用 
某 种 圆锥 截 线 ,Descartes 试图 设计 一 个 能 完全 聚焦 的 透镜 . 

他 成 功 地 解决 了 这 个 一 般 性 问题 :什么 样 的 曲面 作为 两 种 介 
质 的 交 盘 面 时 ,能 使 从 第 一 种 介质 内 一 点 发 出 的 光线 射 到 曲面 上 ， 
折 入 第 二 种 介质 而 聚 于 一 点 . 他 发 现 :共有 这 个 性 质 的 旋转 面 是 由 
一 个 界 形 线 ( 叫 做 Descartes 卵 形 线 ) 产 生 的 . 他 在 《折光 》 里 讨论 
这 个 曲线 和 它 的 折光 性 质 ,并 且 在 
《几何 ?的 第 二 卷 里 作 了 补充 . 

这 条 曲线 的 近代 定义 是 满足 条 件 

FM + nF'M = 2a 

的 点 M 的 轨迹 ,其 中 下 和 FF 是 固定 
点 ,24 是 大 于 FF' 的 任意 实数 ,n 是 
任意 实数 . WHR a= 1, 曲线 就 成 了 
椭圆 . 在 一 般 情 形 下 , 卵 形 线 的 方程 对 x 和 wy 是 四 次 的 ,这 个 曲线 
包括 两 个 没有 共同 点 的 闭 线 ,而 且 一 个 在 另 一 个 之 内 . 在 内 的 那 
个 ,类 似 于 椭圆 ,在 外 的 奢 个 可 能 是 凸 的 ,也 可 能 有 拐点 ,如 图 
15. 6 Bro. 

Ti HL CE HE A BY, Descartes 和 Fermat 研究 坐标 几何 的 方 


图 15.6 
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法 大 不 相同 . Descartes 批评 了 希腊 的 传统 ,而 且 主 张 回 这 传统 决 
R;Fermat 则 着 眼 于 继承 希腊 人 的 思想 ,认为 他 自己 的 工作 只 是 
重新 表述 了 Apollonius 的 工作 . 真正 的 发 现 一 一 代数 方法 的 威 
力 一 一 是 属于 Descartes 的 ,他 知道 他 是 在 改换 古代 方法 . 虽然 用 
方程 表示 则 线 的 思想 在 Fermat 的 工作 中 比 在 Descartes 的 工作 
中 更 为 明显 ,但 Fermat 的 工作 主要 是 这 样 一 个 技术 的 成 就 :他 完 
成 了 Apollonius 的 工作 ,并且 利用 了 Vieta 用 字母 代表 数 类 的 思 
TH. Descartes 的 方法 是 可 以 普遍 使 用 的 ,而 且 就 潜力 而 论 也 适用 
于 超越 曲线 . 

ISIT Descartes 和 Fermat 研究 坐标 几何 的 方式 和 日 的 有 显 
著 的 不 同 ,他 们 却 卷 入 谁 先 发 现 的 争论 . Fermat 的 著作 直到 1679 
年 才 出 版 ,但 他 在 1629 年 已 发 现 了 坐标 几何 的 基本 原理 ,这 比 
Descartes 发 表 《 几何》 的 年 代 1637 年 还 早 . Descartes 当时 已 完全 
知道 Fermat 的 许多 发 现 ,但 否认 他 的 思想 是 从 Fermat 来 的 . ff 
兰 数学 家 Isaac Beeckman(1588 一 1637) 把 Descartes 的 坐标 几何 


思想 回 湖 到 1619 Æ, m ELA es JL fp rp gor d Jk gut, o ER 
Descartes 首创 的 . 


当 《 几 和 何 ?出 版 的 时 候 , Fermat 批评 说 , 书 中 删 去 了 极 大 值 和 
极 小 值 .曲线 的 切线 以 及 立体 轨迹 的 作 图 法 . 他 认为 这 些 是 值得 所 
有 几何 学 家 注意 的 . Descartes 同 答 说 ,Fermat 几乎 没有 做 什么 ， 
至 多 做 出 一些 不 费 气 力 不 需 要 预备 知识 就 能 得 到 的 东西 ,而 他 白 
己 却 在 4 几何》 的 第 三 卷 中 ,用 了 关于 方程 性 质 的 全 部 知识 . 他 讽刺 
地 称呼 Fermat 为 我 们 的 圾 大 和 极 小 大 臣 , 并 且说 Fermat 欠 了 他 
fit. Roberval, Pascal 和 其 他 一 些 人 站 在 Fermat 一 边 ， 而 
Mydorge 和 Desargues 站 在 Descartes 一 边 . Fermat 的 朋友 们 给 
Descartes 与 了 尖 刻 的 信 . 后 来 这 两 人 的 态度 趋 于 缓和 . 在 1660 年 
的 一 -篇 文章 里 ,Fermat 虽然 指出 《几何 》 中 的 一 个 错误 ,但 他 宣称 
他 是 如 此 佩服 Descartes 的 天 才 , 即 使 Descartes 有 错误 ,他 的 工 
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作 甚 至 比 别人 没有 错误 的 工作 更 有 价值 . Descartes 却 不 像 Fer- 
mat 那样 宽厚 . 

后 代 人 对 待 《 几 何 》 并 不 像 Descartes 那样 重视 . 虽然 对 数学 
的 前 途 来 说 ,方程 和 曲线 的 结合 是 一 个 显著 的 思想 ,但 对 Des- 
cartes 来 说 ,这 个 思想 只 是 为 了 达到 目的 一 一 解决 作 图 问题 一 一 
的 一 个 手段 . 

Fermat 强调 轨迹 的 方程 ,从 近代 观点 来 看 ,是 更 为 恰当 的 . 
Descartes 在 卷 一 和 卷 三 中 所 着 重 的 几何 作 图 问题 ,已 逐渐 失去 重 
要 性 ,这 主要 是 因为 不 再 像 希 腊 人 那样 ,用 作 图 来 证 明 存 在 了 . 

第 三 卷 中 也 有 一 部 分 是 在 数学 里 占 永 久 地 位 的 . Descartes 解 
决 几 何 作 图 问题 时 ,首先 把 问题 用 代数 表 出 ,接着 就 解 出 所 得 到 的 
代数 方程 ,最 后 按 解 的 要 求 来 作 图 . 在 这 个 过 程 中 , Descartes 收集 
了 自己 的 和 别人 的 有 助 于 求解 的 方程 论 工作 . 因为 代数 方程 不 断 
地 出 现在 成 百 的 .与 作 图 问题 无 关 的 不 同 场合 中 ,所 以 这 个 方程 论 
已 经 成 为 初等 代数 的 基础 部 分 . 
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有 种 种 原因 ,使 坐标 几何 的 主要 思想 一 一 用 代数 方程 表示 并 
研究 曲线 一 一 没有 被 数学 家 热情 地 接受 并 利用 . Fermat 的 《轨迹 
引 论 》 虽 然 在 他 的 朋友 中 得 到 传播 ,但 迟 至 1679 年 才 出 版 . Des- 
cartes 对 于 几何 作 图 问题 的 强调 ,遮蔽 了 方程 和 曲线 的 主要 思想 . 
事实 上 ,许多 和 他 同时 代 的 人 认为 坐标 几何 主要 是 解决 作 图 问题 
的 工具 ,甚至 Leibniz 也 说 Descartes 的 工作 是 退回 到 古代 . Des- 
cartes 本 人 确实 知道 他 的 贡献 远 远 不 限于 提供 一 个 解决 作 图 问题 
的 新 方法 . 他 在 4 几何 》 的 引言 中 说 :“ 此 外 ,我 在 第 二 卷 中 所 作 的 关 
于 曲线 性 质 的 讨论 ,以 及 考查 这 些 性 质 的 方法 , 据 我 看 , 远 远 超出 
了 普通 几何 的 论述 ,正如 Cicero 的 词 令 远 远 超过 儿童 的 简单 语言 
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一 样 . "但 是 ,他 利用 曲线 方程 之 处 ,例如 ,解决 Pappus 问题 , 求 曲 
线 的 法 线 , 找 出 卵 形 线 的 性 质 等 ,大 大 地 被 他 的 作 图 问题 所 遮盖 . 
坐标 几何 传播 速度 缓慢 的 男 一 原因 ,是 Descartes 坚持 要 把 他 的 
书写 得 使 人 难 懂 . 

还 有 一 个 原因 ,是 许多 数学 家 反对 把 代数 和 几何 混 清 起 来 ,或 
者 把 算术 和 几何 混淆 起 来 . 早 在 16 世纪 当代 数 正在 兴起 的 时 候 ， 
已 经 有 过 这 种 反对 的 意见 了 . 例如 ,Tartaglia 坚持 要 区 别 数 的 运 
算 和 希腊 人 对 于 几何 物体 的 运算 . 他 谴责 4 几何 原本 》 的 译 者 不 加 
区 别 地 使 用 multi plicare(3E) fl ducere( 4%) AS. 他 说 ,前 一 字 是 
属于 数 的 ,后 -一 字 是 属于 几何 量 的 . Vieta 也 认为 数 的 科学 和 几何 
量 的 科学 是 平行 的 ,但 是 有 区 别 . 甚至 Newton 也 如 此 ,他 虽然 对 
坐标 几何 有 贡献 ,而 且 在 微 积分 里 使 用 了 它 , 但 反对 把 代数 和 几何 
ARK ,他 在 《普遍 的 算术 》 中 说 中 : 


方程 是 算术 计算 的 表达 式 , 它 在 几何 里 ,除了 表示 真正 几 
何 量 ( 线 、 面 .立体 、 比 例 ) 间 的 相等 关系 以 外 ,是 没有 地 位 
的 , 近来 把 乘 、 除 和 同类 的 计算 法 引入 儿 何 ,是 轻率 的 而 
有 是 违反 这 一 科学 的 基本 原则 的 …… 因 此 这 两 门 科学 不 
容 混 淆 ,近代 人 混淆 了 它们 ,就 失去 了 简单 性 ,而 这 个 简 
单 性 正 是 几何 的 一 切 优点 所 在 . 


对 于 Newton 的 立场 的 一 个 合理 解释 是 :他 想 把 代数 排斥 到 初等 
几何 之 外 ,但 他 也 确实 知道 ,代数 在 处 理 圆锥 截 线 和 高 次 曲线 时 是 
AAAS. 

使 坐标 几何 迟 迟 才 被 接受 的 又 一 原因 ,是 代数 被 认为 缺乏 严 
密 性 .我们 已 经 谈 到 (第 13 章 第 2 节 ), Barrow 不 愿 承认 :无 理 数 
除了 作为 表示 连续 几何 盘 的 一 个 符号 外 ,还 有 别 的 意义 . 算术 和 代 
数 从 几何 得 到 逻辑 的 核实 , 因而 代数 不 能 替代 几何 , 或 与 几何 并 


中 Arithmetica Universalis, 1707.p, 282, 
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列 . 哲学 家 Thomas Hobbes(1588 一 1679) 里 然 在 数学 里 是 个 小 人 
物 , 但 当 他 反对 “把 代数 应 用 到 几何 的 一 整 批 人 "时 , 却 代表 许多 数 
学 家 发 了 言 ,说 这 批 数学 家 错误 地 把 符号 当做 几何 . 他 又 认为 
John Wallis 论 圆锥 曲线 的 书 是 插 吕 的 ,是 “符号 的 结 病 ”. 

上 述 种 种 ,虽然 阻碍 了 对 Descartes 和 Fermat 的 贡献 的 了 
解 , 但 也 有 很 多 人 逐渐 采用 并 且 扩 展 了 坐标 几何 . 第 一 个 任务 是 解 
FE Descartes 的 思想 . Frans van Schooten(1615 一 1660) 将 《几何 》 
译 成 拉丁 文 , 于 1649 年 出 版 ,并 再 版 了 若干 次 ,这 本 书 不 但 在 文字 
十 便于 所 有 的 学 者 (因为 他 们 都 能 读 拉 十 文 ), 而 且 添 了 一 篇 评论 ， 
对 Descartes 的 精致 陈述 加 以 阐发 . 在 1659--1661 年 的 版 本 中 ， 
van Schooten 居然 给 出 坐标 变换 一 一 从 一 条 基线 (z 轴 ) 到 另 一 条 
基线 一 一 的 代数 式 . 他 如 此 深切 地 感到 Descartes 方法 的 力量 ,以 
至 宣称 希腊 人 就 是 用 这 个 方法 导出 他 们 的 结果 的 . BR van Schoo- 
ten 的 说 法 ,希腊 人 是 先 由 代数 工作 看 出 怎样 去 综合 地 得 出 结 
JK van Schooten 说 明 如 何 做 到 这 一 步 一 一 然后 发 表 那 些 没有 
代数 方法 显明 的 综合 方法 来 惊世骇俗 . van Schooten 可 能 误解 了 
“分 析 ”( 这 个 词 按 希 腊 人 的 意思 是 分 析 某 个 问题 ) 和 “解析 几何 " 
(这 个 词 特别 描写 Descartes 把 代数 当 作 方法 使 用 ) 的 意义 ， 

John Wallis 在 4《 论 圆锥 曲线 》( De Sectionibus Conicis, 1655) 
中 ,第 一 次 得 到 圆锥 曲线 的 方程 . 他 是 为 了 阐明 Apollonius 的 结 
A ,把 Apollonius 的 几何 条 件 翻 译 成 代数 条 件 ( 就 像 我 们 在 第 4 
EO 12 节 所 做 的 ) ,从 而 得 到 这 些 方程 的 . 他 于 是 把 圆锥 曲线 定义 
为 对 应 于 含 x 和 vy 的 二 次 方程 的 曲线 ,并 证 明 这 些 曲 线 确实 就 是 
几何 里 的 圆锥 曲线 . 他 很 可 能 是 第 一 个 用 方程 来 推导 圆锥 截 线 的 
性 质 的 人 . 他 的 书 大 大 有 助 于 传播 坐标 几何 的 思想 ,又 有 助 于 普及 
这 样 的 处 理 法 :把 圆锥 截 线 看 做 平面 曲线 ,而 不 看 做 是 圆锥 与 平面 
的 交 线 ,虽然 这 后 一 种 看 法 仍 继续 流传 着 . 此 外 , Wallis 强调 代数 
推理 是 有 效 的 ,而 Descartes 至 少 在 他 的 《几何 》 中 实际 上 依靠 几 
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何 , 认 为 代数 只 是 一 种 工具 . Wallis 又 是 第 一 个 有 意识 地 引进 负 的 
纵横 坐标 的 人 . 略 晚 一 些 , Newton 也 这 样 做 ,可 能 是 从 Wallis 那 
里 学 来 的 .我 们 可 以 比较 van Schooten 和 Wallis 的 说 法 ,Wallis 
说 ,Archimedes 和 几乎 所 有 的 古代 人 把 他 们 的 探索 和 分 析 问 题 的 
方法 对 后 辈 如 比 保 密 , 使 近代 人 觉得 发 明 一 种 新 的 分 析 法 比 寻找 
旧 的 还 要 容易 些 . 

Newton 的 《 流 数 法 与 无 穷 级 数 》(The Method of Fluxions 
and Infinite Series) KF 1671 年 写成 ,但 第 一 次 出 版 的 , 却 是 
John Colson (EF 1760 年 ) 的 英 译 本 ,出 版 于 1736 年 . 此 书包 括 
坐标 几何 的 许多 应 用 ,例如 按 方程 描 出 曲线 . 书 中 创见 之 一 ,是 引 
进 新 的 坐标 系 . 17 FES 18 世纪 的 人 ,-- 般 只 用 一 根 坐 标 轴 ( 
Hh) ,其 y 和 值 是 沿 着 与 x 轴 成 直角 或 斜 角 的 方向 画 出 的 . Newton 
所 引进 的 坐标 系 之 一 ,是 用 一 个 固定 点 和 通过 此 点 的 一 条 直线 作 
标准 , 略 如 我 们 现在 的 极 坐标 系 . 书 中 还 包括 其 他 与 极 坐标 有 关 的 
思想 . Newton 又 引进 了 双 极 坐标 ,其 中 每 点 的 位 置 决定 于 它 至 两 
个 固定 点 的 距离 (图 15.7). 由 于 Newton 的 这 个 工作 直到 1736 年 
才 为 世人 所 知 ,而 James (Jakob) Bernoulli 于 1691 年 在 《教师 学 
TR) (Acta Eruditorum) 上 发 表 了 -一 篇 基本 上 是 关于 极 坐 标的 文 


章 , 所 以 通常 认为 James Bernoulli 是 极 P 

坐标 的 发 现 者 . x y 
后 来 又 出 现 了 许多 新 的 曲线 和 它们 

的 方程 , 1694 年 , Bernoulli 3| i T 3 et 图 15.7 


RO x "ME 18 世纪 起 了 相当 大 的 作用 . 这 条 曲线 是 一 大 族 叫 
做 Cassini 卵 形 线 的 一 个 特例 . 这 族 曲 线 是 Jean-Dominique Cassi- 
ni(1625—1712) 引进 的 , [E 38 Æ 1749 年 才 由 他 的 儿子 Jacques 
(1677 一 1756) 发 表 在 《天 文学 初步 》( Elements d'astronomie) BB. 
Cassini 卵 形 线 (图 15. 8) 的 定义 是 : 线 上 的 任何 点 到 两 个 固定 点 


(D Acta Erud., Sept. 1694 — Opera, 2.608~ 612, 
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图 15.8 

Si, S; 的 距离 ri, ”的 乘积 等 于 常数 六 ,是 正常 数 . 设 Si 与 5 
间 的 距离 是 2a, MR b> a. 就 得 到 一 个 没有 自 交 点 的 卵 形 线 . 如 
果 5 二 a, 就 得 到 James Bernoulli 所 引进 的 双 纽 线 . WR 6 «a, BE 
形 线 就 分 为 两 个 . Cassini 卵 形 线 的 直角 坐标 方程 是 四 次 的 . Des- 
cartes 自己 引进 了 对 数 螺 线 中 , 它 的 极 坐 标 方程 是 p = a HAR 
现 了 它 的 许多 性 质 . 还 有 其 他 曲线 ,包括 悬 链 线 和 旋 轮 线 ,将 在 别 

处 谈 到 ， 
把 坐标 几何 推广 到 三 维 空 
间 , 是 在 17 世纪 中 叶 开 始 的 . 在 
《几何 》 的 第 二 卷 中 , Descartes 
指出 ,容易 使 他 的 想法 运用 到 所 
有 这 样 的 曲线 , 即 可 以 看 做 是 一 
个 点 在 三 维 空间 中 作 规 则 运动 
时 所 产生 的 曲线 . 要 把 这 种 曲线 
用 代数 表示 出 来 , Descartes 的 
图 15.9 计划 是 :从 曲线 的 每 个 点 处 作 线 
段 垂直 于 两 个 互相 垂直 的 平面 (图 15. 9). 这 些 线段 的 端点 将 分 别 
在 这 两 个 平面 上 描 出 两 条 曲线 ,而 这 两 条 平面 曲线 就 可 用 已 知 的 
方法 处 理 . 在 第 二 卷 的 靠 前 一 部 分 里 ,Descartes 指出 ,一 个 含有 三 


(D 1638 年 9 月 12 日 给 Mersenne 的 信 = CEuvres, 2,360. 
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个 未 知 数 一 一 这 三 个 数 定 出 轨迹 上 的 一 点 C-- 一 的 方程 所 代表 的 
C 的 轨迹 是 一 个 平面 ,~… 个 球面 ,或 一 个 更 复杂 的 曲面 . 他 显然 体 
会 到 他 的 方法 可 能 推广 到 三 维 空间 中 的 曲线 和 曲面 ,可 是 他 没有 

Fermat 在 1643 年 的 一 封 信里 ,简短 地 描述 了 他 的 关于 三 维 
解析 几何 的 思想 , 他 谈 到 柱 面 . 贿 圆 抛物 面 . 双 叶 双 曲面 和 椭 球 面 . 
然后 他 说 ,作为 平面 曲线 论 的 顶峰 ,应 该 研究 曲面 上 的 曲线 “这 个 
理论 ,有 可 能 用 一 个 普遍 的 方法 来 处 理 ,我 有 空闲 时 将 说 明 这 个 方 
法 “在 一 篇 只 有 半 页 长 的 文章 ( Novus P 
Secundarum)© E fb ii, mg X 
知 数 的 方程 表示 -~ 个 曲面 . 

La Hire 在 他 的 《圆锥 截 线 新 论 》 
( Nouveaux élémens des sections 
coniques, 1679) FA, Xf == AE Ae ER JL H 
作 了 较为 特殊 的 讨论 . 79 D RoR 
面 ,他 先 用 三 个 坐标 表示 空间 中 的 点 
PCR] 15.10), 然 后 实际 写 出 了 曲面 的 方程 . 尽管 如 此 ,三 维 坐 标 几 
何 的 发 展 ,是 18 世纪 里 的 事 , 我 们 以 后 将 讨论 到 . 


B] 15. 10 
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在 Fermat 和 Descartes 走 上 数学 舞台 之 前 ,代数 已 有 相当 大 
的 进展 ,鉴于 这 个 事实 ,坐标 几何 不 是 -- 个 巨大 的 技术 成 就 . 对 
Fermat 来 说 , 它 是 Apollonius 工作 的 代数 翻版 . 对 于 Descartes 来 
说 , 它 几 乎 是 一 个 偶然 的 发 现 ,这 个 发 现 ,是 他 继续 Viera 和 其 他 
人 的 工作 ,利用 代数 来 解决 确定 的 几何 作 图 问题 时 得 到 的 . 然而 坐 
标 几 何 却 改 变 了 数学 的 面貌. 


(D Œuvres, 1,186~18733,161~162., 
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Descartes 辩论 说 ,曲线 是 任何 具有 代数 方程 的 轨迹 . 他 这 话 
一 -下子 就 扩大 了 数学 的 领域 . 我 们 只 要 考虑 到 在 数学 中 已 经 被 承 
认 被 使 用 的 曲线 种 类 ,并 且 把 这 些 种 类 同 希 腊 人 所 承认 的 曲线 种 
类 相 比 较 , 就 知道 冲破 斋 腊 人 的 堤防 是 如 何 重 要 的 了 . 

Descartes 企图 通过 坐标 几何 来 给 几何 引进 新 方法 . 他 的 成 就 
远 远 超过 他 的 期 望 . 在 代数 的 帮助 下 ,不 但 能 够 迅速 地 证 明 关于 曲 
线 的 任何 事实 ,而 且 这 个 探索 问题 的 方式 ,几乎 成 为 自动 的 . 这 些 
认识 ,在 今天 已 经 是 平淡 无 奇 的 事 了 . 这 套 研 究 方法 其 鞋 是 更 为 有 
力 的 . 当 Wallis 和 Newton 开始 用 字母 代表 正 数 .负数 甚至 以 后 代 
AUN ,就 有 了 可 能 把 综合 几何 中 必须 分 别处 理 的 情形 ,用 代数 
来 统一 处 理 . 例如 ,在 综合 几何 中 证 明 三 角形 的 高 交 于 一 点 时 , 必 
须 分 别 考 起 交点 是 在 三 角形 内 和 三 角形 外 ,而 用 坐标 几何 来 证 , 则 
不 加 区 别 . 

坐标 几何 把 数学 造成 一 个 双 面 的 工具 . 几何 概念 可 用 代数 表 
示 , 几 和 何 的 目标 ,可 通过 代数 达到 . 反 过 来 ,给 代数 语言 以 几何 的 解 
释 , 可 以 直观 地 掌握 那些 语言 的 意义 , 叉 可 以 得 到 启发 去 提出 新 的 
结论 . Lagrange 曾 把 这 些 优 点 写 进 他 的 《数学 概要 》( Lecons 
élémentaires sur les mathématiques ) D 由:“ 只 要 代数 同 几 何 分 道 
扬 馈 , 它 们 的 进展 就 缓慢 ,它们 的 应 用 就 锋 窑 .但 是 当 这 两 门 科学 
结合 成 华 但 时 ,它们 就 互相 吸取 新 鲜 的 活力 ,从 那 以 后 ,就 以 快速 
的 步伐 走向 完善 . ”的确 ,17 世纪 以 来 数学 的 巨大 发 展 , 在 很 大 程 
度 上 应 归功 于 坐标 几何 . 

坐标 几何 的 显著 优点 ,在 于 它 恰好 提供 了 科学 久 已 迫切 需要 
的 ,而且 在 17 世纪 一 直 公 开 要 求 着 的 数学 设备 . 这 设备 就 是 数量 
的 工具 . 研究 物理 世界 ,似乎 首先 需要 几何 . 物体 基本 上 是 几何 的 
形象 ,运动 物体 的 路 线 是 曲线 . Deseartes 自己 确 也 认为 全 部 物理 
都 可 归结 到 几何 . 但 是 ,我 们 已 经 指出 ,把 科学 应 用 到 短程 测 地 学 、 


(QD Œuvres, 7,183~287.p. 271 in part. 


6. 坐标 几何 的 重要 性 25 I 
航海 学 .日 历 计算 ,天 文 预测 .抛射 体 的 运动 ,以 及 Descartes 曾经 
搞 过 的 透镜 设计 时 ,都 需要 数量 知识 . 坐标 几何 使 人 能 把 形象 和 路 
线 表 为 代数 的 形式 ,从 而 导出 数量 知识 . 
内 此 ,代数 变 得 比 几 何 更 为 重要 ,虽然 Descartes 认为 它 只 是 
一 种 工具 ， UATE 是 数学 的 一 部 分 ,还 不 如 说 它 是 逻辑 的 
一 个 推广 . 事实 上 ,坐标 几何 为 倒 换 代数 和 几何 的 作用 铺 平 了 道 
路 . 从 希腊 sates 1600 年 ,几何 统治 着 数学 ,代数 居于 附庸 的 地 
fz. 1600 年 以 后 ,代数 成 为 基本 的 数学 部 门 . 在 这 作用 的 交 蔡 中 ， 
微 积 分 将 是 决定 的 因素 . 不 过 ,代数 的 升级 .加 重 了 我 们 已 经 指出 
过 的 因 难 , 即 算术 和 代数 没有 逻辑 基础 ,这 个 困难 直到 19 prae 
期 ,还 没有 解决 的 办 法 . 
代数 建立 在 经 验 的 基础 上 这 一 事实 ,引起 了 数学 名 词 的 混乱 . 
Fermat 和 Descartes 所 创立 的 科 日 ,通常 叫做 “解析 几何 “解析 ” 
一 尊 用 在 这 里 是 不 恰当 的 , 叫 坐标 几何 或 代数 几何 较 好 (代数 几何 
现在 有 另外 的 意义 ), 自 Plato 人 以后,“ 解析 "一 词 指 的 是 这 样 的 过 
程 :从 所 要 证 明 的 结论 开始 , 往 回 做 去 ,直至 达到 一 些 已 知 的 东西 
为 止 “ 解 析 " 在 这 个 意义 下 与 "综合 "相反 ,后 者 系 指 演绎 的 表述 而 
i. FITE 1590 4E, Vieta 认为 algebra( 代数)-- 字 在 欧洲 语言 中 没 
有 意义 WAETH, MÆ HA] analysis (解析 ) 字 样 (第 13 章 第 8 
节 ), 他 的 建议 没有 被 采用 . 但 对 Vieta 和 Descartes 来 说 ,用 * “ 解 
析 ” 一 词 来 描写 把 代数 应 用 到 几何 上 还 是 恰当 的 ,因为 他 们 是 用 代 
数 来 分 析 几 何 作 图 问题 的 . 他 们 假定 要 求 的 几何 长 度 已 经 知道 , 找 
出 这 长 度 所 满足 的 方程 .并 调整 这 方程 ,使 得 从 中 能 看 出 怎样 去 画 
出 所 求 的 长 度 . 因此 Jacques Ozanam (1640 一 1717) 在 他 的 《词典 》 
(CDictionary,，1690) 中 说 ,“ 近 代 人 用 代数 来 进行 分 析 ”. 在 18 世纪 
PECURE E) (Encyclopédie) rt ,d' Alembert 把 “代数 "和 “ 解 
析 " 当 作 同 义 词 用 “解析 "一 词 逐渐 地 变 为 专 指 代数 方法 而 言 , 而 
新 的 坐标 几何 ,大 约 直到 18 世纪 末 , 在 形式 上 几乎 一 律 被 描写 成 
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代数 在 几何 上 的 应 用 . 但 是 ,到 了 18 世纪 末年 “解析 几何 "已 经 成 
为 标准 的 名 词 ,常常 用 作 书 的 名 字 . 

在 代数 变 成 一 个 突出 的 科目 时 ,数学 家 就 认为 它 的 作用 远 远 
大 于 希腊 人 所 理解 的 “对 问题 作 分 析 ”. 在 18 世纪 中 ,这 样 的 看 
法 一 一 应 用 到 几何 上 的 代数 ,不 像 Descartes 所 说 的 只 是 一 种 工 
其 ,而 是 像 Fermat 所 说 的 , 它 本 身 就 是 -- 个 引进 并 研究 曲线 和 曲 
面 的 基本 方法 一 一 通过 Euler, Lagrange 和 Monge 的 工作 而 得 到 
胜利 . 据 此 ,解析 几何 "一 词 含有 证 明和 使 用 代数 方法 的 意思 A 
而 我 们 现在 把 解析 几何 和 综合 几何 相提并论 ,不 再 认为 一 个 是 发 
明 的 手段 ,而 男 一 个 是 证 明 的 方法 了 .两 者 都 是 演绎 的 . 

与 此 同时 , 微 积分 和 无 穷 级 数 进 入 了 数学 . Newton 和 Leibniz 
都 认为 微 积分 是 代数 的 扩展 ; 它 是 “无 穷 "的 代数 ,或 者 是 具有 无 穷 
多 个 项 的 代数 ,例如 无 穷 级 数 . 就 在 1797 年 这 样 近 的 年 代 里 ,La- 
grange 在 他 的 《解析 函数 论 》( Theorie des fonctions analytiques ) 
中 说 , 微 积分 及 其 以 后 的 发 展 只 是 初等 代数 的 一 个 推广 . 因为 代数 
和 解析 是 问 义 词 ,所 以 微 积分 也 叫做 解析 . Euler 于 1748 年 在 一 
本 著名 的 微 积分 教科 书 中 ,用 "无 穷 小 量 解析 "一 词 来 描写 微 积 分 ， 
这 个 名 字 直 到 19 世纪 晚期 还 在 使 用 ,当时 解析 一 词 是 用 来 描写 微 
积分 和 建筑 在 微 积 分 上 的 那些 分 支 的 . 这 样 就 给 我 们 遗留 下 来 一 
个 混乱 的 情况 :“analysis”" 包 括 所 有 建立 在 极限 过 程 上 的 数学 ,而 
"analytic geometry” 则 与 极限 过 程 无 关 . 
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第 16 章 
科学 的 数学 化 


我 们 可 以 说 ,现在 是 第 - -次 把 一 个 拥有 许多 奇妙 结果 的 新 
方法 公开 出 来 ;在 未 来 的 年 月 里 , 它 将 赢得 别人 的 重视 ， 
Galileo Galilei 


1.5 Ë 

截至 1600 年 ,欧洲 的 科学 家 无 疑 地 注意 到 数学 在 白 然 科学 研 
究 上 的 重要 性 . 这 种 信念 的 最 有 为 的 证 据 是 Copernicus 和 Kepler 
的 工作 ,他 们 为 了 一 个 在 当时 仅仅 具有 数学 优越 性 的 理论 而 坚决 
地 去 推翻 入 已 公认 的 天 文学 和 力学 的 定律 以 及 宗教 信条 . 尽管 如 
此 ,倘若 科学 仍然 跟着 以 往 的 脚步 前 进 , 就 很 可 能 不 会 有 近代 科学 
的 惊人 成 就 ,数学 也 就 不 会 从 中 取得 推动 创造 性 工作 的 巨大 力量 . 
可 三 在 17 世纪 中 ,Descartes 和 Galileo 两 人 针对 科学 活动 的 基本 
性 质 ,进行 了 革命 化 . 他 们 选 定 科学 应 该 使 用 的 概念 ,重新 规定 科 
学 活动 的 目标 ,改变 科学 中 的 方法 论 . 他 们 这 样 做 ,不 仅 使 科学 得 
到 出 平 意料 和 史无前例 的 力量 ,而 且 把 科学 和 数学 紧 紧 地 结合 
X. 他 们 这 个 计划 ,实际 上 是 要 把 理论 科学 归结 到 数学 . 想 要 了 解 
从 17 世纪 到 19 世纪 这 段 时 间 中 推动 数学 的 力量 ,我 们 必须 先 考 
察 Descartes 和 Galileo 两 人 的 思想 . 


2. Descartes 的 科学 观 
Descartes 明确 宣称 ,科学 的 本 质 是 数学 . fb ie. fb" BR AR A 
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也 不 希望 物理 学 中 有 任何 原理 不 同 于 几何 学 和 抽象 数学 中 的 原 
Tg ,因为 后 者 能 解释 一 切 自 然 现 象 , 并 且 能 对 其 中 一 些 现象 给 出 证 
明 . "客观 志 界 是 回 体 化 了 的 空间 ,或 者 说 是 几何 的 化 身 . 因此 它 的 
性 质 应 该 可 以 从 几何 的 基本 原理 推导 出 来 ,而 其 中 -- 些 简单 性 质 
隐 含 着 逻辑 推理 中 的 基础 作用 ， 

Descartes 精心 讨论 了 为 什么 世界 是 可 以 接近 的 ,并 可 归结 到 
数学 . 他 坚持 :物质 的 最 基本 和 最 可 靠 的 性 质 是 形状 ,延展 和 在 时 
室 里 的 运动 . 因为 形状 也 只 是 延展 ,所 以 他 断言 :“ 给 我 延展 和 运 
动 , 我 将 把 宇 家 构造 出 来 . "运动 本 身 是 由 于 力作 用 在 分 子 上 的 结 
JK. Descartes 相信 这 些 力 服 从 于 不 变 的 数学 定律 ,而 且 由 于 延展 
和 运动 都 可 用 数学 表 出 ,所 以 一 切 现象 都 可 用 数学 描写 出 来 . 

Descartes 的 机 械 哲 学 甚至 推广 到 人 体 的 机 能 上 去 . 他 相信 ， 
人 在 他 的 生理 学 著作 中 ,他 
HIA OK AD , 答 了 了 .活塞 和 杠杆 的 机 械 作 用 去 解释 身体 的 作用 ;只 有 
ER RS X mu 

WI Descartes 把 周围 的 一 切 看 做 只 是 由 运动 的 物质 构成 
的 ,那么 ,他 怎样 解释 味道 .气味 .颜色 和 声音 的 质量 呢 ? ix B 
用 了 频 希 腊 关于 第 一 性 和 第 二 性 的 学 说 ,依照 Democritus, 这 个 
学 说 主张 “ 醋 与 苦 , 冷 与 热 以 及 颜色 等 东西 ,上 NM 在 实 
际 中 不 存在 ,真正 存在 的 是 不 变 的 粒子 .原子 以 及 它们 在 空 的 空间 
中 的 运动 . a MEI MAASE SCIBSEROR 
. “性 的 东西 ,仅仅 是 当 外 界 康子 神 击 到 人 的 感官 时 ,第 一 性 的 东西 
产生 这 些 感官 上 的 效果 . 

因此 ,在 Descartes 看 来 ,有 两 个 世界 :一 个 是 巨大 的 协调 地 
设计 出 来 的 数学 机 器 ,存在 于 空间 和 时 间 中 , 另 一 个 是 思维 的 世 
界 . 第 一 世界 中 的 元 素 作用 在 第 二 世界 上 的 效果 就 产生 出 物质 的 
非 数 学 性 质 或 次 要 的 性 质 . 此 外 ,Descartes 肯定 了 自然 界定 律 的 
不 变性 ,因为 这 些 定律 只 是 预先 规定 的 数学 图 案 的 一 部 分 ,就 是 上 
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帝 ,也 不 能 改动 这 不 变 的 自然 界 . 在 这 里 ,Descartes 否认 了 通行 的 
信条 :上 帝 不 断 地 干预 着 宇宙 的 活动 . 

虽然 Descartes 的 哲学 和 科学 学 说 ,背离 了 Aristotle 主义 和 
经 院 主 义 ,但 在 一 个 基本 的 方面 ,他 还 是 一 个 经 院 主义 者 :他 从 自 
已 的 心里 得 出 关于 存在 和 实在 的 命题 . 他 相信 有 先天 的 真理 ,而 且 
理智 本 寺 的 力量 ,可 以 得 到 对 于 一 切 事物 的 完全 知识 . 例如 ,他 是 
在 先天 推理 的 基础 上 ,叙述 出 运动 定律 的 (实际 上 ,在 他 的 生物 学 
工作 中 ,他 做 了 些 实验 ,并 且 从 中 得 出 重要 的 结论 ). 但 是 除了 依 
靠 先天 原理 以 外 ,他 的 确 传播 了 一 个 普遍 的 系统 的 哲学 ,从 而 震 
手 了 经 院 主义 的 堡垒 ,开辟 了 新 鲜 的 思想 渠道 . 他 的 关于 清除 一 
切 先 入 之 见 和 偏见 的 企图 ,是 他 对 过 去 造反 的 明白 的 宣告 . 通过 
把 白 然 现象 归结 为 纯 物 理 的 事态 ,他 的 确 作 了 许多 努力 去 剥 掉 
科学 中 的 神秘 主义 和 辫 虚 成 分 . Descartes 的 著作 影响 很 大 ,他 的 
演绎 而 且 系 统 的 哲学 ,风行 于 17 世纪 ,特别 是 使 Newton 注意 到 
运动 的 重要 性 . 他 的 哲学 著作 的 精装 本 ,甚至 成 为 贵 妇 们 梳妆 台 
上 的 点 缀 品 . 


3. Galileo 的 科学 研究 方式 

虽然 Galileo 的 科学 哲学 大 部 分 与 Descartes 的 一 致 ,但 是 给 
近代 科学 制定 出 更 彻底 更 有 效 更 具体 的 程序 ,并 用 自已 的 工作 证 
实 该 程序 的 效果 的 , 却 是 Galileo. 

Galileo(1564 一 1642) 出 生 于 比萨 (Pisa)-- 个 布 商 的 家 庭 , 他 
进 了 比萨 大 学 学 医 , 那里 的 课程 还 是 在 中 世纪 的 水 平 上 . Galileo 
从 一 位 工程 师 那 里 学 了 数学 ,在 17 岁 那 年 他 从 医学 转 到 数学 . 学 
了 大 约 8 年 之 后 ,他 向 波 洛 尼 亚 (Bologna) 大 学 申请 一 个 教师 职 
位 ,但 因 他 不 够 优秀 而 遭 到 拒绝 . 后 来 他 到 底 得 到 比萨 大 学 的 一 个 
数学 教授 职位 . 在 那里 ,他 开始 攻击 Aristotle 派 的 科学 ,并且 毫 不 
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迟疑 地 发 表 他 的 看 法 .即使 因为 他 的 批评 , 癌 事 们 朴 远 了 他 ,也 在 
所 不 顾 . 那 时 他 已 经 开始 写 出 重要 的 数学 论文 ,从 而 引起 一 些 能 
较 差 的 人 的 号 妒 ,这 使 他 感到 不 愉快 ,因而 在 1592 年 接受 了 帕 多 
瓦 (Padua) 大 学 数学 教授 的 职位 . 在 那里 ,他 写 了 一 本 小 册子 《 力 
学 了 (Le mecaniche, 1604). 在 帕 多 瓦 呆 了 18 年 后 ,他 被 美 第 奇 
(Medici) I] K Z: EF Cosimo 了 [邀请 到 佛罗伦萨 ,并 被 任命 为 宫廷 首 
席 数学 家 . Cosimo 给 了 他 -- 所 住房 和 可 观 的 薪 傣 ,并 且 保 护 他 免 
受 耶 稣 会 的 迫害 ( 那 时 耶稣 会 把 持 着 教 呈 职位 ,而 Galileo 由 于 拥 
护 Copernicus 的 学 说 已 经 受到 它 的 威胁 ). 为 了 表达 他 的 谢意 ， 

Galileo 把 他 所 发 现 的 木星 的 卫星 命名 为 美 第 奇 卫星 ,这 些 里 是 在 
他 为 Cosimo 服务 的 第 一 年 中 发 现 的 . 他 在 佛罗伦萨 有 充分 时 间 
MP EFAS e. 

他 提倡 Copernicus 学 说 ,触怒 了 罗马 宗教 法 庭 , 1616 年 他 被 
召 到 罗马 , 他 对 于 太阳 中 心 论 的 传播 ,受到 了 谴责 . 他 不 得 不 答应 
不 再 发 表 关 于 这 个 专题 的 东西 . 1630 年 教皇 Urban 八 世 确实 允许 
他 发 表 ,只 要 他 的 书 是 数学 的 而 不 是 教义 的 , 因此 ,在 1632 年 ,他 
出 版 了 他 的 经 典 著作 《关于 两 大 世界 体系 的 对 话 》( Dialogo dei 
massimi systemi ) 中 .4633 年 罗马 教皇 法 庭 再 次 传唤 他 去 . 在 刑 具 
威胁 下 ,强迫 他 放弃 对 于 太阳 中 心 论 的 拥护 , 他 再 度 被 禁止 发 表 东 
P8 ,而 且 被 迫 过 着 实际 上 是 软禁 的 生活 . 但 他 仍然 从 事 于 写 出 他 多 
年 来 关于 运动 现象 和 材料 力学 的 思想 与 工作 . 他 的 著作 《关于 两 门 
新 科学 的 探讨 和 数学 证 明 》( Discorsi e dimostrazioni matema- 
tiche intorno à due nuove scienze), X. 0U (X TF PAL] gi FI BN 
话 》, 被 秘密 地 运 到 荷兰 ,于 1638 年 在 那里 出 版 . 这 是 一 部 经 典 著 
作 , 在 书 中 Galileo 提出 了 他 的 新 的 科学 方法 . 他 用 以 下 的 话 为 他 
的 行为 辩护 :我 对 教会 和 对 我 自己 的 良心 的 虔诚 和 崇敬 从 来 没有 


WD 此 书 有 中 译本 , 书 名 是 《4 关 于 托 勒 密 和 哥 白 尼 湖 大 世界 体系 的 对 话 》, 上 海外 
国 自 然 科 学 哲学 著作 编辑 组 译 ( 据 加 利 福 尼 亚 大 学 1953 年 英 译本 译 出 ). ~ 一 译 者 注 
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Galileo 在 许多 科学 领域 里 是 一 个 杰出 的 人 物 . 他 是 敏锐 的 天 
文 观 察 者 . 他 常 被 称 为 近代 发 明之 父 ; 昌 然 他 没有 发 明 望 远 镜 ( 当 
时 诗人 Ben Jonson 称 之 为 迷 感 镜 ), 但 他 一 听 说 这 种 想法 ,他 就 能 
xr Aii Hi ARK. 他 是 显微镜 的 一 个 独立 发 明 者 ,并 且 设 计 了 第 一 
个 摆 钟 . 他 又 设计 并 制 成 一 个 罗 礁 ,其 标尺 自动 地 给 出 数值 的 结 
果 , 使 用 者 能 在 标尺 上 读 出 ,以 免 了 计算 之 烦 . 这 种 罗盘 销路 很 广 ， 
他 做 了 许多 个 出 售 . 

Galileo 是 第 一 个 重要 的 近代 声学 的 研究 者 . 他 提出 一 个 声波 
理论 ,并 旦 开始 进行 关于 音调 .谐音 和 弦 振 动 的 研究 工作 . 这 工作 
被 Mersenne 和 Newton 继承 ,成 为 18 世纪 中 数学 工作 的 主要 激 
发 力 . 

Galileo 的 主要 著作 ,虽然 讨论 的 是 科学 课题 ,但 至 今 仍 被 认 
为 是 文学 杰作 . 在 他 1610 年 写 的 《恒星 的 使 者 》(Sidereus Nunci- 
必 ) 一 书 里 ,他 宣布 了 他 的 天 文 观测 ,并 宣称 他 是 Copernicus 理论 
的 支持 者 , 这 书 立 刻 给 他 带 来 胜利 ,他 被 选 为 著名 的 罗马 “山猫 学 
Bi” (Academy of the Lynx-like) 的 成 员 . 他 的 两 部 经 典 著作 《关于 
两 大 世界 体系 的 对 话 》 和 《关于 两 门 新 科学 的 对 话 》 写 得 清楚 、 直 
接 ,机智 而 义 深奥 , 在 这 两 本 书 中 ,Galileo 让 一 个 角色 提出 流行 的 
观点 ,让 男 一 个 角色 对 他 作 巧 妙 而 坚定 的 辩论 ,指出 这 些 观 点 的 错 
误 和 弱点 以 及 新 观点 的 力量 . 

在 他 的 科学 哲学 中 ,Galileo 对 于 自然 界 , 坚 决 地 同 脐 测 的 、 神 
秘 的 看 法 决裂 而 赞成 力学 的 和 数学 的 观点 , 他 还 相信 ,科学 问题 不 
应 该 为 神学 的 辩论 所 迷惑 .所 蒙蔽 . 事实 上 ,他 的 科学 成 就 之 一 ( 虽 
然 多 少 离开 了 我 们 将 要 考察 的 方法 ) 就 是 他 明确 地 认识 了 科学 领 
域 而 决然 地 把 它 同宗 教 教条 割断 . 

Galileo 和 Descartes 一 样 ,相信 自然 界 是 用 数学 设计 的 . 他 的 
1610 年 的 叙述 是 著名 的 
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哲学 [自然 ] 是 写 在 那 本 永远 在 我 们 眼前 的 伟大 书本 里 
的 -… 一 我 指 的 是 宇宙 -一 一 但 是 ,我 们 如 果 不 先 学 会 书 里 
所 用 的 语言 ,掌握 书 里 的 符号 ,就 不 能 了 解 它 .这 书 是 用 
数学 语言 写 出 的 ,符号 是 三 角形 、 圆 形 和 别 的 几何 图 像 . 
没有 它们 的 帮助 ,是 连 一 个 字 也 不 会 认识 的 ;没有 它们 ， 
人 就 在 一 个 黑暗 的 迷宫 里 劳 而 无 功 地 游荡 着 中 


口 然 界 是 简单 而 有 秩序 的 , 它 的 行为 是 规则 的 而 且 必 要 的 . 它 按 照 
完美 而 不 变 的 数学 规律 活动 着 . 神圣 的 理智 ,是 自然 界 中 理性 事物 
Dg. 上 帝 把 严密 的 数学 必要 性 放 入 世界 ,人 只 有 通过 艰苦 努力 
才能 领会 这 个 必要 性 . 因此 ,数学 知识 不 但 是 绝对 真理 ,而 且 像 圣 
经 那样 ,每 句 每 行 都 是 神圣 不 可 侵犯 的 . 实际 上 ,数学 更 优越 ,因为 
对 圣经 有 人 许多 不 同 的 意见 ,而 对 数学 的 真理 , 则 不 会 有 不 同 的 

23 — 8 & , AH A, Democritus 的 原子 论 ,在 Galileo 的 著作 
中 , 比 在 Descartes 的 著作 中 更 为 明显 . 原子 论 预 先 假定 有 空 的 空 
fii] (Descartes 不 承认 这 一 点 ) 和 单个 的 不 可 毁灭 的 原子 . 变化 是 由 
原 了 的 组 合 和 分 解构 成 的 , 物体 中 所 有 质 的 差别 ,都 是 由 原子 在 数 
饼 、 大 小 .形状 和 位 置 排列 上 的 差别 造成 的 . 原子 的 主要 性 质 是 不 
可 透 入 性 和 不 可 毁灭 性 . 这 些 性 质 可 用 来 解释 化 学 现象 与 物理 现 
R. Galileo 拥护 原子 论 ,把 它 摆 在 科学 学 说 的 前 线 . 

原子 论 把 Galileo 吸引 到 第 一 性 和 第 二 性 的 学 说 . 他 说 :“ 如 
REFR .舌头 和 内 子 都 去 掉 ,我 的 意见 是 :形状 .数量 [大 小 ] 和 
运动 将 仍 存 在 ,但 将 失掉 嗅觉 .味觉 和 声 觉 ,这些 是 从 活 的 动物 抽 
象 出 来 的 , 照 我 看 来 ,只 是 一 些 名 词 而 已 . “因此 ,Galileo 和 Des- 
cartes 一 样 ,一 下 子 就 剥 掉 了 千 百 种 现象 和 性 质 而 集中 到 物质 和 
运动 这 两 种 可 用 数学 描述 的 东西 . 在 一 个 把 运动 问题 作为 最 突出 


(D Opere, 4.171. 
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最 严 谢 的 问题 的 世纪 里 ,科学 家 认为 运动 是 一 个 基本 的 物理 现象 ， 
也 许 是 不 足 为 怪 的 . 

集中 到 物质 和 运动 ,只 是 Galileo 研究 自然 的 新 方式 的 第 一 
步 . 他 的 下 一 步 思 想 ,Descartes 也 曾 提 到 过 的 ,就 是 任何 科学 分 支 
应 在 数学 模型 上 取 图 案 . 这 包括 两 个 主要 步骤 . 数学 从 公理 一 一 清 
楚 而 自明 的 真理 一 一 出 发 ,通过 演绎 推论 而 建立 新 的 真理 . 据 此 ， 
任何 科学 分 支 ,都 应 从 公理 或 原理 出 发 ,然后 演绎 地 进行 下 去 . 不 
但 如 此 ,还 应 从 公理 推出 尽量 多 的 结果 . 当然 ,这 个 思想 源 于 Aris- 
totle, 他 所 寻求 的 也 是 在 数学 模型 指引 下 的 演绎 结构 . 

可 是 ,Galileo 根本 上 不 同 于 希腊 人 ,不同 于 中 世纪 的 科学 家 
其 至 Descartes 之 处 ,在 于 他 的 寻求 基本 原理 的 方法 . Galileo 以 前 
的 人 和 Descartes 都 相信 基本 原理 出 自 心中 , 心 只 需 对 任何 一 类 
现象 去 想 , 它 就 能 认 出 基本 的 真理 . 心 的 这 种 力量 ,在 数学 中 明白 
地 得 到 证 实 . 像 “ 等 量 加 等 量 结果 还 相等 "和 * 两 个 点 确定 一 条 直 
线 " 等 公理 ,只 要 我 们 想到 数 和 几何 图 形 , 就 会 立刻 呈现 出 来 ,而 且 
是 无 可 争辩 的 真理 . 希腊 人 也 曾 这 样 找 出 一 些 自明 的 物理 原理 . 例 
如 "宇宙 中 所 有 物体 都 应 有 自然 位 置 "这 条 原理 是 再 怡 当 没 有 的 
了 . 静止 状态 看 来 显然 比 运动 状态 更 为 自然 . 必须 用 力 来 推动 和 保 
持 物体 的 运动 ,这 也 似乎 是 无 可 争辩 的 . 相信 心 能 够 提供 基本 原 
理 ,并 不 否认 观测 在 获得 这 些 原理 的 过 程 中 可 能 起 的 作用 ,但 是 观 
测 只 是 唤起 正确 的 原理 ,正如 看 见 一 个 熟识 的 面孔 ,就 能 想起 有 关 
那个 人 的 事情 一 样 . 

希腊 和 中 世纪 的 科学 家 ,如 此 相信 先天 的 基本 原理 ,以 至 当 
观测 偶然 不 符合 时 ,他 们 就 造 出 特殊 的 解释 来 保存 原理 ,同时 也 
说 明 有 异常 的 地 方 .这些 人 , 照 Galileo 的 说 法 ,是 首先 决定 世界 应 
该 如 何 作用 着 ,然后 把 他 们 所 看 见 的 东西 配合 到 他 们 预想 的 原 
理 中 去 . 

Galileo 决定 :在 物理 学 中 ,和 在 数学 中 相反 ,基本 原理 必须 
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来 自 经 验 与 实验 . 寻求 正确 而 基本 的 原理 的 道路 ,是 要 注意 什么 
是 自然 界 说 的 ,而 不 必 注 意 什么 是 心 之 所 愿 的 . 他 辩论 道 ,自然 
界 不 是 先 造 出 人 脑 , 然 后 把 世界 安排 得 使 它 能 被 人 的 智慧 所 接 
受 . 对 于 中 世纪 的 思想 家 无 休止 地 重复 Aristotle 的 话 并 且 和 争论 
它 的 含义 ,Galileo 给 以 批评 说 ,知识 来 自 观测 ,不 来 自 书 本 ,关于 
Aristotle 的 辩论 是 无 用 的 , 他 说 :“ 当 我 们 得 到 自然 界 的 意志 时 ， 
权威 是 没有 意义 的 ……" 当 然 ,有 些 文艺 复兴 时 代 的 思想 家 以 及 
Galileo 的 同时 代 人 Francis Bacon 也 得 出 同样 的 结论 :实验 是 必 
要 的 . 在 他 的 新 方法 的 这 一 特殊 方面 ,Galileo 并 没有 走 在 别人 前 
面 .但 是 ,近代 主义 者 Descartes 却 认 为 Galileo 依赖 于 实验 的 办 
法 是 不 明智 的 . Descartes 说 ,感官 所 及 的 事情 只 能 引 向 幻觉 ,只 
有 理性 能 透 过 幻觉 . 从 内 心 所 提供 的 天 生 的 -- 般 原理 ,我 们 能 推 
出 自然 界 的 特殊 现象 ,并 且 理 解 它们 . Galileo 确 曾 领会 到 :人 可 
能 从 实验 得 出 一 个 不 正确 的 原理 ,因而 从 这 原理 得 出 的 推论 ,也 
是 不 正确 的 . 因此 ,他 建议 用 实验 去 考核 推理 的 结果 ,并 日 去 获 
得 基本 原理 . 

就 实验 而 论 ,Galileo 确 是 一 个 过 渡 人 物 , 他 ,还 有 50 年 后 的 
Newton, 部 相信 少数 关键 性 实验 应 该 能 产生 正确 的 基本 原理 . 不 
仪 如 此 ,有 许多 Galileo 叫做 实验 的 ,实际 上 是 思想 中 的 实验 ,这 就 
是 说 ,他 依靠 日 常 经 验 去 想象 如 果真 做 实验 的 话 , 应 该 得 到 什么 结 
来 ,于 是 他 就 坚信 不 疑 地 作出 结论 ,好 像 他 曾 真 正 做 过 实验 一 样 . 
当 他 在 4 关于 两 大 世界 体系 的 对 话 》 中 描写 到 一 个 球 从 航行 着 的 船 
的 枕 杆 项 上 掉 下 来 的 运动 时 , Simplicio( 书 中 对 话 人 之 一 ) 问 他 是 
否 做 过 实验 . Galileo 答 道 :“ 没 有 做 过 ,我 不 需要 做 ,即使 没有 任何 
经 验 ,我 也 能 肯定 是 这 样 的 ,因为 它 不 能 不 是 这 样 . "事实 上 ,他 说 
他 很 少 做 实验 ,做 实验 主要 是 为 了 驳斥 那些 不 遵循 数学 的 人 . 虽然 
Newton 做 了 一 些 著名 而 巧妙 的 实验 , 却 也 说 ,他 做 实验 是 为 了 使 
他 的 结果 在 物理 上 易于 了 解 ,并 且 使 普通 人 相信 |. 
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这 事 的 真实 情况 是 :Galileo 对 于 自然 有 一 些 成 见 , 这 使 他 相 
信 有 少许 实验 就 足够 了 . 例如 ,他 相信 自然 界 是 简单 的 ,因此 , 当 他 
考虑 自由 落体 以 递增 的 速度 下 降 时 ,他 断定 速度 的 增加 ,在 下 降 的 
每 秒 时 间 内 是 一 样 的 ,这 是 最 简单 的 “真理 ”. 他 也 相信 自然 界 是 用 
数学 设计 出 来 的 ,因此 任何 数学 定律 ,即使 只 是 在 很 有 限 的 实验 中 
似乎 是 对 的 ,在 他 看 来 就 是 对 的 . 

Galileo 和 Huygens, Newton 一 样 ,认为 科学 工作 中 的 演绎 
数学 部 分 所 起 的 作用 比 实验 部 分 所 起 的 作用 要 大 . 对 Galileo 说 
来 ,由 一 个 单独 的 原理 推出 大 量 定理 所 引起 的 自豪 感 ,不 亚 于 该 原 
理 本 身 的 发 现 所 引起 的 自豪 感 . 为 近代 科学 造型 的 人 一 一 Des- 
cartes, Galileo, Huygens 和 Newton( 还 可 如 上 Copernicus 和 
Kepler) 都 是 以 数学 家 的 身份 去 探索 自然 ,无 论 在 一 般 方法 上 
或 具体 研究 上 都 是 这 样 . 他 们 是 县 拟 式 的 思想 家 ,期 望 通过 直观 或 
通过 关键 性 的 观察 和 实验 去 了 解 广 泛 的 ,深刻 的 (但 是 简单 的 ) . 清 
上 晰 而且 不 变 的 数学 原理 ,然后 从 这 些 基本 原理 导出 新 的 定律 ,完全 
和 数学 本 号 构造 它 的 几何 的 方式 一 样 .大量 的 活动 是 演绎 部 分 , 整 
个 的 思想 体系 就 是 这 样 导 出 的 . 

17 世纪 的 大 思想 家 所 想象 的 科学 的 正当 程序 ,后 来 确实 证 明 
ACH mH). 用 理性 去 寻求 自然 界定 律 ,到 了 Newton 的 时 代 , 在 薄 
弱 的 观察 和 实验 的 基础 上 ,导出 了 极 有 价值 的 结果 . 16,17 世纪 的 
巨大 科学 成 就 是 在 天 文学 和 力学 方面 ,关于 前 者 ,观测 只 给 出 了 很 
少 一 点 新 鲜 的 东西 ;关于 后 者 ,实验 的 结果 ,很 难说 是 惊人 的 ,而 且 
确实 是 没有 决定 性 的 . 但 是 ,数学 理论 却 达 到 了 广博 与 完善 的 地 
AE. 在 后 来 的 两 个 世纪 中 ,科学 家 根据 极 少 甚至 琐碎 的 观测 和 实 
验 , 给 出 了 深刻 而 广泛 的 自然 定律 . 

Galileo, Huygens 和 Newton #83 £78 ^b Sc BT. 这 期 

望 是 容易 理解 的 ,因为 他 们 都 相信 自然 界 是 用 数学 设计 的 ,所 以 照 
他 们 看 来 ,没有 理由 不 按照 数学 家 搞 数 学 的 程序 去 进行 科学 的 研 
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究 . 正如 John Herman Randall (ER BEJE Y Making of 
the Modern Mind ) 一 书 中 所 说 的 :“ 科 学 产生 于 用 数学 解释 自然 这 
信念 

但 是 ,Galileo 确实 从 经 验 中 得 出 几 个 原则 ,而 且 在 这 个 工作 
中 ,他 的 研究 方式 截然 不 同 于 他 的 前 辈 的 研究 方式 . 他 断定 :人 必 
须 深 入 到 现象 的 基本 中 去 ,而 把 后 者 作为 起 点 . 在 《关于 两 门 新 科 
学 的 对 话 》 中 ,他 说 ,处 理 无 穷 多 样 的 重量 ,形状 和 速度 是 不 可 能 
的 . 他 曾经 观察 到 不 同 的 物体 在 空气 里 降落 的 速度 差异 , 比 在 水 里 
的 要 小 . 所 以 ,介质 越 稀薄 ,物体 下 降 的 差异 越 小 “ 当 观 察 到 这 点 
之 后 ,我 就 得 出 结论 :在 -- 个 完全 没有 阻力 的 介质 中 ,所 有 物体 以 
癌 - -速度 降落 . "Galileo 在 这 里 所 做 的 是 去 挤 偶 然 的 或 次 要 的 效 
应 ,去 得 到 首要 的 效应 . 

当然 ,实际 的 物体 是 在 有 阻力 的 介质 中 降落 的 ,对 于 这 些 运 
动 ,Galileo 该 怎样 说 呢 ? 他 的 回答 是 “…… 因 此 ,为 了 科学 地 进 
行 处 理 ,必须 制 掉 这 些 困 难 [空气 阻力 ,摩擦 力 等 ] ,在 无 阻力 的 情 
形 下 ,发现 并 且 证 明 这 些 定理 之 后 ,再 按 照 实际 经 验 所 给 予 的 限制 
来 应 用 这 些 定理 .” 

去 掉 空 气 阻力 和 摩擦 力 之 后 ,Galileo 找 出 了 在 真空 里 运动 的 
基本 定律 . SURE, ,他 不 仅 用 物体 在 空 的 空间 中 和 运动 的 概念 来 驱 斥 
Aristotle, $t 29% F& Descartes, ,而 且 他 所 做 的 ,正如 数学 家 在 研究 
实际 图 形 时 所 做 的 那样 . 数学 家 从 线 上 去 掉 分 子 构造 .颜色 和 厚度 
而 得 到 线 的 基本 性 质 ,然后 就 集中 研究 这 些 性 质 . Galileo 就 是 这 
样 深入 到 物理 因素 的 . 数学 的 抽象 方法 确实 离开 了 现实 ,但 是 说 也 
ATE , 当 回 到 现实 时 , 它 却 比 所 有 因素 都 考虑 进去 更 为 有 力 . 

以 上 所 说 的 是 Galileo 所 表述 的 一 些 方法 论 原理 ,其 中 有 许多 
是 由 于 受 介 数学 的 研究 方式 数学 用 以 研究 几何 的 方式 的 
启发 而 来 的 . 他 的 下 一 个 原理 ,是 关于 数学 本 身 的 应 用 ,但 只 是 一 
个 特殊 方式 的 应 用 . Aristotle 派 和 中 世纪 的 科学 家 都 倒 向 质 的 方 
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面 , 他 们 认为 质 是 基本 的 ,他 们 研究 了 质 的 获得 与 形 失 ,辩论 了 质 
的 意义 ,Galileo 和 他 们 不 同 ,主张 寻求 量 的 公理 . 这 个 改变 最 为 重 
要 . 我 们 稍 后 将 看 到 它 的 全 部 意义 ,现在 举 个 简 例 也 许 有 用 . Aris- 
totle 派 说 , 球 的 降落 ,是 因为 它 有 重量 ; 它 落 在 地 上 ,是 因为 任何 
物体 都 要 找 它 的 自然 位 置 ;而 重 物 的 自然 位 置 是 地 球 的 中 心 . 这 些 
原理 都 是 属于 质 的 . 甚至 Kepler 的 第 一 运动 定理 一 一 行星 的 轨道 
是 椭圆 一 一 也 是 属于 质 的. 与 此 相反 ,让 我 们 来 看 这 一 叙述 : 球 在 
降落 中 每 秒 钟 的 速度 ,以 英尺 计 , 是 32 乘 以 开始 降落 后 所 经 历 的 
秒 数 ,用 符号 表 出 便 是 ， 321 这 是 一 个 关于 球 如 何 降落 的 量 的 
dX vh. Galileo 着 意 于 找 出 这 样 的 叙述 作为 公理 ,并 期 望 用 数学 方 
法 得 出 一 些 推论 ,这 些 推 论 将 仍 给 出 量 的 知识 . 另外 ,我 们 已 经 看 
到 ,数学 是 他 要 用 的 主要 工具 . 

决定 去 寻求 用 公式 表达 的 量 的 知识 , 带 来 了 另 一 个 根本 的 决 
定 , 虽 然 同 这 一 根本 的 决定 初次 接触 时 ,很 难 揭示 出 它 的 全 部 意 
X. Aristotle 派 相信 ,科学 的 任务 之 一 是 要 解释 事情 为 什么 发 生 ， 
解释 一 词 意 味 着 把 现象 的 原因 挖掘 出 来 “物体 降落 ,因为 它 有 重 
量 " 这 一 叙述 给 出 降落 的 直接 原因 ,而 “物体 找 它 的 自然 位 置 "这 一 
叙述 则 给 出 最 后 原因 . 但 是 , 量 的 叙述 wv = 327, 不 管 它 价 值 如 何 ， 
没有 解释 物体 为 什么 降落 , 它 只 说 明 速 率 是 怎样 随 着 时 间 而 变 的 . 
换 句 话说 ,公式 不 解释 ,只 描写 , Galileo 所 寻求 的 自然 知识 ,是 描 
写 性 的 . 他 在 《两 门 新 科学 ?中 说 :落体 运动 的 加 速度 的 原因 何在 ， 
不 是 研究 工作 的 必要 部 分 . "更 一 般 些 ,他 指出 ,他 将 研究 并 证 明 运 
动 的 若干 性 质 ,而 不 管 其 原因 是 什么 . 实证 的 科学 探讨 ,要 同 最 后 
原因 的 问题 分 开 ,对 于 物理 原因 的 付 度 应 该 放弃 . 

对 Galileo 的 这 个 原理 的 初次 反应 ,势必 是 否定 的 . 用 公式 描 
写 自然 现象 ,只 能 说 是 第 -- 步 . Aristotle 派 好 像 实 际 上 已 掌握 了 
科学 的 真正 作用 ,这 就 是 解释 种 种 现象 为 什么 发 生 . 甚至 Des- 
cartes 对 Galileo 追求 描写 性 公式 的 决定 也 提出 抗议 . 他 说 :“Gali- 
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leo 关于 真空 中 落体 所 说 的 一 切 都 是 没有 根据 的 ,他 应 该 首先 定 出 
重量 的 本 质 . "他 又 说 ,Galileo 应 该 在 最 后 的 理由 上 着 想 . dE 
过 几 章 之 后 ,我 们 将 清楚 地 看 到 ,Galileo 追求 描写 的 决定 ,是 历来 
关于 科学 方法 论 的 最 深刻 最 有 成 效 的 思想 . 

尽管 Aristotle 派 已 经 谈 到 一 些 关 于 质 的 名 词 , 例 如 流动 性 、 
刚性 .要素 .自然 位 置 .自然 的 和 猛烈 的 运动 ,以 及 潜 势 等 ,Galileo 
却 选择 了 一 组 全 新 的 可 以 测量 的 概念 ,使 得 它们 的 测度 可 以 用 公 
式 联系 起 来 . 这 组 概念 包括 距离 .时间 .速度 .加 速度 J MEME 
RE. 这 些 概 念 我 们 是 太 熟 悉 了 ,不 觉得 有 什么 奇怪 ,但 在 Galileo 
的 时 代 , 这 是 彻底 的 改造 ,至 少 作 为 基本 概念 来 说 是 如 此 ,这 些 概 
念 在 了 解 和 掌握 自然 的 努力 中 ,已 证 明 是 最 有 帮助 的 . 

我 们 已 经 描述 出 Galileo 程序 的 主要 特点 . 其 中 有 些 思想 是 别 
人 曾经 提出 过 的 ,有 些 则 完全 是 他 自己 的 创造 .但 是 ,Galileo ff) gi 
越 之 处 在 于 他 非常 清楚 地 看 出 当时 科学 研究 工作 中 的 错误 和 缺 
点 ,彻底 地 抛弃 了 旧 的 方式 ,而 又 非常 明白 地 制定 了 新 的 程序 . S 
外 ,在 应 用 这 些 程序 于 运动 问题 时 ,他 不 但 表演 了 这 个 方法 ,而 且 
成 功 地 获得 了 辉煌 的 成 果 一 一 换 句 话说 ,他 证 明了 他 的 程序 是 有 
效 的 . 他 工作 的 完整 .思想 和 表达 的 明晰 以 及 论辩 的 力量 ,影响 了 
几乎 所 有 他 的 同辈 和 后 辈 . Galileo 是 近代 科学 方法 论 的 奠基 人 人. 
他 完全 意识 到 他 的 成 就 ( 见 本 章 开端 处 的 引言 ). 别人 也 意识 到 他 
的 成 就 ,哲学 家 Hobbes 谈 到 Galileo 时 说 :“ 他 是 第 一 个 给 我 们 打 
开通 向 整个 物理 领域 的 门 的 人 .” 

我 们 不 能 细 述 科学 方法 论 的 历史 ,但 因数 学 在 这 个 方法 论 中 
非常 重要 ,而 这 个 方法 论 的 采用 ,又 反 过 来 大 大 促进 了 数学 ,我 们 
就 应 该 注意 到 像 Newton 这 样 的 大 人 物 , 是 怎样 全 盘 地 接受 了 
Galileo 的 程序 的 . Newton 断言 ,需要 用 实验 来 提供 基本 定律 . 他 
又 明白 知道 :在 得 到 一 些 基 本 原理 之 后 ,科学 的 作用 就 是 从 这 些 原 
理 推出 新 的 事实 . 他 在 他 所 蔷 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》( Philoso 
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phiae Naturalis Principia Mathematica ) 的 序 文 中 说 : 


古代 人 (正如 Pappus 告诉 我 们 的 那样 ) 在 自然 事物 的 研究 
中 ,把 力学 科学 推崇 到 极端 重要 的 地 位 ,而 近代 人 则 排除 
物体 的 形式 和 玄妙 的 质 ,努力 把 自然 现象 放 在 数学 的 控制 
之 下 . 本 此 理由 ,我 在 这 本 书 里 ,培育 数学 直至 它 联系 到 暂 
SLA JB A bee 所 以 我 献 出 这 本 书 作 为 哲学 的 数学 
原理 ,因为 哲学 的 整个 负担 似乎 在 于 一 一 从 运动 现象 去 考 
察 自然 的 力 , 然 后 从 这 些 力 去 阅 明 其 他 现象 ……… " 


当然 ,数学 原理 对 Newton 和 对 Galileo 一 样 ,都 是 量 的 原理 . 
他 在 $4 原理》 中 说 ,他 的 目的 ,是 要 发 现 并 宣告 “一 切 事物 按 测 度 、 数 
日 和 重量 安排 "的 准确 方式 . Newton 有 充分 理由 来 强调 与 物理 解 
释 针 锋 相对 的 量 的 数学 定律 ,因为 在 他 的 天 体力 学 里 ,中心 的 物理 
概念 是 引力 ,而 引力 的 作用 是 完全 不 能 用 物理 的 术语 解释 的 . 
Newton 不 给 解释 ,只 给 出 一 个 显明 而 有 用 的 数量 公式 ,表明 引力 
是 怎样 作用 的 . 这 就 是 为 什么 他 在 《原理 ?的 开端 处 说 :因此 ,我 计 
划 在 这 里 只 给 出 这 些 力 的 数学 概念 ,不 考虑 它们 的 物理 原因 和 根 
底 ，“ 在 局 的 接近 末尾 的 地 方 , 他 又 重复 他 的 思想 : 


但 是 我 们 的 目的 ,是 要 从 现象 中 寻 出 这 个 力 的 数量 和 性 
质 , 并 且 把 我 们 在 简单 情形 下 发 现 的 东西 作为 原理 , 通过 
数学 方法 ,我 们 可 以 估计 这 些 原理 在 较为 复杂 情形 下 的 
效果 我 们 说 通过 数学 方法 (Newton 加 了 着 重 号 )， 
是 为 了 避免 关于 这 个 力 的 本 性 或 质 的 一 切 问 题 , 这 个 质 

是 我 们 用 任何 假设 痢 不 会 确定 出 来 的 ， 
放弃 物理 的 机 械 解释 而 改 用 数学 的 描写 ,甚至 杰出 的 科学 家 
也 感到 震惊 . Huygens 认为 引力 的 概念 是 “ 荒 雇 的 ”, 因 为 穿越 空 
的 空间 的 作用 ,排除 了 任何 机 械 的 解释 . 他 很 惊讶 Newton BRA 
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无 根据 . Leibniz 攻击 引力 ,说 它 是 一 个 无 实质 而 又 不 可 解释 的 力 
ft. John Bernoulli(James 的 弟弟 ) 也 否定 了 它 , 认 为 它 * 背 叛 了 那 
些 习 惯 于 除了 无 可 争辩 和 论据 确 玄 的 物理 原理 而 外 ,不 接受 任何 
物理 原理 的 思想 . "但 是 ,只 有 依靠 数学 的 描写 (即使 完全 缺乏 物理 
的 了 解 时 也 依靠 它 ) 才 使 得 Newton 的 惊人 贡献 成 为 可 能 ,更 不 用 
涪 后 来 的 发 展 了 . 

由 于 科学 变 得 沉重 地 依赖 于 一 一 几乎 附属 于 一 一 数学 ,所 以 
扩展 数学 领域 和 数学 技术 的 人 是 科学 家 ;而 科学 所 提供 的 种 种 问 
题 ,给 数学 家 的 创造 性 工作 指出 了 许多 重要 的 方向 


4. 函数 概念 

按照 €— 其 第 --- 个 数学 收获 来 自 对 
运动 的 研究 . 这 个 问题 吸引 了 17 世纪 的 科学 家 和 数学 家 . 其 原因 
是 容易 知道 的 . 虽然 在 17 世纪 的 星期 ,特别 是 在 Galileo 给 太阳 中 
心 论 增添 了 证 据 之 后 , Kepler 的 天 文学 已 为 一 般 人 所 接受 ,但 是 
他 的 椭 贺 运动 定律 只 是 近似 的 ,除非 天 空 只 有 太阳 和 一 个 行 时 (在 
这 个 理想 情形 下 ,该 定律 是 准确 的 ). 人 们 已 经 在 考虑 着 这 样 -- 些 
刀 想 :每 个 行星 的 椭圆 运动 受到 其 他 行星 的 干扰 , 月 球 绕 地 球 的 椭 
en 到 太阳 的 干扰 , 事实 上 ,作用 于 任何 两 个 物体 间 的 引力 的 

念 ,已 由 Kepler( 还 有 别人 ) 提 示 过 . 因此 ,如 何 改 进 计算 行星 位 
-— ] 题 还 未 解决 . Kepler 得 到 他 的 定律 ,主要 是 依靠 用 曲线 去 
配合 大 文 数据 ,但 他 并 没有 根据 基本 的 运动 定律 去 解释 为 什么 行 
里 滞 着 椭圆 轨道 运动 . 关于 如 何 从 运动 原理 导出 Kepler 定律 这 一 
基本 问题 ,是 一 个 明显 的 挑战 . 

改进 天 文学 理论 ,还 有 一 个 实用 的 月 的 . 为 了 寻找 原料 和 通 
IP. 欧洲 人 已 从 事 于 大 规模 的 ,看 不 见 陆地 的 长 距离 海航 . 因此 水 
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手 们 就 需要 测定 纬度 和 经 度 的 准确 方法 . 纬度 可 以 通过 观察 太阳 
或 恒星 来 确定 ,但 测定 经 度 则 较 困 难 . 16 世纪 中 的 测 经 度 的 办 法 
是 这 样 地 不 准确 以 至 经 常 产生 大 约 500 英里 的 误差 . 到 了 大 约 
1514 年 之 后 ,经 度 是 用 月 球 对 一 些 恒星 的 相对 方向 来 确定 的 . 并 
几 把 从 某 个 标准 地 点 在 不 同时 间 观 测 到 的 相对 方向 制 成 表册 . 航 
海 者 可 以 测定 月 球 的 方向 (人 所 在 的 地 点 虽 不 同 , 但 不 太 影响 月 球 
的 方向 ), 又 可 以 利用 例如 恒星 的 方向 来 测定 他 的 当地 时 间 , 于 是 
他 就 可 以 根据 所 测定 的 月 球 方向 直接 查 表 或 通过 插值 , 找 出 标准 
地 点 的 时 间 , 从 而 算出 他 所 测定 的 当地 时 间 和 标准 地 点 的 时 间 之 
其. 时 间 上 差 一 小 时 意味 着 经 度 上 差 157. 不 过 ,这 个 方法 也 不 准 
人 确 . 由 于 那 时 的 船 在 水 上 起 伏 不 定 ,要 得 到 月 球 的 准确 方向 是 困难 
的 ;为 -方面 ,由 于 月 球 相 对 于 恒星 的 运动 ,在 几 个 小 时 内 不 会 太 
大 ,月 球 的 方向 必须 较为 准确 地 测定 . 角度 上 差 1' 就 意味 着 经 度 
上 差 0.5 ;但 是 要 使 误差 小 于 1', 在 当时 是 远 远 做 不 到 的 . 虽然 有 
人 提出 过 并 且 试 用 过 其 他 测定 经 度 的 方法 ,但 是 ,为 了 扩展 并 改进 
己 有 的 表册 ,进一步 了 解 月 球 的 轨道 看 来 是 必要 的 ,而 且 许 多 科学 
家 ,包括 Newton, PH Aw ik A. 就 是 在 Newton 的 时 代 , 关 
于 月 球 位 置 的 知识 , 仍 是 这 样 地 不 准确 以 至 用 表册 来 确定 船 在 海 
中 的 位 置 ,可 以 导致 大 到 100 英里 的 误差 ， 

那 时 航运 的 损失 很 大 ,欧洲 各 国政 府 甚 为 关心 . 1675 年 , 英 王 
Charles 二 世 在 格林 尼 治 (Greenwich) 建 立 起 皇家 观测 台 ,以 期 对 
上 月球 运动 得 到 较 好 的 观测 ,并 且 把 该 台 作 为 测定 经 度 的 固定 站 . 
1712 年 ,英国 政府 设立 一 个 “经 度 测定 委员 会 ”, 并 且 设 置 高 到 两 
力 英 镑 的 奖金 来 征求 测量 经 度 的 方案 . 

17 世纪 的 科学 家 也 面临 着 解释 地 球 运动 的 问题 . 按照 太阳 中 
心 的 理论 ,地 球 既 自转 又 围绕 太阳 运行 . 为 什么 物体 应 该 果 存 地 球 
EME? 既然 地 球 不 再 是 宇宙 的 中 心 ,为 什么 下 降 的 物体 还 要 落 到 
地 球 上 呢 ? 不 仅 如 此 ,从 一 切 运动 ,例如 抛射 体 的 运动 来 看 ,好 像 
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地 球 是 静止 的 . 这 些 问 题 激 起 了 许多 人 的 注意 ,其 中 包括 Cardan, 
Tartaglia, Galileo 和 Newton. 抛射 体 的 路 线 . 射程 和 所 能 达到 的 
高 度 ,以 及 炮弹 的 速度 对 于 高 度 和 射程 的 影响 都 是 基本 的 问题 , 因 
而 当时 的 杀 王 们 ,和 现在 的 国家 一 样 , 花 了 了 大黄 的 钱 来 谋求 解决 . 
这 就 需要 有 新 的 运动 原理 来 解释 地 球 的 现象 . 科学 家 们 就 想到 :办 
为 宇宙 据 信 和 是 按照 一 个 宏伟 的 计划 造成 的 ,所 以 能 解释 地 球 运动 
的 原理 ,也 能 解释 天 体 的 运动 . 

从 各 种 运动 问题 的 研究 中 出 现 了 一 个 特殊 的 问题 :如 何 设计 
一 些 较为 准确 的 方法 来 测量 时 间 , 从 1348 年 以 后 通用 的 机 械 钟 是 
不 够 准确 的 . Hb 25 DY A (Flemish ) 的 制图 家 Gemma Frisius 
〈1508 一 1555) 曾 提出 用 时 钟 来 测定 经 度 . 在 一 个 已 知 经 度 的 地 方 
把 钟 对 好 , 放 在 船上 ;因为 船 的 当地 时 间 比 较 容易 确定 ,例如 按 太 
阴 的 位 置 来 确定 ,所 以 航海 者 只 人 须 记 下 这 两 个 时 间 的 差 数 , 就 能 立 
刻 把 这 个 差 数 翻 译 成 经 度 的 差 数 . 但 是 截止 到 1600 年 ,还 没有 准 
确 的 .耐久 的 .适用 于 航海 的 钟 . 

单 摆 的 运动 似乎 提供 了 测量 时 间 的 基本 装置 . Galileo 已 注意 
到 摆 的 一 个 往复 所 用 的 时 间 是 固定 的 ,而 且 着 来 是 与 摆 幅 无 关 的 ， 
他 黄 计 了 捍 钟 ,并 且 叫 他 的 儿子 造 出 一 个 来 . 但 是 ,对 单 摆 作 出 基 
本 工作 的 , 却 是 Robert Hooke 和 Huygens. 虽然 摆 钟 不 适 于 用 在 
船上 (为 了 计算 经 度 , 钟 每 天 的 误差 不 得 超过 二 或 三 秒 , 而 船 的 运 
动 对 摆 的 影响 很 大 ) ,但 它 在 科学 工作 中 以 及 家 庭 和 商业 方面 的 计 
时 上 ,确实 是 有 很 大 价值 的 . 适用 于 航海 的 钟 终于 由 John Harri- 
son(1693 一 1776) 在 1761 年 设计 出 来 ,在 18 世纪 末 开 始 使 用 . 在 
这 之 前 ,由 于 没有 适当 的 钟 ,所 以 关于 月 球 运动 的 准确 观测 ,还 是 
那个 世纪 的 主要 科学 问题 . 

数学 从 运动 的 研究 中 引出 了 一 个 基本 概念 .在 那 以 后 的 二 百 
年 里 ,这 个 概念 在 几乎 所 有 的 工作 中 占 中 心 位 置 , 这 就 是 函数 一 一 
或 变量 间 的 关系 一 一 的 概念 . Galileo 创立 近代 力学 的 著作 《两 门 


1 44 第 16 章 ”科学 的 数学 化 


AREE) B. LEA SEE BI ik PMS. Galileo 用 文字 和 上 比 
例 的 语言 表达 函数 关系 . 例如 ,在 他 的 关于 材料 力学 的 作品 中 ,他 
有 时 说 :“ 两 个 等 体积 圆柱 体 的 面积 (底面 积 除 外 ) 之 比 ,等 于 它们 
高 度 之 比 的 平方 根 . "又 如 :“ 两 个 侧面 积 相等 的 正 圆柱 ,其 体积 之 
比 等 于 它们 高 度 之 比 的 反比 . "在 他 的 关于 运动 的 作品 中 ,他 说 ( 例 
an): PA ii E ARAS i DA E AS Dak 下 降 的 物体 ,其 经 过 的 距离 与 
所 用 时 间 的 平方 成 正比 ,”“ 沿 着 同 高 度 但 不 同 坡 度 的 倾斜 平板 下 
清 的 物体 ,其 下 请 的 时 间 与 平板 的 长 度 成 正比 , "这些 话 清楚 地 表 
明 他 是 在 讨论 变数 和 图 数 ,只 差 把 文字 叙述 表 为 符号 形式 这 短 短 
的 一 步 了 . 因为 代数 的 符号 化 那 时 正在 扩展 ,所 以 不 久之 后 ,Gali- 
leo 关于 落体 距离 的 叙述 就 写 为 = kt, KPBS PN AY 
BURRS At =k T. 
在 17 世纪 引进 的 绝 大 部 分 函数 ,在 函数 概念 还 没有 充分 认识 
以 前 ,是 当 作 曲线 来 研究 的 . 例如 ,关于 logr, sinz Mat 等 初等 
超越 函数 的 研究 就 是 这 样 . Galileo 的 学 生 Evangelista Torricelli 
(1608 一 1647) 在 1644 年 的 一 封 信 里 ,描述 他 对 曲线 (用 现在 的 写 
IR) y = ae “(x 之 0) 的 研究 (他 的 原稿 直到 1900 年 才 刊 出 ). 他 
是 受到 当时 的 对 数 工 作 的 启发 而 考虑 这 条 曲线 的 , Descartes 在 
1639 年 也 碰 到 过 这 条 曲线 ,但 没有 谈 到 它 和 对 数 的 关系 . 正弦 曲 
线 古 通过 Roberval 关于 旋 轮 线 的 研究 ,作为 旋 轮 线 的 伴侣 曲线 而 
进入 数学 的 (第 17 章 第 2 节 ). Wallis 在 他 的 《力学 》(Mechanica， 
1670) 中 给 正弦 曲线 画 了 两 个 周期 的 图 . 当然 ,到 了 那 时 期 , 列 在 表 
里 的 三 角 函 数 和 对 数 函 数 的 值 ,是 非常 精确 的 . 
为 -~ 与 此 有 关 的 事 , 是 用 运动 概念 来 引进 旧 的 和 新 的 曲线 . 
在 希腊 时 代 , 有 少数 曲线 ,例如 割 加 曲线 和 Archimedes 螺 线 ,是 
用 运动 定义 的 .但 在 那 时 这 些 曲 线 不 属于 正规 数学 的 范围 , 到 了 
17 世纪 ,看 法 就 不 同 了 . Mersenne TE 1615 年 把 前 人 已 知 的 曲线 
cycloid( 旋 轮 线 ) 定 义 为 当 车 轮 沿 地 面 滚动 时 轮 上 一 个 定点 的 轨 
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xk. Galileo 证 明 :把 物体 斜 抛 ( 即 与 地 平 线 成 一 和 角度) 向 空中 时 ， 
它 的 路 径 是 一 个 parabola 3/22 ££) ,因而 把 这 曲线 看 做 是 动 点 的 
轨迹 . 

把 曲线 看 做 是 动 点 的 路 径 这 一 概念 ,通过 Roberval, Barrow 
和 Newton 而 获得 明显 的 认可 与 接受 . Newton 在 他 的 《 求 曲 边 形 
H fi (Quadratare of Curves, 5: F 1676 年 ) 中 说 ;我 认为 这 里 
的 数学 量 ,不 是 由 小 块 合成 的 ,而 是 由 连续 运动 描 出 的 . 线 [ 曲 线 ] 
是 描画 出 来 的 ,因而 它 的 产生 不 是 由 于 凑 零 为 整 ,而 是 由 于 点 的 连 
续 运 动 …… 这 样 的 起 源 ,真正 发 生 在 事物 的 本 性 中 ,并 且 是 日 常 从 
物体 的 运动 中 看 见 的 .” 

逐渐 地 就 给 这 些 曲 线 所 代表 的 各 种 类 型 的 水 数 引 进 了 名 词 
和 记号 . 但 还 存在 着 许多 没有 认识 到 的 细微 的 难点 . 例如 ,在 17 
世纪 中 ,函数 a (x 是正 负 整数 或 分 数 ) 的 使 用 ,已 经 很 普通 了 . 
那 时 假定 (此 假定 一 直到 19 世纪 定义 了 无 理 数 之 后 才 取 消 ) 此 
函数 对 于 无 理 数 也 有 意义 . 因此 人 们 对 于 形 如 2 的 式 子 没有 发 
生 过 疑问 ,而 默认 为 它 的 值 位 于 同样 形式 的 两 个 数 之 间 ,其 中 一 
个 的 指数 是 小 于 V2 的 任何 有 理 数 , 另 一 个 的 指数 是 大 于 V2 的 任 
何 有 理 数 . 

Descartes 所 提 的 几何 曲线 和 机 械 曲 线 的 区 别 , 引 出 了 代数 函 
SUN BA A I X Bl. 3€ ff] Descartes 的 同时 代 人 没有 注意 到 他 
排斥 机 械 曲 线 的 事 . 通过 求 面积 , 求 级 数 和 ,以 及 进入 微 积分 里 的 
其 他 运算 ,人 们 发 现 并 研究 了 许多 超越 函数 . James Gregory 在 
1667 年 证 明 圆 扇形 的 面积 不 能 表 为 圆 半 径 和 弦 的 代数 函数 ,从 而 
明确 了 代数 函数 和 超越 函数 的 区 别 . Leibniz 证 明 sine 不 可 能 是 x 
的 代数 函数 ,无意 中 证 明了 Gregory 所 寻求 的 结果 外. 对 于 超越 函 
数 的 完全 了 解 和 使 用 就 渐渐 地 实现 了 . 

17 世纪 中 ,了 消 数 概念 的 定义 ,人 以 James Gregory 在 他 的 论文 
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《 论 加 和 双 曲 线 的 求 积 》(Vera Circuli et Hyperbolae Quadratu- 
rm，1667) 中 所 给 出 的 最 为 明显 . 他 定义 函数 是 这 样 一 个 量 : 它 是 
从 一 些 其 他 的 量 经 过 一 系列 代数 运算 而 得 到 的 ,或 者 经 过 任何 
其 他 可 以 想象 到 的 运算 而 得 到 的 . 这 最 后 一 句 话 的 意思 , 据 他 的 
解释 是 :除了 五 种 代数 运算 以 外 ,必须 再 加 上 一 个 第 六 种 运算 ， 
即 趋 于 极限 的 运算 (我 们 将 在 第 17 章 中 着 到 Gregory 所 关心 的 
是 求 面积 的 问题 ), Gregory 的 定义 被 遗忘 了 ,但 无 论 如 何 ,不 久 
就 证 明 他 的 定义 太 罕 ,因为 函数 的 级 数 表示 式 , 不 久 就 广泛 地 使 
用 开 了 . 

自从 Newton 于 1665 年 开始 微 积分 的 工作 之 后 ,他 一 直 用 
“流量 "(fluent) 一 词 来 表示 变量 间 的 关系 . Leibniz 在 他 1673 年 的 
一 篇 手稿 里 用 "函数 "(function) 一 词 来 表示 任何 一 个 随 着 曲线 上 
的 点 的 变动 而 变动 的 量 一 一 例如 ,切线 .法 线 、 次 切线 等 的 长 度 以 
及 纹 坐标 等 . 至 于 该 曲线 本 身 , 据 他 说 是 由 一 个 方程 式 给 出 的 ， 
Leibniz 又 引进 “常量 " ," AE EL" ABE RE" ,这 最 后 一 词 是 用 在 曲 
线 族 中 的 由. John Bernoulli Él 1697 年 起 就 谈 到 一 个 按 任 何方 式 
用 变 最 和 常量 构成 的 量 @( “任何 方式 "一 词 , 据 他 说 是 包括 代数 式 
fF MB RAF ME). 到 1698 年 他 采用 了 Leibniz 的 “z 的 函数 ”一 
鹿 ,作为 他 这 个 量 的 名 字 . Leibniz 在 他 的 著作 《历史 》(1714) 中 ,用 
“前 数 " 一 词 来 表示 依赖 于 一 个 变量 的 量 . 

在 符号 方面 ,John Bernoulli 利用 X s € ck — A B9 x 80d 
数 ,但 到 了 1718 年 他 又 改写 为 dor. Leibniz 同意 这 样 做 ,但 又 提 
出 用 r, 袜 等 来 表示 工 的 函数 ,其 上 标 是 在 同时 考虑 几 个 函数 
时 用 的 . 记号 f(z) 是 Euler F 1734 年 引进 的 @. 从 此 函数 概念 就 


(D Math. Schriften, 5,266-—-269. 
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成 了 微 积分 里 的 中 心 概念 . 我 们 以 后 将 看 到 这 个 概念 的 扩展 
情况 . 
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他 以 几乎 神 -- 般 的 思维 力 .最 先 说 明了 行星 的 运动 和 图 像 ， 
EF ig ASU A A a YY. 
Newton #6 


l. 促使 微 积 分 产生 的 因素 

紧 接 普 国 数 概 念 的 采用 ,产生 了 微 积 分 , 它 是 继 Euclid 几何 
之 后 ,全 部 数学 中 的 一 个 最 大 的 创造 .虽然 在 某 种 程度 上 , 它 是 已 
被 古 希 腊 和 处理 过 的 那些 问题 的 解答 ,但 是 , 微 积分 的 创立 ,首先 
是 为 了 处 理 17 世纪 主要 的 科学 问题 的 ， 

有 四 种 主要 类 型 的 问题 :第 一 类 是 已 知 物体 移动 的 距离 表示 
为 时 间 的 函数 的 公式 , 求 物体 在 任意 时 刻 的 速度 和 加 速度 ; 反 过 
来 ,已 知 物体 的 加 速度 表示 为 时 间 的 图 数 的 公式 , 求 速 度 和 距离 . 
这 类 问题 是 研究 运动 时 直接 出 现 的 ,困难 在 于 :17 世纪 所 涉及 的 
速度 和 加 速度 每 时 每 刻 都 在 变化 .比如 ,计算 瞬时 速度 ,就 不 能 像 
计算 平均 速度 那样 ,用 运动 的 时 间 去 除 移动 的 距离 ,因为 在 给 定 的 
瞬时 ,移动 的 距离 和 所 用 的 时 间 部 是 0, 而 0/0 是 无 意义 的 . 但 是 ， 
根据 物理 ,每 一 个 运动 的 物体 在 它 运动 的 每 一 时 刻 必 有 速度 ,这 也 
是 无 疑 的 .已 知 速度 公式 求 移 动 距离 的 问题 ,也 遇 到 问 样 的 困难 ， 
因为 速度 每 时 每 刻 部 在 变化 ,所 以 不 能 用 运动 的 时 间 乘 任意 时 刻 
的 速度 ,来 得 到 移动 的 距离 . 

第 二 种 类 型 的 问题 是 求 曲线 的 切线 . 这 个 问题 的 重要 性 来 源 
于 好 几 个 方面 , 它 是 纯 几 何 的 问题 ,而 且 对 于 科学 应 用 有 巨大 的 重 
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要 性 .正如 我 们 知道 的 那样 .光学 是 17 世纪 的 一 门 较 重 要 的 科学 
研究 . 透镜 的 设计 直接 吸引 了 Fermat, Descartes, Huygens 和 
Newton, 要 研究 光线 通过 透镜 的 通道 ,必须 知道 光线 射 入 透镜 的 
角度 以 便 应 用 反射 定律 . 重要 的 角 是 光线 问 曲 线 的 法 线 间 的 夹 角 
(图 17. 1). 法 线 是 重 直 于 切线 的 ,所 以 问题 在 于 求 出 法 线 或 者 是 

求 出 切线 . 男 一 个 涉及 到 曲线 的 切线 的 科学 

问题 出 现 于 运动 的 研究 中 . 运动 物体 在 它 的 


1 轨迹 上 任 一 点 处 的 运动 方向 ,是 轨迹 的 切线 
方 问 ， 


实际 上 , 盐 至 "切线 "本 身 的 意义 也 是 没 
图 17.1 有 解决 的 问题 . 对 于 圆锥 曲线 ,把 切线 定义 为 
和 了 曲线 只 接触 于 -点 而 且 位 于 曲线 的 一 边 的 直线 就 足够 了 . 这 个 
定义 古 希 腊 人 曾经 用 过 ,但 是 对 于 17 世纪 所 用 的 较 复 杂 的 曲线 ， 
它 就 不 适用 了 . 
第 二 类 问题 是 求 消 数 的 最 大 值 与 最 小 值 . 炮弹 在 炮 简 里 射出 ， 
它 运 行 的 水 乎 距离 , 即 射程 ,依赖 于 炮 简 对 地 面 的 倾斜 角 , 即 发 身 
TB. 一 个 “实际 "问题 是 求 能 获得 最 大 射程 的 发 射 角 . 17 世纪 初期 ， 
Galileo 断定 (在 真空 中 ) 最 大 射程 在 发 射 角 是 45" 时 达到 ;他 还 得 
出 炮弹 从 各 个 不 同 角度 发 射 后 所 达到 的 不 同 的 最 大 高 度 . 研究 行 
是 的 运动 也 涉及 最 大 值 和 最 小 值 的 问题 ,例如 求 行星 离开 太阳 的 
最 远 和 最 近 的 距离 ， 
第 四 类 问题 是 求 曲线 长 (例如 ,行星 在 已 知 时 期 中 移动 的 距 
PS) ;曲线 围 成 的 面积 ;曲面 围 成 的 体积 ;物体 的 重心 ;一 个 体积 相 
当 大 的 物体 (例如 行星 ) 作 诈 于 另 一 物体 上 的 引力 . HSA 
奴 法 求 出 了 一 些 面 积 和 体积 . 尽管 他 们 只 是 对 于 比较 简单 的 面积 
和 体积 应 用 了 这 个 方法 ,但 也 必须 语 上 许多 技巧 ,因为 这 个 方法 缺 
RPE. 他 们 还 经 常 得 不 到 数字 的 解答 . 当 Archimedes 的 工作 
在 欧 训 闻 名 时 , 求 长 度 . 商 积 .体积 和 重心 的 兴趣 复兴 了 . 穷 竟 法 先 
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是 逐渐 地 被 修改 ,后 来 由 于 微 积分 的 创立 而 被 根本 地 修改 了 . 


2. 17 世纪 初期 的 微 积分 工作 

微 积分 问题 至 少 被 17 世纪 十 几 个 最 大 的 数学 家 和 几 十 个 小 
一 些 的 数学 家 探索 过 . 位 于 他 们 全 部 贡献 的 顶峰 的 是 Newton 和 
Leibniz 的 成 就 . 这 里 我 们 只 能 谈 谈 这 两 位 大 师 的 一 些 先驱 者 的 主 

从 距离 (作为 时 间 的 函数 ) 求 豚 时 速度 的 问题 以 及 它 的 逆 问 
题 ,不 久 就 被 看 出 是 计算 一 个 变量 对 另 一 个 变量 的 变化 率 的 问题 
以 及 它 的 逆 间 题 的 特例 . 一 般 变化 率 问 题 的 第 一 个 有 效 的 解决 属 
于 Newton, 这 将 放 在 后 面 考察 . 

先 叙 述 几 种 求 曲线 的 切线 的 方法 . Gilles Persone de Roberval 
(1602 一 1675) 在 他 的 《不 可 分 量 论 》(Traite des indivisibles ,此 书 
注 明 1634 年 ,可 是 直到 1693 年 才 出 版 ) 中 ,推广 了 Archimedes 用 
来 求 他 的 螺 线 上 任 一 点 处 切线 的 方法 . E] Archimedes 一 样 ,Ro- 
berval 认 为 曲线 是 一 个 动 点 在 两 个 速度 作用 下 运动 的 轨迹 . 例如 ， 
从 炮 简 里 发 射 的 炮弹 是 在 水 平 速 度 PQ 和 垂直 速度 PR 的 作用 下 
( 见 图 17. 2) ,这 两 个 速度 的 合 速 度 是 R 
PQ 和 PR 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 
线 . 他 把 这 条 对 角 线 作为 在 已 点 的 切 
线 . 正如 Torricelli 指出 的 那样 ,Rober- P Q 
val 的 方法 是 应 用 了 Galileo 已 经 宣 
过 的 法 则 , 即 水 平 的 和 垂直 的 速度 是 彼 图 17.2 
此 独立 地 作用 着 的 . Torricelli 本 入 应 用 Roberval 的 方法 , 求 得 了 
曲线 ( 按 我 们 的 写法 ) y = c 的 切线 . 

把 切线 定义 为 合 速度 方向 的 直线 , 比 古 希腊 人 把 它 定义 为 接 
触 曲线 于 -- 点 的 直线 要 复杂 些 , 但 这 个 较 新 的 概念 适用 于 许多 旧 
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概念 不 能 适用 的 曲线 . 一 方面 ,这 个 概念 是 有 价值 的 ,因为 它 把 纯 
几何 同 力学 联系 起 来 了 ,而 在 Galileo 以 前 ,这 个 联系 是 根本 没有 
的 . 但 在 另 一 方面 ,这 个 切线 的 定义 在 数学 领域 内 是 令 人 讨厌 的 ， 
因为 它 是 在 物理 的 概念 上 定义 切线 的 . 很 多 曲线 是 在 与 运动 无 关 
的 情况 下 产生 的 ,切线 的 这 个 定 
义 就 相应 地 不 适用 了 . 所 以 求 切 
线 的 其 他 方法 受到 欢迎 . 

Fermat 的 方法 是 他 在 1629 
年 已 设计 好 ,但 在 他 1637 年 的 手 
稿 《 求 最 大 值 和 最 小 值 的 方法 》Q 
中 才 发 现 的 . 这 方法 实质 上 就 是 

图 17.3 现在 的 方法 . 设 PT 是 曲线 上 一 

A P 处 的 切线 (图 17. 3). TQ 的 长 叫 次 切线 . Fermat 的 计划 是 求 
出 TQ 的 长 度 , 从 而 知道 工 的 位 置 , 最 后 就 能 作出 TP. 

设 QQ 是 TQ 的 增 量 , 长 度 为 E. 因 为 人 TQP co APRT,, Br 


以 
TQ: PQ=E: TR, 
但 是 ,Fermat 说 ,TIR 和 PiR 是 差不多 长 的 ;因此 
TQ : PQ =E: (PQ — QP). 
用 我 们 现在 的 符号 ,把 PQ 叫做 f(x) ,我 们 就 有 
TQ: f(x) = E: (f(x E) — f(x)]. 


J E E. f(x) 
AUR 12 T YG*E)-fGY 


对 于 Fermat 所 处 理 的 f(x), 5 ERTA ER E ili RSF 
和 分 母 . Ra E = O (他 说 是 去 掉 E OX). REGS) TQ. 

Fermat 应 用 他 的 切线 方法 于 许多 难题 . 虽然 这 个 方法 完全 
依赖 于 深奥 的 极限 理论 ,但 它 具 有 微分 学 的 现在 的 标准 方法 的 


O Œuvres, 1,133~179;3,121~156, 
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对 于 Descartes, 求 曲线 的 切线 的 问题 是 重要 的 ,因为 通过 它 
能 获得 曲线 的 性 质 例如 两 条 曲线 相交 的 角度 . 他 说 :“ 这 不 但 
是 我 所 知道 的 最 有 用 最 一 般 的 问题 ,而 且 , 甚 至 可 以 说 ,是 我 仅仅 
想 要 在 几何 里 知道 的 问题 . "他 在 《几何 ?的 第 二 册 中 给 出 了 他 的 方 
法 . 这 是 纯 代数 的 ,不 牵涉 极限 概念 ;相反 ,Fermat 的 方法 ,如 果 严 
EUR RIS, BREE E Dp RITRER. 但 是 Descartes 的 方法 ,仅仅 对 
于 方程 形式 是 y = fc) (其 中 f(x) 是 简单 的 多 项 式 ) 的 曲线 有 
HH. 虽然 Fermat 的 方法 是 普遍 的 ,但 Descartes 却 认为 自己 的 方 
法 较 好 . Descartes 批评 了 Fermat 的 方法 (应 该 承认 ,这 个 方法 在 
当时 表达 得 不 清楚 ), 而 且 想 用 自己 的 思想 去 解释 它 . 而 Fermat 
却 也 宣称 他 的 方法 优越 ,他 看 到 了 用 小 增 量 已 的 好 处 . 

Isaac Barrow(1630 一 1677) 也 给 出 了 求 曲 线 的 切线 的 方法 ， 
Barrow 是 剑桥 大 学 的 数学 教授 ,精通 希腊 文 和 阿拉 伯 文 ,他 能 够 
翻译 一 些 Euclid 的 著作 并 修改 -一些 Euclid, Apollonius, Archime- 
des 和 Theodosius 的 作品 的 译文 . 他 的 主要 著作 《几何 讲义 》(Lec- 
tiones Geometricue, ，1669) 是 对 微 积分 的 一 个 巨大 贡献 .其 中 他 应 
用 了 几何 法 ,正如 他 所 指出 的 ;:“ 从 讨厌 的 计算 重担 中 解放 出 来 .” 
1669 年 Barrow 辞去 了 他 的 教授 席位 并 让 给 Newton, AC f£ rie gi 
学 的 研究 Q 

Barrow 的 几何 法 相当 复杂 ， 
而 且 用 了 辅助 曲线 . 但 有 一 个 特点 
值得 注意 ,因为 它 反 映 出 那个 时 代 
的 思想 ,这 就 是 利用 所 谓 微 分 三 角 
形 或 者 特征 三 角形 . 他 是 从 三 角形 
POR 出 发 的 (图 17. 4), 这 个 三 角 v M 
形 是 增 量 PR 的 产物 ,他 用 了 这 个 图 17.4 
三 角形 相似 于 三 角形 PMN 的 事实 ,断定 切线 的 斜率 QR/PR 等 


P' 


多 R 
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T PM/MN. Barrow 说 ,当红 PP 足够 小 的 时 候 , 我 们 可 以 放心 地 
把 它 和 P 点 切线 的 一 段 PQ 等 同 起 来 . 三 角形 PRP (图 17.5) 是 
特征 三 角形 ,其 中 PP' 既 是 曲线 的 强 长 ,又 是 切线 的 一 部 分 . 很 早 

以 前 Pascal 在 求 面 积 时 用 过 特征 


p A 三 角形 ,在 他 以 前 别人 也 用 过 . 
i 在 《讲义 》 的 第 十 讲 中 , Barrow 
还 是 依靠 计算 , 求 出 曲线 的 切线 . 实 
N M 质 上 ,他 的 方法 和 Fermat 的 方法 是 
图 17.5 一 致 的 . 他 用 了 曲线 的 方程 , 例如 


y — pr, HW xc ce RB x, Ay ta KS y. ai 
y + 2ay+a’ = prt pe. 
消去 y = pz ,得 到 
2ay ta’ = pe. 
然后 他 去 掉 a Mle WAR WOR TA) oU S THERE 17.5 中 
的 PRP 代替 图 17. 4 中 的 PRP’. 由 此 得 出 
a f 


4 Py 
这 时 ,他 说 明 a/e = PM/NM , 所 以 


因为 PM 是 y, 所 以 他 算出 NM , 即 次 切线 ,从 而 知道 N 的 位 置 . 

关于 第 三 类 问题 , 即 求 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 的 问题 ,这 方面 
的 工作 ,可 以 说 是 由 Kepler 的 观测 开始 的 . 他 对 酒 桶 的 形状 感 兴 
趣 , 在 他 的 《测量 酒 桶 体积 的 新 科学 》( Stereometria Doliorum , 
1615) 中 ,他 证 明 在 所 有 内 接 于 球面 的 .具有 正方 形 底 的 正平 行 六 
面体 中 ,立方 体 的 容积 最 大 . 他 的 方法 是 对 特殊 选择 的 尺寸 计算 容 
内 ,这 本 身 并 不 重要 ;但 他 注意 到 , 当 越 来 越 接近 最 大 体积 时 ,对 应 
于 一 个 尺寸 固定 的 变化 ,体积 的 变化 越 来 越 小 ， 
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Fermat 在 他 的 《 求 最 大 值 和 最 小 值 的 方法 》 中 给 出 了 他 的 方 
" 并 用 下 面 的 例子 进行 说 明 : 已 知 -- 条 直线 ( 段 ), 要 找 出 它 上 面 

点 ,使 被 这 点 分 成 的 两 部 分 线段 组 成 的 矩形 最 大 . 他 把 整个 线 
veut 中 ,并 设 它 的 一 部 分 为 A. BZ ATCA Td PR AB 一 42 ， 
然后 他 用 4 十 下 代替 人, 这 时 男 外 一 部 分 就 是 有 一 (4 十 已), 和 矩形 
的 面积 就 成 为 (A 十 E)(B 一 A 一 EE). Nae tihng 
因为 他 认为 , 当 取 最 大 值 时 ,这 两 个 函数 值 一 即 两 个 面积 一 
EE EI. 所 以 

AB +EB — A? -2AE — F = AB — A’. 
P312 AAAI HE A E Bc 2 Fes ,得 到 
B= 2A+E, 

RS E = 0( 他 说 去 掉 巨 项 ) BS) B-—24A.[Dp Mixx EIE 

Fermat 说 ,这 个 方法 是 完全 普遍 的 . HE RG DR A 
是 口 变量 ,并 且 如 果 A 增加 到 A +E, WA, Y ERRERA, B. 
当 羡 数 经 过 一 个 极 大 值 (或 极 小 值 ) 时 ,函数 的 前 后 两 个 值 将 是 相 
SEA. ELO PELA LIED EROR H E ER TS PR. SAT B E M e LE STA 
从 所 得 的 方程 ,确定 使 函数 取 最 大 值 或 最 小 值 的 A 值 . 这 个 方法 
实质 上 是 他 用 来 求 曲线 的 切线 的 方法 . 但 是 基本 的 事实 在 那里 是 
两 个 三 角形 相似 ;而 在 这 里 是 两 个 函数 值 相等 . Fermat 没有 看 到 
有 必要 去 说 明 先 引进 非 零 E UR TER] ERD, S E 0 的 合 
理性 2. 

17 世纪 求 面积 .体积 .重心 .曲线 长 的 工作 开始 于 Kepler, {E 
说 他 被 体积 问题 吸引 住 了 ,因为 他 注意 到 酒 商用 来 求 酒 桶 体积 
万 法 不 精确 . 用 现在 的 标准 来 看 ，( 在 《测量 酒 桶 体积 的 新 科学 ) 中 


D 对 于 他 的 在 令 巨 = 0 之 前 的 方程 ,Fermat H T & ial“ adaequalitas”.Carl B. 
Boyer 在 《 微 积分 概念 》( The Concepts of the Calculus) ff] p. 156 中 ,人 恰当 地 把 它 译 为 
“BFA”. 
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的 ) 这 个 工作 是 粗糙 的 . 例如 , 圆 的 面积 对 他 来 说 是 无 穷 多 个 三 角 
形 的 面积 ,每 个 三 角形 的 顶点 在 圆心 , 底 在 圆周 上 ,于 是 由 正 内 接 
多 边 形 的 面积 公式 , 周 长 乘 上 半径 除 以 2, 他 就 得 到 了 圆 的 面积 . 
类 似 地 ,他 认为 球 的 体积 是 小 圆锥 的 体积 的 和 ,这 些 圆 锥 的 顶点 在 
in 底 在 球面 上 . 他 把 贺 锥 看 成 是 非常 薄 的 圆 盘 的 和 ,并 由 此 算 

它 的 体积 . 然后 他 进而 证 明 球 的 体积 是 半径 乘 球面 积 的 三 分 之 
-一 . Archimedes BJ (BR FIFE) ( Spheroids and Conoids ) 的 启发 
下 ,他 把 面积 旋转 成 新 的 图 形 , 并 计算 其 体积 . 同样 地 ,他 把 被 弦 制 
FI SUE SEE SE itf FPR 

用 无 数 个 同 维 的 无 穷 小 元 素 之 和 来 确定 曲 边 形 面 积 和 体 
AA, xe Kepler 方 法 的 精华 . 把 圆 看 做 是 无 数 个 三 角形 的 和 ,在 他 
的 思想 中 是 用 连续 性 原理 (第 14 章 第 5 节 ) 证 明 的 . 他 看 到 两 种 
图 像 本 质 上 没有 区 别 . 由 同样 的 理由 ,一 条 直线 和 一 个 无 穷 小 面 
积 实 际 上 是 一 样 的 ;而 且 , 在 一 些 问题 中 ,他 的 确认 为 面积 就 是 
直线 的 和 . 

在 《两 门 新 科学 》 中 ,Galileo 对 于 面积 的 想法 和 Kepler 的 想 
法 相似 . 在 处 理 匀 加 速 运动 的 问题 时 ,他 给 出 了 论据 ,证 明 在 时 间 - 
速度 曲线 下 的 面积 就 是 距离 . 假定 一 个 物体 以 变速 v= 322 运动 ， 
这 个 速度 在 图 17. 6 中 用 直线 表示 ;那么 ,在 时 间 OA 通过 的 距离 
就 是 面积 OAB. Galileo 得 到 这 个 结论 ,是 认为 A'B’ 是 菜 个 瞬时 
oe 又 是 所 走 过 的 无 穷 小 距离 (如 果 乘 上 一 个 无 穷 短 的 时 间 ， 

它 就 是 距离 ), 然 后 证 明 由 直线 A'B' 组 成 的 面积 OAB 必定 是 


pa 


图 17.6 图 17.7 
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总 的 距离 . 因为 AB 是 321,OA 是 1, 所 以 OAB 的 面积 是 160. 这 
个 推理 当然 是 不 清楚 的 . 但 在 Galileo 的 思想 里 , 却 得 到 一 种 哲学 
观点 的 支持 , 即 面积 OAB 是 由 A'B' 那 样 无 数 多 个 不 可 分 的 单位 
堆积 而 成 的 . 他 在 线段 和 面积 一 类 的 连续 量 的 结构 问题 上 花 了 很 
多 时 间 ,但 没有 得 到 解决 . 

Bonaventura Cavalieri(1598 一 1647) 是 Galileo 的 学 生 , 波 洛 
尼 亚 (Bologna) 学 府 的 教授 . 他 在 Kepler 和 Galileo 的 影响 下 ,并 
且 在 后 者 的 致 促 下 ,考察 了 微 积分 问题 . Cavalieri 把 Galileo 和 其 
他 人 在 不 可 分 晤 方面 的 思想 发 展 成 几何 方法 ,并 出 版 了 这 方面 的 
苦 作 《用 新 约 方法 推进 连续 体 的 不 可 分 最 的 几何 学 》(Geometria 
Indivisibilibus Continuorum Noxa quadam Ratione Promota, 
1635). 他 认为 面积 是 无 数 个 等 距 平 行 线段 构成 的 ,体积 是 无 数 个 
平行 的 平面 面积 构成 的 ;他 分 别 把 这 些 元 素 叫 做 面积 和 体积 的 不 
AY op ht. Cavalieri 承认 组 成 面积 或 体积 的 不 可 分 量 的 数 日 一 定 是 
无 穷 大 的 ,但 他 不 想 在 这 点 上 反复 推 硕 . 粗浅 地 说 ,正如 Cavalieri 
在 他 的 《六 道 几 何 练习 题 》( Exercitationes Geometricae Sex, 
1647) 中 指出 的 ,不 可 分 法 认为 线 是 由 点 构成 的 ,就 像 链 是 由 珠子 
穿 成 的 一 样 ; 面 是 由 直线 构成 的 ,就 像 布 是 由 线 织 成 的 一 样 ;立体 
是 由 平面 构成 的 ,就 像 书 是 由 页 组 成 的 一 样 . 不 过 ,它们 是 对 于 无 
穷 多 个 组 成 部 分 来 说 的 . 

Cavalieri 的 方法 {或 者 原则 ) 可 用 下 面 的 命题 来 说 明 ( 这 个 命 
题 当然 可 以 用 其 他 方法 证 明 ). 为 了 证 明 平行 四 边 形 ABCD( 图 
17.7) 是 三 角形 ABD 或 者 BCD 的 两 倍 ,他 证 明 当 GD = BE 时 ， 
GH = FE .因此 三 角形 ABD 和 BCD 是 由 相等 数 日 的 等 长 线段 
GH 和 EF 构成 的 ,所 以 一 定 有 相等 的 面积 . 

这 个 原则 已 编 入 现在 通行 的 立体 几何 书 中 ,作为 一 个 定理 , 叫 
做 Cavalieri 定理 . 这 个 原则 说 ,如 果 两 个 立体 有 相等 的 高 ,而 且 它 
们 的 平行 于 底面 并 且 离 开 底 面 有 相等 距离 的 截面 面积 总 有 一 定 的 
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比 的话 , 那 么 这 两 个 立体 的 体积 之 间 也 有 这 个 比 . 实质 上 ,运用 了 
这 个 原则 ,Cavalieri 证 明了 圆锥 的 体积 是 外 接 圆柱 的 三 分 之 一 . 同 
样 ,他 考虑 了 在 两 条 曲线 下 的 面积 . 用 我 们 的 写法 ,曲线 可 为 y = 
f(x) Ail y = g(x), 其 中 工 的 范围 相同 . 把 面积 看 成 是 维 坐 标的 
和 和 ,如果 一 条 曲线 的 纵 坐 标 与 男 一 条 曲线 的 纵 坐 标的 比 是 常数 , 那 
4 Cavalieri 说 ,这 两 个 面积 也 有 同样 的 比 . 他 用 这 个 方法 在 《一 百 
Wi AVM) (Centuria di varii problemi ,1639) 中 证 明 : 对 于 从 1 到 9 
的 正 整数 ”公式 ( 按 我 们 的 记 法 ) 
| = 


n+l 

成 立 . 可 是 ,他 的 方法 完全 是 几何 的 . 他 能 成 功 地 获得 正确 的 结果 ， 
古 因 为 他 运用 他 的 原则 计算 面积 间 和 体积 间 的 比 的 时 候 , 组 成 相 
应 的 面积 和 体积 的 不 可 分 量 间 的 比 是 常数 

Cavalieri 的 不 可 分 法 遭 到 了 同时 代 人 的 批评 . 他 企图 回答 他 
们 ,但 没有 严密 的 理由 . 有 些 时 候 他 宣称 他 的 方法 只 是 一 个 避免 穷 
章法 的 实用 方法 . 尽管 方法 受到 批评 ,但 许多 数学 家 还 是 广泛 地 利 
HTE. 另外 , 像 Fermat, Pascal 和 Roberval 都 用 了 这 个 方法 ,其 
至 用 了 " 纵 坐 标的 和 "那样 的 语言 ,但 是 他 们 把 面积 想象 成 是 无 数 
无 穷 小 长 方形 的 和 ,而 不 是 线 的 和 . 

1634 年 Roberval( 他 宣称 曾 研究 过 “神圣 的 Archimedes") fE 
用 了 实质 上 是 不 可 分 法 去 求 出 旋 轮 线 的 一 个 拱 下 面 的 面积 ,这 是 
Mersenne 在 1629 年 让 他 注意 的 问题 . 有 时 Roberval 被 认为 是 不 
可 分 法 的 独立 发 现 者 ,但 实际 上 他 相信 线 . 面 和 体 的 无 限 可 分 性 ， 
因此 就 不 存在 任何 最 后 的 部 分 . 他 的 作品 以 《不 可 分 量 论 》 命 名 ,但 
是 他 把 他 的 方法 叫做 “无 穷 大 法 ”. 

Roberval 获得 摆 线 下 的 面积 的 方法 是 有 启发 性 的 . 设 OABP 
(图 17. 8) 是 旋 轮 线 的 半 个 拱 下 的 面积 . OC 是 母 圆 的 直径 , 尸 是 拱 
上 的 任意 一 点 , fF PQ = DF .Q 的 轨迹 叫做 伴 旋 轮 线 (只 要 原点 
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图 17.8 

是 OQB 的 中 点 ,zx 轴 平 行 于 OA ,那么 用 我 们 的 写法 ,曲线 OQB 
就 是 y = asin s/a, 其 中 4 是 母 贺 的 半径 ). Roberval 断言 ,曲线 
OQB 把 矩形 OABC 分 成 两 个 相等 的 部 分 ,因为 基本 上 ,对 于 
OQBC 中 的 每 一 条 线 DQ, TE OABQ 中 都 相应 地 有 一 条 线 RS. 所 
以 Cavalieri 的 原理 用 上 了 . 矩形 OABC 的 底 和 高 分 别 等 于 母 圆 的 
半圆 周 和 直 径 ; 因 此 它 的 面积 是 图 面积 的 2 倍 . 而 OABQ 的 面积 
ALLURE BUR S. 另外 ,OPB 和 OQB 之 间 的 面积 等 于 半圆 OFC 
的 面积 ,这 是 因为 由 Q 的 定义 , DF = PQ, 使 得 这 两 块 面积 在 每 个 
线段 上 都 有 相等 的 宽 . 所 以 在 半 拱 下 的 面积 是 母 圆 面积 的 1 f. 
Roberval 还 求 出 正弦 曲线 的 一 个 拱 下 的 面积 ,这 拱 绕 着 底 旋转 后 产 
生 的 体积 ,以 及 其 他 与 旋 轮 线 有 关 的 体积 和 旋 轮 线 面积 的 形 心 


计算 面积 .体积 和 其 他 量 的 最 重要 的 新 方法 ,从 修改 古 希 腊 的 
穷竭 法 开始 . 让 我 们 考虑 -一 个 典型 的 例子 :计算 抛物 线 y = x^ 下 
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M x05 r= B 的 面积 (图 17.9). 穷 竟 法 对 于 不 同 的 曲线 形 面 
积 , 用 不 同类 型 的 直线 形 去 逼近 ,而 17 世纪 的 一 些 人 却 采 用 系统 的 
程序 ,使 用 和 矩形 如 图 所 示 . 当 这 些 和 矩形 的 宽度 d 越 来 越 小 时 ,这些 矩 
形 的 面积 的 和 就 越 来 越 接 近 曲 线 下 的 面积 . 如 果 底 宽 都 是 4, 那 么 ， 
根据 纵 坐 标 是 横 坐 标的 平方 这 一 抛物 线 的 特性 ,这 和 就 是 

(1) d+ d 4 d(24): +d(3d)? +++ +d(nd)’ 


@(14+2?4 3? +--+7n°), 
因为 前 7 个 自然 数 的 mx WR FRAY AN, Pascal 和 Fermat 就 为 着 这 样 
的 问题 的 需要 已 经 求 得 ,所 以 数学 家 能 够 容易 地 用 


(2) qs (£3) 
代替 上 一 个 式 子 .但 是 4 是 定 长 OB RA n. AK (DARA 
(3) OB (3 z- gh). 


UTE ER. AE ALS B A04 n 是 无 穷 大 时 ,最 后 两 项 能 够 忽 
略 的 话 ,正确 的 结果 就 得 到 了 . 那 时 极限 过 程 还 没有 提出 一 一 或 者 
仅仅 是 粗粮 地 觉察 到 一 一 所 以 最 后 两 项 的 省 略 并 没有 证 明 . 

我 们 看 到 这 种 方法 和 穷 强 法 一 样 ,要 求 用 直线 形 逼 近 曲 线形 . 
但 是 ,在 最 后 的 步 又 中 存在 着 重要 的 差别 :在 老 方法 中 用 到 间接 证 
HB 75 TEX IE 79 76 3 AK, fi Mn 成 为 无 穷 大 
时 ,人 们 就 取 (3) 的 极限 一 一 虽然 当时 他 们 并 没有 明显 地 从 极限 上 
着 想 . 这 条 新 的 途径 ,最 早 是 Stevin 于 1586 年 在 他 的 《 静 力 学 》 
Cstatics) 中 提出 来 的 ,并 有 许多 追随 者 ,包括 Fermat EAO. 

如 果 涉 及 的 曲线 不 是 抛物 线 , 那 就 必须 用 问题 中 曲线 的 特性 
代 蔡 抛物 线 的 特性 ,并 因此 得 出 一 些 其 他 的 级 数 来 代替 (1). 从 类 
似 于 (1) 的 求 和 得 到 (2) 的 类 似 是 需 要 技巧 的 . 因此 关于 面积 .体积 


© Euvres, 1,255~259;3,216~219, 
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和 重心 的 结果 是 不 多 的 . 当然 用 强 有 力 的 反 微分 法 来 计算 这 样 的 
和 的 极限 的 方法 , 那 时 候 还 不 能 想象 . 

实质 上 应 用 我 们 刚才 说 明 的 求 和 技巧 , Fermat 在 1636 年 以 
前 就 知道 :对 于 除了 一 1 以 外 的 任何 有 理 数 x, 有 (用 我 们 的 记 
i) 

[ds = a, 

这 个 结果 也 由 Roberval, Torricelli 和 Cavalieri 各 自 独 立地 获得 ， 
盟 然 有 些 仅仅 是 几何 的 形式 ,有 些 对 nn 加 了 限制 . 

在 用 几何 形式 求 和 法 的 和 中间 有 Pascal. 1658 年 他 从 事 于 摆 
线 问题 研究 @. 他 计算 出 曲线 的 任 ~- 段 和 平行 于 底 的 一 直线 所 包 
围 的 图 形 面 积 , 该 图 形 的 形 心 , 以 及 由 该 图 形 绕 着 它 的 底 ( 图 17. 10 
中 的 YZ) 或 者 垂直 线 (对 称 轴 ) 访 转生 成 的 立体 的 体积 , 在 这 一 工 
作 中 ,和 在 关于 y = a" 一 类 昌 线 下 的 面积 的 早期 著作 中 ,他 把 小 
和 抱 形 加 起 来 ,其 方式 与 上 文 处 理 (1) 的 方式 相同 ,只 不 过 他 的 工作 
与 结果 都 是 用 儿 何 语言 叙述 的 . 他 用 Dettonville 的 假名 提出 了 他 
已 解决 的 问题 ,向 其 他 数学 家 挑战 ,然后 出 版 了 他 和 白 己 的 卓越 的 解 
[《Dettonville I fi) (Lettres de Dettonville), 1659]. 

在 Newton 和 Leibniz 以 前 ,对 于 把 分 析 方 SIAR 1 LIE 
做 得 最 多 的 人 是 John Wallis (1616— 
1703). 虽然 他 直到 二 十 岁 左右 才 开 始 Y Z 
学 习 数 学 一 一 他 在 剑桥 大 学 时 是 专门 
研究 神学 的 一 一 但 是 他 在 牛津 大 学 成 
为 几何 教授 而 且 在 那个 世纪 中 是 仅 次 留 17. 10 
于 Newton 的 最 能 干 的 英国 数学 家 . 在 他 的 《无 穷 的 算术 》(Arith- 
metica Infinitorum，1655) 中 ,他 运用 分 析 法 和 不 可 分 法 求 出 了 


© Cuvres, 1,255--259;3,216— 219, 
© Traité des sinus du quart de cercle, 1659= Œuvres, 9,60~76, 
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许多 面积 并 得 到 广泛 而 有 用 的 结果 . 
Wallis 的 一 个 值得 注意 的 结果 ,是 在 他 分 析 地 计算 圆 面积 的 

努力 中 得 到 的 , 即 x 的 新 的 表达 式 . 他 计算 由 坐标 轴 ,z 点 的 纵 坐 
标 和 函数 

y= U2"), yc. ymo. y(t) m 
的 曲线 围 成 的 面积 ,得 到 的 结果 分 别 是 
] 
3 


fpa o— D 时 这 些 面积 是 


2 . 1 ; 3 | 3 5 1 
3 3 5 3 5 2. ene 
a, T 37 FT ， 3 5 172 


Er. rc 


fi BU ADAE HI y = (1— a7)? 给 出 的 .应 用 归纳 法 和 揪 值 法 , Wallis 
算出 它 的 面积 ,并 通过 更 复杂 的 推理 得 到 
m 2.:2.4.4.6.6.8.8... 


2 1.3.3.5.5.7.7. 9...° 
圣文森特 (St，Vincent) 的 
Gregory 在 他 的 《几何 著作 》 
(Opus Geometricum , 1647) 中 
给 直角 双 曲 线 和 对 数 函 数 之 间 
的 重要 联系 提供 了 根据 . 他 用 
穷竭 法 证 明 :对 于 曲线 y= 1/x 
(图 17. 11), 如 果 x, 选择 得 使 
图 17.11 面积 a , b, c, d, SE, UJ y, 
便 构成 几何 数列 . 这 意味 着 从 ro 到 zx, 的 面积 之 和 (这 些 和 构成 算 
术 数 列 ) 是 与 y, 值 的 对 数 成 比例 的 ,这 可 用 我 们 的 符号 写 为 


"dr _ 
| > = klog y. 


To 


因为 y — 二 , 所 以 这 和 我 们 熟悉 的 积分 结果 是 一 致 的 . 第 一 个 注 
意 到 面积 能 解释 成 对 数 的 人 是 Gregory 的 学 生 一 比利时 耶稣 全 


2. 17 Heel ae Blas Uf 6s T 
会 员 Alfons A. de Sarasa(1618—1667) ,这 个 解释 见于 他 的 书 《 关 
^P Mersenne [fj $5 E E m] x I RT» (Solutio Problematis a 
Mersenno Propositi, 1649). 1665 年 左右 Newton th 4 ££ $4 XX rt] 
线 下 的 面积 与 对 数 之 问 的 关系 ,并 将 这 个 关系 写 在 他 的 《 流 数 法 》 
中 . 他 用 一 项 式 定理 展开 1/0 十 +), 并 逐 项 积分 ,得 到 


log Ql +a) = r— E + E Le 


Nicholas Mercator 用 Gregory 的 结果 ,在 他 的 1668 年 的 《对 数 技 
术 》(Logarithmotechnia) 中 ,独立 地 给 出 了 问 样 的 级 数 ( 但 没有 明 
显 地 叙述 出 来 ). 其 他 的 人 不 久 发 现 了 (按照 我 们 的 说 法 ) 收 敛 得 更 
快 的 级 数 . 关于 抛物 线 的 求 积 以 及 它 和 对 数 函 数 的 联系 这 一 工作 
是 由 许多 人 做 的 ,而 且 有 很 多 是 在 通信 中 交流 的 ,因此 很 难 查 出 谁 
是 最 先 发 现 的 入 . E T 

直到 1650 年 还 无 人 相信 
一 曲线 的 长 度 能 完全 等 于 某 直 P 
线 长 度 . 实际 上 ,在 《几何 》 第 二 
册 中 ,Descartes 说 在 曲线 和 直 
线 之 问 的 关系 是 未 知 的 或 者 是 图 17.12 
永 不 可 知 的 . 但 是 Roberval 求 出 了 摆 线 的 一 个 拱 的 长 度 . 建筑 师 
Christopher Wren(1632 一 1723) 由 证 明 PA = 2PT 而 算出 捍 线 
的 长 度 ( 图 17. 12) 7. William Neile(1637 一 1670) 也 得 到 (1659) 一 - 
个 拱 的 长 度 ,他 还 用 Wallis 的 提示 ,算出 了 半 立 方 抛物 线 ( y! = 
ax” IREO. Fermat 也 计算 了 一 些 曲 线 的 长 度 . 这 些 人 一 - 般 是 
用 内 接 多 边 形 去 逼近 曲线 的 , 先 求 出 各 边 的 和 ,然后 随 着 每 条 边 长 
的 缩小 而 使 边 数 成 为 无 穷 大 . 圣 安 德 鲁 斯 (St, Andrews) 大 学 和 爱 


中” 这 个 方法 由 Wallis Le) Tractatus Duo, 1659 一 Opera, 1,550~569) rh 
公布 .Wren 只 是 给 出 了 结果 ， 
© Neile 的 工作 由 Wallis 在 注 @ 引证 的 书 中 发 表 . 
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TÆ (Edinburgh) KZ MAIZ James Gregory (1638—1675, xf ftt, 
的 工作 ,他 的 同时 代 人 略 有 所 知 ,直到 H.W. Turnbull 编辑 的 纪 
念 册 于 1939 年 出 版 后 , 才 -- 般 地 被 人 知道 ) ,在 他 的 《几何 的 通用 
部 分 》(Geometriae Pars Universalis，1668) 中 给 出 了 计算 曲线 长 
度 的 方法 ， 

关于 计算 曲线 长 度 的 更 进一步 的 结果 是 Christian Huygens 
(1629 一 1695) 得 到 的 , 实际 上 ,他 给 出 了 葛 叶 线 的 弧 长 . 他 还 对 面 
积 和 体积 的 工作 作出 贡献 ,而 且 是 第 一 个 得 到 除了 球 以 外 的 表面 
积 的 结果 的 . 例如 ,他 得 到 抛物 面 和 双 曲 面 的 一 部 分 表面 的 面积 , 
Huygens 用 纯 几何 的 方法 得 到 所 有 这 些 结果 ,不 过 ,也 和 Archi- 
medes 一 样 ,他 有 时 用 算术 得 到 数量 的 解答 . 

计算 椭圆 的 长 度 难 住 了 数学 家 们 . 事实 上 ,James Gregory 声称 
椭圆 和 双 曲 线 的 长 度 不 能 用 已 知 函数 表 出 . 有 -- 段 时 期 数学 家 们 对 
这 问题 的 进一步 工作 失望 了 ,直到 下 一 世纪 才 得 到 新 的 结果 . 

我 们 讨论 了 Newton 和 Leibniz 的 先驱 者 对 于 推动 微 积分 工 
作 的 四 个 主要 问题 所 作 的 主要 贡献 . 当时 认为 这 四 个 问题 是 不 同 
的 ,但 也 注意 到 ,甚至 于 利用 了 它们 之 间 的 联系 . 例如 Fermat 就 
是 用 同样 的 方法 求 函数 的 最 大 值 和 曲线 的 切线 . 另外 , 那 时 也 已 看 
出 消 数 对 于 自 变 量 的 变化 率 问题 与 切线 问题 是 同一 问题 . 实际 上 ， 
Fermat 和 Barrow 的 求 切线 的 方法 ,仅仅 是 求 变化 率 的 几何 副本 . 
但 是 , 微 积分 的 主要 特征 一 一 仅 次 于 导数 的 概念 以 及 积分 作为 和 
的 极限 的 概念 本 身 的 一 一 便 是 积分 可 以 由 微分 的 逆 过 程 求 得 ,或 
者 说 , 求 反 导 数 . 这 一 关系 的 很 多 迹象 早已 遇 到 过 ,但 是 它 的 意义 
却 没有 人 体会 到 . Torricelli 在 特殊 的 例子 中 看 到 了 变化 率 问题 本 
质 上 是 面积 问题 的 反问 题 . 事实 上 ,这 包含 在 Galileo 所 用 的 事实 
中 :在 速度 -时 间 的 图 形 下 的 面积 就 是 距离 . 因为 距离 的 变化 率 必 
定 是 速度 ,所 以 如 果 把 面积 看 做 是 “< 和”, 它 的 变化 率 必 定 是 面积 函 
数 的 导数 . 但 是 Torricelli 没有 看 到 普遍 的 情况 . Fermat 同样 也 只 
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在 特殊 的 例子 中 知道 了 面积 和 导数 间 的 关系 ,没有 体会 到 它 的 一 
般 性 或 重要 性 . James Gregory 在 他 的 1668 年 的 《几何 的 通用 部 
分 ?中 证 明 切 线 问题 是 面积 问题 的 逆 问 题 , 但 是 他 的 书 未 引起 注 
意 . 在 4 几何 讲义 ?中 ,Barrow 有 了 求 曲 线 的 切线 问题 和 面积 问题 
之 问 的 关系 ,但 它 是 几何 形式 的 ,而 且 他 本 人 也 没有 认识 到 它 的 重 
要 性 . 

实际 上 在 Newton 和 Leibniz 作出 他 们 的 冲刺 之 前 , 微 积 分 的 
大 最 知识 已 经 积累 起 来 了 . GEE TE Barrow 的 一 本 书 里 ,就 能 看 到 
求 切线 的 方法 ,两 个 函数 的 积 和 商 的 微分 定理 ,zx 的 短 的 微分 , 求 
曲线 的 长 度 , 定 积分 中 的 变量 代 换 ,其 至 还 有 隐 函 数 的 微分 定理 . 
HAZE Barrow 那儿 ,几何 的 表达 使 得 普遍 思想 难于 辨识 ,但 在 
Wallis 的 《无 穷 的 算术 》 中 ,可 与 之 相 比 较 的 结果 ,是 用 代数 的 形式 
表达 的 ， 

人 们 于 是 惊 问 ,在 主要 的 新 结果 方面 ,还 有 什么 有 待 于 发 现 
呢 ?” 问 题 的 回答 是 方法 的 较 大 的 普遍 性 以 及 在 特殊 问题 里 已 建立 
起 来 的 东西 中 认识 其 普遍 性 . 这 世纪 的 前 三 分 之 二 的 时 间 内 , 微 积 
分 的 圭 作 沉没 在 细节 里 . 另外 ,许多 人 在 通过 几何 来 获得 严密 性 的 
努力 中 ,没有 去 利用 或 者 探索 新 的 代数 和 坐标 几何 中 蕴含 的 东西 ， 
作用 不 大 的 细微 末节 的 推理 使 他 们 精疲力竭 了 . 最 终 能 培育 出 必 
要 洞察 力 和 高 度 概括 力 的 是 Fermat, 圣文森特 的 Gregory 和 
Wallis 的 算术 工作 ,而 Hobbes 批评 他 们 用 符号 替代 几何 , James 
Gregory 在 《几何 的 通用 部 分 》 的 序言 中 说 ,数学 的 真正 划分 不 是 
分 成 几何 和 算术 ,而 是 分 成 普遍 的 和 特殊 的 . 这 普遍 的 东西 是 由 两 
个 包罗 万 象 的 思想 家 一 一 Newton 和 Leibniz 提供 的 ， 


3. Newton 的 工作 
数学 和 科学 中 的 巨大 进展 ,几乎 总 是 建立 在 几 百 年 中 作出 一 
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点 一 滴 贡 献 的 许多 人 的 工作 之 上 的 . 需要 有 一 -个 人 来 走 那 最 高 和 
最 后 的 一 步 , 这 个 人 要 能 足够 敏锐 地 从 纷乱 的 猜测 和 说 明 中 清理 
出 前 人 的 有 价值 的 想法 ,有 足够 想象 力 地 把 这 些 碎片 重新 组 织 起 
来 ,并 且 足 够 大 胆 地 制定 一 个 宏伟 的 计划 .在 微 积分 中 ,这 个 人 就 
是 Isaac Newton. 

Newton(1642 一 1727) 生 于 英格兰 伍 尔 斯 索 普 (Woolsthorpe) 
的 一 个 小 村 庄 里 ,他 的 母亲 在 那里 答 理 着 丈夫 遗留 下 来 的 农庄 ,他 
余 杀 是 在 他 出 生前 两 个 月 去 世 的 . 他 在 低 标准 的 地 方 学 校 中 接受 
教育 ,而 且 是 一 个 除了 对 机 械 设计 有 兴趣 以 外 ,没有 特殊 才华 的 青 
年 人 .他 考取 了 大 学 ,但 他 的 Euclid 几何 的 答卷 是 有 缺陷 的 . 1661 
年 他 进入 剑桥 大 学 的 三 一 学 院 , 安 静 而 没有 阻力 地 学 习 着 , 有 一 
次 ,他 几乎 要 改变 方向 ,从 学 自然 哲学 ( 即 科学 ) 转 到 学 法 律 . 显然 ， 
可 能 除了 Barrow 以 外 ,他 从 他 的 老师 那里 得 到 了 很 少 一 点 鼓舞 ， 
他 日 己 做 实验 并 且 研 究 Descartes 的 《几何 》 以 及 Copernicus, 
Kepler,(ralileo, Wallis 和 Barrow 的 著作 . 

Newton 刚 结束 了 他 的 大 学 课程 ,学 校 就 因为 伦敦 地 区 鼠疫 
流行 而 关闭 . 他 离开 剑桥 ,在 安静 的 伍 尔 斯 索 普 的 家 乡 度 过 了 
1665 年 和 1666 年 . 在 那里 开始 了 他 在 机 械 、 数 学 和 光学 上 的 伟大 
工作 . 这 时 他 意识 到 引力 的 平方 反比 定律 一 一 这 个 概念 早已 有 人 
提出 过 ,包括 Kepler 在 内 ,可 以 回溯 到 1612 年 一 一 这 是 打开 那 无 
所 不 包 的 力学 科学 的 钥匙. 他 获得 了 解决 微 积分 问题 的 一 般 方 法 ; 
并 且 通 过 光学 的 实验 ,他 作出 了 划时代 的 发 现 , 即 像 太 阳光 那样 的 
白光 ,实际 上 是 从 紫 到 红 的 各 种 颜色 光 混 合 而 成 的 . “所 有 这 些 ”， 
Newton 后 来 说 :“ 是 在 1665 和 1666 两 个 鼠疫 年 中 做 的 ,因为 在 
这 些 日 子 里 ,我 正 处 在 发 现 力 最 盛 的 时 期 ,而 且 对 于 数学 和 哲学 
(自然 哲学 ) 的 关心 , 比 其 他 任何 时 候 都 多 .” 

关于 这 些 发 现 ,Newton 什么 也 没有 说 过 . 1667 年 他 回 到 剑桥 
获得 硕士 学 位 ,并 被 选 为 三 一 学 院 的 研究 员 . 1669 年 Isaac Barrow 
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辞去 他 的 教授 席位 ,Newton 被 委任 接替 Barrow, fH fE Lucas 数学 
教授 . 显然 ,他 不 是 一 个 成 功 的 教员 ,因为 听 他 的 课 的 学 生 很 少 :他 
提出 的 独创 性 的 材料 没有 受到 同事 们 的 注意 . 只 有 Barrow, 稍 后 
一 些 还 有 天 文学 家 Edmond Halley(1656—1742) ,认识 到 他 的 伟 
大 ,并 给 他 以 鼓励 . 

起 初 Newton 并 没有 公布 他 的 发 现 . 人 们 说 他 有 一 种 变态 的 
害怕 批评 的 心理 . De Morgan 说 是 “一 种 病态 的 害怕 别人 反对 的 心 
理 统治 了 他 的 一 生 . ”1672 年 他 确实 也 发 表 了 他 的 光学 论文 并 附 
带 发 表 了 他 的 自然 哲学 思想 的 作品 , 遭 到 了 同时 代 大 多 数 人 的 严 
历 批评 ,包括 Robert Hooke 和 Huygens 在 内 ,他们 对 于 光 的 本 性 
持 有 不 同 的 看 法 . Newton 吃 了 一 惊 ,决心 以 后 再 不 发 表 了 . 但 是 
1675 年 他 又 发 表 了 另 一 篇 光学 论文 ,其 中 包括 光 是 质点 流 的 想法 
一 一 光 的 粒子 学 说 . 他 再 一 次 遭 到 了 暴风 雨 般 的 批评 ,其 至 有 人 声 
称 他 们 已 经 发 现 了 这 些 思想 . 这 次 Newton 决心 死 后 才 公 开 他 的 
BOR. 然而 ,他 还 是 发 表 了 后 来 的 论文 及 几 本 著名 的 书 :《 原 理 》， 
《光学 了 (Opticks，1704 年 英文 版 ,1706 年 拉丁 文 版 ) 和 《普遍 的 算 
术 》(1707). 

从 1665 年 起 他 把 引力 定律 应 用 于 行星 的 运动 ,在 这 方面 ， 
Hooke 和 Huygens 的 著作 极 大 地 影响 了 他 . 1684 年 他 的 朋友 
Halley 力 劝 他 发 表 已 取得 的 成 果 , 但 是 除了 因为 不 愿意 外 ,New- 
ton 还 没有 证 明 :一 个 实心 球体 所 作用 的 引力 恰好 等 于 球 心 处 一 
个 质点 所 产生 的 引力 ,这 个 质点 上 集中 了 球 的 全 部 质量 . 1686 年 6 
月 20 日 在 给 Halley 的 信 中 他 说 ,直到 1685 年 他 仍然 怀疑 这 是 错 
的 . 在 这 一 年 中 他 证 明了 :一 个 实心 球 , 它 的 密度 随 着 到 球 心 的 距 
离 而 变化 ,在 吸引 一 个 外 部 质点 时 ,实际 上 就 好 像 球 的 质量 集中 在 
它 的 中 心 一 样 . 并 且 同 意 写 出 他 的 著作 

这 时 Halley 协助 Newton 编辑 并 且 出 资 付 印 , 1687 年 《自然 
哲学 的 数学 原理 》( Philosophiae Naturalis Principia Mathemati- 
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ci) 第 一 版 出 版 了 . 以 后 的 两 个 版 本 是 1713 年 和 1726 年 ,第 二 版 
包括 了 一 些 改进 . 虽然 这 本 书 给 Newton 带 来 巨大 的 名 望 ,但 它 很 
难 懂 . 他 告诉 朋友 说 ,他 有 意 使 它 难 懂 , 目 的 是 为 了 避免 遭 到 数学 
知识 线 薄 的 人 的 抑制 . 毫 无 疑问 ,他 和 希望 这 样 可 以 避免 他 早期 的 
光学 论文 所 曾 遭 到 的 批评 . 

Newton 也 是 一 个 大 化 学 家 . 虽然 在 这 个 领域 里 没有 什么 大 
的 发 现 联 系 到 他 的 工作 ,但 是 必须 记 住 , 那 时 化 学 正 处 在 婴儿 时 
期 . 他 有 试图 用 最 终 的 微粒 解释 化 学 现象 的 正确 想法 ,而且 还 有 广 
博 的 实验 化 学 知识 . 在 这 门 学 科 中 ,他 写 了 一 篇 重要 论文 《 酸 的 性 
ASF 1692 年 ,发 表 于 1710 年 ). 在 1701 年 的 皇家 学 会 哲学 汇 
刊 上 他 发 表 了 一 篇 关于 热 的 论文 ,其 中 包括 他 的 著名 的 冷却 定律 . 
虽然 他 读 了 炼金 术士 的 书 , 但 并 没有 接受 他 们 模糊 的 和 神秘 的 观 
点 . 他 相信 ,物体 的 物理 性 质 和 化 学 性 质 ,可 以 用 最 终 的 微粒 的 大 
小 ,形状 和 运动 来 说 明 . 他 排除 了 炼金 术士 的 神秘 的 力 ,诸如 : 同 

除了 天 体力 学 .光学 和 化 学 的 工作 以 外 ,Newton 还 研究 了 流 
体 静 力 学 和 流体 动力 学 . 在 他 的 超 等 的 光学 实验 工作 之 后 ,他 又 实 
验 了 钟 摆 运动 在 各 种 介质 中 的 衰减 ,以 及 做 了 球 在 空气 和 水 中 下 
落水 从 喷嘴 里 喷 出 的 实验 . 他 和 当时 的 大 多 数 人 一 样 ,自己 制造 
实验 装置 . 他 造 了 两 个 反射 望远镜 ,甚至 于 制造 出 做 架子 用 的 合 
金 .浇铸 框架 URE PCB. 

在 当 了 35 年 教授 之 后 , Newton nk Wi 3E f A SBE 
竭 者 . 他 决定 放弃 研究 ,并 于 1695 年 接受 任命 ,担任 伦敦 的 不 列 颠 
EID dax. 在 造 币 厂 的 27 年 中 ,除了 关于 个 别 问题 的 工作 以 外 ， 
他 没有 进行 研究 . 1703 年 他 成 为 皇家 学 会 会 长 ,一 直到 逝世 ;1705 
年 他 被 授予 爵士 的 称号 . 

很 明显 ,Newton 对 于 科学 的 兴趣 要 比 对 于 数学 的 兴趣 大 得 
多 ,而 且 还 是 一 个 研究 当代 问题 的 积极 参加 者 . 他 认为 ,他 的 科学 
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工作 的 主要 价值 在 于 它 支持 天 局 教 ( 即 由 上 帝 直 接 局 示 于 人 的 宗 
教 一 一 谋 者 ). 他 虽然 不 是 牧师 ,但 实际 上 他 是 一 个 博学 的 神学 家 . 
他 认为 科学 研究 里 然 是 艰苦 而 又 枯 爆 的 ,但 要 坚持 ,因为 它 给 上 帝 
的 创造 提出 证 据 . 像 他 的 前 辈 Barrow 一 样 ,晚年 Newton 转向 神 
学 的 研究 . 在 《修改 的 古代 王国 年 表 》( The Chronology of Ancient 
Kingdoms Amended ) 中 ,他 想 把 圣经 和 宗教 文件 上 记载 的 事件 和 
天 文 事 件 联 系 起 来 ,从 而 精确 地 注 明 这 些 事 件 的 日 子 . 他 的 主要 宗 
教 著作 是 《对 于 Daniel 的 预言 和 St. John 的 启示 录 的 观察 》( Obser- 
vations Upon the Prophecies of Daniel and the Apocalypse of St. 
Jopnm). 圣 经 的 注释 是 对 宗教 作 理性 探讨 的 一 个 方面 ,这 种 探讨 在 理 
性 时 代 是 很 流行 的 ,Leibniz 也 参加 了 这 种 探讨 . 

关于 微 积 分 ,Newton 总 结 了 已 经 由 许多 人 发 展 了 的 思想 , 建 
立 起 成 熟 的 方法 ,并 且 提 出 了 前 面 叙述 的 几 个 主要 问题 之 间 的 内 
在 联系 . 虽然 他 在 学 生 时 期 向 Barrow 学 了 很 多 ,但 在 代数 和 微 积 
分 方面 ,他 更 受 Wallis 的 影响 . 他 说 (无穷 的 算术 》 引 导 他 在 分 析 
中 有 所 发 现 , 确 实 , 在 他 的 微 积分 著作 中 ,他 是 通过 分 析 的 思想 前 
进 的 . 但 是 ,其 至 Newton 自己 也 认为 ,对 于 严密 的 证 明 , 几 何 是 必 
需 的 . 

1669 年 Newton 在 他 的 朋友 中 散发 了 题 为 《运用 无 穷 多 项 方 
程 的 分 析 学 》( De Analysi per Aequationes Numero Terminorum 
Infinitas) 的 小 册子 ,这 本 书 直到 1711 年 才 出 版 . 他 假定 有 一 条 曲 
线 而 且 曲 线 下 的 面积 zx( 图 17.13) 》 


已 知 是 

(5) z= ar", 

其 中 m 是 整数 或 者 分 数 , 他 把 x 

的 无 限 小 的 增 量 叫做 x P BR x x+0 
(moment), 并 用 o BR, 这 是 H 17. 13 


James Gregory 用 的 符号 ,相当 于 Fermat 的 符号 E. 由 曲线 .x 轴 、 
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y PHA xc +o 处 的 纵 坐 标 围 成 的 面积 ,他 用 xz 二 oy 表示 ,其 中 oy 是 
面积 的 瞬 . 那么 ， 

(6) z+oy =alrto)”. 

运用 二 项 式 定理 于 右边 , 当 m 是 分 数 时 ,得 到 一 个 无 穷 级 数 ， 
从 (6) 减 去 (5), 用 o 除 方程 的 两 边 ,上 略 去 仍然 含有 0o 的 项 ,就 


m-l 
ya mar . 


因此 ,用 我 们 的 话 来 讲 就 是 ,面积 在 任意 e RR Bl E x 
处 的 y 值 . 反 过 来 ,如 果 曲 线 是 ? — mac", 那么 ,在 它 下 面 的 面 
积 就 是 x = ar”. 

在 这 里 ,Newton 不 仅 给 出 了 求 一 个 变量 对 于 另 一 个 变量 (在 
上 面 的 例子 中 是 > 对 xz) 的 瞬时 变化 率 的 普遍 方法 ,而 且 证 明了 面 
积 可 以 由 求 变化 率 的 道 过 程 得 到 . 因为 面积 也 是 用 无 穷 小 面积 的 
和 来 表示 从 而 获得 的 ,所 以 Newton 证 明了 这 样 的 和 能 由 求 变化 
率 的 逆 过 程 得 到 . 和 (更 精确 些 说 ,和 的 极限 ) 能 够 由 反 微分 得 到 ， 
这 个 事实 就 是 我 们 现在 所 叫 的 微 积分 基本 定理 . 虽然 Newton 的 
先驱 者 在 特殊 的 例子 中 知道 了 并 且 也 模糊 地 预见 到 了 这 个 事实 ， 
但 是 Newton 看 出 它 是 普遍 的 . 他 应 用 这 个 方法 得 到 了 许多 曲线 
下 的 面积 ,并 且 解 决 了 其 他 能 够 表 成 和 式 的 问题 . 

在 证 明了 面积 的 导数 是 y 值 ,并 断言 道 程序 是 正确 的 以 后 ， 
Newton 给 出 了 法 则 :如果 y 值 是 若干 项 的 和 ,那么 面积 就 是 由 每 
一 项 得 到 的 面积 的 和 . 用 现在 的 话 来 说 ,就 是 函数 之 和 的 不 定 积分 
是 各 个 函数 的 积分 之 和 |. 

他 在 这 篇 专题 文章 中 的 义 一 个 贡献 ,是 更 进一步 运用 他 的 无 
FRB. 为 了 积分 y = a*/(5 十 x), WH b+ rha 得 到 


? 
a aa ax oa 


+= b b? d b p 
他 把 这 个 无 穷 级 数 逐 项 积分 , 求 出 了 面积 


Ll 
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Ga wx ar qua 
b 2b T 36° Ap! + 


对 于 这 个 无 穷 级 数 ,他 说 ,只 要 5 是 x 的 倍数 ,对 于 任何 用 途 , 取 最 
SIUE F. 
同样 地 ,为 了 积分 y = VO an). 他 用 二 项 式 展开 ,写成 
ye doa trimaran 
JF SY. 他 注意 到 ,如 果 把 y 各 成 4 Car +1) 的 话 , 那 么 ,由 
二 项 式 展 开 将 得 到 
y= r a4 aate 
而 且 现 在 也 能 逐 项 积分 . 随后 他 说 , 当 r 相当 小 时 ,应 该 用 第 一 个 展 
开 式 ;但 当 z 大 时 ,必须 用 第 二 个 展开 式 . 因此 他 稍微 有 些 意 识 到 我 
们 现在 叫做 收敛 性 的 重要 ， AT 它 的 明确 概念 . 
Newton 意识 到 他 已 经 把 逐 项 积分 扩展 到 用 于 无 穷 级 数 ,但 
在 《分 析 学 ?中 ,他 说 : 


任何 事情 ,只 要 是 普通 分 析 能 够 通过 有 限 多 项 的 方程 去 
做 的 ,也 能 够 通过 无 限 多 项 的 方程 去 做 ,这 就 使 我 没有 问 
题 地 把 这 后 一 种 也 叫做 分 析 . 因为 后 一 种 推理 的 正确 性 
不 少 于 前 一 种 ,后 一 种 方程 的 正确 性 也 不 少 于 前 一 种 ;不 
过 ,我 们 这 些 凡 人 的 推理 力量 ,是 局 限 在 狭窄 的 范围 内 
的 ,所 以 既 不 能 表达 出 ,也 无 法 去 想象 方程 的 一 切 项 ,使 
得 能 够 从 中 确 知 所 求 的 量 . 


到 此 为 止 ,Newton 对 微 积分 的 探讨 ,用 了 可 以 说 是 无 穷 小 的 
方法 . WEE CER NDS hit LAS RELAY RE. e PI fc. 当然 Newton 这 
EMEEN LJ Ai REIS dk EIS D SANEM 
确 的 证 明 ,不 如 说 是 简短 的 说 明 .” 

在 写 于 1671 年 但 直到 1736 年 才 出 版 的 书 《 流 数 法 和 无 穷 级 


BO) (Methodus Fluxionum et Serierum Infinitarum ) à , Newton 
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给 他 的 思想 作出 了 第 二 种 更 广泛 而 且 更 明确 的 说 明 . 在 这 本 书 中 ， 
他 说 全 认为 变量 是 由 点 . 线 和 面 的 连续 运动 产生 的 ,而 不 是 他 在 时 
期 论文 中 所 说 的 无 穷 小 元 素 的 静止 的 集合 . 他 现在 把 变量 叫做 流 
fit (fluent) ,变量 的 变化 率 叫 做 流 数 (fluxion). 对 于 流量 x RH y 的 
JUR fis r 和 oy. x NHR wo 等 等 . 流 数 为 工 的 流量 是 
z, 后 者 的 流量 是 X. 
在 这 第 二 本 书 中 ,Newton 更 清楚 地 陈述 了 微 积 分 的 基本 问题 : 
已 知 两 个 流 之 间 的 关系 , 求 它们 的 流 数 之 间 的 关系 ,以 及 它 的 逆 问 
题 . 由 已 知 关系 给 定 的 两 个 变 荆 ,能够 表示 任何 量 . 但 是 Newton 认 
为 它们 是 随时 间 变 化 的 ,因为 这 是 一 种 有 用 的 ,虽然 不 是 必需 的 思 
想 方 法 . 因为 如 果 是 “无 穷 小 的 时 间 间 隔 ” ,那么 Xo 和 yo 就 是 x 
和 yy 的 无 穷 小 增 代 ,或 者 说 是 x 和 y 的 瞬 . 例如 ,假定 流量 是 
y=2", ARH 》 和 工 之 间 的 联系 ,Newton 首先 建立 
yt yo = (x+ xo)", 
然后 按 早期 论文 中 说 的 那样 去 做 . 他 用 二 项 式 定理 展开 右边 ,消去 
y = 三 2x", 用 o 除 两 边 ,上 略 去 所 有 仍然 含有 o。o 的 项 ,得 到 
y= nr" Ii. 
用 现在 的 记号 ,这 个 结果 可 以 写成 
dy dz 


d der’ 

而 且 因 为 dyxdz = (dy/dt)/(dx/de), 所 以 Newton 在 求 出 dy/de 
对 da/dt RAG y 对 工 的 比 中 ,已 经 求 出 了 dy/dx. 

流 数 法 同 《 分 析 》 中 使 用 的 方法 并 无 本 质 区 别 ,也 没有 任何 好 
一 点 的 严密 性 , Newton P rrol Xo t o( Mh SR + ?00) 那 
样 的 项 ,根据 是 它们 问 剩 余下 来 的 项 相 比 是 无 穷 小 .但 是 ,他 在 《 流 
数 法 》 中 的 观点 毕 范 是 有 些 不 间 了 . 朋 Xo 和 yo。 是 随时 间 o 变化 
的 ,而 在 第 一 篇 论文 中 的 瞬 是 x 和 z 的 最 后 的 固定 的 一 小 片 . 这 个 
新 观点 是 遵循 着 Galileo 的 更 窗 有 动力 学 思想 的 想法 ;而 旧 的 观点 
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是 运用 Cavalieri 的 静 力 学 不 可 分 法 . 正如 Newton 指出 的 ,这 个 改 
E t T MAA ESSE ERR ARTE ,但 是 , 瞬 xo yos 

是 某 种 无 穷 小 入 . 男 外 ,x 和 y 的 对 于 时 间 的 流 数 或 者 导数 I 
tl) MRR H ANE Lo otn tar TA 

已 知 x 和 y 之 问 的 关系 ,要 求 出 "和 >y 之 间 的 关系 , 比 之 仅 
仅 积分 x 的 函数 更 困难 些 , Newton 处 理 了 几 种 类 型 的 问题 :(1) 有 
X. YATRA ek y HERR v. y. cM y HG. oe. G 
& 和 它们 的 流 最 出 现 . 第 -- 类 是 最 简单 的 ,在 现在 的 记 法 中 ,要 求解 
dy/dx = f(r) .在 第 二 类 中 ,Newton AAIE Y Wi = 1 一 37 十 y 十 文 
Hey, 而 有 是 用 逐步 逼近 法 去 解 的 . 他 从 WY 二 1 一 37x 十 x 作为 第 
一 近似 出 发 ,得 到 作为 x 的 函数 的 y, 将 这 个 y 值 代入 原 等 式 的 右 
边 ,并 继续 这 一 手续 . Newton 叙述 了 他 的 做 法 ,但 没有 证 明 . 在 第 
三 类 中 ,他 解 了 24 一 十 yx = 二 0. 他 假定 了 x 和 yy 之 间 的 一 个 关 
系 忒 ,比如 说 ,x 二 vy, 于 是 半 = 2$y. 这样 ,方程 就 成 为 4yy 一 一 
yy —0, 从 此 得 到 2y 十 (yA3) = xz. 所 以 ,如 果 把 第 三 种 类 型 认为 
EA Fe BS Z, Newton 只 得 到 了 -一 个 特殊 积分 . 

Newton 车 识 到 在 这 篇 论文 中 他 已 提出 了 一 个 普遍 的 方法 . 
他 在 1672 年 10 J] 10 HIJS John Collins 的 信 中 ,给 出 了 他 的 
方法 的 真相 和 一 个 例子 ,他 说 ， 


这 是 普遍 方法 的 一 个 特殊 方法 ,或 者 更 确切 地 ,一 个 推 
理 , 它 本 身 用 不 着 任何 麻烦 的 计算 ,不 仅 可 以 用 来 作出 任 
CGR AM ee eRe RE EE 
还 可 以 用 来 解 出 其 他 关于 曲 度 .面积 .曲线 的 长 度 、 重 心 
等 深奥 问题 : asp TuS DERATE 通过 
把 方程 化 为 无 穷 级 数 . 我 把 这 个 方法 和 在 方程 中 起 作用 
的 其 他 方法 紧密 结合 起 来 . 


Newton 强调 无 穷 级 数 的 用 处 ,因为 用 它 能 处 理 像 (1 Hr)? 
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一 类 的 钠 数 ,相反 ,他 的 前 人 却 完 全 限制 在 有 理 代数 痕 数 方面 . 
在 写 于 1676 年 ,发 表 于 1704 年 的 第 三 篇 微 积分 论文 4 求 曲 边 
JE IBIRA Tractatus de Quadratura Curvarum ) 中 ，Newton 说 
PERF Y flos JC eig. 他 现在 批评 扔 邱 含 o 项 的 做 法 ,因为 
他 说 ， 


在 数学 中 ,最 微小 的 误差 也 不 能 忽略 ……: 在 这 里 ,我 认为 
数学 的 量 并 不 是 由 非常 小 的 部 分 组 成 的 ,而 是 用 连续 的 
运动 来 描述 的 。 直 线 不 是 一 部 分 一 部 分 地 连接 ,而 是 由 
点 的 连续 运动 画 出 的 ,因而 是 这 样 生 成 的 ; 面 是 由 线 的 运 
动 , 体 是 由 面 的 运动 , 角 是 由 边 的 旋转 ,时 间 段 落 是 由 连 
续 的 流动 生成 的 … 

随 我 们 的 意愿 , 流 数 可 以 任意 地 接近 于 在 尽 可 能 小 
的 等 间隔 时 段 中 产生 的 流量 的 增 量 .精确 地 说 ,它们 是 最 
初 增 量 的 最 初 的 比 , 它 们 也 能 用 和 它们 成 比例 的 任何 线 
段 来 表示 . 


这 就 是 Newton 的 新 概念 :最 初 和 最 后 比 的 方法 . 他 考虑 函数 
y= a". TRH y ROA e" 的 流 数 , 设 x“ 由 流动 (by flowing)” AY 
Hato. a" 就 成 为 ， 

(r+ o) = xr" + nor" | 十 to a 十 
«Ally MBERE ED o Minor” ! + oer? fo 的 比 ,等 于 
(ABJ o XBR): . 
1 和 nz"! + tor" “十 … 的 比 ， 

“现在 巩 增 其 消失 ,它们 的 最 后 比 就 是 

Leth nct. 
因此 的 流 数 和 .x" 的 流 数 的 比 就 等 于 1 比 net !, 或 者 如 我 们 今 
大 说 的 ,> XP x 的 变化 率 是 nr”! ,这 是 最 初 增 攻 的 最 初 比 . 当 
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然 ,这 种 说 法 的 逻辑 性 并 不 比 前 面 的 两 种 好 ;然而 Newton Ru 
方法 与 古代 的 几何 是 融洽 
的 而 且 没 有 必要 引进 无 穷 
x 

Newton 还 给 出 了 几何 
的 解释 . 在 图 17. 14 中 , 假 
E bc 移 向 BC ,使 得 < 和 C 图 17. 14 
重合 . 那么 曲 边 三 角形 CE 以 “最 后 的 形式 ”和 三 角形 CET 相似 ， 
因此 , 它 的 “即将 消失 的 "各 边 将 和 CE, ET 和 CT 成 比例 . 所 以 
AB, BC 和 AC 的 流 数 ,在 它们 的 消失 的 增 量 的 最 后 比 中 ,和 三 角 
JÉ CET 或 者 三 角形 VBC 的 边 成 比例 . 

TE Gi E IE) rh. Newton 作 了 一 些 应 用 ,用 流 数 法 微分 隐 函 
数 , 求 曲线 的 切线 .函数 的 最 大 值 与 最 小 值 .曲线 的 曲率 和 曲线 的 

dort. 他 也 得 到 了 曲线 下 的 面积 和 曲线 的 长 度 . 关于 曲率 ,他 给 出 

曲率 半径 的 正确 公式 , 即 


mu 十 £ y 


itd or RE 1. 他 还 给 出 极 囊 标 中 的 曲率 半径 的 4 公式 .最 后 ,他 附 
了 一 个 积分 简 表 . 

在 写 完 微 积分 的 基本 论文 以 后 ,过 了 很 长 时 间 , Newton FE 
表 这 些 论文 . 他 的 流 数 理论 最 早 发 表 在 Wallis 的 《代数 》( Alge- 
bra, 1693 年 ,拉丁 文 第 二 版 ) 中 ,Newton 写 了 书 的 第 390 至 396 
页 . 如 果 当 初 他 写 出 来 就 发 表 的 话 , 也 许可 以 避免 与 Leibniz 发 生 
谁 先 发 现 的 争论 . 

Newton 的 第 一 本 包括 他 的 微 积分 的 书 是 他 的 巨著 《自然 哲 
学 的 数学 原理 ?中 . 只 要 涉及 到 微 积分 的 基本 概念 , 即 流 数 或 者 我 


(D 第 二 版 由 Andrew Motte 在 1729 年 译 成 英文 . 由 Florian Cajori 修订 和 编 注 的 
iX - fe, H UR BE IE ( California) 大 学 出 版 社 出 版 
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们 说 的 导数 ,Newton 就 作出 几 种 陈述 ,他 舍弃 了 无 穷 小 量 或 者 最 
后 的 不 可 分 量 而 用 了 ”消失 的 可 分 量 ”, 即 能 够 无 穷 地 缩小 的 量 . 在 
《原理 》 的 第 一 版 和 第 三 版 中 ,Newton 说 :“ 量 在 其 中 消失 的 最 后 
EE , 产 格 说 来 ,不 是 最 后 量 的 比 ,而 是 无 限 减 少 的 这 些 量 的 比 所 趋 
近 的 极限 ,而 它 与 这 个 极限 之 差 虽然 能 比 任何 给 出 的 差 更 小 ,但 是 
在 这 些 其 无限 缩小 以 前 既 不 能 越过 也 不 能 达到 这 个 极限 . "外 这 是 
他 曾经 给 过 的 作为 最 后 比 的 意思 的 最 请 楚 的 说 明 . 关于 前 面 的 引 
文 , 他 还 说 :最 后 速度 的 意思 是 : 它 既 不 是 在 物体 达到 最 后 位 置 
(在 该 处 假定 物体 停止 ) 之 前 的 速度 ,也 不 是 在 达到 以 后 的 速度 ,而 
AE LE VA SI PS) BEBE IRI AOR BE 因此 ,同样 的 ,就 消失 量 的 最 后 比 来 
说 ,应 理解 为 ,不 是 在 县 消失 以 前 ,也 不 是 在 消失 以 后 ,而 是 正当 它 
们 消失 时 的 比 .” 

在 《原理 ?中 Newton 用 了 几何 的 证 明 方法 . 然而 在 包含 有 他 
的 未 出 版 的 著作 的 名 叫 《 村 次 茅 斯 论文 集 》( Portsmouth Papers) 
中 ,他 用 分 析 的 方法 找 出 了 一 些 定理 . 这 些 论文 说 明 , 除 了 能 归结 
到 几何 的 以 外 ,他 也 分 析 地 获得 了 一 些 结果 . 他 诉 诸 几 何 的 一 个 原 
册 是 相信 证 明 将 更 能 被 他 的 同时 代 人 理解 . 另外 一 个 原因 是 他 非 
常 赞赏 Huygens 的 几何 著作 并 希望 和 它 并 列 . 在 这 些 几 何 证 明 
中 ,Newton 用 了 微 积分 的 基本 的 极限 过 程 . 因此 ,正如 今天 的 微 
祝 分 所 做 的 那样 ,曲线 下 的 面积 本 质 上 被 认为 是 近似 矩形 的 和 的 
极限 . 但 是 ,他 用 了 这 个 概念 去 比较 不 同 的 曲线 下 的 面积 ,而 没有 
计算 这 样 的 面积 . 

他 证 明 , 当 AR 和 BR( 图 17. 15) EAF ACB EA 点 和 B 
点 的 切线 时 5% AB, ACB 和 AD 这 三 个 量 中 任意 两 个 的 最 后 
H, BRETA 并 和 A 重合 时 ,都 等 于 1. 因此 他 在 书 的 第 一 卷 
的 引 理 2 的 系 3 中 说 :“ 因 此 在 关于 最 后 比 的 所 有 推论 中 ,我 们 可 
以 用 这 些 线 中 的 任意 一 个 随意 代替 另 一 个 . "然后 他 证 明 , 当 B 接近 
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并 重合 于 A 时 ,三 角形 RAB, RACB, RAD 中 任意 两 个 的 面积 之 
比 将 等 于 1.“ 因此 ,在 关于 最 后 比 的 所 有 推论 中 ,我 们 可 用 这 些 三 
角形 中 的 任 总 -一 个 代替 男 一 个 ." 问 样 的 , 设 BD 和 CE( 图 17. 16) 
Eri F PM ABC (t A 点 的 切线 ). 当 B 和 C 接近 A 
并 和 A 重合 时 ,ACE 和 ABD 的 面积 的 最 后 比 将 等 于 AE 和 
AD? 的 m 

《原理 》 和 包含 丰富 的 成 果 ,其 中 的 一 些 我 们 将 要 提 到 . 虽然 这 本 
蔬 是 研究 天 体力 学 的 ,但 是 对 十 数学 史 也 有 极 大 的 重要 性 ,这 不 仅 
因为 Newton 白 己 在 微 积分 方面 的 工作 ,大 部 分 是 由 他 对 书 中 处 
理 的 问题 的 压倒 一 切 的 兴趣 激发 的 ,而 十 还 因为 《原理 》 对 许多 间 
题 提 出 了 新 的 课题 和 研究 方式 ,而 这 些 问题 经 过 下 一 个 世纪 的 研 
究 , 产 生出 大 量 的 分 析 成 果 . 

《原理 》 分 成 三 卷 出 . 在 引言 性 意 节 中 Newton 定义 了 诸如 惯 
ht ` 动 证 和 力 等 力学 概念 ,然后 叙述 了 三 条 著名 的 运动 学 公理 或 定 
律 . 在 他 的 书 中 是 这 样 说 的 : 

定律 工 . 每 一 个 物体 保持 它 原来 的 静止 状态 或 匀速 直线 运动 
状态 不 变 ,除非 由 作用 于 它 的 力 迫 使 它 改变 这 种 状态 . 

D 所 有 的 出 处 都 是 第 75 页 的 注 中 中 提 到 的 瞩 本 ， 
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定律 开 . 运动 的 ( 量 的 ) 改 变 与 施加 的 动力 成 正比 ,而 且 是 朝 着 
力 所 作 用 的 直线 方向 改变 ， 

Newton 所 谓 的 动量 ,正如 他 先前 曾 说 明 过 的 ,等 于 质量 乘 上 
速度 . 因此 ,如 果 质 量 是 常数 ,那么 动量 的 变化 就 是 速度 的 变化 , 即 
加 速度 . 当 力 的 单位 是 磅 达 , 质 最 的 单位 是 磅 ,加 速度 的 单位 是 英 
RF 时 ,第 二 定律 现在 通常 写成 F = ma . Newton 第 二 定律 实 
际 上 是 矢 攻 的 叙述 ,这 就 是 ,如 果 力 是 由 二 个 互相 垂直 的 方向 上 的 
分 力 合成 的 ,那么 每 一 个 分 量 在 它 自己 的 方向 上 引起 一 个 加 速度 . 
Newton 在 特殊 的 问题 中 用 了 力 的 矢量 特性 ,但 是 定律 的 天 量 本 
质 的 全 部 意义 ,首先 是 由 Euler 充分 认识 的 . 这 个 定律 具体 化 了 对 
Aristotle 力学 的 关键 性 的 改革 , Aristotle 断言 力 引 起 速度 . 他 还 
上 电 言 , 力 对 于 维持 速度 是 必需 的 . 定律 工 否定 了 这 一 点 . 

定律 时 .每 一 个 作用 总 是 引起 一 个 相等 的 反作用 . 

我 们 不 去 深究 力学 的 历史 ,只 是 指出 :前 两 个 定律 是 先前 由 
Galileo 和 Descartes 发 现 并 提出 ,而 由 Newton 给 以 更 明确 和 更 
概括 的 叙述 的 .在 质量 ( 即 一 个 物体 对 于 它 在 运动 中 的 变化 的 抵 
抗 ): 和 重 最 ( 即 作用 在 任何 物体 质量 上 的 引力 ) 之 间 的 差别 ,也 归功 
Toute A. 力 的 向 量 特 性 推广 了 Galileo 的 原则 :抛射 体 的 竖 直 方 
问 和 水 平方 向 的 运动 能 够 分 开 来 处 理 . 

《原理 》 的 第 一 - 卷 以 一 些微 积分 的 定理 开始 ,包括 上 面 引 到 的 
关于 最 后 比 的 一 些 定理 . 然后 讨论 了 中 心力 作用 下 的 运动 ,这 个 力 
总 是 把 运动 物体 引 向 一 个 固定 点 (实际 上 就 是 太阳 ), 并 且 证 明了 
命题 1: 在 相等 的 时 间 内 扫 出 相等 的 面积 (这 包含 了 Kepler 的 面 
积 定 律 ). BEAT, Newton 考虑 了 一个 沿 着 圆锥 曲线 运动 的 物体 ,并 
EL WE AA (are 11 .12 和 13): 力 必定 是 随 着 到 某 个 定点 的 距离 的 平 
方 的 反比 变化 的 . 他 还 证 明了 道 定理 ,这 包含 Kepler 的 第 一 定律 . 
人 在 作 了 向 心力 的 论述 之 后 ,他 推出 了 Kepler 第 三 定律 (命题 15). 


3. Newton 的 工作 79 I 


接着 的 两 节 是 研究 圆锥 曲线 性 质 的 . 主要 的 问题 是 构造 满足 五 种 
己 知 条 和 件 的 二 次 曲线 ,这 些 条 件 实际 上 是 平常 观察 的 数据 . 这 样 ， 
已 知 一 个 物体 沿 着 圆锥 曲线 运动 的 时 间 , 他 求 出 了 它 的 速度 和 位 
Fi. AFTAR (apse line) 的 运动 , 即 连 结 ( 在 一 个 焦点 上 的 ) 
引力 的 中 心 和 沿 着 一 条 本 身 以 某 种 速度 绕 焦点 旋转 的 圆锥 曲线 移 
动 的 物体 的 最 大 或 最 小 距离 位 置 的 直线 . 第 10 节 参 考 特 殊 的 单 摆 
运动 来 研究 物体 洛 着 表面 的 运动 . 这 里 Newton 给 Huygens 以 应 
有 的 感谢 . 联系 到 重力 在 运动 中 的 加 速 作 用 ,他 研究 了 摆 线 、 圆 外 
旋 轮 线 .四 人 尖 圆 内 旋 轮 线 的 几何 性 质 ,并 给 出 圆 外 旋 轮 线 的 长 度 
(命题 49). 

第 11 节 中 Newton 从 运动 定律 和 引力 定律 推断 出 两 个 物体 
的 运动 法 则 ,这 两 个 物体 按照 引力 彼此 吸引 . 它们 的 运动 归结 为 一 
个 物体 围绕 着 固定 的 第 二 个 物体 的 运动 . 这 个 运动 的 物体 是 沿 着 
椭 贺 移动 的 . 

然后 他 考虑 均匀 密度 和 变化 密度 的 球体 以 及 球 型 物体 对 一 个 
质点 的 吸引 力 . 他 给 出 一 个 几何 证 明 ( 第 12 节 命 题 70) ,证 明 一 个 
薄 的 匀 质 球 壳 对 它 内 部 的 质点 没有 吸引 力 . 因为 这 个 结论 对 薄 壳 
成 立 ,所 以 对 于 这 样 的 薄 壳 的 和 , 即 对 于 一 定 厚度 的 壳 也 成 立 . (他 
后 来 证 明 命题 91 AS WTR WAS E IRURE ACE IJ 
两 个 相似 的 椭 球 面 之 闻 的 过 ,这 个 结论 也 成 立 . ) 命 题 71 证 明 一 个 
蒲 的 均匀 球 壳 对 外 部 质量 的 吸引 力 ,等 于 球 壳 的 质量 集中 在 中 心 
时 产生 的 吸引 力 , 所 以 球 壳 吸引 外 部 质点 的 力 是 向 着 它 的 中 心 的 ， 
这 个 力 与 离开 中 心 的 距离 的 平方 成 反比 . 命题 73 TE A 
的 实心 球体 ,吸引 内 部 质点 的 力 与 质点 离开 球 心 的 距离 成 比例 . 
至 于 球体 对 外 部 质点 的 吸引 力 , 命 题 74 证 明 它 与 球 的 质量 集中 
在 中 心 时 产生 的 吸引 力 是 相同 的 . 据 此 ,如 果 两 个 球 互相 吸引 ， 
第 - -个 球 对 第 二 个 球 的 每 一 个 质点 的 吸引 力 , 就 好 像 第 一 个 球 
的 质量 集中 在 它 的 中 心 时 产生 的 吸引 力 FE. 这 样 ,第 一 个 球 就 
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成 为 被 第 二 个 球 的 离散 质量 吸引 的 质点 ;所 以 第 二 个 球 也 可 以 
当 作 质量 集中 在 中 心 的 一 个 质点 . 因此 两 个 球 都 可 以 作为 质量 
分 别 集中 在 中 心 的 质点 .所 有 这 些 由 Newton 首创 的 结论 ,都 推 
广 到 密度 是 球 对 称 的 球体 ,以 及 不 同 于 平方 反比 定律 的 其 他 引 
力 定 律 . 

接着 ,Newton 着 手 处 理 三 体 运动 , 这 三 体 的 每 一 个 吸引 其 他 
两 个 ,得 到 …- 些 近似 的 结果 . 三 体 运动 问题 成 为 Newton 以 来 的 一 
个 主要 问题 ,至今 还 未 解决 . 

《原理 》 的 第 二 卷 是 研究 物体 在 气体 和 液体 那样 的 有 阻力 的 介 
质 中 的 运动 ,这 是 流体 动力 学 的 开端 . Newton 在 一 些 问题 中 假定 
介质 的 阻力 与 运动 物体 的 速度 成 比例 ,在 另 一 些 问题 中 假定 与 运 
动物 体 速 度 的 平方 成 比例 . 他 考虑 物体 必须 有 具有 什么 形状 才能 
它 过 到 的 阻力 最 小 ( 见 第 24 章 第 1 节 ). 他 还 考虑 了 钟 摆 和 射 弹 在 
空气 和 液体 中 的 运动 . 有 一 节 是 研究 空气 中 的 波动 理论 的 (例如 声 
波 ), 并 且 得 到 声音 在 空气 中 的 速度 公式 . 他 还 论述 了 水 中 的 波 的 
运动 . Newton 接着 描写 他 所 做 的 一 些 实验 ,这 些 实验 用 来 决定 在 
流体 中 运动 的 物体 所 受到 的 阻力 .一 个 主要 的 结论 是 :行星 在 真空 
中 运动 . 在 这 本 书 中 Newton 完全 打开 了 一 个 新 的 境界 ,但 是 流体 
运动 的 决定 性 工作 还 有 待 于 完成 ， 

第 三 卷 的 标题 是 4 论 世 界 的 体系 》(On the System of the 
World ) , 它 将 第 一 卷 中 建立 的 普遍 理论 应 用 于 太阳 系 . 它 说 明了 
太阳 的 质量 怎样 可 以 用 地 球 的 质量 计算 出 来 ;并 说 明了 任何 有 开 
星 的 行星 的 质量 也 可 以 用 同样 的 方法 去 求 . 他 计算 了 地 球 的 平均 
密度 ,发 现 它 是 在 水 的 密度 的 5 一 6 倍 之 间 ( 今 天 的 数值 是 5. 5). 

他 证 明 地 球 不 是 一 个 真 的 球 而 是 一 个 扁 球 ,而 且 计 算 了 扁平 
HE. 他 的 结论 是 扁 球 的 椭 率 是 17230( 今 天 的 数值 是 1/297). 从 观 
察 到 的 任何 一 个 行星 的 扁 率 ,就 可 以 算出 它 的 日 长 . 用 扁平 度 的 大 
小 以 及 向 心力 ,Newton 计算 了 地 球 的 引力 在 地 球 表面 上 的 变化 ， 
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MRH pm RS ht 38 (0. 他 证 明 扁 球 的 引力 与 这 扁 球 的 质量 
集中 在 它 的 中 心 时 的 引力 是 不 一样 的 . 

然后 他 解释 (分 点 ) 岁 差 . 这 个 解释 的 依据 是 ;地 球 不 是 球体 而 
是 沿 着 赤道 凸 出 的 .因此 ,在 月 球 的 引力 作用 下 ,地球 的 受 力 点 实 
际 上 不 是 地 球 的 中 心 , 而 是 周期 性 地 在 地 球 的 旋转 轴 上 变动 这 个 
变化 的 周期 Newton 计算 出 来 是 26 000 年 . 这 个 值 兽 由 Hippar- 
chus 从 他 所 能 得 到 的 观察 资料 中 推 央 出 来 过 . 

Newton 说 明了 潮汐 的 主要 特征 (第 一 卷 的 命题 66 和 第 三 卷 
的 命题 36 和 37). 月 球 是 主要 诛 因 ;太阳 是 第 一 位 的 原因 . 用 太阳 
的 质量 他 算出 了 太阳 潮汐 的 高 度 . 由 观察 大 潮 和 小 潮 的 高 度 (太阳 
和 月 球 正 连 成 … 线 或 正 相 反 时 发 生 的 潮汐 ) ,他 求 出 了 太阳 潮汐 并 
估计 了 月球 的 质量 . Newton 还 作出 一 些 近 似 办 法 来 讨论 太阳 对 
月 球 绕 地 球 运动 的 影响 ,他 求 出 了 月 球 在 纬度 和 经 度 的 运动 ; 拱 
点 线 的 运动 (连接 地 球 中 心 到 月 球 的 最 大 距离 的 线 ); 交 点 的 运 
动 ( 这 些 点 是 月 球 轨道 与 地 球 轨道 平面 的 交点 ,这 些 点 退行 着 ， 
即 背 着 月 球 自 车 运动 的 方向 缓慢 地 移动 ); 出 差 (月 球 轨道 偏心 
度 的 周期 蛮 化 ); 年 方程 (地 球 和 太阳 间距 离 的 每 天 变化 对 月 球 
运动 的 影响 ); 以 及 明 球 轨道 平面 与 地 球 轨道 平面 的 倾角 的 周期 
变化 . 月 球 运动 的 无 规律 性 已 知 有 七 项 ,Newton 又 发 现 了 两 项 : 
远地点 ( 拱 点 线 ) 的 不 等 性 和 交点 的 不 等 性 . 他 的 近似 法 只 给 出 
拱 点 线 运 动 的 一 半 . 1752 年 Clairaut 改进 了 计算 ,并 得 到 满 3 的 
拱 点 线 的 旋转 ;然而 ,很 晚 以 后 ,John Couch Adams 在 Newton 的 
论文 中 发 现 了 正确 的 计算 . 最 后 , Newton 证 明了 震 星 一 定 是 在 
太阴 的 引力 下 运动 的 ,因为 在 观察 的 基础 上 测定 出 它们 的 轨迹 
FE PA HE i x. 正如 我 们 在 前 一 章 中 指出 的 , Newton 花 了 大 量 的 
时 间 于 性 球 运动 的 问题 ,是 因为 这 个 知识 对 于 改进 求 经 度 的 方 
法 是 必需 的 .他 工作 得 如 此 慷 苦 ,以 诗 他 抱 恕 说 ,这 个 问题 使 得 
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4, Leibniz 的 工作 

在 建立 微 积 分 中 和 Newton 并 列 的 是 Gottfried Wilhelm 
Leibniz(1646—1716) ,虽然 他 的 贡献 是 完全 不 同 的 . 他 研究 法 律 ， 
在 答辩 了 关于 逻辑 的 论文 之 后 ,得 到 哲学 学 士 学 位 ,1666 
年 他 写 了 论文 《 论 组 合 的 艺术 》(De Arte Combinatoria)© ,这 是 一 
本 关于 一 般 推理 方法 的 著作 ,这 就 完成 了 他 在 阿尔 特 多 夫 (Alt- 
dorf) 大 学 的 哲学 博士 论文 并 使 他 获得 教授 席位 . 1670 和 1671 年 ， 
Leibniz 写 了 他 的 第 一 篇 力学 论文 ,1671 年 左右 ,他 制造 出 他 的 计 
算 机 . 他 得 到 -- 件 差 使 ,作为 美 因 茨 (Mainz) 选 帝 侯 (德国 有 权 选 
举 神 圣 有 罗马 帝国 明帝 的 诸侯 . 一 一 译 者 注 ) 的 大 使 在 1672 年 3 月 
政治 出 差 到 巴黎 . 这 次 访问 使 他 辐 数学 家 和 科学 家 接触 ,其 中 值得 
注意 的 是 Huygens , 激 起 了 他 对 数学 的 兴趣 . 虽然 他 在 这 门 学 科 
中 作 过 一 些 阅读 并 写 了 1666 年 的 论文 ,但 他 说 直到 1672 年 他 还 
基本 上 不 懂 数 学 . 1673 年 他 到 伦敦 , 遇 到 另外 一 些 科 学 家 和 数学 
家 ,包括 当时 的 伦敦 皇家 学 会 秘书 Henry Oldenburg. 虽然 他 靠 做 
外 交 官 生活 ,但 却 更 深入 地 钻研 了 数学 ,研究 了 Descartes 和 Pas- 
cal. 1676 年 他 被 任命 为 汉诺威 (Hanover) 选 帝 侯 的 图 书馆 管理 员 
和 有 顾问. 24 年 后 勃 兰 登 堡 (Brandenburg) 的 选 帝 侯 邀请 Leibniz 在 
柏林 工作 , 尽管 Leibniz 卷 入 了 各 种 政治 活动 ,其 中 包括 George 
Ludwig 继承 英国 王位 的 活动 ,但 他 的 工作 领域 是 广泛 的 ,他 的 业 
余 话 动 的 范围 是 庞大 的 . 1716 年 他 无 声 无 息 地 死去 . 

除了 是 外 交 宫 外 ,Leibniz 还 是 哲学 家 EGR 历史 学 家 、 语 
言 学 家 和 先驱 的 地 质 学 家 ,他 在 逻辑 学 .力学 光学、 数学 .流体 静 
力学 .气体 学 .航海 学 和 计算 机 方面 做 了 重要 的 工作 . 虽然 他 的 教 
授 席 位 是 法 学 的 , 但 是 他 在 数学 和 哲学 方面 的 著作 列 于 世界 上 兽 
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产生 过 的 最 优秀 的 著作 之 中 . 他 用 通信 保持 和 人 们 接触 ,最 远 的 到 
$5 4 (Ceylon) © Ale [8]. 他 无 休止 地 想 调 和 旧 教 和 新 教 的 信仰 . 正 
是 他 ,在 1669 年 提议 建立 德国 科学 院 ,1700 年 柏林 科学 院 终于 组 
织 起 来 了 . 他 原来 的 意见 ,是 要 成 立 一 个 学 会 ,从 事 于 对 人 类 有 益 
的 力学 中 的 发 明和 化 学 、 生 理学 方面 的 发 现 . Leibniz 要 求知 识 是 
应 用 的 . 他 把 大 学 称 作 “ 僧 院 ” ,指责 他 们 拥有 知识 TEATS ZI, 
JF. UL SET HE CASS S. 相反 地 ,他 力 劝 追求 真正 的 知识 
物理 JU FR .化 学 .解剖 学 .植物 学 .动物 学 和 历史 ,. 在 Leibniz 看 
来 ,手工 艺人 和 实践 者 的 技能 比 专门 学 者 的 深奥 的 细微 未 节 要 有 
价值 . 他 认为 德 文 优 于 拉丁 文 , 因 为 拉丁 文联 系 于 古老 的 无 用 的 思 
想 ,他 说 ,人 人们 用 拉丁 文 来 吸引 别人 的 注意 ,而 掩饰 自己 的 无 知 . 相 


反 .德语 是 一 般 人 都 理解 的 ,而 且 经 过 发 展 , 能 帮助 思想 的 清晰 和 
说 理 的 锐利 . 


Leibniz 从 1684 年 起 发 表 微 积分 论文 ,以 后 我 们 将 更 多 地 谈 
BEN). 然而 ,他 的 许多 成 果 , 以 及 他 的 思想 的 发 展 ,都 包含 在 他 从 
1673 年 起 写 的 ,但 他 自己 从 未 发 表 过 的 成 百 页 的 笔记 本 中 . 这 些 
笔记 ,人 们 也 许 能 预料 到 ,从 一 个 课题 跳 到 另 - :个 课题 ,并 且 随 着 
他 思想 的 发 展 而 改变 他 所 用 的 记号 . 有 些 是 在 他 研究 圣文森特 的 
Gregory, Fermat, Pascal, Descartes 和 Barrow 的 书 或 文章 时 ,或 
是 试图 把 他 们 的 思想 纳入 他 和 白 己 处 理 微 积分 的 方式 时 所 出 现 的 简 
单 思想 . 1714 年 Leibniz 写 了 《微分 学 的 历史 和 起 源 》( Historiuet 
Origo Calculi Di fferentialis) , TE iX RB, (b 5 H 一 些 关 于 他 
日 已 思想 发 展 的 记载 . 但 是 ,这 是 在 他 的 工作 做 了 以 后 许多 年 才 写 
的 ,而 县 由 于 AS UN, 719 SCR CT RIE NE AGIR A fte 
的 历史 可 能 不 是 精确 的 . X DL A Ae E168 Ee 108] 4 9E ACT f tg 29] 
TOS AE 4 MR ECE BEDA RT BE ARS Ep SERE SE IH POET Re EL d 
来 源 的 记载 . 
由 88 5.1972 555 7122 aAA R. 一 详 者 注 
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不 管 Leibniz 的 笔记 怎么 混乱 ,我们 将 仔细 检查 几 篇 ,因为 它 
们 揭示 了 了 一 个 最 伟大 的 天 才 , 怎 样 为 了 达到 理解 和 创造 而 奋斗 . 
1673 年 左右 .他 看 到 求 曲 线 的 切线 的 正 问 题 和 反问 题 的 重要 性 ; 
他 也 完全 相信 ,反方 法 等 价 于 通过 求 和 来 求 面 积 和 体积 . 他 的 思想 
的 一 些 较 为 系统 的 发 展开 始 于 1675 年 的 笔记 . 然而 , 谈 一 痰 他 在 
《 论 组 合 的 艺术 》 中 所 考 上 下 的 数 的 序列 .第 一 阶 差 ,第 二 阶 差 以 及 高 
阶 差 , 对 于 了 解 他 的 思想 是 有 帮助 的 . 例如 ,对 于 平方 的 序列 

0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 


2,2,2,2, 2. 
Leibniz 注意 到 日 然 数列 的 第 二 阶 差 消失 以 及 平方 序列 的 第 三 阶 
差 消 失 等 等 . 当然 ,他 还 观察 到 ,如 果 原 来 的 序列 是 从 0 开始 的 ， 
”那么 第 一 阶 差 的 和 就 是 序列 的 最 后 
一 项 . 

要 把 这 些 事实 和 微 积分 联系 起 
来 ,他 必须 把 序列 看 做 是 函数 的 y 
值 ,而 把 任何 两 项 的 差 看 做 是 邻近 两 
个 y 值 的 差 . 最初 他 认为 x 表示 序列 
中 的 项 的 次 序 ,y 表示 这 一 项 的 值 . 

量 dz, 他 经 常 写作 a, 这 时 候 等 
于 1 ,因为 它 是 两 个 相连 的 项 的 序数 之 差 ,dy 是 两 个 相连 项 的 值 
的 实际 的 差 . 然后 用 omn. rane omnia 的 缩写 ,表示 和 ,并 用 
LA dy, Leibniz 断言 omn./ = y, 因为 omn. / 是 首 项 为 0 的 序 
列 的 第 -- 阶 差 的 和 ,这 样 就 给 出 了 最 后 一 项 . 但 是 ,omn. yl 产生 一 


个 新 问题 . Leibniz 获得 omn. yl = 学 的 结论 是 在 y = x 的 条 件 下 
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EI. 因此 ,如 图 17.17 Was 三 角形 ABC 的 面积 是 w 的 和 (对 
于 “很 小 "的 7 米 说 ), 它 也 是 二 .Leibniz 说 :“ 从 0 起 增长 的 直线 ， 


每 -- 个 用 与 它 相 应 salty AAD. 组 成 三 角形 .“ 这 几 点 事实 ， 
和 -一些 较 复 杂 的 东西 ,已 经 出 现在 1673 年 的 论文 中 ， 

下 一 阶段 中 ， 他 和 几 个 困难 作 斗争 . 他 必须 从 一 出 离散 的 值 过 
渡 到 dy 和 dx Ab ax 的 任意 图 数 y 的 增 其 的 情况 . 因为 他 仍然 局 限 
于 数列 ,而 在 数列 中 是 项 的 顺序 ,所 以 他 的 < 或 dr 是 1 内 此 他 
自由 地 插入 或 者 去 掉 a. 当 他 过 湾 到 任意 国 数 的 dy 和 dx 时 ,这 个 
a 就 不 再 是 1 了. 但 是 , 当 他 仍然 与 和 的 概念 作 斗 争 时 ,他 忽略 了 
jT X. 

内 此 在 1675 年 010 J] 29 日 的 手稿 中 ,Leibniz 从 


(7) omn. yi = omn. omn. / M 


出 发 ,因为 > 本 号 就 是 omn. 7 所 以 (7) 是 成 立 的 , 他 用 a BL 保持 
E. Leibniz 说 ,无 论 ! 等 于 什么 ,(7) 是 成 立 的 , 但 是 ,我 们 已 经 
在 图 17. 17 中 看 到 : 


(8) omn. yl -x. 

所 以 ,由 (7) 和 (8) 得 

(9) > = omn. omn. l L . 
a 


用 我 们 的 记号 来 写 ,就 是 


== [feo] = oe 
Leibniz 说 ,这 个 结论 是 值得 称赞 的 ， 
Leibniz 从 几何 的 论据 中 得 来 的 男 一 个 同类 型 的 定理 是 
(10) omn, rl = romn, l — omn, omn, $, 
其 中 /上 是 一 个 序列 中 相连 两 项 的 差 ,z 是 项 数 . 对 于 我 们 ,这 个 方 
程 就 是 
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fray = ry 一 ES 


Leibniz 又 假定 (10) 中 的 /本身 是 z+, 就 得 到 


omn. r^ = romn. x — omn. omn. a. 


他 说 ,但 是 omn， xd - (他 已 证 明了 omn. yl = y). 所 以 
omn, zt = 2% — omn. B. 
由 移 置 最 后 一 项 ,他 得 到 
在 1675 年 10 月 29 日 的 手稿 中 , Leibniz 决定 用 | 代替 
mn. ;因此 
[t= omn. /, Jz = T. 


记号 | 是 "sum"( 和 ) 的 第 一 个 字母 S 的 拉 长 ， 

可 能 是 由 于 研究 Barrow 的 著作 的 关系 ,Leibniz 很 里 就 意识 
到 ,微分 与 积分 (在 做 是 和 ) 必 定 是 相反 的 过 程 ,所 以 面积 被 微分 
时 ,必定 给 出 长 度 , 因此 ,在 10 月 29 日 的 同一 篇 手稿 中 ,他 说 :已 
AIRES: 的 关系 , 求 | ”然后 ,他 说 :假定 | = ya BU = 
a/d. [这 里 他 把 d 放 在 分 母 中 , 如果 他 写成 /= dQa) , 那 对 我 们 
就 会 有 更 好 的 理解. ] 那 么 正如 | 将 增加 维 数 那样 ,4 将 减少 维 数 . 


但 是 | 意味 着 和 ,d 意味 着 差 . 从 已 知 的 y 我 们 总 能 求 出 y/d 或 者 
LE y 的 微 差 . 因此 一 个 方程 能 变 到 另 一 个 方程 ;正如 从 方程 
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我 们 得 到 方程 


一 样 .” 
在 这 篇 早期 论文 中 ,Leibniz 似乎 是 在 探索 | 的 运算 和 d 的 运 


算 , 并 看 出 它们 是 相反 的 . 最 后 他 意识 到 | 不 提高 维 数 ,d 也 不 降 


低 维 数 ,因为 | 实际 上 是 矩形 的 和 ,因而 是 面积 的 和 . 所 以 他 承认 ， 
BA 9 HR do AAM Y MARRAN y AA ARIER: 

Bg | 意味 着 和 ,d 意味 着 差 . "这 可 能 是 后 来 加 进去 的 . 因此 两 
m ,为 了 从 y 得 到 dy, 他 从 用 d 除 改 成 作 » 的 微 差 , 并 写 
HE dy. 

在 此 之 前 ,Leibniz 还 认为 y 值 是 序列 的 项 的 值 ,z 通常 作为 
这 些 项 的 序数 . 但 是 现在 ,在 这 篇 论文 中 他 说 :所 有 这 些 定 理 对 于 
那些 级 数 是 正确 的 ,在 这 些 级 数 中 项 的 差 和 项 本 身 间 之 比 小 于 任 
意 指定 的 量 “ 这 就 是 说 ,dyyy 可 以 小 于 任意 指定 的 量 . 

在 注 着 1675 年 11 月 11 日 ,标题 为 (切线 的 反方 法 的 例子 》 
的 手稿 中 , Leibniz 用 | 表示 和 ,zd 表示 差 . 然后 他 说 , z/d 是 
dz, 是 两 个 相 邻 的 值 的 差 ,但 是 显然 这 里 的 dz 是 常数 ,并 且 等 
T1. 

根据 上 面 的 勉强 可 以 理解 的 议论 ,Leibniz 断定 一 个 事实 : 作 
为 求 和 的 过 程 的 积分 是 微分 的 北 . 这 个 想法 已 出 现在 Barrow 和 
Newton 的 著作 中 ,他 们 用 反 微 分 求 得 面积 , 但 Leibniz 是 第 一 次 
表达 出 求 和 与 微分 之 间 的 关系 ,除了 这 个 直率 的 断言 以 外 ,他 并 不 
清楚 怎样 可 以 从 这 样 一 个 粗糙 的 式 子 忆 ydz 去 得 到 面积 一 即 怎 
尽 从 一 纪年 形 得 到 曲线 下 的 面积 . 当然 ,这 个 困难 困扰 了 17 世纪 
所 有 的 数学 家 . 由 于 没有 清楚 的 极限 概念 ,或 者 甚至 没有 清楚 的 面 
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积 概念 ,Leibniz 有 了 时 认为 后 者 是 非常 小 而 又 非常 多 的 矩形 的 和 ， 
因而 这 个 和 与 曲线 下 约 真 正 的 面积 之 差 是 可 以 忽略 的 ;他 有 了 时 义 
认为 面积 是 纵 坐 标 y 的 和 . 这 后 一 个 面积 概念 是 普通 的 , 尤其 是 
在 不 可 分 量 论 者 中 ,他 们 认 
为 面积 的 最 终 单元 与 y 值 是 
同样 的 . 
谈 到 微分 ,即使 承认 了 dy 
和 dx 能 是 任意 小 的 量 之 后 
— Leibniz 仍然 必须 克服 dy/dx 
图 17.18 不 完全 是 我 们 意义 中 的 导数 
这 个 基本 邯 I. “他 在 Pascal 和 Barrow 曾 用 过 的 特征 三 角形 上 建 
立 他 的 理论 . 这 个 三 角形 (图 17. 18) 由 dy，dzr MÈ PQ AR, 
Leibniz RU ASX PQ 是 *P 和 QQ 之 间 的 曲线 ,而 且 是 丁点 的 切线 
的 一 部 分 ”. 虽然 说 这 个 三 角形 是 无 穷 小 的 ,但 他 坚持 它 和 确定 的 
三 角形 是 相似 的 , 即 相似 于 由 次 切线 SU, T. 点 的 纵 坐 标 以 及 切线 
ST 组 成 的 二 角形 STU. 因此 ,dy 和 dz 是 最 终 的 元 素 ,它们 的 比 
有 确定 的 意义 . 事实 上 ,他 用 三 角形 PRQ 和 SUT 相似 的 论据 得 
fj dy/dx = TU/SU. 
Æ 1675 4 11 H11 ARR, Leibniz 说 明 他 怎样 能 解答 
一 个 确定 的 问题 . 他 寻求 次 法 线 与 维 坐 标 成 反比 的 曲线 . 在 图 
17.18 中 ,法 线 是 TV, 次 法 线 是 UV. 由 三 角形 PRQ M TUV 的 
相似 性 ,他 得 到 


S 


dy Pp 
dz y 
或 者 
pdr = ydy 
但 是 曲线 有 已 知 的 性 质 
b 
p = I 
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其 中 ”是 比例 常数 . 因此 


dr = dy 
所 以 
faz = | Say 
3 
EN 
Hi ram. 


Leibniz 还 解决 了 共 他 的 反切 线 问 题 . 

在 1676 年 6 月 26 日 的 手稿 中 ,他 意识 到 求 切线 的 最 好 方法 
是 来 dy/de, Hof dy 和 dx Æ Æ , dy/dx 是 商 ,他 忽略 dx + dz 和 
d.c ff) axe. 

1676 年 11 月 左右 .他 能 够 给 出 - 般 法 则 dz" = nr" dz 和 
for = 基于, 其 中 中 是 整数 或 分 数 . 他 说 ,这 个 道理 是 普遍 的 ,不 
管 之 的 序列 是 什么 样 的 “这 里 * 仍然 意味 着 序列 的 项 的 次 序 .在 
这 条 手稿 中 ,他 说 要 微分 Va 十 用 十 kt Wid ad brc = 2, 
微分 Vr ,然后 乘 以 dazdz. 这 就 是 链 式 法 则 ， 

1677 年 7 J] 11 HAF, Leibniz 又 能 给 出 正确 的 法 则 去 微分 
DAS pA Bn A 22 R ARRA A (B IC EY. 在 1675 年 
11 月 11 HOFRAN, eB duv) RI duro), HHUA dav) = 
du * dv. 

1680 年 ,dz 成 为 权 坐 标的 差 , dy 成 为 纵 坐 标的 差 . 他 说 : 
Merrer 现在 把 dz 和 dy INA 2523 4] 小 .或 者 
把 曲线 上 的 两 个 点 理解 为 它们 中 间 的 路 
离 比 任何 给 定 的 长 度 都 小 ……: "他 把 dy 
叫做 当 维 举 标 沿 着 z 轴 移 动 时 y AY “TB 
时 的 增长 .但 是 图 17.18 中 的 PQ 仍 被 foe 
认为 是 直线 的 部 分 . 它 是 “曲线 的 一 个 元 图 17. 19 
素 , 或 者 是 代替 曲线 的 无 穷 多 角 的 多 边 形 的 一 条 边 …… "他 继续 用 
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通常 的 微分 形式 . 例如 ,如 果 y = a? / x, YU 


2 
a 
dy —— 一 dz. 
y p T 


他 还 说 差 是 相反 于 和 的 . 因此 为 了 得 到 曲线 下 的 面积 (图 17. 19), 
他 就 计算 和 矩形 的 和 并 说 能 忽略 剩余 的 “三 角形 ,因为 它们 同 抢 形 相 


比 是 无 穷 小 …… 因 此 在 我 的 微 积分 中 ,我 用 | ydz 表示 面积 ……" 


对 于 弧 的 元 素 , 他 给 
ds =y dr + dy’; 
对 于 曲线 绕 zx 轴 旋 转 而 得 到 的 旋转 体 体 积 ,他 给 
V = |y da. 


尽管 他 先前 说 过 ,dz 和 dy 是 很 小 的 差 ,但 他 仍然 谈 到 序列 . 
他 说 ,“ 差 与 和 是 彼此 相反 的 ,这 就 是 说 ,一 个 级 数 [ 序 列 ] 的 差 之 和 


是 级 数 的 项 ,级 数 和 的 差 也 是 级 数 的 项 ,所 以 我 用 fax =r Si 


者 ,用 djx = x 表示 后 者 "事实 上 ,在 1684 年 以 后 写 的 手稿 中 ， 


Leibniz 说 他 的 无 穷 小 方法 已 经 众所周知 地 作为 差 的 微 积分 了 . 

Leibniz 在 微 积分 方面 的 首次 发 表 的 文章 是 在 1684 年 的 《 教 
师 学 报 》D 上 . 在 这 篇 文章 中 ,dy 和 dz 的 意义 仍然 是 不 清楚 的 . 在 
一 个 地 方 ,他 说 设 dz 是 任意 的 量 ,dy 是 由 (图 17. 18) 

dy : dr = y : RR 

来 定义 的 . dy 的 这 个 定义 假定 了 次 切线 的 一 些 表 达 式 ,因此 ,这 个 
定义 不 是 完全 的 . 另外 ,Leibniz 把 切线 定义 为 连结 两 个 无 限 邻 近 
的 点 的 直线 ,也 不 是 令 人 满意 的 . 

在 这 篇 文章 中 ,他 还 给 出 在 1677 年 获得 的 两 个 函数 的 和 、 积 、 
商 的 微分 法 则 以 及 求 d(x") 的 法 则 . 对 于 最 后 一 种 情况 ,他 对 于 n 


(D Acta Erud. , 3,1684,467~473= Math, Schriften, 5,220~226, 
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是 正 整 数 的 情况 作出 了 证 明 , 但 是 他 说 对 于 所 有 的 ”, 它 都 是 正确 
的 ;对 于 其 他 法 则 他 没有 证 明 . 他 给 出 求 切线 , 求 最 大 最 小 值 以 及 
求 拐点 方面 的 应 用 . 这 篇 6 页 长 的 文章 ,是 如 此 的 不 清楚 ,以 至 
Bernoulli 兄弟 说 它 “ 与 其 说 是 解释 ,不 如 说 是 谜 . "© 

在 1686 年 的 论文 中 四 ,Leibniz 给 出 

y =y 2r +| 元 和 

作为 摆 线 的 方程 . 这 里 ,他 的 意图 在 于 说 明 用 他 的 方法 和 符号 ,可 
以 把 一 些 曲 线 表 为 方程 ,而 其 他 方法 是 办 不 到 的 . 在 他 的 《历史 》 中 
他 重申 了 这 一 点 ,他 说 他 的 dz，ddz( 二 阶 微分 ), 以 及 作为 这 些微 
分 的 道 的 和 能 应 用 到 所 有 的 x 的 函数 ,而 且 不 排除 Vieta 和 Des- 
cartes 的 机 械 曲 线 , 虽然 Descartes 兽 说 过 这 种 曲线 没有 方程 . 
Leibniz 还 说 ,他 能 包括 那些 即使 用 Newton 的 级 数 法 也 不 能 处 理 
的 曲线 . 

在 1686 4E REL RS RM 36 SCH, Leibniz 给 出 对 数 函 数 和 指 
数 函 数 的 微分 并 承认 指数 函数 是 一 类 . 他 还 讨论 了 曲率 密切 贺 和 
包 络 理论 ( 见 第 23 章 ). 1697 年 在 给 John Bernoulli 的 一 封 信 中 ， 
他 在 积分 号 下 对 参 变量 求 微分 . 他 还 有 这 样 的 想法 , 即 许多 不 定 积 
分 能 够 在 化 为 已 知 形式 后 计算 出 来 ,并 说 在 为 这 种 化 法 准备 表格 ， 
换 句 话 说 ,就 是 准备 一 个 积分 表 . 他 试 着 定义 如 ddy(d! y) Al dddy 
(dl y) 等 高 阶 微分 ,但 是 定义 不 令 人 满意 . 他 还 想 发 现 dy 的 意义 ， 
其 中 a 是 任意 实数 ,但 没有 成 功 . 

谈 到 记号 ,Leibniz 煞费苦心 地 工作 ,要 把 记号 选 得 最 好 . 当 
然 ,他 的 dx, dy 和 dy/dx 仍然 是 标准 的 . 他 引进 记号 log xz, 对 于 
n RASA 中 ,甚至 对 | 与 重 和 分 别 引进 d 1! 与 4” 


(D Leibniz; Math. Schriften, 3, Part 1,5, 

@ Acta Erud. , 5,1686,292— 300 — Math. Schriften, 5,226--233. 

@ Acta Erud. , 1692 ,168~171= Math. Schriften, 5,266— 269; Acta Erud. , 
1694— Math. Schriften, 5,301— 306. 
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一 般 地 说 ,Leibniz 的 工作 ,虽然 窗 于 启发 性 而 且 意 义 深 远 , 但 
它 是 如 此 的 零碎 不 全 ,以 至 几乎 不 能 理解 . 幸好 Bernoulli 兄弟 ， 
James fl John, Æ Leibniz 思想 的 巨大 影响 和 激动 下 ,把 他 的 梗概 
性 的 文章 大 力 加 工 , 并 做 了 大 明 的 新 发 展 . 这 我 们 以 后 将 要 谈 到 . 
Leibniz 问 意 他 们 在 微 积分 方面 的 工作 和 他 一 样 多 . 


5. Newton 与 Leibniz 的 工作 的 比较 

微 积分 是 能 应 用 于 许多 类 函数 的 -- 种 新 的 普遍 的 方法 ,这 一 
发 现 必须 归功 于 Newton 和 Leibniz BS A. 经 过 他 们 的 工作 , 微 积 
分 不 再 是 古 希 腊 几 何 的 附 良 和 延展 ,而 是 一 门 独 立 的 科学 ,用 来 处 
理 较 前 更 为 广泛 的 问题 . 

两 人 也 都 算术 化 了 微 积分 , 即 在 代数 的 概念 上 建立 微 积分 . 

Newton 和 Leibniz 使 用 的 代数 记号 和 方法 ,不 仅 给 他 们 提供 了 比 
几何 更 为 有 效 的 工具 ,而 且 还 允许 许多 不 同 的 几何 和 物理 问题 用 
问 样 方法 处 理 . 从 17 世纪 开始 到 末尾 ,主要 的 变化 就 是 微 积分 的 
代数 化 . 这 同 Vieta 在 方程 理论 .Descartes 和 Fermat 在 几何 中 所 
做 的 是 可 以 比美 的 ， 
Newton 和 Leibniz 平分 的 第 三 个 极端 重要 的 贡献 是 把 面积 、 
体积 及 其 他 以 前 作为 和 来 处 理 的 问题 归并 到 反 微 分 . 因此 ,四 个 主 
要 问题 一 一 速率 .切线 .最 大 值 和 最 小 值 . 求 和 一 一 全 部 归结 为 微 
分 和 反 微 分 ， 

两 个 人 的 工作 的 主要 差异 是 ,Newton 把 c FI y 的 无 穷 小 增 
lt EAR VU ER ek SEU) FPE. 当 增 量 越 来 越 小 的 时 候 , 流 数 (或 导 
数 ) 实 际 上 就 是 增 量 的 比 的 极限 . 而 Leibniz A ELBEH] x 和 yy 的 无 
穷 小 增 量 ( 即 微分 ) 求 出 它们 之 间 的 关系 . 这 个 差别 反映 了 New- 
ton 的 物理 方向 和 Leibniz 的 哲学 方向 . 在 物理 方向 中 ,速度 之 类 
是 中 心 概念 ,而 哲学 则 着 眼 于 物质 的 最 终 的 微粒 ,这 些微 粒 , Leib- 
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niz 称 作 单 子 (monad), 从 而 , Newton 完全 是 从 考虑 变化 党 出 发 来 
解决 面积 和 体积 问题 的 . 对 于 他 来 说 , 求 导数 是 基础 ,这 个 过 程 和 
它 的 道 解决 了 所 有 的 微 积分 问题 . 事实 上 ,用 和 来 得 到 面积 .体积 
或 者 重心 ,在 他 的 中 是 少见 的 . 相反 ,Leibniz 首先 着 想 的 是 
利 ,当然 这 些 和 仍 是 用 反 微 分 计算 的 . 

这 两 个 人 的 工作 的 第 三 个 差别 ,在 于 Newton 自由 地 用 级 数 
表示 国 数 ;而 Leibniz 宁愿 用 有 限 的 形式 .在 1676 年 给 Leibniz 的 
信 中 ,Newton 强调 用 级 数 ,直人 对 于 解 简单 的 微分 方程 也 如 此 ， 
RIA Leibniz 用 了 无 穷 级 数 ,但 他 回答 说 ,真正 的 月 标 是 在 确定 的 
范围 内 获得 结果 ,在 代数 函数 不 能 起 作用 的 地 方 ,要 用 三 角 函 数 和 
xy Beek Be. 他 向 Newton 回忆 James Gregory fy Ar = : AAT) ADM th 
线 的 长 度 不 能 由 结 为 加 函数 和 对 数 函 数 ,他 向 Newton 挑战 用 级 
BOR RE Gregory 足 否 正确 . Newton ne 说 ,用 级 数 他 能 决定 一 
些 积分 吓 否 能 在 有 上限 项 的 范围 内 得 到 .但 没有 给 出 判别 法 . 再 者 ， 
{E 1712 年 给 John Bernoulli ff) f£ " . Leibniz 反对 把 函数 展 成 级 
数 , 他 说 微 积 分 应 着 腿 于 把 结果 妆 结 为 求 积 (积分 ) ,而 且 如 果 必 要 
的 话 , 归 结 为 含有 超越 水 数 的 积分 . 

他 们 的 工作 方式 也 不 相同 . Newton 是 经 验 的 、 具 体 的 和 谨慎 
的 ,而 Leibniz 十 窜 十 想象 的 .喜欢 推广 的 而 且 是 大 胆 的 , Leibniz 
更 关心 的 是 用 运算 公式 创造 出 广泛 意义 下 的 微 积分 ,例如 函数 的 
FUSCE RIT GI RF d"(uv)(u 和 w BRE xc 的 函数 ) 的 法 则 ,以 

及 积分 表 . 正 是 他 ,建立 了 微 积分 的 规范 , 即 法 则 和 公式 的 系统 . 至 
于 Newton, 即 使 他 能 容易 地 推广 他 的 具体 结果 ,他 也 没有 费心 去 
提出 法 则 . 他 知道 ,如 果 = = uv, 那么 = wd + ul, 但 他 并 没有 指 
出 这 个 普遍 的 结论 . 虽然 Newton 创立 了 许多 方法 ,但 他 并 没有 加 
以 强调 他 的 宏伟 的 微 积分 应 用 不 仅 证 明了 它 的 价值 ,而 且 远 远 超 
过 Leibniz 的 工作 ,刺激 并 决定 了 几乎 整个 18 世纪 分 析 的 方向 . 
Newton 和 Leibniz 在 对 记号 的 关心 方面 也 有 差别 . Newton 认为 
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这 事 无 关 紧 要 ,而 Leibniz 却 花费 了 很 多 日 子 来 选择 富有 提示 性 
id's. 


6. 优先 权 的 争论 

1687 年 以 前 ,Newton 没有 发 表 过 微 积 分 方面 的 任何 工作 , 虽 
然 他 从 1665 年 到 1687 年 把 结果 通知 了 他 的 朋友 . 特别 地 ,1669 
年 他 把 他 的 短文 4 分析 学 》 送 给 Barrow ,后 者 把 它 送 给 John Col- 
lins. Leibniz 于 1672 年 访问 巴黎 ,1673 年 访问 伦敦 ,并 和 一 些 知 
道 Newton 工作 的 人 通信 . 然而 ,他 直到 1684 年 才 发 表 微 积分 的 
著作 .于 是 就 发 生 Leibniz 是 否 知 道 Newton 工作 详情 的 问题 ,他 
WB OLA RI A. 但 是 ,在 这 两 个 人 死 了 很 久 以 后 ,调查 证 明 : 昌 然 
Newton 工作 的 大 部 分 是 在 Leibniz 之 前 做 的 ,但 是 Leibniz 是 微 
积分 主要 思想 的 独立 发 明 者 . 两 个 人 都 受到 Barrow 的 很 多 启发 ， 
虽然 Barrow 几乎 无 例外 地 用 了 几何 方法 . 这 场 争 吵 的 重要 性 不 
在 于 谁 胜 谁 负 的 问题 ,而 是 使 数学 家 分 成 两 派 . 大 陆 的 数学 家 ,万 
其 是 Bernoulli 兄弟 ,支持 Leibniz, 而 英国 数学 家 捍卫 Newton. 两 
派 不 和 甚至 尖锐 地 互相 敌对 ,john Bernoulli 甚至 嘲笑 并 猛烈 攻击 
英国 人 . 

这 件 事 的 结果 ,英国 的 和 大 陆 的 数学 家 停止 了 思想 交换 . 因为 
Newton 在 关于 微 积 分 的 主要 工作 和 第 一 部 出 版 物 , 即 《 原 理 》 中 使 
用 了 几何 方法 ,所 以 在 他 死 后 差不多 一 百年 中 ,英国 人 继续 以 几何 
为 主要 工具 . 而 大 陆 的 数学 家 继续 Leibniz 的 分 析 法 ,使 它 发 展 并 得 
到 改善 . 这 些 事情 的 影响 非常 巨大 , 它 不 仅 使 英国 的 数学 家 落 在 后 
面 ,而 且 使 数学 损失 了 一 些 最 有 才能 的 人 应 可 作出 的 贡献 . 


7. 微 积分 的 一 些 直 接 增补 
微 积 分 当然 是 数学 中 最 庞大 的 部 分 的 开端 ,这 一 部 分 一 般 叫 
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做 分 析 . 我 们 将 在 以 下 几 章 里 叙述 这 个 领域 中 的 重要 发 展 ,但 是 在 
这 里 ,我 们 可 以 注意 在 Newton 和 Leibniz 的 基础 工作 之 后 立即 作 
出 的 一 些 补充 . 

在 Newton 的 《普遍 的 算术 》(1707) 中 ,他 建立 了 多 项 式 方程 
实 根 的 上 界定 理 . 这 个 定理 说 : 数 a 是 f(zx) =O WSR ER, A 
果 用 a 代 苦 z 时 ,A(x) 和 它 的 所 有 的 导数 ,都 给 出 相同 的 符号 . 

在 他 的 《分 析 学 》 和 《 流 数 法 》 中 ,他 给 出 一 个 一 般 的 方法 去 到 
Xr f(x) = 二 0 的 根 ,这 个 方法 发 表 在 1685 年 的 Wallis 的 《代数 》 里 . 
Joseph Raphson(1648 一 1715) 在 小 册子 《普遍 方程 分 析 》( Analy- 
sis Aequationum Universalis，1690) 中 ,改善 了 这 个 方法 ,虽然 他 
只 把 这 个 方法 应 用 到 多 项 式 , 但 它 有 更 广泛 的 用 处 . 这 个 修改 后 的 
方法 现在 叫做 Newton 法 或 者 Newton-Raphson 法 . 它 首 先是 选 
择 一 个 近似 值 a. 然后 计算 a 一 f(a/ f (a). 记 这 数 为 人 
6 一 了 A(5)A 了 (5) .把 结果 记 为 c, 如 此 继续 做 下 去 , 数 a, b,c, 
根 的 逐次 近似 值 ( 用 的 记号 是 现在 的 ). 实际 上 ,这 个 方法 不 一 定 给 
出 根 的 越 来 越 好 的 近似 值 .jJ， Raymond Mourraille 在 1768 年 证 
明 ,a 必须 选择 得 使 y = f(x) 的 曲线 在 a UR KI RA Oe x 
轴 . 很 久 以 后 ,Fourier 也 独立 地 发 现 了 这 一 点 . 

Michel Rolle(1652 一 1719) 在 他 的 《任意 次 方程 的 一 个 解法 的 
证 明 》( Démonstration d'une méthode pour résoudre les égalitéz 
de tous les digrez，1691) 中 给 出 了 著名 的 现在 以 他 的 名 字 命 名 的 
定理 , 即 如 果 函 数 在 x 的 两 个 值 ,比如 说 a A 处 等 于 0, 那 么 在 a 
和 5 之 间 的 某 个 zx 值 上 ,函数 的 导数 等 于 0. Rolle 叙述 了 定理 但 
没有 证 明 . 

在 Newton fill Leibniz 之 后 , 微 积 分 的 两 个 最 重要 的 葛 基 者 是 
Bernoulli 元 弟 , James 和 John. James( {HA Jakob 或 Jacques) Ber- 
noulli(1655 一 1705) 是 自学 数学 的 ,因而 在 这 门 学 科 中 成 熟 缓 慢 . 
在 他 父亲 的 敦促 下 ,他 为 做 一 个 牧师 而 进行 学 习 , 但 最 后 转向 了 数 
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学 ,并 在 1686 年 成 为 巴塞 尔 (Basel) 大 学 的 教授 . 从 此 以后 ,他 的 
主要 兴趣 就 是 数学 和 天 文学 .在 17 世纪 70 年 代 末 , 当 他 开始 研究 
数学 门 题 时 ,他 还 不 知道 Newton 和 Leibniz 的 工作 . 他 也 学 习 了 
Descartes 的 《几何 》、Wallis 的 《无 穷 的 算术 》 以 及 Barrow 的 《几何 
DESC). 虽然 他 从 Barrow 那里 学 到 很 多 ,但 他 却 把 Barrow 的 结果 
表 为 分 析 的 形式 . 他 逐渐 地 熟 习 了 Leibniz 的 工作 ,但 是 因为 后 者 
的 工作 很 少 印 出 发 表 , 所 以 使 得 James 的 许多 结果 和 Leibniz Œ 
4$. 实际 上 ,他 和 当时 的 数学 家 一 样 ,并 没有 充分 理解 Leibniz 的 
工作 . 

James 的 活动 和 他 的 弟弟 John (或 叫做 Johann 或 Jean, 
1667 一 1748) 的 活动 紧密 地 连接 在 --- 起 . John 被 他 的 父亲 送 去 经 
前 ,但 转向 了 医学 ,并 从 他 哥 明 那里 学 习 数 学 . 他 成 为 荷兰 格 罗 宁 
根 (Groningen) 的 数学 教授 ,后 来 继承 他 的 哥哥 成 为 巴塞 尔 的 数学 
教授 . 

James 和 John 都 经 常 地 和 Leibniz, Huygens 以 及 其 他 数学 
家 通信 ,他们 俩 也 互相 通信 .所 有 这 些 人 都 致力 于 信 中 提出 的 或 者 
提出 作为 挑战 的 许多 共同 的 问题 . 在 这 些 日 子 里 ,因为 结论 也 是 在 
信 中 通知 的 ,随后 也 没有 发 表 , 所 以 谁 先 发 现 是 一 个 复杂 的 问题 . 
有 时 把 信誉 归于 那些 虽 已 公开 但 当时 还 没有 证 朋 的 结论 . 问题 由 
于 独特 关系 的 出 现 而 更 加 复杂 化 . John 非常 急于 成 名 而 开始 和 他 
IF] RE BE XC ,很 快 两 人 在 许多 问题 上 互相 挑 成 . John 毫 不 迟疑 地 
用 不 正当 手段 把 别人 的 .包括 他 哥哥 的 成 果 作为 自己 的 结果 . 
James 非常 敏感 ,并 且 有 照样 回击 . 他 们 各 自 发 表 文章 ,大 部 分 互相 
取 资 ,但 不 指明 他 们 思想 的 来 源 . John 实际 上 成 了 他 哥哥 的 尖 刻 
的 批评 者 , Leibniz 想 在 两 人 之 间 进 行 调和 . 虽然 在 赞扬 Barrow 
时 ,James 时 就 说 过 ,Leibniz 的 工作 不 应 该 贬低 ,但 是 他 越 来 越 怀 
疑 Leibniz. 另外 ,他 谷 恨 Leibniz 超 等 的 洞察 力 ,认为 Leibniz ARF 
做 慢 , 因 为 James 认为 起 源 于 自己 的 事情 ,Leibniz 声称 他 已 经 做 
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六 .他 开始 确信 Leibniz 蓄意 要 贬低 他 的 工作 ,而 且 在 他 们 郧 弟 间 
的 争吵 中 偏 祖 John, 当 Nicholas Fatio de Duillier(1664—1753) 4 
扬 Newton 创立 了 微 积 分 而 且 卷 入 与 Leibniz 的 争论 时 , James 写 
信 给 Fatio 反对 Leibniz. 

至 二 Bernoulli 兄弟 在 微 积分 方面 的 工作 ,也 是 关于 求 曲 线 的 
曲率 .法 包 线 (曲线 的 法 线 的 包 络 )、 
15 xa .曲线 的 求 长 以 及 其 他 基本 的 微 5 
和 分 课题 . Newton 和 Leibniz 的 结论 
后 来 扩展 到 各 种 各 样 的 螺 线 . 巧 链 线 T 4 
PRH ROE I DURE - AE d f, Hg 图 17.20 
PT MOT 的 比 等 于 常数 ,图 17. 20) James 还 写 了 五 篇 关于 级 数 
fF] XC 3E CAR 20 音 第 4 节 ) ,文章 把 Newton 的 级 数 的 应 用 扩展 到 积 
分 复杂 的 代数 函数 和 超越 函数 . 1691 年 James 和 John 给 出 曲线 
的 曲率 半径 的 公式 , James 称 之 为 "黄金 定理 "并 写作 

z= drds : ddy = dyds : ddz, 

其 中 > 是 曲率 半径 . 如 果 我 们 用 ds 除 每 --- 个 比 的 分 子 和 分 母 ,就 
得 到 


dz/ds _ _dy/ds 
dy/ds rd 
这 是 更 熟悉 的 形式 . James 也 在 极 坐 标 中 给 出 了 这 个 结果 

John 作出 一 个 现今 著名 的 定理 , 它 是 用 来 求 -- 个 分 数 当 分 子 
和 分 母 都 趋 于 0 时 的 极限 的 . 这 个 定理 ,由 John 的 学 生 Guillaume 
F. A. LHospital(1661 一 1704) 编 入 微 积分 的 一 本 有 影响 的 书 《 无 
35/4} BT) (Analyse des infiniment petits, 1696) rh ,现在 通称 为 
L' Hospital 法 则 . 
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从 引进 求 速度 .切线 .最 大 值 和 最 小 值 等 新 方法 开始 , 它 的 证 
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明 就 被 攻击 为 是 不 可 靠 的 . Cavalieri 的 使 用 不 可 分 量 的 最 终 元 束 
以 及 他 的 论据 震惊 了 那些 重视 逻辑 严密 性 的 人 们 . Cavalieri 答复 
他 们 的 批评 说 ,当代 的 几何 学 家 在 逻辑 方面 比 他 还 随便 一 -Kep- 
ler 在 他 的 《测量 酒 桶 体积 的 新 科学 》 中 就 是 一 例 . 他 继续 说 , 这 些 
几何 学 家 在 面积 计算 中 满足 于 模仿 Archimedes 的 求 直线 的 总 和 
的 方法 ,但 没有 能 够 给 出 像 希 腊 人 用 来 使 工作 严密 的 那 种 完整 的 
证 明 . 他 们 满足 于 他 们 的 计算 ,只 要 结果 有 用 就 行 了 . Cavalieri 感 
到 有 理由 采用 同样 的 观点 . 他 说 ,他 的 做 法 能 引 向 新 的 创造 ,而 且 
他 的 方法 一 点 也 没有 强迫 人 们 把 一 个 几何 结构 看 成 是 由 无 穷 多 部 
分 组 成 的 ;除了 在 面积 之 间 和 体积 之 间 建 立正 确 的 比 之 外 ,没有 其 
他 目的 . 但 是 这 些 比 保 持 它们 的 意义 和 值 ,而 不 管 人 们 对 于 连续 统 
有 什么 见解 . 无 论 如 何 ,Cavalieri 说 :“ 严 密 是 哲学 所 关心 的 ,而 不 
是 几何 所 关心 的 事情 .” 

Fermat, Pascal 和 Barrow 意识 到 他 们 在 求 和 工作 中 的 不 严 
密 性 ,但 是 相信 照 Archimedes 的 方式 就 能 作出 严密 的 证 明 . 在 
《Dettonville 的 信 》(1659) 中 ,Pascal 断言 ,无 限 小 的 几何 与 古 希 腊 
几何 是 一 致 的 . 他 断言 “凡是 能 用 不 可 分 量 的 正确 法 则 证 明 的 东 
西 ,也 能 用 古代 的 方式 去 严密 地 证 明 . "更 进一步 ,他 说 不 可 分 法 必 
定 会 受到 任何 一 个 自称 为 几何 学 者 的 数学 家 的 承认 . 它 和 古代 的 
方法 只 是 语言 上 的 不 同 . Ril, Pascal 对 于 严密 性 也 有 了 矛盾 心理 . 
有 时 他 辩护 道 ,内 心 的 干预 给 我 们 保证 了 数学 步骤 的 正确 性 . 为 
了 做 正确 的 工作 所 必需 的 东西 是 专门 的 “技巧 ”, 而 不 是 几何 的 
逻辑 ,正如 宗教 对 版 依 的 领会 高 于 理智 一 样 . 在 微 积分 中 运用 的 
几何 的 悖 论 , 如 同 圣经 中 的 明显 的 荒唐 事 一 样 ,几何 中 的 不 可 分 
量 与 有 限量 之 间 的 关系 同人 类 的 公正 与 上 帝 的 公正 之 间 的 关系 
是 一样 的 . 

Cavalieri 和 Pascal 提供 的 辩护 适用 于 无 穷 小 量 的 求 和 . 关于 
导数 ,早期 的 作者 如 Fermat 和 Roberval 认为 他 们 有 一 套 简单 的 
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代数 程序 ,这 个 程序 有 着 非常 明白 的 几何 解释 ,因而 能 用 几何 的 论 
据 证 明 是 合理 的 . 实际 上 , 当 Fermat 不 能 用 穷竭 法 去 核实 他 所 提 
出 的 任何 想法 时 ,他 谨慎 地 避免 宣布 一 般 性 的 定理 . Barrow 局 限 
于 几何 论证 ,而 县 尽管 他 攻击 代数 学 家 缺乏 严密 性 ,可 是 ,对 于 他 
的 几何 论据 的 可 靠 性 也 是 不 够 注意 的 . 

Newton 和 Leibniz 都 没有 清楚 地 理解 也 没有 严密 地 定义 他 
们 的 基本 概念 . 我 们 已 经 观察 到 他 们 在 定义 导数 和 微分 时 都 是 犹 
MN Newton 实际 上 是 不 相信 他 违背 了 希腊 几何 . 虽然 他 使 

入 了 不 合 他 口味 的 代数 和 坐标 几何 ,但 他 认为 归根 到 底 他 的 方法 

M 自然 延展 . 然而 , Leibniz { Descartes 一 样 ,是 一 
个 思想 开阔 ,很 有 远见 的 人 ,他 看 到 了 新 思想 有 长 远 的 潜力 ,而 且 
毫 不 犹 队 地 宣告 新 科学 出 世 了 . 因此 ,对 于 微 积 分 中 严密 性 的 缺 
之 ,不 很 担心 ， 

对 于 他 的 思想 的 批评 者 ,Leibniz 作出 各 种 不 能 令 人 满意 的 回 
答 . 他 在 1690 年 3 月 30 日 给 Wallis 的 信 中 外 说 : 


考虑 这 样 一 种 无 穷 小 量 将 是 有 用 的 , 当 寻 找 它们 的 比 时 ， 
不 把 它们 当 作 是 零 , 但 是 只 要 它们 和 无 法 相 比 的 大 量 一 
起 出 现 , 就 把 它们 舍弃 . 例如 ,如 果 我 们 有 工 十 dx, 就 把 
dz EF. 但 是 如 果 我 们 求 了 十 dz 和 x 之 间 的 差 , 情 况 就 
不 同 了 . 类似 地 ,我 们 不 能 把 rdr 和 dzrdz 并 列 , 因此 如 
RRM RD cy, RAS T Cx 十 dr)(y 二 dy) 一 xy = xdy 
十 ydr 十 drdy .但 drdy 是 不 可 比较 地 小 于 zdy 十 ydz， 
所 以 必须 会 弃 . 这 样 就 在 任何 特殊 的 情况 下 ,误差 都 小 于 
任何 有 限 的 量 . 


至 于 dy,dz 和 dy/dz 的 最 终 的 含意 ,Leibniz 仍然 是 含糊 的 . 
他 说 dz 是 两 个 无 限 接近 的 点 的 值 的 差 ， 切线 是 连结 这 样 两 点 


(D Leibniz: Math. Schriften, 4,63. 
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的 直线 . 虽然 他 在 各 阶 无 穷 小 量 之 间 确 实 作 出 了 区 别 , 但 是 他 没有 
经 过 证 有 明 就 扔 掉 高 阶 微分 . 有 时 候 把 无 穷 小 其 dz 和 dy 描述 成 正 
在 消失 的 或 者 刚 出 现 的 量 ,与 已 经 形成 的 量 相 对 应 . 这 些 无 穷 小 量 
不 是 0, 但 小 于 任意 有 限 的 量 . 有 时 他 求助 于 几何 ,说 ,高 阶 微分 和 
低 阶 微分 相 比 ,如 同 点 和 直线 相 比 一 样 了 ,又 说 dz Eb x 如 同 点 比 
地 球 ,或 地 球 的 半径 比 宇宙 的 半径 一 样 . 他 认为 两 个 无 穷 小 量 的 比 
是 不 能 指出 的 量 之 商 或 者 是 无 限 小 的 景 之 商 , 但 是 这 个 比 仍然 能 
用 有 限 的 量 表 出 ,如 问 纵 坐标 对 次 切线 的 比 那样 . 

3 AUN AR AY UC oti AN ACR FF 4a F 1694 年 和 1695 年 荷兰 物理 学 
家 和 几何 学 家 Bernard Nieuwentijdt(1654—1718) (f] 45. 虽然 他 承 
认 ,… 般 地 说 来 ,新 方法 引 向 正确 的 结果 ,但 他 批评 方法 的 含糊 ,并 
指出 有 时 方法 引 向 荒 廖 . 他 抱怨 说 他 无 法 理解 无 穷 小 最 怎样 和 0 
fi CU ,并 质问 为 什么 无 穷 小 量 的 和 能 是 有 限 的 量 . 他 还 质问 高 阶 
微分 的 意义 和 存在 ,质问 在 推理 的 过 程 中 为 何 舍弃 无 穷 小 量 . 

在 可 能 写 于 1695 年 的 回答 Nieuwentijdt 的 草稿 中 ,以 及 在 
1695 年 的 《教师 学 报 》 的 一 篇 文章 中 名 , Leibniz 作出 了 各 种 回答 . 
他 谈 到 "过 分 苛刻 "的 批评 者 ,并 说 过 分 的 审慎 不 应 该 使 我 们 抛 
弃 创 造 的 成 果 . 然后 他 说 他 的 方法 不 同 于 Archimedes 方法 之 处 ， 
只 在 于 所 用 的 表达 方面 ,但 他 自己 的 方法 更 好 地 适应 于 发 明 的 
艺术 .“ 无 穷 大 "和 "无 穷 小 "仅仅 表示 愿 要 多 大 就 多 大 和 和 愿 要 多 
小 就 多 小 的 量 , 这 是 为 了 证 明 误 差 可 以 小 于 任何 指定 的 
数 一 一 换 名 话说 ,就 是 没有 误差 . 人 们 能 用 这 些 最 终 的 东西 一 一 
即 无穷 大 量 和 无 穷 小 量 一 一 作为 一 种 工具 ,正如 在 代数 里 用 虑 
根 有 极 大 的 好 处 一 - 样 ， 

到 这 时 为 止 ,Leibniz 的 论据 ,是 他 的 微 积分 只 用 到 通常 的 数 


D Math, Schriften, 5,322 ff. 
© Acta Erud. , 1695,310~316= Math. Schriften, 5,320— 328. 
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学 概念 . 但 是 因为 不 能 使 他 的 批评 者 满意 ,所 以 他 说 了 一 个 叫做 连 
续 性 定律 的 哲学 原理 ,这 个 原理 实际 上 和 
Kepler 叙述 的 是 一 样 的 . 1687 年 在 给 
Pierre Bayle ff] ff HY , Leibniz 叙述 这 个 
原理 如 下 :“ 在 任何 假定 的 向 任何 终点 的 
过 渡 中 ,允许 制定 一 个 普遍 的 推论 ,使 最 


后 的 终点 也 可 以 包括 进去 . "为 了 支持 这 

个 原理 ,在 1695 年 左右 的 没有 发 表 的 手 17.21 i 
MR, PEA, tA th — AER A A DU £x CU f TE TALIS iC UE , A 
IX QUPD 7x, re ER A RS- fe BEEF 3 ENKER. 然后 他 运 
有 这 个 原理 为 抛物 线 y = c/a 计算 dy/dr. 在 得 到 


dy: dx = (2r+dr):a 

之 后 ,他 说 :“ 现 在 ,因为 按 我 们 的 公设 ,人 允许 在 一 -个 普遍 的 道理 下 ， 
也 包括 纵 坐 标 es y. 越 来 越 向 确定 的 纵 坐 标 zi yi 移 近 并 最 终 和 它 
重合 的 情形 (图 17.21), 所 以 ,明显 地 ,在 这 种 情形 下 ,dz 成 为 0， 
JE TELA RR" Leibniz 没有 说 明 应 该 给 予 方程 左边 的 dz 以 
什么 意义 . 

他 说 ,当然 ,绝对 相等 的 东西 总 有 -个 绝对 是 无 的 差别 ,因此 
抛物 线 不 是 椭圆 . 


个 过 渡 的 状态 或 者 即将 消失 的 状态 是 可 以 设想 

的 ， a Ue 

而 是 进入 这 样 一 种 状态 , 即 差 小 于 任何 指定 的 量 ,在 这 种 

状态 中 还 剩余 一 些 差 ,一 些 速度 ,一 些 角度 ,但 它们 每 个 
都 是 无 窃 小 P 

是 否 这 样 一 个 从 不 等 到 相等 的 瞬时 过 渡 …… 能 够 保 

持 在 严密 的 或 者 形而上学 的 意义 中 呢 ? 或 者 无 穷 大 的 扩 


iD Math. Schriften. 5.385, 
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展 顺 次 地 越 来 越 大 ,或 者 无 穷 小 的 扩展 顺 次 地 越 来 越 小 ， 
这 是 否 是 合法 的 考虑 呢 ? 在 目前 ,我 承认 这 可 能 还 是 未 
解决 的 问题 . 

如 果 当 我 们 说 到 无 穷 大 (或 者 更 严格 些 说 ,无 限制 的 
大 ) 或 者 无 穷 小 量 ( 即 在 我 们 的 知识 中 是 最 小 的 ) 时 ,就 理 
解 为 我 们 意味 着 无 限 大 的 或 者 无 限 小 的 量 ( 即 要 多 大 就 
多 大 ,要 多 小 就 多 小 ,使 得 任何 人 得 到 的 误差 可 以 小 于 茶 
个 指定 的 量 ), 那 就 足够 了 . 

在 这 些 假定 下 ,我 们 在 1684 年 10 月 的 《教师 学 报 》 中 
列 出 的 算法 的 全 部 规则 ,都 能 够 不 很 麻烦 地 给 以 证 明 ， 


然后 Leibniz 重新 给 出 这 些 规则 . 他 引进 量 (d)y 和 (d)z ,并 用 它们 
完成 通常 的 微分 手续 . 他 叫 这 些 量 是 能 指定 的 或 者 有 限 的 没有 消 
KI Ft. 在 得 到 最 后 的 结果 之 后 ,他 说 ,我 们 能 够 用 消失 的 或 不 能 
指定 的 其 dy 和 dz 代 蔡 (djy 和 (d)x, 因 为 我 们 “假定 消失 量 dy 
和 dz 的 比 等 于 (d)y 和 (d)z 的 比 ,而 这 个 假定 永远 能 归结 到 一 个 
不 容 怀疑 的 真理 .” 

Leibniz 的 连续 性 原理 确实 不 是 今天 的 一 个 数学 公理 ,但 是 他 
强调 它 , 而 且 后 来 它 成 为 重要 的 东西 . 他 给 出 许多 和 这 个 原理 相符 
的 论据 . 例如 在 给 Wallis f) f& rp 0, Leibniz 为 他 使 用 一 个 没有 量 
的 形式 的 特征 三 角形 , 即 量 缩小 为 0 之 后 ,特征 三 角形 的 形式 仍然 
保存 作 辩护 ,而 且 挑 战地 反问 道 ; 谁 不 承认 没有 量 的 形式 呢 ?" 同 
样 的 ,在 给 Guido Crandi 的 信 中 令 , 他 说 无 穷 小 不 是 简单 的 .绝对 
的 地 ,而 是 相对 的 零 ,这 就 是 说 , 它 是 一 个 消失 的 量 , 但 仍 保 持 着 它 
那 正在 消失 的 特征 . 然而 ,Leibniz 在 另外 的 时 候 又 说 ,他 不 相信 度 
竹中 真正 的 无 穷 大 或 者 真正 的 无 穷 小 . 


一 


(QD Math. Schriften, 1,51. 
@ Math, Schriften, 4,218. 
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Leibniz 对 于 他 的 一 套 做 法 是 否 正 确 的 最 终 验 证 比 Newton 
更 少 关心 ,认为 这 应 取决 于 做 法 的 有 效 性 . 他 强调 他 所 创造 的 东西 
在 做 法 上 或 算法 上 的 价值 . 在 某 种 程度 上 ,他 确信 只 要 他 清楚 地 表 
述 并 且 恰 当地 运用 他 的 运算 法 则 ,就 会 获得 合理 而 正确 的 结果 ,而 
不 管 所 用 符号 的 意义 怎样 可 疑 . 

很 明显 ,Newton 和 Leibniz 都 没有 把 微 积分 的 基本 概念 一 一 
导数 和 积分 一 一 弄 清 楚 , 更 不 用 说 弄 精 确 了 . 他 们 不 能 正确 地 掌握 
这 些 概 念 ,而 是 依靠 成 果 的 彼此 一 致 和 方法 的 多 产 , 没 有 严密 性 地 

有 几 个 例子 可 以 说 明 即 使 在 Newton 和 Leibniz 的 卓越 的 最 
接近 的 继承 者 那里 也 缺乏 明晰 性 . John Bernoulli 在 1691 和 1692 
年 写 出 第 一 本 微 积分 教材 . 积分 部 分 于 1742 年 出 版 中 ;微分 部 分 ， 
《微分 学 》(Die Di fferentialrechnung ), 直 到 1924 年 才 出 版 . 但 是 
Marquis de l'Hospital 以 他 自己 的 名 义 在 1696 年 出 版 了 一 个 略 加 
修改 的 法 文 译本 (前 已 提 到 过 ). Bernoulli 以 三 条 公设 开始 《微分 
学 》. 第 一 条 说 :一 个 量 增 加 或 减少 一 个 无 穷 小 量 之 后 , 它 既 没有 
增加 也 没有 减少 . "第 二 条 公设 是 ;“ 每 一 条 曲线 是 由 本 身 是 无 穷 小 
的 无 数 条 直线 组 成 的 "在 推理 中 他 追随 Leibniz, 用 了 无 穷 小 量 . 
例如 ,为 了 从 y = xc BA dy, wH e RE dr FFB (Heyr 
HI 2ze +e, UR AE Bi e. & Leibniz 一 样 ,他 用 了 含糊 的 比拟 
说 明 微 分 是 什么 东西 . 他 说 ,因此 无 穷 大量 像 是 天 文 距离 ,而 无 穷 
小 量 像 是 显微镜 揭示 出 来 的 微生物 . 1698 年 他 辩论 无 穷 小 量 必 定 
FEO. 为 此 ,只 要 考虑 无 穷 数列 1, 1/2, 1/4,… 就 行 了 . 如 取 10 
项 ,1710 就 存在 ;如 取 100 项 ,17100 SE £e TE. 相应 地 取 无 穷 多 个 
项 , 那 就 是 无 穷 小 量 了 . 

包括 Wallis 和 John Bernoulli 在 内 的 很 少 的 几 个 人 , 试 着 定 


(D Opera Omnia , 3,385~558. 
(Q Leibniz; Math. Schriften, 3, Part 2,563 ff. 
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义 无 穷 小 是 se 的 倒数 ,他 们 认为 c 是 明确 的 数 . 还 有 其 他 一 些 人 似 
平 认为 ,不 可 理解 的 东西 不 需要 进一步 解释 . 对 于 17 世纪 的 大 多 
数 人 来 说 ,严密 不 是 一 件 关心 的 事情 . 他 们 经 常 说 的 能 够 用 Archi- 
medes 方法 严密 化 的 东西 实际 上 不 能 够 用 Archimedes 式 的 严密 
化 ,对 于 微分 特别 是 这 样 ,因为 在 古 希 腊 数 学 中 没有 类 似 于 微分 的 
东西 . 

实际 上 ,新 的 微 积分 正在 引进 与 先前 的 工作 根本 不 同 的 概念 
和 方法 . 经 过 Newton 和 Leibniz 的 工作 , 微 积分 成 为 一 门 完全 新 
的 要 求 有 它 自己 的 基础 的 学 科 . 虽然 他 们 没有 完全 意识 到 这 一 点 ， 
但 是 数学 家 们 已 经 阿 过 去 决裂 了 . 

正确 的 新 概念 的 萌芽 甚至 能 在 17 世纪 的 文献 中 发 现 . Wallis 
在 《无 穷 的 算术 》(1655) 中 ,提出 了 函数 的 极限 的 算术 概念 : 它 是 被 
ER cas vr PR C ,使 得 这 个 数 和 函数 之 间 的 差 能 够 小 于 任 一 指定 的 
数 ,并 且 当 过 程 无 限 地 继续 下 去 , 差 最 终 将 消失 . 他 的 话 是 不 严密 
的 ,但 却 包 含 了 正确 的 思想 . 

James Gregory 在 他 的 《 论 圆 和 双 曲 线 的 求 积 》(1667) 中 明白 
指出 , 求 面积 .体积 和 曲线 长 度 的 方法 ,和 包含 -- 个 新 的 过 程 , 即 极限 
过 程 .他 又 说 ,这 种 运算 同 加 , 减 , 乘 、. 除 以 及 开 方 等 五 种 代数 运算 
的 性 质 不同 . 他 把 穷竭 法 表 为 代数 的 形式 ,并 看 出 用 外 切 于 已 知 面 
积 或 体积 的 直线 形 与 用 内 接 直 线形 得 到 的 逐次 逼近 值 都 收敛 到 相 
问 的 ”最 后 项 ”. 他 还 注意 到 极限 过 程 产 生 不 是 有 理 数 的 根 的 无 理 
BX. 但 是 Wallis 和 Gregory 的 见解 在 他 们 的 世纪 中 没有 引起 

微 积 分 的 基础 仍然 是 不 清楚 的 , 更 加 混乱 的 是 :Newton 的 支 
持 者 继续 谈论 最 初 比 和 最 后 比 , 而 Leibniz 的 追随 者 使 用 无 穷 小 
的 非 零 外 .许多 英国 数学 家 也 许 是 由 于 基本 上 仍然 为 古 希 腊 的 几 
何 所 束缚 ,因而 怀疑 微 积分 的 全 部 工作 . 这 个 世纪 就 这 样 在 微 积分 
外 十 混乱 状态 之 下 结束 了 . 
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考虑 了 很 少 的 那 几 样 东 西 之 后 ,整个 的 事情 就 归结 为 纯 几 
何 ,这 是 物理 和 力学 的 -个 目标 . 
G. W, Leibniz 


|. 数学 的 转变 

17 世纪 开始 时 ,Galileo 仍然 发 现 与 过 去 开展 争论 是 必要 的 . 
到 这 个 世纪 的 末尾 ,数学 已 经 经 历 了 如 此 广阔 而 又 根本 的 变化 ,以 
至 没有 一 个 人 不 意识 到 新 时 代 的 降临 . 

欧洲 数学 家 在 大 约 1550 年 到 1700 年 间 创 造 的 成 果 比 希腊 人 
在 大 约 10 个 世纪 中 所 创造 的 要 多 得 多 . 这 很 容易 由 下 面 的 事实 来 
VL] , 即 数学 在 希腊 只 是 极 少 数 人 从 事 研 究 ,而 在 欧洲 ,教育 的 传 
播 虽然 一 点 也 不 普遍 ,但 促进 了 英国 ,法国 ,德国 .荷兰 和 意大利 的 
数学 家 的 发 展 ,印刷 的 发 明 , 使 人 们 不 仅 广 泛 地 接近 了 希腊 人 的 著 
作 , 而 且 也 接近 了 欧洲 和 人 自己 的 成 果 , 这 在 当时 用 于 激发 新 的 思想 
征 很 有 成 效 的 . 

但 是 这 世纪 的 天 才 并 不 仅仅 是 因为 活动 性 的 脱 胀 而 得 到 证 
UI. 在 这 个 简短 的 时 期 中 打开 的 新 领域 之 多 种 多 样 是 使 人 印象 深 
刻 的 . 代数 上 升 为 一 门 科 学 (因为 使 用 文字 系数 使 证 明 有 了 一 种 尺 
度 ) 以 及 它 的 方法 和 理论 的 大 大 扩展 ,射影 几何 和 概率 论 的 开端 ， 
解析 几何 ,函数 概念 ,而 首要 的 是 微 积分 ,都 是 重大 的 创新 ,而 且 每 
一 个 都 使 希腊 人 的 巨大 成 就 一 一 Euclid 几何 相形 见 纪 ， 

超过 数 基 的 扩展 和 探索 的 新 途径 的 ,是 代数 和 几何 作用 的 完 
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TAE. 希腊 人 偏爱 几何 ,因为 它 是 他 们 能 够 得 到 严密 性 的 唯一 方 
HEE 17 世纪 ,数学 家 们 还 觉得 应 当 用 几何 证 明 去 为 代数 方 
法 辩护 . 可 以 说 直到 1600 年 数学 的 主体 是 几何 的 ,加 上 一 些 代数 
和 和 三角 的 附属 物 . 经 过 Descartes, Fermat 和 Wallis 的 工作 ,代数 
成 为 不 仅仅 是 适合 于 本 身 日 的 的 --- 套 有 效 方法 ,而 且 也 是 解决 几 
何 问 题 的 极 好 途径 . 分 析 方 法 在 微 积分 中 表演 出 来 的 更 大 的 有 效 
性 解决 了 竞争 ,于 是 代数 成 为 数学 中 占 优势 的 实体 了 . 

iene Wallis 和 Newton 清楚 地 看 到 代数 提供 了 优越 的 方法 
i£. Descartes 认为 代数 只 是 一 种 技巧 ,Wallis 和 Newton 与 他 不 
问 , 他 们 意识 到 代数 是 极 重要 的 研究 题材 . Desargues, Pascal 和 
La Hire IF] LIFR E AIAN T , Cavalieri, 圣文森特 的 Gregory, 
Huygens 和 Barrow 的 几何 方法 也 被 取代 了 . 纯 几 何 黯 然 失色 了 
近 -百年 的 时 间 ,至 多 不 过 成 为 代数 的 -- 种 解释 .或 经 由 坐标 几何 
到 达 代 数 思想 的 向 导 , 事实 上 ,对 于 《原理 》 中 Newton 的 几何 工作 
的 过 分 崇拜 (由 于 Newton 和 Leibniz 的 争吵 而 产生 的 对 大 陆 数学 
家 的 敌意 ,使 这 一 崇拜 增强 了 ) 使 得 英国 数学 家 固执 在 微 积分 的 几 
何 形式 的 发 展 中 . 但 是 他 们 的 贡献 和 大 陆 上 的 人 用 分 析 方 法 所 能 
得 到 的 东西 比 起 来 是 微不足道 的 . 到 1700 年 已 如 此 明显 的 事情 ， 
已 被 清晰 地 叙述 出 来 了 ,Euler 表达 了 这 种 权威 性 的 说 法 ,他 在 他 
的 《无 穷 小 分 析 引 论 》( Tntroductio in Analysin Infinitorum ， 
1748) 中 ,赞扬 代数 大 大 优越 于 希腊 人 的 综合 法 . 

数学 家 们 放弃 几何 的 探讨 途径 是 非常 勉强 的 , 按照 编 注 了 
Newton《 原 理 》 第 三 版 的 Henry Pemberton( 1694 一 1771) 的 说 法 ， 
Newton 不 仅 经 常 表达 对 希腊 几何 学 家 十 分 赞赏 ,而 且 还 因为 不 
如 过 去 那样 更 紧密 地 追随 他 们 而 责备 自己 . 在 给 James Gregory 
的 侄子 David Gregory(1661 一 1708) 的 一 封 信 H, Newton 评述 
道 :代数 是 数学 中 的 笨拙 者 的 分 析 . "但 是 他 自己 1707 年 的 《普遍 
的 算术 》 却 问 任 何 一 本 建立 代数 优越 性 的 著作 一 样 . 在 这 本 书 中 ， 
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他 使 算术 和 代数 成 为 基础 科学 , 仅 在 能 使 证 明 容 易 一 些 的 地 方才 
允许 几何 存在 . 同样 地 ,Leibniz 也 注意 到 了 代数 的 增长 着 的 优势 ， 
在 一 篇 未 发 表 的 随笔 2 中 ,他 被 迫 说 :“ 常 常 是 几何 学 者 能 用 几 句 
话 证 明了 的 ,在 微 积分 中 却 是 十 分 元 长 的 …… 代 数 的 见解 是 使 人 
放心 的 ,但 它 并 不 更 好 一 些 .” 

数学 本 质 的 另外 一 个 更 微妙 的 变化 已 经 被 大 师 们 不 知 不 觉 地 
承认 了 .直到 1550 年 ,数学 的 概念 还 是 直接 观念 化 的 ,或 是 从 经 验 
中 抽象 出 来 的 . 当时 负数 和 无 理 数 已 经 出 现 ,而 且 逐 渐 赢 得 了 承 
认 . 再 加 上 , 当 复 数 、 使 用 文字 系数 的 广泛 的 代数 以 及 导数 积分 的 
概念 进入 数学 的 时 候 , 问 题 就 变 成 从 人 类 脑子 的 深 处 导出 的 概念 
占 优势 了 . 特别 地 ,瞬时 变化 率 的 概念 ,虽然 在 速度 的 物理 现象 中 
当然 有 一 些 直观 的 基础 ,但 是 它 更 多 的 是 思维 的 产物 , 它 还 是 与 数 
学 中 的 三 角形 在 质 上 完全 不 同 的 一 种 贡献 . 除了 这 些 概 念 以 外 , 希 
腊 和 人 改 意 避 开 的 无 穷 大 量 和 被 他 们 灵巧 地 捉 住 的 无 穷 小 量 , 也 必 
定 是 要 辨 明 的 ， 

换 句 话说 ,数学 家 们 在 贡献 出 概念 ,而 不 愿意 从 现实 世界 中 抽 
象 出 概念 . 但 是 这 些 概念 在 物理 研究 中 是 有 用 的 ,因为 ( 除 复数 还 
必须 检验 它们 的 价值 以 外 ) 它 们 和 物质 的 现实 性 存在 着 某 种 联系 . 
当然 ,没有 真正 辨别 出 所 涉及 的 因果 关系 ,欧洲 人 对 于 这 些 新 型 的 
数 和 微 积 分 概念 是 心中 不 安 的 . 然而 当 这 些 概 念 在 应 用 中 被 证 明 
越 来 越 有 用 时 ,他 们 起 先是 不 情愿 地 ,后 来 是 消极 地 接受 了 . 熟悉 
不 产生 轻视 ,反而 产生 承认 ,甚至 是 当然 的 承认 . 1700 年 以 后 , 越 
来 越 多 的 .更 远离 自然 界 的 .从 人 的 脑子 中 源源 不 断 地 涌 出 的 概 
念 ,进入 了 数学 ,而 且 以 较 少 的 疑虑 被 接受 了 . 由 于 数学 概念 的 起 
源 , 使 它 逐 渐 从 感觉 的 学 科 转 向 思维 的 学 科 . 

微 积分 结合 进 数学 ,产生 了 另外 一 个 变化 ,恰恰 是 在 数学 概念 


(D Couturat, L; Opuscules et fragments inédits de Leibniz , 1903, reprinted by 
Georg Olms, 1961, p. 181. 
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本 身 , 破 坏 了 古 希 腊 人 塑造 的 完美 性 . 我 们 已 经 注意 到 代数 和 微 积 
分 的 兴起 引出 了 数学 的 这 些 部 分 的 逻辑 基础 的 问题 ,而 且 这 个 问 
题 并 没有 解决 掉 . 整个 世纪 中 有 些 数 学 家 由 于 演绎 意义 的 证 明 被 
霓 弃 而 心烦 意 乱 ,但 是 他 们 的 抗议 淹没 在 代数 的 扩展 着 的 内 容 和 
使 用 以 及 微 积分 之 中 了 ;这 个 世纪 的 末尾 ,数学 家 实质 上 已 经 扔 掉 
了 对 明确 定义 的 概念 和 演绎 证 明 的 要 求 . 严格 的 公理 化 结构 ,给 
了 从 特殊 的 例子 .对 事物 的 直观 的 洞察 以 及 不 严密 的 几何 证 据 和 
物理 的 论点 进行 归纳 的 方法 . 因为 演绎 法 证 明 已 经 是 数学 的 最 显 
著 的 特征 ,所 以 数学 家 们 在 抛弃 他 们 学 科 的 标志 . 

回顾 一 下 就 容易 看 到 他 们 为 什么 会 被 迫 进 入 这 种 境地 . 只 要 
数学 家 们 从 直接 经 验 中 引出 他 们 的 概念 ,那么 定义 概念 ,选择 必要 
的 公理 ,是 行 得 通 的 一 一 虽然 ,要 说 起 来 , Euclid 在 《原本 》 的 第 七 
到 第 九 卷 中 提出 的 整数 理论 的 逻辑 基础 ,是 十 分 令 人 遗憾 地 有 缺 
陷 的 . 但 是 , 当 他 们 引进 不 再 是 观念 化 直接 经 验 的 概念 ,比如 无 理 
数 、 负 数 . 复 数 .以 及 导数 和 积分 时 ,他 们 就 不 能 认识 到 这 些 概 念 在 
本 质 上 是 不 相同 的 ,从 而 也 就 不 能 认识 到 那些 异 于 不 言 而 喻 的 真 
理 的 公理 发 展 必须 有 一 个 基础 . 事实 上 ,新 概念 比 旧 概念 要 精细 得 
多 .适当 的 公理 基础 ,正如 我 们 现在 所 知道 的 ,不 可 能 是 容易 地 建 
立 起 来 的 . 

那些 对 希腊 数学 造 话 很 深 的 .善于 批判 的 数学 家 们 ,怎么 能 满 
足 于 在 启发 性 的 基础 上 进行 工作 呢 ? 他 们 关心 科学 中 重大 的 、 在 
菜 些 情况 下 是 紧迫 的 问题 ,而 且 他 们 所 使 用 的 数学 又 解决 了 这 些 
问题 . 他 们 不 愿 去 探求 对 新 创造 的 完全 理解 ,也 不 愿 试 着 去 建立 必 
要 的 演绎 式 结构 ,而 宁愿 用 他 们 的 胜利 安 妹 他 们 的 良心 . 偶然 地 求 
助 于 哲学 的 或 者 神秘 的 教义 所 获得 的 成 功 掩盖 了 某 些 困难 ,使 它 
们 不 再 是 明显 的 . 

一 个 新 的 日 标 特别 地 表现 了 17 世纪 和 以 后 几 个 世纪 数学 的 
特征 一 一 方法 和 成 果 的 普遍 化 . 我 们 已 经 注意 到 了 Vieta( 在 他 的 
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文字 系数 的 引进 中 ) ,射影 几何 学 家 们 , Fermat 和 Descartes( 在 对 
曲线 的 探索 中 ) ,以 及 Newton 和 Leibniz( 在 对 函数 的 处 理 中 ) 对 
方法 的 普遍 性 给 予 的 重要 地 位 . 至 于 谈 到 成 果 的 普遍 化 ,其 造 谓 却 
是 受到 限制 的 . 有 许多 仅仅 是 一 种 断言 ,比如 n 次 多 项 式 方程 有 nn 
个 根 ,或 者 每 一 个 z+ 和 y 的 二 次 方程 都 是 圆锥 曲线 等 等 . 数学 的 
方法 和 记号 对 建立 普遍 性 结果 来 说 仍然 太 局 限 . 然而 这 一 点 却 成 
了 数学 努力 的 目标 . 


2. 数学 和 科学 

从 古 希 腊 时 代 起 ,数学 因为 它 在 考察 自然 中 所 起 的 作用 而 被 
评价 为 头等 重要 的 . 大 文学 和 音乐 经 常 与 数学 相连 结 ,而 力学 和 光 
学 则 毫 无 疑问 是 数学 的 . 但 是 ,数学 对 科学 的 关系 ,在 几 个 方面 由 
于 17 世纪 的 工作 而 改变 了 . 第 一 方面 ,因为 大 大 地 扩展 了 的 科学 
已 被 Galileo 指导 去 使 用 量 的 公理 和 数学 的 演绎 (第 16 章 第 3 
节 ) ,所 以 由 科学 直接 激发 的 数学 的 活力 就 变 得 占 支配 地 位 了 . 

第 二 方面 ,Galileo 指令 去 寻求 数学 的 描述 而 不 是 去 探索 因果 
关系 的 解释 ,导向 了 接受 像 万 有 引力 那样 的 概念 . 万 有 引力 和 运动 
定律 是 Newton 力学 系统 的 全 部 基础 . 因为 对 万 有 引力 ,唯一 可 靠 
的 认识 是 数学 的 认识 ,所 以 数学 变 成 了 科学 理论 的 实体 . 造反 的 
17 世纪 发 现 了 一 个 质 的 世界 , 它 的 研究 要 辅助 以 数学 的 抽象 ;而 
遗留 下 一 个 数学 的 量 的 世界 , 它 把 物质 世界 的 具体 性 统 归 在 它 的 
数学 定律 之 下 . 

第 三 方面 , 当 希 腊 人 在 他 们 的 科学 中 自由 地 使 用 数学 时 ,对 数 
学 来 说 ,只 要 Euclid 基础 得 到 满足 ,那么 ,在 数学 和 科学 之 间 就 存 
在 着 明显 的 差别 . Plato 和 Aristotle 都 把 这 两 者 区 分 开 来 (第 3 € 
第 10 节 和 第 7 章 第 3 节 ), 虽 然 是 通过 不 同 的 方式 的 ;而 Archi- 
medes 特别 清楚 哪些 是 数学 地 建立 起 来 的 ,哪些 是 物理 地 认识 的 . 
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但 是 , 当 数 学 的 领域 扩张 时 ,数学 家 不 仅 依 靠 物理 意义 去 理解 他 们 
的 概念 ,而 且 还 因为 数学 的 论点 给 出 正确 的 物理 结论 而 接受 这 些 
论点 ,这 时 ,数学 和 科学 之 间 的 界限 就 变 得 模糊 了 . 反 过 来 说 , 当 科 
学 变 得 越 来 越 依 仗 数 学 来 产生 它 的 物理 结论 时 ,数学 也 变 得 越 来 
越 依赖 于 科学 的 成 果 , 来 证 实 自 己 的 做 法 的 正确 性 . 

这 个 互相 依赖 的 结局 是 数学 同 科 学 的 宏大 领域 的 一 种 实际 融 
合 . 在 17 世纪 中 ,人 们 理解 的 数学 范围 ,可 从 Claude-Francois 
Milliet Deschales(1621—1678) i IJ ,1674 年 出 版 .1690 年 增订 出 
版 的 《数学 课程 或 者 数学 世界 》(Cursus seu Mundus Mathemati- 
cus) 中 看 到 .除了 算术 .三角 和 对 数 以 外 ,他 还 论述 了 实用 几何 、 力 
学 . 静 力 学 ,地理 . 磁 学 ,土木 工程 学 、( 大 ) 木 工 . 石 工 、 军 事 建筑 、 流 
体 静 力 学 .液体 流动 ,水 力学 .船体 结构 学 .光学 .透视 图 .音乐 . 火 
SNL B vp LER ELE RY .日 历 计算 和 算命 天 宫 图 . 最 
后 他 还 把 代数 .不 可 分 理论 .圆锥 理论 和 诸如 二 次 曲线 和 螺 线 那样 
的 特殊 曲线 包括 在 内 . 这 本 书 受到 大 众 的 喜爱 和 尊重 . 虽然 书 中 包 
含 某 些 课 题 是 反映 了 文艺 复兴 时 期 的 兴趣 ,但 是 整个 说 来 , 它 描绘 
T17 甚至 18 世纪 数学 领域 的 一 幅 合理 的 图 画 . 

也 许 有 人 以 为 数学 家 们 将 会 关心 于 保持 他 们 学 科 的 特性 . 但 
是 事实 并 非 如 此 ,他 们 根本 不 是 被 迫 依 赖 于 物理 意义 和 结果 来 捍 
卫 他 们 的 论点 ,事实 上 ,17( 和 18) 世 纪 对 数学 贡献 最 大 的 人 或 者 
主要 地 是 科学 家 ,或 者 至 少 同等 地 涉及 这 两 个 领域 . 比如 Des- 
cartes, Huygens 和 Newton, ,他 们 作为 物理 学 家 要 大 大 地 超过 他 
们 作为 数学 家 . Pascal, Fermat 和 Leibniz 在 物理 学 中 是 很 活跃 
的 .事实 上 ,在 这 一 世纪 ,很 难说 出 一 位 对 科 堂 没有 浓厚 兴趣 的 杰 
出 的 数学 家 的 名 字 , 结果 是 这 些 人 并 不 希望 或 企图 去 作出 这 两 领 
域 的 任何 差别 . Descartes 在 他 的 《思想 的 指导 法 则 》 中 说 ,数学 是 
次 序 和 计量 的 科学 ,除了 代数 和 几何 以 外 ,还 包括 天 文学 .音乐 . 光 
学 和 力学 . Newton 在 《4 原理 》 中 说 :“ 在 数学 中 我 们 必须 与 力 的 比 
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率 -- 起 研究 力 的 量 ,这 些 比率 是 随 假 定 的 任何 条 件 而 产生 的 ;所 
以 , 当 着 我 们 开始 研究 物理 学 时 ,我 们 要 把 这 些 比率 和 自然 现象 进 
行 比较 …… ”这 里 ,物理 学 指 的 是 实验 和 观察 . Newton 的 数学 可 
以 看 作 是 今天 的 数学 物理 . 


3， 数学 家 之 间 的 交流 

直到 大 约 1500 年 ,数学 还 是 由 单个 的 人 或 者 由 一 两 个 卓越 的 
领袖 为 首 的 小 团体 进行 研究 的 . 成 果 是 用 口头 交流 的 ,偶尔 也 写成 
文字 可 是 ,它们 是 些 手稿 . 因为 复制 品 必须 用 手 抄 写 , 所 以 是 
很 稀少 的 . 17 世纪 时 印刷 的 书籍 变 得 普通 一 些 了 ,但 是 即使 经 过 
这 种 改进 ,知识 的 传播 也 并 没有 如 想象 那样 广泛 . 因为 高 等 数学 的 
市 场 是 很 小 的 ,所 以 印刷 者 必须 索取 高 价 . 好 的 印刷 者 是 少见 的 . 
出 版 后 接 是 而 来 的 往往 是 肆 无 鼠 昼 的 反对 者 对 作者 的 攻击 ,对 
于 这 种 批评 家 来 说 ,要 找 出 攻击 的 地 方 是 一 点 也 不 费力 的 ,尤其 
是 因为 代数 和 微 积分 还 根本 没有 牢固 的 逻辑 基础 . 通常 ,书籍 在 
任何 情况 下 并 不 都 有 新 的 创造 ,因为 重大 的 成 果 不 一 定 以 书 的 
形式 发 表 . 

结果 是 造成 许多 数学 家 只 能 通过 写 信 给 朋友 们 来 叙述 他 们 的 
发 现 . 因为 害怕 信 会 落 到 那些 可 能 趁机 利用 这 些 非 正 式 文件 的 人 
手 里 ,所 以 写 信 人 常常 把 成 果 写 成 密码 或 者 搞 成 字谜 , 当 需 要 的 时 
候 就 能 够 把 它们 翻译 出 来 . 

随 着 参加 数学 研究 的 人 数 的 增加 ,人 们 要 求 交 换 情报 资料 ,要 
求 会 见 意趣 相投 的 人 来 互相 激励 的 愿望 ,导致 了 科学 学 会 或 研究 
院 的 组 成 . 1601 年 ,由 青年 贵族 在 罗马 建立 了 “山猫 学 会 ”(Acca- 
demia dei Lincei) ,这 个 学 会 持续 了 30 年 . Galileo 在 1611 年 成 了 
它 的 一 个 成 员 . 另 一 个 意大利 学 会 ,实验 研究 院 (Accademia del 
Cimento) F 1657 年 在 佛罗伦萨 (Florence) 建 立 ,作为 一 个 经 常 在 
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实验 室 里 集会 的 人 们 的 正式 组 织 ,这 个 实验 室 是 大 约 10 年 前 由 
Medici 家 族 的 两 个 成 员 建 立 的 . 这 个 研究 院 的 成 员 包 括 了 Vin- 
cenzo Viviani(1622—1703) 和 Torricelli, 两 人 都 是 Galileo 的 学 
^E. 遗憾 的 是 ,这 个 学 会 于 1667 年 解散 了 . 在 法 国 , Desargues, 
Descartes, Gassendi, Fermat 和 Pascal 5k fr EH. ft, A rh [a], € 
Mersenne 的 领导 下 从 1630 年 开始 秘密 地 集会 . 这 个 非 正 式 的 团 
(ATE 1666 年 被 Louis XIV 特许 为 "皇家 科学 院 ”, 它 的 成 员 由 皇帝 
资助 . 与 法 国 的 情况 相 类 似 , 以 John Wallis 为 中 心 的 英国 团体 
1645 年 开始 在 伦敦 格雷 沙 姆 学 院 (Gresham College) 集 会 . 这 些 人 
强调 数学 和 天 文学 . 1662 年 这 个 团体 由 Charles [颁发 了 正式 的 
特许 书 , 而 且 取 名 为 “增进 自然 知识 的 伦敦 皇家 学 会 这 个 学 会 至 
力 于 数学 和 科学 的 应 用 , 认为 染色 业 、 货 币 、. 射 击 学 、 金 属 精炼 .人 
口 统计 等 都 是 重要 课题 . Leibniz 鼓吹 了 好 几 年 的 柏林 科学 院 , 终 
于 在 1700 年 开办 了 ,Leibniz 当 了 第 一 任 院 长 . 在 俄罗斯 ,1724 年 
Peter 大 帝 在 彼得 堡 建 立 了 圣彼得堡 科学 院 . 

研究 院 是 重要 的 ,不 仅 由 于 通过 它 可 以 进行 直接 的 接触 和 思 
想 的 交流 ,而 且 还 因为 它们 支持 了 定期 刊物 . 第 一 个 科学 刊物 ( 虽 
然 不 是 由 一 个 科学 院 主 办 的 ) 名 叫 《 博 学 者 杂志 》(Journal de 
Scavans 或 Journal des Suvants), 于 1665 年 开始 出 版 . 这 个 杂志 
和 同一 年 开始 出 版 的 《皇家 学 会 哲学 汇 刊 》( Philosophical Tran- 
sactions of the Royal Society ) 是 第 一 批 载 有 数学 文章 和 科学 文章 
的 刊物 . 法 国 科学 院 创办 了 《皇家 科学 院 史 以 及 数学 和 物理 的 论文 
报告 》( Histoire de l'Académie Royale des Sciences avec les 
Mémoires de Mathématique et de Physique). 它 还 发 行 了 《由 博学 
者 和 会 员 呈 交 旦 家 科学 院 或 者 在 会 上 宣读 的 各 种 数学 和 物理 的 论 
MRE) Mémoires de Mathématique et de Physique Présentés à 
U Académie Royale des Sciences par Divers Scavans et Lus dans 


ses Assembleés ) ,也 称 为 《外 国学 者 的 论文 报 415 ( Mémoires des 
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Savants Etrangers). 男 外 一 个 较 早 的 科学 杂志 是 《教师 学 报 》, 于 
1682 年 开始 出 版 ,因为 它 是 拉丁 文 的 ,所 以 很 快 获得 了 国际 性 的 
读者 . 柏林 科学 院 主办 了 《皇家 科学 院 史 和 纯 文 学 》[ Histoire de 
l'Académie Royale des Sciences et Belles-letters , 几 年 后 它 的 名 称 
改 为 《Berolinensia 杂 集 》(Miscellance Berolinensia ) ]. 

这 些 科学 院 和 它们 的 刊物 打开 了 新 的 科学 交流 的 窗口 ;它们 
和 后 来 的 杂志 成 为 发 表 新 的 学 术 研 究 的 公认 的 工具 . 科学 院 推 动 
了 大 部 分 它们 所 支持 的 科学 家 的 研究 . 例如 ,Euler 从 1741 年 到 
1766 年 ,Lagrange 从 1766 年 到 1787 年 都 得 到 柏林 科学 院 的 支 
持 . 圣 彼得 堡 科学 院 在 几 个 不 同 的 时 期 中 支持 了 Daniel 和 Nicho- 
las Bernoulli, M 1727 年 到 1741 年 支持 了 Euler, HM 1766 年 
起 再 -- 次 支持 了 他 直到 1783 年 他 逝世 为 止 . 由 欧洲 政府 建立 的 科 
学 院 标 志 着 政府 正式 进入 科学 领域 和 支持 科学 . 科学 的 有 益 性 已 
经 得 到 了 承认 . 

在 知识 的 创造 和 传播 中 ,现代 人 认为 能 起 主要 作用 的 机 
构 一 一 大 学 一 一 这 时 是 不 起 作用 的 . 它们 是 保守 的 和 教条 主义 的 ， 
被 各 个 国家 的 宫 方 宗教 控制 着 ,吸收 新 的 知识 非常 缓慢 . 一 般 说 
来 ,它们 具 教 一 点 算术 .代数 和 几何 . 虽然 在 16 世纪 时 剑桥 大 学 有 
几 个 数学 家 ,但 是 从 1600 年 到 1630 年 间 却 一 个 也 没有 了 . 事实 
上 ,17 世纪 初叶 在 英国 ,数学 还 不 是 一 门 课程 . 它 被 认为 是 魔术 . 
1616 年 出 生 的 Wallis 曾 谈 到 他 少年 时 期 的 公共 教育 ,“ 我 们 当时 
的 数学 很 少 被 看 做 是 学 术 性 的 ,而 被 认为 是 机 械 性 的 一 一 是 商 
和 的 事情 . "他 进入 剑桥 大 学 学 习 数 学 ,然而 自学 得 到 的 东西 要 
多 得 多 . 虽然 他 准备 当 一 名 数学 教授 ,但 他 离开 了 剑桥 ,“ 因 为 在 
那里 研究 已 经 渐渐 止息 ,而 且 没 有 一 个 专业 是 为 这 门 课 的 教师 
开设 的 .” 

数学 的 教授 席位 首先 是 在 牛津 大 学 于 1619 年 设立 的 ,后 来 剑 
桥 大 学 也 设立 了 . 在 这 之 前 ,只 有 低级 的 讲师 . 剑桥 大 学 的 Lucas 
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教授 席位 是 1663 年 建立 的 ,Barrow 是 它 的 第 一 任 . Wallis 本 人 在 
1649 年 成 为 牛津 大 学 的 教授 并 保持 这 一 席位 到 1702 F. EBA 
才能 的 教授 的 障碍 是 他 们 必须 成 为 牧师 ,虽然 也 有 例外 ,比如 
Newton 就 是 . 不 列 题 大 学 一 般 地 [也 包括 伦敦 .格拉 斯 哥 (Gias- 
gow) 和 爱丁堡 (Edinburg)j] 差 不 多 都 有 同样 的 历史 ;从 大 约 1650 
年 到 1750 年 ,它们 是 颇 为 积极 的 ,但 后 来 积极 性 衰退 了 ,直到 大 约 
1825 Œ. 

17 世纪 和 18 拱 纪 的 法 国 的 大 学 在 数学 方面 是 不 活跃 的 . 直 
到 18 世纪 末 , 在 Napoleon 建立 第 一 流 的 技术 学 校 以 前 ,它们 没有 
作出 任何 贡献 . 德国 的 大 学 也 是 这 样 ,在 这 两 个 世纪 中 数学 活动 是 
低 水 平 的 . 我 们 在 前 面 已 指出 ,Leibniz 是 孤立 的 ,他 责骂 大 学 的 教 
育 . 格 丁 根 大 学 建立 于 1731 年 ,但 是 直到 Gauss 成 为 那里 的 教授 
以 后 , 才 缓 慢 地 上 升 到 略微 重要 的 地 位 . 瑞士 的 日 内 瓦 和 巴塞 尔 的 
大 学 中 心 是 我 们 观察 的 这 段 时 期 的 例外 ,他 们 能 够 以 拥有 Ber- 
noulli 兄弟 ,Hermann 和 其 他 一 些 人 而 感到 自豪 . 意大利 的 大 学 在 
17 世纪 是 颇 为 重要 的 ,但 在 18 世纪 和 失掉 了 地 位 . 只 要 注意 到 Pas- 
cal, Fermat, Descartes, Huygens 和 Leibniz 从 来 没有 在 任何 一 
所 大 学 里 任 过 教 ,而 Kepler 和 Galileo 虽然 任教 了 一 段 时 期 ,但 是 
他 们 生命 的 大 部 分 时 期 是 做 宫廷 数学 家 ,人 们 就 可 看 到 ,相对 说 来 
大 学 是 何等 不 重要 了 . 


4. 展望 18 世纪 

17 世纪 中 代数 .解析 几何 和 微 积分 的 巨大 进展 ;数学 深 深 地 
渗透 到 科学 之 中 ,而 科学 给 它 提 供 了 许多 深奥 而 引 和 入 胜 的 问题 ; 
Newton 在 大 体力 学 中 的 惊人 成 就 造成 的 骚 动 ;以 及 由 学 会 和 刊 
物 提 供 的 情报 交流 的 改善 :所 有 这 些 , 全 都 指向 未 来 数学 的 更 多 的 
重大 发 展 ,并 服务 于 创造 未 来 数学 的 巨大 繁荣 . 
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然而 有 一 些 障 碍 必须 克服 :对 于 微 积分 的 可 靠 性 的 怀疑 ,英国 
数学 家 和 大 陆 数学 家 的 踊 远 ,现存 教育 制度 的 低劣 状况 ,对 于 数学 
中 专业 支持 的 不 稳定 ,使 年 轻 数 学 家 或 想 成 为 数学 家 的 人 跨 路 不 
前 . 但 是 数学 家 的 热情 几乎 是 无 止境 的 . 他 们 已 经 普 见 了 福地 , 委 
切 地 坚决 向 前 推进 . 另外 ,他 们 已 经 能 够 在 当时 的 气氛 中 工作 了 ， 
这 种 气氛 比 公 元 前 300 年 以 来 的 任何 时 期 都 要 大 大 地 适合 于 创 
造 . 十 希腊 几何 不 仅 对 数学 的 范围 横 加 限制 ,而 且 还 对 可 接受 的 数 
学 刻下 了 一 条 阻碍 创造 的 严格 准 线 . 17 世纪 的 人 们 已 经 打破 了 这 
两 个 束缚 . 数学 的 进展 几乎 要 求 完 全 忽视 逻辑 的 顾忌 ;幸好 ,数学 
家 们 现在 敢于 相信 他 们 的 直观 和 对 自然 的 洞察 力 了 . 
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因此 ,看 来 现代 的 数学 家 们 像 从 事 科学 的 人 们 那样 ,在 应 用 
他 们 的 原理 方面 花费 的 心血 比 在 了 解 这 些 原理 方面 多 
得 多 ， 

Berkeley 主教 


1. 引 

17 世纪 最 伟大 的 成 就 是 微 积分 . 由 此 起 源 产 生 了 数学 的 一 些 
主要 新 分 支 , 如 微分 方程 .无穷 级 数 .微分 几何 . 变 分 法 BERR 
等 等 . 其 中 某 些 学 科 的 戎 芽 确 实在 Newton 和 Leibniz 的 工作 中 就 
已经 出 现 了 . 18 世纪 ,人 们 大 量 地 致力 于 这 些 分 析 分 支 的 发 展 . 但 
是 在 这 一 发 展 完成 之 前 ,首先 必须 扩展 微 积分 本 身 , Newton 和 
Leibniz 创造 了 基本 的 方法 ,但 留 下 了 许多 要 做 的 事情 ;必须 清楚 
地 认识 或 造 出 许多 新 的 一 元 图 数 和 二 元 或 多 元 国 数 ;微分 和 积分 
的 技巧 也 必须 推广 到 某 些 已 经 存在 或 别 的 有 待 引入 的 函数 ;此 外 
还 缺少 微 积分 的 逻辑 基础 . 第 一 个 目标 是 扩展 微 积分 的 主要 内 容 ， 
而 这 正 是 本 章 与 下 一 章 的 主题 . 

18 世纪 ,人 们 的 确 扩 展 了 微 积 分 ,并 创立 了 一 些 新 的 分 析 分 
文 , 虽 则 这 个 过 程 中 遇 到 了 挫折 错误 ,不 完全 和 创造 过 程 中 的 混 
BL. 数学 家 们 对 微 积分 及 随后 产生 的 分 析 分 支 作 了 纯 形 式 的 处 理 . 
他 们 的 技巧 是 很 高 超 的 ,然而 ,这 些 却 不 是 由 明确 的 数学 思想 指 
导 , 而 是 由 直观 和 物理 见解 指引 的 . 这 些 形式 的 努力 经 受 了 后 来 的 
批判 性 检查 的 考验 ,并 产生 了 伟大 的 思想 线索 . 数学 新 领域 的 征服 
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有 时 超过 军事 上 的 征服 . 它 大 胆 地 问 入 政 人 的 领土 ,攻占 要 塞 . 然 
后 ,就 必须 由 更 广阔 .更 彻底 .更 谨慎 的 行动 来 扩大 和 文 持 这 些 入 
侵 , 以 保卫 那些 仅仅 暂时 地 .不 牢固 地 控制 了 的 东西 . 

在 评价 18 世纪 思想 家 们 的 工作 和 论点 时 , 记 住 他 们 对 代数 和 
43 Ar P BH EC 1X — ex Ze A d B3. 因为 他 们 没有 意识 到 党 要 极限 概 
念 ,又 因为 他 们 没有 看 出 使 用 无 穷 级 数 而 产生 的 问题 ,所 以 他 们 天 
真 地 认为 微 积分 只 是 代数 的 推广 . 

18 世纪 数学 界 的 中 心 人 物 、 占 统治 地 位 的 理论 物理 学 家 ,并 
能 与 Archimedes, Newton 和 Gauss 为 伍 的 人 是 Leonhard Euler 
(1707 一 1783). Euler 出 生 在 巴塞 尔 (Basel) 附 近 的 一 个 牧师 家 里 ， 
他 父亲 要 他 学 神学 ,他 进 了 当地 的 大 学 ,15 岁 毕 业 . 在 巴塞 尔 时 ， 
他 跟 John Bernoulli 学 数学 . 他 决心 从 事 数 学 研究 ,并 在 18 岁 时 
开始 发 表 文 章 . 19 岁 时 ,由 于 在 船 的 立 攀 方面 的 工作 ,他 获得 了 法 
为 科学 院 的 奖金 . 通过 John Bernoulli 的 两 个 用 子 ;Nicholas Ber- 
noulli( 1695—1726 ) 和 Daniel Bernoulli ( 1700—1782), Euler 在 
1733 年 获得 俄国 圣彼得堡 科学 院 的 任命 . 起 先 ,他 作为 Daniel 
Bernoulli 的 助手 ,但 很 快 就 接替 Bernoulli 当 了 教授 . 虽 则 ,在 独 
裁 政 府 的 统治 下 Euler 度 过 了 痛苦 的 几 年 (1733 一 1741) ,但 他 却 
做 了 数量 惊人 的 研究 工作 ,这 些 工作 的 成 果 出 现在 圣彼得堡 科 
学 院 发 表 的 文章 中 . 他 还 帮助 俄国 政府 解决 了 许多 物理 问题 . 
1741 年 ,应 Frederick 大 帝 召 见 , 他 去 了 柏林 ,并 在 那里 一 直 留 到 
1766 年 . 在 这 期 间 , 他 给 普鲁士 王 的 侄女 Anhalt-Dessau 公主 授 
CR. 这 些 讲述 数学 RX ,物理 .哲学 及 宗教 等 不 同学 科 的 课程 ， 
后 来 以 《给 一 位 德国 公主 的 信 》( Letters to a German Princess) H 
名 发 表 , 至 今 读 起 来 仍然 引起 乐趣 . Euler 还 应 Frederick 大 帝 的 
要 求 研究 了 保险 问题 和 运河 与 水 工 问 题 . 在 这 25 年 里 Euler 即 
使 身 在 柏林 , 却 仍 给 圣彼得堡 科学 院 写 了 上 百 篇 文章 ,并 对 那里 
的 事务 提出 意见 . 
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1766 年 , Euler 虽 则 怕 俄 国 严寒 的 气候 会 影响 微 畔 的 视力 (他 
于 1735 年 一 眼 失明 ) , 却 仍然 应 Catherine 女王 的 邀请 去 俄国 . K 
际 上 回 俄国 后 不 久 ,他 就 双 目 失明 了 ,因而 他 生活 的 最 后 17 年 是 
在 全 育 中 度 过 的 . 尽管 如 此 ,他 在 这 些 年 的 成 果 并 不 亚 于 以 前 . 
Euler 有 惊人 的 记忆 力 ,他 能 背 出 三 角 和 分 析 的 公式 和 前 一 百 个 
质数 的 前 六 次 才 , 至 于 背诵 无 数 的 诗句 和 全 本 《 伊 尼 衣 德 》 
GEneid) ,更 是 不 在 话 下 , 他 的 记忆 力 好 得 少见 ,以 至 对 那些 有 才 
能 的 数学 家 在 纸 上 做 起 来 也 很 困难 的 计算 ,他 却 能 心算 出 来 . 

Euler 在 数学 著作 方面 惊人 地 多 产 . 他 研究 的 主要 数学 领域 
古 微 积分 .微分 方程 .曲线 曲面 的 解析 几何 与 微分 几何 数论、 级 数 
及 变 分 法 . 他 将 数学 用 到 整个 物理 领域 中 去 . 他 创立 了 分 析 力 学 
(作为 老 的 几何 力学 的 对 立 面 ) 及 刚体 力学 学 科 . 他 计算 了 行星 轨 
道中 的 天 体 的 摄 动 影响 以 及 阻尼 介质 中 的 弹道 . 他 的 潮汐 理论 和 
船舶 航行 与 设计 方面 的 工作 有 助 于 航海 . 在 这 个 领域 中 ,他 的 《 航 
WELSH) (Scientia Navalis，1749) 与 《船舶 制造 和 结构 全 论 》 
(Théorie compléte de la construction et de la manœuvre de vais- 
seaux, 1773) RENAE. 他 研究 了 梁 的 弯曲 ,并 计算 了 柱 的 安 
全 载荷 . 在 声学 中 ,他 研究 了 声 的 传播 和 音乐 的 各 谐 与 不 和 谐 . 他 
的 三 卷 光学 仪器 方面 的 著作 对 望远镜 和 显微镜 的 设计 作出 了 贡 
献 . 他 是 第 一 个 解析 地 处 理光 的 振动 的 人 ,并 在 考虑 了 光 对 以 太 的 
弹性 和 密度 的 依赖 后 ,推演 了 运动 方程 ;他 还 得 到 了 许多 光 的 反射 
和 色散 方面 的 结果 . 在 光学 方面 ,他 是 18 世纪 唯一 的 赞成 波动 说 
反对 微粒 说 的 物理 学 家 . 理想 流体 运动 的 基本 微分 方程 也 是 他 得 
到 的 ;他 还 将 其 应 用 于 人 体 血 液 的 流动 . 在 热学 方面 ,他 (与 Daniel 
Bernoulli) 把 热 看 做 分 子 振动 ,他 的 《 论 火 》(Essay on Fire, 1738) 
获得 了 奖金 . 他 对 化 学 .地 质 学 ,制图 学 也 有 兴趣 ,他 还 画 了 一 张 俄 
国 地 图 . 人 们 说 :应 用 是 Euler 研究 数学 的 原因 ,然而 , 毫 无 疑问 ， 
他 对 两 者 都 很 爱好 . 
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Euler 写 了 力学 .代数 .数学 分 析 ,解析 几何 与 微分 几何 、 变 分 
法 等 方面 的 课本 ,这 些 教材 在 后 来 一 百年 甚至 更 长 的 时 间 内 都 是 
标准 的 著作 . 其 中 与 我 们 本 章 有 关 的 是 :两 卷 4 无 穷 小 分 析 引 论 》 
(Introductio in Analysin Infinitorum ，1748) 一 第 一 本 沟通 微 
积分 与 初等 分 析 的 介绍 ;内 容 更 广泛 的 《微分 学 原理 》( Institu- 
tiones Calculi Differentialis, 1755) ; — 4$ GAY ^E [ER FB) ( Institu- 
tiones Calculi Integralis,1768 一 1770), 这 些 都 是 里 程 碑 式 的 著 
作 . 所 有 Euler 的 书 都 包含 某 些 有 高 度 开创 性 的 东西 . 正如 我 们 看 
到 的 ,他 的 力学 是 基于 分 析 方法 而 不 是 几何 方法 . 他 作出 了 变 分 法 
的 第 一 个 重要 处 理 . 除 课本 之 外 ,在 一 生 中 的 大 部 分 年 代 里 ,Euler 
都 以 每 年 约 800 页 左右 的 速率 发 表 高 质量 的 独创 性 的 研究 文章 . 
这 些 文章 的 质量 可 由 下 面 的 事实 来 判断 , 那 就 是 这 些 文章 所 得 的 
奖金 几乎 成 了 他 的 固定 收入 . 他 的 某 些 书 和 400 篇 研究 文章 是 在 
他 已 完全 失明 后 写 的 . 他 的 著作 集 的 现代 版 如 果 全 部 出 完 将 有 
74 卷 . 

Euler 同 他 以 前 的 Descartes, Newton 及 他 以 后 的 Cauchy 不 
问 , 他 并 没有 开辟 新 的 数学 分 支 . 但 没有 一 个 人 像 他 那样 多 产 , 像 
他 那样 巧妙 地 把 握 数学 ;也 没有 一 个 人 能 收集 和 利用 代数 .几何 、 
分 析 的 手段 去 产生 那么 多 令 人 钦佩 的 结果 . 他 是 顶 嘱 啤 的 方法 发 
明 家 ,又 是 一 个 熟练 的 巨匠 . 人 们 可 以 在 数学 的 所 有 分 支 中 找到 他 
的 名 字 : 其 中 有 Euler AR Euler € X Euler 常数 、Euler 积分 
和 Euler £X. 

有 人 会 猜想 ,这 样 大 的 活动 量 可 能 是 牺牲 了 所 有 其 他 兴 
而 实现 的 . 其 实 不 然 , Euler 结 了 婚 , 并 且 是 13 个 孩子 的 父亲 ,他 
经 常 关心 他 的 家 庭 及 其 福利 ,他 教育 儿孙 们 ,给 他 们 做 科学 游 
戏 , 念 圣经 给 他 们 听 ,一 起 消磨 黄昏 . 他 还 喜欢 在 哲学 问题 上 表 
EB GL ,但 在 这 里 ,他 却 显得 很 软弱 ,为 此 ,他 常常 受到 Voltaire 
责备 . 有 一 天 他 被 迫 坦白 承认 他 从 未 研究 过 任何 哲学 ,并 且 后 悔 
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他 -- 直 相信 可 以 不 学 而 了 解 它 . 但 是 Euler 争论 哲学 的 精神 仍 不 
衰减 ,他 持续 地 致力 于 它们 . 他 甚至 欣赏 从 Voltaire 那儿 招来 的 
尖 刻 批评 . 

由 于 他 的 高 沿 品 质 , Euler 说 得 了 广 沁 的 尊敬 ,从 而 他 在 晚年 
能 把 那 时 欧洲 所 有 的 数学 家 都 当 作 他 的 学 生 . 1783 年 9 月 7 日 在 
讨论 了 他 那个 时 代 人 们 的 主要 话题 :Montgolfier 兄弟 事件 由 和 天 
土星 的 发 现 之 后 ,就 像 J. A. N. C. de Condorcet 的 名 言说 的 那样 ， 
“他 停止 了 计算 ,也 停止 了 生命 .” 


2. 函数 概念 

正如 前 面 已 看 到 的 ,在 17 世纪 已 经 引入 并 使 用 了 函数 的 概念 
及 简单 的 代数 函数 与 超越 函数 . 当 Leibniz, James 和 John Ber- 
noulli, L’ Hospital, Huygens 及 Pierre Varignon(1654—1722) 处 
理 单 摆 运 动 TR] XE Pm I) BR IT TEE A, WREED ERR LAE BA 
方位 的 运动 ( 斜 驶 线 ) HR SPAR . 光 在 反射 与 折射 中 
出 现 的 焦 散 曲线 以 及 -- 条 曲线 在 另 一 条 曲线 上 滚动 时 的 路 径 等 问 
题 的 时 候 , 已 经 不 仅 使 用 了 已 知 的 函数 ,而 且 使 初等 国 数 达 到 相当 
复 条 的 形式 . 这 些 研究 和 微 积 分 的 -…- 般 工作 的 结果 是 :初等 函数 被 
充分 地 认识 了 ,并 实际 已 将 它们 发 展 成 为 我 们 今天 所 见 到 的 样子 . 
例如 :对 数 函 数 , 它 起 源 于 几何 级 数 与 算术 级 数 的 项 与 项 之 间 的 美 
系 , 而 在 17 世纪 被 当 作 求 VY 十 z) 的 积分 所 得 的 级 数 (第 17 章 
第 2 节 ), 这 时 它 就 在 新 的 基础 上 被 引入 了 . Wallis, Newton, 
Leibniz 与 John Bernoulli 对 指数 函数 的 研究 表明 ,对 数 函数 是 性 
质 相对 简单 的 指数 函数 的 反 国 数 . 1742 年 William Jones(1675— 
1749) 给 出 了 这 种 样子 的 关于 对 数 函 数 的 系统 介绍 (第 13 章 第 2 
节 ). Euler 在 《 引 论 》 一 书 中 定义 这 两 个 函数 为 


D Montgolfier 两 兄弟 在 1783 年 第 一 次 成 功 地 乘 上 充满 热气 的 气球 上 了 天 . 
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三 角 函 数 的 数学 也 系统 化 了 . Newton 和 Leibniz 给 出 了 这 些 
芳 数 的 级 数 展开 式 . 两 个 角 的 和 与 差 的 三 角 国 数 sin(x + y), 
sinGz — y), … 的 公式 的 发 展 应 归功 于 一 批 人 ,其 中 有 John Ber- 
noulli 与 Thomas Fantet de Lagny(1660 一 1734)，de Lagny 1703 
年 在 巴黎 科学 院 《 记 要 》 上 写 了 一 篇 这 个 题目 的 文章 . 此 后 
Frédéric-Christian Mayer( 生 卒 日 期 不 明 ), 圣 彼得 保科 学 院 的 第 
一 批 成 员 , 在 和 差 公式 的 基础 上 推导 了 解析 三 角 的 一 般 恒等式 由. 
最 后 ,Euler 于 1748 年 在 关于 木星 和 士 星 运动 中 的 不 等 式 的 一 篇 
得 奖 文章 中 给 出 了 三 角 函 数 的 一 个 十 分 系统 的 处 理 @. 在 Euler 
1748 年 的 《 引 论 》 中 已 经 搞 清 了 三 角 函 数 的 周期 性 ,并 引入 了 角 的 
3n REO, 

MESAM KORRA [Va — x dz 给 出 ,而 双 曲 线 下 的 


面积 由 |Vx 一 a dz 给 出 时 , 双 曲 函数 的 研究 便 开始 了 . 由 于 两 者 


相差 一 个 符号 ,并 且 圆 弧 下 面 的 面积 可 用 三 角 疯 数 表示 ( 令 z = 
asin 6 ) , fi MAHAR P B RR SOW AB AK, BE — f eR T 
与 对 数 函 数 之 问 就 应 该 存在 一 个 含有 虚数 的 关系 . 这 个 想法 被 许 
多 人 发 展 了 ( 见 第 3 节 ). 最 后 ,J. H. Lambert 4 (fidt psg T xxdi 
ARO. 

John Bernoulli 已 将 函数 概念 公式 化 . Euler 在 他 的 《 引 论 》 的 
一 开头 , 就 把 函数 定义 为 由 一 个 变量 与 一 些 常 量 ,通过 任何 方式 形 
成 的 解析 表达 式 , 他 概括 了 多 项 式 、 窜 级 数 、 对 数 表达 式 与 三 角 表 


Comm. Acad. Sci. Petrop. , 2,1727, 

Opera, (2),25,45—157. 

Opera, (1).9,217~239 ,305~ 307. 

Hist, de U Acad. de Berlin, 24, 1768, 327 ~ 354, pub. 1770 = Opera 
Math. , 2,245~269, 


eee 
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达 式 . 他 还 定义 了 多 元 函数 . 随 着 就 有 代数 函数 的 概念 ,在 代数 函 
数 中 只 有 自 变 量 间 的 代数 运算 ,而 代数 运算 又 可 分 为 两 类 :只 包含 
四 则 运算 的 有 理 运算 与 还 包括 开 根 的 无 理 运算 . 他 又 引入 了 超越 
函数 , 即 三 角 函 数 、. 对 数 函 数 .指数 函数 .变量 的 无 理 数 次 宕 函数 及 
某 些 用 积分 表达 的 函数 . 

Euler 写 道 ,函数 间 的 原则 区 别 在 于 组 成 这 些 函 数 的 变量 与 
常量 的 组 合法 不 同 . 他 补充 道 ,例如 超越 函数 与 代数 函数 的 区 别 在 
于 前 者 重复 后 者 的 那些 运算 无 限 多 次 ;也 就 是 说 ,超越 函数 可 用 无 
穷 级 数 给 出 . Euler 和 与 他 同时 代 的 人 们 都 不 认为 有 必要 去 考虑 
无 穷尽 地 应 用 四 则 运算 而 得 到 的 表达 式 是 否 有 效 的 问题 . 

Euler 区 分 了 显 函 数 与 隐 函 数 , 单 值 函 数 与 多 值 函 数 ,把 多 值 
函数 当成 两 个 变量 的 高 阶 方程 的 根 ,这 高 阶 方程 的 系数 是 一 个 变 
量 的 函数 . 这 里 ,他 说 ,如 果 一 个 函数 是 实 变量 的 实 值 函数 (例如 
v 万 ,其 中 己 是 一 个 单 值 函 数 ), 则 它 大 都 能 包括 在 单 值 函 数 中 . 从 
这 些 定义 (它们 不 免 有 矛盾 ) Euler 转向 有 理 整 函数 或 多 项 式 . Eu- 
ler 断 言 这 样 的 实 系数 函数 能 分 解 为 一 阶 或 二 阶 实 系 数 因子 的 积 
( 见 第 4 节 与 第 25 章 第 2 45). 

至 于 连续 函数 ,Euler f£ Leibniz 及 18 世纪 的 其 他 作者 一 样 ， 
把 它 当 作 由 解析 式 规定 的 函数 ,他 的 "连续 "一 词 ,实际 上 是 我 们 所 
说 的 “解析 ”( 除 个 别 的 如 y = 1/z 的 不 连续 点 之 外 )@. 他 还 认识 
到 了 其 他 的 函数 ,代表 这 些 函 数 的 曲线 被 称 为 "无 意识 的 ?或 “随意 
画 的 ”. 

Euler 的 《 引 论 》 是 第 一 部 首先 突出 函数 概念 并 把 它 作 为 该 书 
二 卷 内 容 的 基础 的 著作 . 这 本 书 的 某 些 精神 可 以 从 Euler $F A 
数 的 寡 级 数 展开 的 一 些 评论 中 收集 到 @. 他 断言 任何 函数 都 能 ; 


(D 在 他 的 《 引 论 》 二 卷 第 1 rp, Euler 引入 了 * 不 连续 "或 混合 函数 , 它 是 指 在 不 
间 定 义 域 ,函数 需要 不 同 的 解析 表达 式 . 但 是 这 概念 在 此 著作 中 没有 起 作用 . 
@ Opera, (1),8,Chap. 4, p 74. 
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样 展 开 , 但 义 说 :“ 如 果 谁 怀疑 每 个 函数 都 能 这 样 展 开 , 那 么 这 个 怀 
疑 就 将 被 实际 展开 了 的 函数 所 排除 . 然而 ,为 了 使 现在 的 研究 能 
广 到 最 广泛 的 可 能 的 领域 , 除 = 的 正 整数 宕 外 ,应 人 允许 包含 任意 指 
数 的 项 , 于 是 无 可 争辩 的 是 每 一 个 函数 都 能 展开 成 Az" 十 Be? 十 
Ce? + Dz? 十 … WER, Rh a, B, y, ô, … 可 以 是 任何 数 . "Euler 
按照 他 自己 和 所 有 他 问 时 代 人 的 经 验 坚 信 所 有 函数 都 能 展 成 级 
TX. 而 事实 上 ,在 那 时 ,所 有 用 解析 表达 式 给 出 的 函数 的 确 都 可 以 

昌 然 ,在 弦 振 动 问题 ( 见 第 22 章 ) 中 发 生 了 关于 函数 概念 的 争 
i£ ,并 促使 Euler 去 推广 自己 关于 什么 是 函数 的 概念 ;然而 IS f 
纪 占 统治 地 位 的 函数 概念 仍然 是 : 国 数 是 由 一 个 解析 表达 式 ( 有 限 
的 或 无 限 的 ) 所 给 出 的 . 例如 , Lagrange 在 他 的 《解析 函数 论 》 
(Théorie des fouctions analytigues，1797) 一 书 中 把 一 元 或 多 元 
负数 定义 为 自 变量 在 其 中 可 以 按 任 何 形式 出 现 并 对 计算 有 用 的 表 
AR. 在 《函数 计算 教程 》(Lecons sur le calcul des fonctions, 
1806) 中 ,他 说 :函数 代表 着 要 得 到 未 知 量 的 值 而 对 已 知 量 必须 要 
完成 的 那些 不 同 运 算 , 未 知 量 的 值 本 质 上 只 是 计算 的 最 终结 果 . 换 
句 话说 ,函数 是 运算 的 一 个 组 合 . 
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对 于 即使 稍微 复杂 一 些 的 代数 函数 和 超越 函数 ,基本 的 积分 
法 一 一 这 个 方法 是 Newton 引入 的 一 一 还 是 把 函数 表 成 级 数 ,再 
逐 项 积分 . 数学 家 们 逐步 将 积分 技巧 从 一 种 有 限 的 形式 发 展 到 另 
一 种 有 限 的 形式 . 

在 18 世纪 积分 概念 的 使 用 是 受 限 止 的 . Newton 利用 了 导数 
与 反 导 数 一 - 不 定 积分 ,而 Leibniz 则 强调 微分 与 微分 和 . John 
Bernoulli 大 概 是 追随 Leibniz 的 ,把 积分 当 作 微分 的 逆 来 处 理 ,这 
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样 ,如 dy = f(x)dx , 则 yy = f(x) . 那 就 是 说 ,Newton 的 反 导 数 
被 选 为 积分 ,但 微分 却 用 来 代替 Newton 的 导数 . 按 Bernoulli 的 
意思 ,积分 计算 的 目的 是 从 给 定 变 量 的 微分 之 间 的 关系 中 找 出 变 
MEG [AMR A. Euler 强调 导数 是 消失 的 微分 之 比 ,并 说 积分 
所 关心 的 是 找 出 函数 本 身 . 只 是 为 了 求 积 分 的 近似 值 ,他 才 用 和 的 
概念 . 事实 上 ,18 世纪 的 所 有 数学 家 ,部 把 积分 当 作 导数 或 微分 
dy P8335. 他 们 从 来 不 问 一 个 积分 的 存在 性 ,当然 在 18 世纪 所 作 的 
大 部 分 应 用 问题 中 ,积分 都 能 明确 地 求 出 来 ,因而 也 就 不 发 生 积分 
存在 与 否 的 问题 ， 

有 几 个 积分 技术 发 展 的 例子 是 值得 注意 的 . 为 了 计算 积分 

[E 

John Bernoulli 3 4E 4r ER OD 
dr 
2at ' 
而 这 就 立即 积 出 一 个 对 数 函 数 来 了 . John Bernoulli f£ 1702 年 注 
意 到 ,并 在 该 年 的 科学 院 《 记 要 》 上 发 表 了 以 下 事实 @; 


t =a 


就 把 积分 化 为 如 下 形式 : 


Poe ~ stc 
从 而 立即 可 把 积分 求 出 , 这 样 ,就 引入 了 部 分 分 式 的 方法 . Leib- 
niz 也 独立 地 发 现 了 这 一 方法 ,并 将 它 载 入 1702 年 的 《教师 学 
RIO. 
在 John Bernoulli 和 Leibniz 的 通信 中 ,部 分 分 式 法 还 不 用 来 求 


积分 


(D Acta Erud. , 1699 = Opera , 2,868~870, 
®© Opera, 1,393 400. 
(D Math. Schriften, 5,350— 366, 
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| dx 
ax Hbr tec 
(AE, AN ax? 十 br 十 c 的 一 次 因子 可 能 是 复 的 ,部 分 分 式 法 就 导 
致 下 面 这 种 形式 的 积分 F 
{= +d?’ 


其 中 以 至 少 是 复数 , 然而 Bernoulli 和 Leibniz 都 仍然 用 对 数 法 
则 来 积分 ,因而 不 免 涉及 复数 的 对 数 . 他 们 既 不 顾 鼠 当时 复数 
的 混乱 ,也 毫 不 犹 耶 地 这 样 作 积分 . Leibniz 说 复数 的 出 现 是 无 

John Bernoulli 反复 地 运用 这 些 方法 . 在 1702 年 发 表 的 一 篇 
文章 中 四 ,他 指出 :正如 用 替换 > = 65(1 一 1)/(1 十 1) YE adz/( 一 
z) 变 成 adi/25t 那样 ,用 替换 z 二 V 一 16(1 一 1)/(1 十 1) 将 微分 


dz 
bes 


变 成 
— dt 


Vv — 12ht ' 

而 后 者 是 一 个 虚数 的 对 数 的 微分 . 因为 原 积 分 也 可 以 导出 函数 
arctan, 所 以 Bernoulli BLE vr. T — ff we BOR Be RS KR. 

可 是 ,这 些 结果 很 快 引 起 了 关于 负数 的 对 数 和 复数 的 对 数 性 
质 的 活跃 的 讨论 . Leibniz 于 1712 年 的 文章 @, 以 及 在 1712—1713 
年 间 他 与 John Bernoulli 的 通信 中 都 断言 负数 的 对 数 是 不 存在 的 
《他 说 是 虚构 的 ) ,而 Bernoulli 则 想法 证 明 它 们 必定 是 实 的 . Leib- 
niz 的 论点 是 : 正 对 数 是 用 于 大 于 1 的 数 ,而 负 对 数 用 于 0 到 1 之 
间 的 数 . 因此 ,不 可 能 有 负数 的 对 数 . 此 外 ,假如 一 1 有 一 个 对 数 ， 
那么 /一 1 的 对 数 就 是 它 的 一 半 ; 而 v 一 1 肯定 是 没有 对 数 的 . Leib- 


(D Mem, del’ Acad. des Sci. , Paris, 1702,289 ff. = Opera , 1,393~400, 
@ Acta Erud. , 1712, 167 ~ 169 = Math. Schriften, 5,387389. 
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niz 在 积分 中 已 引出 复数 的 对 数 后 仍 要 这 样 论 证 真是 很 令 人 费解 
IJ. Bernoulli 争论 说 :因为 
, «cade 
所 以 log(— x) = log x ; X IN A log 1 = 0 ,所 以 log(— 1) = 0. 
Leibniz I S 3i: d(log.r) = daa 只 对 正 的 xz 成 立 .在 1727 一 1731 
年 间 ,Euler 与 John Bernoulli 在 第 二 轮 通 信 中 发 生 了 争论 . Ber- 
noulli 坚持 他 的 见解 ,而 Euler 不 同意 这 个 见解 , 虽 则 当时 Euler 
并 未 坚持 自己 的 意见 . 

由 于 一 些 有 关 的 今天 还 很 有 意义 的 进展 ,又 因为 导出 了 指数 
商 数 和 三 角 哨 数 的 关系 ,使 最 后 搞 清 什 么 是 复数 的 对 数 成 为 可 能 . 
1714 年 Roger Cotes(1682 一 1716) 发 表 了 一 个 复数 的 定理 名 ,用 现 
在 的 记号 来 表示 ,这 个 定理 说 的 是 
(2) V—1$= log.(cos $ +v Tsin $). 

1740 年 10 H 18 H Euler 在 一 封 给 John Bernoulli 的 信 中 说 
y = Zcos x Aly = e 十 ev 都 是 同一 个 微分 方程 的 解 (这 是 
他 由 级 数 解 而 认识 到 的 ) ,因此 它们 应 相等 ,1743 年 他 又 发 表 了 @ 
这 个 结果 , 即 


(3) eb a eV el oes 
3 COS s = , sins = e 
2 2/— 


在 1748 年 他 重新 发 现 了 Cotes 的 结果 (2)， tdg. 
正当 这 个 发 展 出 现 的 时 候 ,Abraham de Moivre(1667—1754) 
由 于 撤销 了 保护 卡尔 文教 徒 的 南 兹 救 令 而 离开 法 国 住 到 伦敦 ,这 
时 他 至 少 内 应 地 得 到 了 现在 以 他 命名 的 公式 . 在 1722 年 的 一 篇 笔 
记 中 ,de Moivre 利用 了 1707 年 @ 已 发 表 过 的 结果 ,他 说 ,代表 比 
为 1 :的 两 个 角 的 正 矢 ( Vers a = 1 — cosa ) 的 x 与 1 之 间 的 关 


(D Phil. Trans., 29,1714,5-—45, 
© Miscellanea Berolinensia , 7,1743, 172 ~ 192 = Opera, (1),14,138~155, 
@ Phil, Trans. 25,1707 ,2368~ 2371. 
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系 可 由 以 下 两 方程 消去 = 得 到 7， 

]~22" + 2" =— 22"t 
E ]1—2z cz ——2zr, 
在 这 个 结果 中 隐 含 着 de Moivre 公式 ,因为 如 令 工 一 1 一 cosg, t= 
1 — cos n$ ,就 可 导出 
(4) (cos $+/— Isin $)" = cos n$ +/— Isin nê. 
Xf de Moivre 来 说 ,n B--hAT SN BM. 实际 上 ,他 从 未 明显 地 
写 出 最 终结 果 ; 最 终 的 公式 是 Euler SHAMS, Euler 还 把 此 公式 
推广 到 任意 实数 n. 

1747 年 前 后 ,Euler 对 指数 函数 .对 数 函 数 和 三 角 函 数 之 间 的 
联系 已 有 了 充分 的 经 验 , 足 以 得 到 有 关 复 数 的 对 数 的 正确 结论 . 
1749 年 ,在 题 为 《 论 Leibniz 先生 与 Bernoulli 先生 关于 负数 和 虚 
数 的 对 数 之 争论 )@ 一 文中 , Euler 不 同意 Leibniz MR Bi 36 4 
(Leibniz 的 论点 是 d(log x) = daz 只 对 正 的 x 成 立 ). 他 说 ,如 果 
Leibniz 的 异议 正确 ,就 会 扰乱 全 部 分 析 的 基础 , 即 规则 和 运算 的 
应 用 可 以 不 管 应 用 的 对 象 性 质 如 何 . 他 断言 d(log z) = dx/z 对 一 
切 正 数 和 负数 z 部 正 确 ,但 补充 说 : Bernoulli 忘记 了 从 前 面 的 式 
(1) 就 可 以 导出 log( 一 +z) 和 log z 只 差 一 个 常数 . 这 个 常数 必须 是 
log( 一 1), 因 为 log( 一 +z) 一 log( 一 1. xx) 一 1og( 一 1) 十 logz .因此 ， 
Euler 说 :Bernoulli 实际 上 假设 了 log(— 1) = 0 ,但 这 是 需要 证 明 
的 . Bernoulli 还 作 了 男 一 个 论证 ,对 此 Euler 也 作 了 回答 . 例如 
Bernoulli 论证 道 ; 因 为 (一 a)? = a^ ,所 以 log(— a)? = log , 因 
而 2log( 一 a) = 2log a 或 log( 一 a) = log a . Euler 反驳 说 ,因为 
(av— 1) — a*, lll loga = logla/—1) = ljoga 十 logv 一 工 ,所 以 
在 这 种 情况 下 ,可 推 知 logv 一 1 应 为 0. 但 Euler 说 Bernoulli 本 人 


中 ”此 处 还 应 要 求 | = | = 1. 一 一 译 者 注 
© Introductio, Chap. 8. 
@ Hist. del’ Acad. de Berlin ,5,1749,139—179 pub. 1751 Opera, (1),17,195~ 232, 
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曾经 在 男 一 个 场合 证 明了 logv 一 1 =y 1x72. 
Leibniz 曾 这 样 论证 道 :因为 


(5) log(i+ x) = r= har? Hr = rt Ho 


则 ,对 工 一 一 2 


log( 一 1) = 一 2 一 字 一 他 一 … 


由 此 可 见 ,log (一 1) 至 少 不 是 0( 事 实 上 ,Leibniz 曾经 说 过 : 
log (一 1) 不 存在 ). Euler 对 这 个 论证 的 回 管 是 : 


和 
Wx = 3 ,可 得 
—-L-4434942 ec 
而 对 1, 可 得 
>=] 11 一 1 十 … 


因此 ,将 两 式 的 左右 两 边 分 别 相 加 得 
0 一 2 十 2 十 10 十 26 十 … 
由 此 ,Euler 说 :由 级 数 得 来 的 论证 不 证 明 任 何 东西 . 
在 反驳 了 Leibniz 和 Bernoulli 之 后 ,Euler 给 出 了 一 个 按 现 在 
的 标准 看 来 是 错误 的 论证 . 他 写 道 
r=e=(1+4), 
其 中 i 是 一 个 无 穷 大 的 数 了 . 则 
xb = 1 十 之 ， 


因此 | 
y= d(x-—1) 


(D d£ Euler 的 早期 著作 中 ,用 infinitus 的 第 一 字母 i 表示 一 个 无 穷 大 的 量 ,1777 
年 后 fi Ria fe v 一 1， 
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[29 x 是“ 无穷大 次 根 ”, 它 有 无 穷 多 个 复 值 ,所 以 y 也 有 这 些 
值 ,而 因 y = log x ,所 以 ljogz 也 有 无 穷 多 个 值 . 这 里 Euler 事实 


ESHO 
x =a+by— l = c(cos$ +y — lsin $). 
A 


Fese, 他 得 到 

x = e (cos $ +i sing) = ee Nan, 
内 而 
(6) y — log x = C+ ($+ 2an)V—-T, 
iir A 是正 整数 或 零 . 这 样 , Euler 断言 :对 于 正 实数 而 言 ,对 数 只 
有 一 个 实 值 ,其 余 都 是 虚 值 ;但 对 于 负 实 数 或 虚数 而 言 ,对 数 的 一 
切 值 都 是 虚 的 . 尽管 Euler 对 这 问题 有 成 功 的 解答 ,但 他 的 工作 却 
并 未 被 人 们 接受 . D'Alembert 提出 了 形而上学 的 .解析 的 .几何 的 
论点 去 证 明 log( 一 1) = 0. 


4.% WR 

John Bernoulli 在 成 功 地 用 部 分 分 式 法 积 出 某 些 有 理 函 数 后 ， 
在 1702 年 的 《教师 学 报 》 上 断言 ,任何 有 理 函数 的 积分 无 需 包 含 除 
三 角 函 数 与 对 数 函 数 以 外 的 任何 其 他 超越 函数 . 因为 有 理 函 数 的 
分 母 可 以 是 + 的 一 个 n 次 多 项 式 , 所 以 Bernoulli 的 断言 的 正确 性 
就 依赖 于 能 否 将 任何 一 个 实 系 数 多 项 式 表示 成 实 系数 的 一 阶 或 二 
阶 央 子 的 乘积 . Leibniz 在 1702 年 的 《教师 学 报 》 上 的 文章 中 以 x 
+a 为 例 ,认为 这 是 不 可 能 的 . 他 指出 

zal = (a — aV — T) Ge Hah — 1) 

= (z+ayv Y) Grm a — V) Geb a T) 


X (r— av —/ — 1), 


b 
D ato VTJ- JER (TV I apap ceo $ti sing), 
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他 又 说 :这 四 个 因子 中 的 任意 两 个 的 乘积 都 不 能 给 出 一 个 实 系 数 
的 二 次 因子 . 假如 他 能 将 /一 1 和 一 v 一 1 的 平方 根 表 示 成 通常 的 复 
数 ,他 就 会 看 出 他 的 错误 所 在 . Nicholas Bernoulli (1687—1759) 
(James Bernoulli 和 John Bernoulli WIE JL) E 1719 年 的 《教师 学 
报 》 上 指出 
r ta sld dz y-—2a x! =(a@t2 caxr/2)(a! +2 -ax42), 
所 以 函数 1/(2* + a* ) BERI = B pA A ee ROR A. 

人 们 也 考虑 了 无 理 函 数 的 积分 . James Bernoulli 和 Leibniz 
在 这 方面 曾 通 过 信 , 因 为 他 们 经 常 遇 到 这 种 被 积 了 图 数 . 1694 年 
James Bernoulli 关心 弹性 问题 由, 即 受 力 细 杆 (例如 在 端点 受 力 ) 
所 具有 的 形状 问题 , 对 一 组 端点 条 件 , Bernoulli 发 现 曲线 的 方程 


d PX 
(2° + ab)dr . 


Va! — (a! + ab) 
他 不 能 用 初等 函数 来 求 这 个 积分 . 联系 到 这 项 工作 ,他 引入 了 双 纽 
线 , 其 直角 坐标 方程 是 (让 十 站 二 a (ey) ,其 极 坐标 方程 是 
5^ = a'cos 20. James Bernoulli 想 求 出 其 弧 长 . 从 双 纽 线 的 顶点 到 
曲线 上 任 一 点 的 弧 长 由 下 式 给 
s= i a dr, 
oai —F 

James Bernoulli 猜测 这 也 不 能 用 初等 函数 积 出 来 . 

在 17 世纪 ,企图 求 出 椭 贺 的 弧 长 ( 它 对 天 文学 是 很 重要 的 )， 
就 导致 计算 积分 


dy = 


s= af (1 — Er )dt 
oW OSOASE 


这 里 取 椭 圆 方程 为 


(D Acta Erud. , 1694, 262 ~ 276 = Opera , 2,576 — 600. 
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被 积 函数 中 & = (a? — 8’ )/a?, t= x/ a. 求 单 摆 的 周期 问题 导致 求 
积分 


Te — d 
r= Vs) ei 
这 种 无 理 被 积 函 数 还 在 求 双 曲线 .三角 函 数 等 曲线 的 弧 长 时 出 现 
这 些 积分 约 在 1700 年 就 已 经 闻名 了 ,还 有 其 他 包含 这 种 被 积 函数 
的 积分 在 整个 18 世纪 中 都 经 党 出 现 . 例如 Euler 在 他 1744 年 关 
于 变 分 法 一 书 的 附录 里 在 有 关 弹 性 的 权威 性 处 理 中 得 到 

(a +Pr + yx* )dx 
TUB BON TK (7 Ub OR ELR REN. Euler 像 他 的 前 华 那 样 用 
级 数 的 手段 来 得 到 物理 的 结果 . 

由 上 面 那些 例子 所 组 成 的 一 类 积分 叫 精 圆 积分 ,得 名 于 求 本 
BAITS. 18 世纪 的 人 们 还 不 知道 这 个 积分 类 ,何况 这 种 积分 都 
不 能 用 代数 函数 . 圆 函 数 .对 数 函 数 和 指数 函数 积 出 来 0. 

关于 椭圆 积分 的 最 初 的 研究 不 是 大 量 地 针对 积分 求 值 , 而 是 
针对 着 把 更 复杂 的 一 些 椭 加 积分 简化 为 在 椭 贺 和 双 曲 线 求 弧 长 中 
出 现 的 那些 积分 . 其 方法 的 根据 出 自 当时 占 统治 地 位 的 几何 观点 ， 
即 认为 表示 椭 贺 和 双 曲线 弧 长 的 那些 积分 似乎 是 最 简单 的 . 由 于 
看 出 了 微分 方程 
(7) f(x)dx =+ f(y)dy 
(这 里 | 7(z)dz 是 一 个 对 数 函数 或 反 三 角 函 数 ) 有 一 个 积分 解 是 


xg, y 的 代数 函数 ,这 就 展现 了 一 个 新 的 观点 , 即 尽管 不 能 找到 
jz)dz 本 身 的 代数 的 积分 解 ,但 却 能 找到 两 个 这 样 的 微分 的 和 或 
差 的 代数 积分 解 . John Bernoulli 提出 了 这 样 一 个 问题 :除了 对 数 
和 肥 三 角 涵 数 的 积分 之 外 ,其 他 的 积分 是 否 就 不 能 保持 这 个 性 质 


dy = 


(D Liouville 证 明了 这 一 点 (Jour. de l'Ecole Poly. , 14,1833,124~193), 
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TED? 他 在 1698 年 发 现 了 一 个 偶然 得 到 的 然而 却 是 最 漂亮 的 
结果 , 那 就 是 立方 抛物 线 (y = co ) 的 二 段 绝 的 差 是 可 积 的 . 然后 ， 
他 提出 求 一 些 高 阶 抛物 线 .椭圆 和 双 曲 线 弧 长 的 更 一 般 的 问题 ,其 
中 曲线 弧 的 和 或 差 等 于 一 个 直线 量 , 他 还 断言 形 如 a*y* = eut, 
Mm 十 p 二 1 十 9 的 抛物 线 就 是 这 样 的 曲线 ,把 它们 相 加 或 相 减 就 等 
于 一 条 直线 . 但 是 他 没有 给 出 证 明 ， : 

业余 数学 家 Giulio Carlo de’ Toschi di Fagnano ( 1682— 
1766) SA 1714 年 开始 研究 这 个 问题 马 . 他 考虑 曲线 

y = (2/m +2) 7a"? (m 为 有 理 数 ). 
对 这 样 的 曲线 倒 不 如 直接 去 证 明 ( 见 图 19. 1) 
3 TTD = arc PP, — (P,R, — PR), 

其 中 xo, oi TALE P 55 P, 的 横 坐 标 , PR 和 PiR, 分 别 是 P, P, 
点 处 曲线 的 切线 . 同样 


m 人 dz 
——5| ———c = are QQ; (QS — QS). 
m+ 2 Za y 1+ (z/a)"* l DE 


(Q Acta Erud, , Oct. 1698,462 ff. = Operu , 1,249~ 253. 
© Giornale dei Letterati d' Italia, Vols. 19 ff. 
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因此 ,如 x 和 x 之 间 有 关系 : 


(8) dz dz —)0 
Jl-(zx/a) Vl-í(z/a)" 


则 两 个 定 积分 的 差 应 为 0, 这 就 有 
(9) arc QQ, 一 arc PP, = (QS, — QS) — (PR — PR). 
4m = 4 时 (8) 的 解 是 


(10) Ž.Ž =], 
a a 


所 以 对 m = 4 ,在 曲线 y—2/3a^ 上 ,端点 的 横 坐 标 值 x. oz 满足 
(10) 式 的 两 段 弧 长 之 差 可 用 直线 段 来 表示 . Fagnano 还 对 (8) 式 在 
m= 6 55 m 二 3 的 情形 求 出 了 积分 . 

Fagnano 进而 证 明了 ,在 椭 贺 上 如 问 在 抛物 线 上 一 样 ,可 以 找 
出 翅 穷 多 上 段 强 ,它们 的 差 可 以 用 代数 式 表示 , 昌 则 单个 弧 是 不 能 求 
长 的 .于 是 ,在 1716 年 他 证 明了 任何 两 条 椭圆 强 的 差 是 代数 函数 . 
他 有 解析 式 


hz? +1 ykz tl 


dx z 
faite vfz +g 


(11) 

或 更 简洁 地 有 
Xdz 十 Zdz = 0, 

Emp Xr Ah, lf, g, 工 与 z 满足 条 件 

(12) fhxizi + fla? + fle? + el = 0. 

Fagnano 证 明了 


(13) [xax + [Zar =- 2 


上 式 的 几何 意义 是 :如 果 2a BY fe Hh FA 的 长 ( 见 图 
19.2), CH= x, CE = z, JH Æ H ARMEER, fg GE XE E 处 的 
HAAR, SU 
(14) arc JD + arc DG = 


一 hae 


2a’ 


+C. 
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(为 了 使 (14) 式 与 积分 一 致 , 令 p 为 椭圆 的 参数 ( 正 焦 驴 ), 令 p—2a 
=h, l=2a’, f=—2a, g=2a , 则 z H av/2a! 一 2ar A/ 2a! 二 hz.) 
4 r= 0 , 弧 JD 消失 了 ,在 (14) 式 中 的 代数 项 也 消失 了 . 由 (12) 式 ， 
z — a ,因而 DG MEA DA J, vere 于 是 可 以 说 


Bl 19.2 


arc JD + arc GD = E 十 arc DA, 


或 arc JD — arc GÀ = ThE 


由 此 工作 中 出 发 的 一 个 结果 仍 叫 Fagnano 定理 , 它 是 在 1716 
年 得 到 的 ,定理 说 的 是 : 令 
roa Y 
"ds =] 
是 以 e 为 偏心 率 的 椭圆 ,并 令 P(x, y) 5 P, y ) 是 椭圆 上 两 
点 ( 见 图 19.3), 它 们 的 离心 角 分 别 为 8 与 ,$$ 与 满足 条 件 


(15) tan $tan $f = £, 
于 是 定理 说 
(16) arc BP + arc BP’ — arc BA = e xr//a. 


点 了 与 P' 可 以 重合 ( 当 满 足 (15) 式 时 ), 若 记 了 与 P' 重 合 的 这 点 
为 下 ( 叫 Fagnano 点 ), 他 证 明了 
(17) arc BF — arc AF = a — b, 


(D Opera, 2,287~292. 
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图 19.3 19. 4 
从 1714 年 起 Fagnano if $& 7] T FA 86 (BU OM ll £e SIN OR OC £f 2X 
qu. 
1717 和 1720 年 ,Fagnano 求 了 其 他 微分 组 合 的 积分 . 例如 他 
证 明了 :微分 方程 


dx dy 
18 = 
(18) V 1 一 六 
有 积分 

| izy 
(19) z= 
或 
(20) zy 十 ry =1. 


这 个 结果 的 一 种 说 法 是 :表示 双 纽 线 ( 它 的 a = 1 ) 弧 长 的 两 个 积 
分 之 问 存在 一 个 代数 关系 ,尽管 其 中 每 一 个 积分 分 开 来 看 属于 一 
类 新 的 超越 函数 . 

Fagnano 然后 进一步 建立 了 许多 类 似 的 关系 ,以 得 到 关于 双 
纽 线 的 特殊 结果 中 . 例如 ,他 证 明了 , 若 


dx 2dy 

(21) = 一 一 一 ， 
Vl—a* Vi—y 

则 

1— y l— xr 
(22 = . 
" »42 I+ 
B jz, 


(D Giornale dei Letterati d'Italia, 30,1718,87 ff, = Opera , 2,304~313. 
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Fagnano 由 这 样 的 结果 指出 怎样 在 双 纽 线 ( r — a'cos 20) E 
Jk d EEUU AY zz — JE REIN) S y A MERN AXES a 值 ,这 些 分 点 把 
图 19. 4 中 的 弧 CQA( 双 纽 线 的 四 分 之 一 )n 等 分 . 他 还 指出 , 当 给 
定 一 弧 CS 时 ,怎样 去 找 CS 的 二 等 分 点 进而 ,他 找 出 CQA 上 
的 点 ,使 它们 与 C 点 的 联 线 将 CQA 与 水 平 轴 CA 之 加 的 面积 分 成 
二 三 五 部 分 :在 给 出 了 ?= 等 分 此 面积 的 弦 后 ,他 又 找到 了 平分 上 
述 各 部 分 的 弦 . 

因此 ,Fagnano 所 作 的 已 经 超出 了 回答 Bernoulli 的 问题 ,他 
证 明了 :代表 对 数 函 数 和 反 三 角 曙 数 的 积分 所 具有 的 那些 值得 注 
意 的 代数 性 质 , 至 少 也 为 某 些 类 椭圆 积分 所 具有 . 

约 在 1750 年 ,Euler 注意 了 Fagnano 4 8 Pu MH AA MAL 
线 方面 的 工作 .并 开始 了 一 系列 他 自己 的 研究 . 在 《不 可 求 长 的 曲 
RAIER E30) 0— X rp, Euler 在 重复 了 Fagnano 的 某 些 工 
作 后 指出 ,在 已 经 将 双 纽 线 的 四 分 之 一 部 分 的 面积 n 等 分 后 ,怎样 
ie n+] 等 分 . 然后 ,他 指出 ,他 自己 和 Fagnano 的 工作 提供 了 积 
分 的 基 些 有 用 结果 ,对 于 方程 (18), 除 了 明显 的 积分 ( 解 ) z = y 
外 ,又 加 上 特 解 

a m—V/(1—»y)(» cy). 
Euler 在 他 的 文章 《 论 解 微分 方程 L — ond» 》@ 中 以 
Vl—x Vl—y 

Fagnano 的 结果 为 白 己 的 出 发 点 . Fagnano 对 他 所 考虑 的 大 部 分 
微分 方程 所 得 的 积分 都 是 特 解 , 它 们 是 代数 函数 ,然而 通 解 却 很 可 
能 是 超越 消 数 . Euler 决定 寻找 代数 形式 的 通 解 ,他 从 (18) 出 发 而 


D Now Comm. Acad. Sci. Petrop, , 6,1756/1757, 58 ~ 84, pub. 1761 = 
Opera, (1) ,20,80~ 107, 

Q) Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. , 6, 1756/1757, 37 ~ 57, pub, 1761 = 
Opera , (1) ,20,58~79, 
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希望 得 到 


(24) mdz ndy 


Vl—x vl—-y 
通 解 . 这 里 mn 是 有 理 数 ,而 方程 (24) 表 达 了 求 弧 长 之 比 为 
: n 的 两 段 双 纽 线 弧 的 问题 . Euler 说 :他 通过 尝试 而 相信 , 当 
m/n 是 有 理 数 时 ,(24) 有 一 个 可 以 代数 表达 的 通 解 . 

从 Fagnano 的 研究 出 发 ,可 见 特 解 (19) 与 (20) 满 足 方程 
(18). (18) 两 边 的 积分 是 双 纽 线 上 的 一 段 弧 长 ,此 双 纽 线 的 半 轴 为 
1 , 横 坐 标 为 x. 而 解 第 微分 方程 (18) 相 当 于 求 出 两 段 等 长 的 弧 . 
Euler JR T c = y 是 (18) 的 男 一 特 解 . 通 解 应 该 是 这 样 的 :指定 
其 任意 常数 的 值 ,就 得 到 每 一 个 这 样 的 特 解 . 由 这 些 事实 指引 ， 
Euler 求 得 (18) 的 通 


(25) P Ty Heyl — c? + 2ry /]-— e 
_ wine moy]. y 
(26) l+cey ` 
其 中 * 为 任意 常数 . 当然 ,给 出 了 (25) 式 ,就 不 难 验证 它 是 (18) 式 
的 通 解 . 


在 (25) 式 中 隐 含 的 正 是 通常 所 谓 的 这 些 简单 梢 圆 积分 的 Eu- 
ler 加 法 定理 . 直接 求 微 商 就 可 以 得 到 


(27) 


T dx y d da 

LAS =F; Sst AS 

(其 中 是 常数 ) ,显然 它 是 (18) 式 的 一 个 通 解 . 因此 ,x,y 与。 之 
间 必 有 关系 (25). 于 是 ,加 法 定理 说 ; 如 果 (27) 式 对 其 中 的 椭圆 各 
分 成 立 , 则 积分 上 限 是 另外 两 个 积分 的 任意 选择 的 上 限 y 与 。 
的 代数 对 称 函数 , 即 (26). 我 们 将 看 到 ,加 法 定理 适用 于 更 一 般 的 
ma. 

利用 结果 (25) 和 (27), 可 以 更 直接 地 证 明 ; 若 
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” dr 7 dx 
em Laas cha 
WI y c 的 代数 函数 . C HAC RUBORE A) de Ta ff 
Euler 乘法 定理 . 由 此 ,就 导出 方程 (28) 的 通 解 ,要 点 是 ; 它 是 关于 
vy y 和 任意 常数 < 的 一 个 代数 方程 . Euler 指出 怎样 能 得 出 通 解 ， 
但 没有 明显 地 给 出 . 

在 1756—1757 年 的 同一 篇 文章 中 ,以 及 在 同一 杂志 的 卷 7 
中 中 ,Euler 着 手 处 理 了 更 一 般 的 椭圆 积分 . 他 说 他 由 尝试 法 得 到 
了 下 面 的 结果 . 若 微分 
(29) at2B(rtiy) tyl oe y! )+2xryt 2ery(aty) +r’ y! 


=0, 

则 可 得 下 面 形式 的 微分 方程 
dr dy |, 
(30) VX JY ， 


其 中 X, 工 是 两 个 系数 相同 的 四 次 多 项 式 , 它 的 四 个 系数 可 借助 
于 一 个 任意 常数 ,用 (29) 式 的 五 个 系数 表示 出 来 . 因而 (29) 是 (30) 
的 通 解 , 当 (30) 被 指定 为 (18) 时 ,(29) 就 变 为 (25). Euler 指出 ,有 
趣 的 是 :即使 dx/V X 的 积分 不 能 用 圆 函 数 或 对 数 函 数 得 到 ,但 方 
(30) 仍 被 一 个 代数 关系 满足 . 他 于 是 将 结果 推广 到 
(31) DX Cmn 是 有 理 数 ， 
Hm X, Y 是 具有 同系 数 的 四 阶 多 项 式 . 在 Euler 的 《积分 学 原 
理 ) 名 中 也 有 这 个 结果 ,在 那里 ,Euler 用 椭圆 . 双 曲 线 和 双 纽 线 说 
时 了 结果 的 几何 意义 . 
由 这 些 结果 ,Euler 就 能 够 进而 得 出 现在 称 为 第 一 类 椭圆 积 

分 的 加 法 定理 . 考虑 椭圆 积分 

D Novi Comm, Acad. Sci. Petrop. , 7,1758/1759,3—48, pub. 1761 — Opera , 


(12,20,153--200. 
© Vol. 1. Sec. 2. Chap. 6 = Opera , (1).11,391~ 423. 
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dy 
32 ; 
(32) Ria) 
其 中 R(x) = Art + Br? +Cr? + Dr +E. 于 是 加 法 定理 说 :方程 
(33) dr dy 


VR(z) | RO) 
有 一 个 关于 x, y 的 确定 的 代数 方程 的 解 ,使 得 其 中 的 y 能 用 工 、 
相应 的 YRC7) 的 值 .任意 常数 rz 和 yo 以 及 相应 的 VRC) 和 
VR(yo) 的 值 有 理 地 表示 出 来 . 又 当 x IE Ae 时 ,y 取 事 先 规 
EWER yo. 
这 个 结果 容易 导出 另 一 个 可 能 更 有 启发 性 的 定理 . 如 果 两 个 
形 如 


, ^ dx 
(34) | IET 


的 椭圆 积分 之 和 或 差 等 于 第 三 个 同样 形式 的 椭 贺 积分 ,又 如 对 三 
个 积分 根 式 中 的 系数 及 积分 下 限 也 全 相同 , 则 第 三 个 积分 的 上 限 
是 另 两 积分 的 上 限 ASE PER V RC) ESS PRR BH EUR 
处 相应 值 的 代数 函数 . 

Euler 继续 做 下 去 . 正如 Fagnano 对 于 两 个 双 纽 线 弧 长 之 差 
的 处 理 把 Euler 引 向 一 般 的 第 一 类 椭圆 积分 一 样 ,Fagnano 关于 
两 个 椭圆 弧 之 差 的 处 理 ( 见 公式 [11]) 把 Euler 引 到 了 第 二 类 积分 
的 一 个 加 法 定理 由 . 他 对 于 他 的 方法 不 能 推广 到 开 根 次 数 高 于 二 
次 或 被 开 方式 子 高 于 四 次 的 情况 而 表示 遗憾 . 他 还 看 出 他 工作 中 
的 一 个 重大 缺陷 , 那 就 是 他 未 曾 用 一 般 的 分 析 方 法 得 到 他 的 代数 
的 通 解 ,因此 他 的 结果 没有 自然 地 与 微 积分 的 其 他 部 分 联系 起 来 . 

在 椭圆 积分 方面 权威 性 的 工作 是 由 Adrien-Marie Legendre 
(1752 一 1833) 作 出 的 ,他 是 军事 学 校 的 教授 , 曾 任 多 届 政 府 委员 ， 
后 来 成 了 多 科 工 艺 学 校 的 学 监 ,直到 1833 年 逝世 , 他 一 直 保 持 热 


(D Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. . 7,1758/1759.3—48. pub. 176] — Opera , 
€1)520,153~200 与 Inst, Cal, Integ. « 1. 9645 = Opera, CD 11.981645. 
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情 而 有 规律 的 工作 . 他 的 名 字 长 存 于 大 量 的 各 种 各 样 的 定理 中 ,这 
是 由 于 他 解决 了 许多 类 型 的 问题 . 但 是 他 的 工作 既 无 独创 性 也 不 
像 Lagrange, Laplace 和 Monge 的 那样 深刻 . Legendre 的 工作 引 
起 许多 重要 理论 的 产生 ,但 这 上 只 是 在 他 的 工作 被 更 强 有 力 的 思想 
接收 后 才 实 现 的 . Legendre 恰恰 名 列 于 刚才 提 到 的 那 三 个 同时 代 
人 物 之 后 . 

当 1786 年 Legendre 着 手 梢 圆 积 分 这 个 课题 之 际 , Euler 的 加 
法 定理 是 椭 品 积分 理论 的 主要 结果 . 40 年 内 Legendre 是 仅 有 的 
一 个 在 文献 内 加 进 有 关 椭 圆 积分 的 研究 结果 的 人 . 关于 这 个 课题 ， 
他 贡献 了 两 篇 基本 的 文章 中 ,然后 写 了 《积分 练习 》( Exercices de 
calcul intégral, 3 vols, 1811, 1817, 1826), (RA Bl A 7C mM 21) 
(Traité des fonctions elliptiques, 2 vols. , 1825—1826)9, 55 — 
篇 说 明 Abel 与 Jacobi 在 1829 5 1832 年 的 工作 的 补充 材料 . 像 
Fagnano 的 工作 一 样 ,Euler 的 结果 是 与 几何 考虑 联系 在 一 起 的 ， 
而 Legendre 则 集中 在 分 析 方 面 ， 

Legendre 在 他 的 《研究 》 中 ,主要 成 果 是 证 明了 :一 般 椭 贺 积 


分 

P(x) 
35 At) | 
(35) | eu 


(其 中 PCz) 是 工 的 任 一 有 理 函 数 ,而 R(z) 是 通常 一 般 的 四 次 多 
项 式 ) 能 化 为 三 种 类 型 ， 


(36) | dr , 
Vl—xy1l1—Éx 
(37) [<e 
Vl—xV/l—fr 


(D Hist. del’ Acad. des Sci. , Paris, 1786,616—643 与 644—683. 

© 在 这 本 书 中 "function" 的 用 法 被 误解 了 . 他 研究 椭圆 积分 ,并 时 常 是 变 上 限 的 
椭 贺 积分 , 这 些 当 然 是 上 限 的 函数 . 但 现在 所 指 的 “ 椭 贺 函数 "是 由 Abel 与 Jacobi 在 后 
来 引入 的 . 


4. Hi AL BL or 13 I 


f dx 
(38) F Gna) Pot Po 
Legendre 把 上 面 三 类 积分 称 为 第 一 二 ,三 型 椭 贺 积分 . 


他 还 证 明了 ;经 过 进一步 的 变换 这 三 个 积分 可 化 为 以 下 三 种 
形式 : 


s F(k, 0<<R< 1l， 
(39) (k, $) = | 
(40) E(k, $) = | VI Esas, O<k<l, 


d$ 
(41) wtn, k, #) = J (1 + nsin! 4) /1 k sin’ $ 
其 中 是 一 个 常数 ,在 这 些 形式 中 , 易 见 从 $= 二 0 Bo = x/2 的 积 
DEFA $ = 0/2 8j $ — x 的 积分 值 相 同 ,积分 顺序 相反 . 
V1 — F sing 的 记号 A(k, $) 也 是 由 Legendre 引入 的 . 
这 些 形式 也 可 通过 变数 替换 x = sing 转 化 为 Jacobi 形式 : 


Oc kel, 


* dr 
ASZ. 
ie 
dr 

(ltnr’)V¥1—x (1B x? 
E e FY fi E T8] RB A 43 BS. 如 果 积 分 限 是 多 一 x2 4 x=1, 
则 称 此 积分 是 完全 的 ,否则 称 为 不 完全 的 . 

Legendre 关于 椭圆 积分 的 工作 是 有 许多 功绩 的 . 他 从 他 的 前 
墓 的 工作 中 引出 许多 先前 没有 的 推断 ,并 组 织 了 数学 课题 ;但 他 没 
有 增加 任何 基本 思想 ,也 没有 达到 Abel 与 Jacobi( 第 27 章 第 6 
节 ) 的 那 种 新 的 润 察 力 ,后 两 位 转化 了 这 些 椭圆 积分 ,并 从 而 构思 
T NÉE d 4. Legendre 的 确 十 分 谦逊 地 还 可 能 有 点 辛酸 地 开始 去 
认识 Abel Kl Jacobi 的 工作 ,并 赞扬 他 们 . 在 以 他 1825 年 的 著作 的 
增补 条 来 前 述 他 们 的 新 思想 时 ,他 清楚 地 认识 到 这 个 材料 使 他 自 


(42) F(k, x) = 


(43) E(k, x) ee 


(44) x(n, k, xr) = | 
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己 在 这 方面 所 做 的 一 切 黯 然 失色 . 他 忽略 了 他 所 处 的 时 代 的 一 项 
最 伟大 的 发 现 . 


S. 进一步 的 特殊 函数 
顶 贺 不 定 积分 是 一 类 新 的 超越 函数 . 随 着 18 世纪 分 析 方面 工 
作 的 发 展 ,得 到 了 更 多 的 超越 函数 ,其 中 最 重要 的 是 了 函数 .了 于 
数 是 从 插值 理论 与 反 微 分 这 两 个 问题 的 研究 中 产生 的 . James 
Stirling (1692—1770), Daniel Bernoulli 和 Christian Goldbach 
(1690 一 1764) 考 虑 了 插值 问题 . 问题 提 给 了 Euler, 他 在 1729 年 
10 月 13 日 给 Goldbach 的 一 封 信 中 宣布 了 他 的 解答 出 . 1730 年 1 
月 8 日 的 第 二 封 信 引入 了 积分 问题 刀 . 1731 年 Euler 在 一 篇 文章 

“TE BB "名 中 发 表 了 这 两 方面 的 结果 . 

Euler 搞 的 插值 问题 是 对 非 整数 的 x, 给 出 n! 的 意义 . Euler 


us) as LE) zo 1G) zl) is] 

-JI (4 7 ) k E n 
WRERESRALH MALLE 49k, 上面 的 等 式 形 式 上 看 来 是 正确 
的 . 然而 ,这 个 nt 的 分 析 表 达 式 却 不 像 基 本 定义 x: (1) eeel 
那样 , 它 对 所 有 的 n( 除 了 n 是 负 整 数 外 ) 都 有 意义 . Euler 注意 到 对 n 
= 1/2 ,上 式 右 端 经 过 一 些 改写 后 ,就 产生 Wallis 无 穷 乘积 


a» = (SS) Se) EFA) 


采用 后 来 Legendre 引入 的 记号 DP(»n +1) = n! , Euler 还 证 明了 


(D Fuss, Correspondance, 1,3—7, 

Q Fuss, Correspondance, 1,1118. 

Q Comm. Acad. Sei. Petrop. , 5,1730/1731,36 — 57, pub, 1738 = Opera , 
(1),14,1—24. 
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P(n+1) = nT(n), 从 而 得 到 了 (3/2), 15/2) FF. 

Euler 曾 用 (45) 作 为 他 阶乘 概念 的 推广 . 事实 上 ,这 个 概念 今 
天 常用 一 个 等 价 形式 来 引进 (Euler 也 给 出 了 这 个 形式 ) , 即 


m'(m+1)" 
(47) lim C Ya irpo bm) 


但 是 联系 到 Wallis 的 结果 ,就 使 Euler 着 手 处 理 Wallis 已 考虑 过 
的 一 个 积分 , 即 

(48) exe —ax)"da, 

共 中 e fg n 对 Euler 说 来 是 任意 的 . Euler 利用 二 项 式 定 理 将 
(1 一 z)” 展 开 来 计算 这 个 积分 ,得 到 

(49) | a (1 — x)"dr 


1 n 2(n--1) 
Cel (G3 ti. ar) 
“uznasz 
-2°30ep4) 57 
X a= 0,1, 2, 3, c 右边 的 和 相应 地 为 
(50) I 1 1-2 
e+l’ (ec 1)(e- 2)! (e+ 1)(e- 2) (e +3)’ 


1.2.3 H 
(eF1)(e+2)(e+3)(e +4)’ 


因此 EIE EC n, Euler 发 现 


n! 


(51) J,rü 9" = eae 

这 时 ,Euler 找到 了 一 个 对 任意 都 成 立 的 n! 的 表达 式 . 用 
我 们 今天 不 能 完全 接受 的 一 系列 变换 得 出 
(52) nl = [tog x)rde. 
这 个 积分 对 几乎 任意 一 个 n 都 有 意义 ,叫做 Euler 第 二 积分 ,或 按 
后 来 Legendre I) UU i£ , Ej fi RAZ, A Dn 十 1) 表示 . [Gauss 
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x(n) = l'én4- 1). S$, Euler F 1781 年 (1794 年 发 表 ) 给 
它 现在 的 形式 , 那 是 在 (52) 中 令 上 = 一 logz 而 得 到 的 : 
(53) Dn 1) = | werdz. 

Legendre 把 积分 (48) 叫 做 Euler 第 一 积分 . 这 个 积分 变 成 B 
函数 的 标准 化 形式 : 
(54) Bom, n) = [2a — x)" dz. 

Euler 发 现 了 这 两 个 积分 之 间 的 关系 由 , 即 


TCm)T(n) 
P(m +n)" 


Legendre 在 他 的 《积分 练习 》 中 对 Euler 积分 作 了 深入 的 研 
究 ,并 获得 了 倍 量 公 式 : 
(55) T(2x) = (22) 27 "Gr (2+ 5). 
Gauss ££ ft X T Æ JL fal eg BO E EO YR ETE FD 函数 ,并 将 Le- 
gendre 45 RHE) HEBES BFE A: 


(56) T(nr) = (2x)" mig poa) na + 4) 


令 
了 


Bom, n) = 


x P(2+2)--r(2+2— 4), 


6. 多 元 函数 微 积分 

两 个 和 三 个 变量 的 函数 的 微 积分 在 这 个 世纪 的 初期 就 已 出 现 
了 . 这 里 我 们 将 只 略 述 一 些 细节 . 

FR Ml, Newton Mix 5y 的 多 项 式 方程 ( 即 f(x, y) = 0) 导出 


(D Novi Comm, Acad, Set. Petrop. , 16,1771,91~139, pub. 1772 = Opera , 
(1),17,316— 357. 
Q Comm., Soc. Gott, H, 1813 = Werke, 3,123~162,p. 149( 部 分 ). 
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了 我 们 今天 由 了 对 工 或 y 取 偏 导数 而 得 到 的 表达 式 ,但 是 ,这 个 
工作 未 曾 发 表 . James Bernoulli 在 他 关于 等 周 问题 的 著作 中 也 用 
了 偏 导数 ,同样 Nicholas Bernoulli(1687 一 1759) 在 1720 年 《教师 
学 报 》 的 一 篇 关于 正 交 轨 线 的 文章 中 也 用 了 偏 导 数 . 然而 创造 偏 导 
数理 论 的 是 Alexis Fontaine des Bertins (1705—1771 ), Euler, 
Clairaut 与 d’Alembert. 

通常 的 导数 与 偏 导 数 的 区 别 在 一 开始 并 未 被 人 们 明确 地 认 
识 , 因 而 对 两 者 都 用 同样 的 记号 d 表示 . 物理 意义 要 求人 们 在 多 个 
ELE fe HS o HR ,考虑 只 有 基 一 个 自 变 量变 化 的 导数 ， 

Clairaut 得 到 了 dz = pdx 十 gdy 是 恰当 微分 的 条 件 , 其 中 
b qz, y 的 函数 . 所 谓 恰 当 微 分 是 指 它 可 由 一 个 函数 z = 
Fe, y) 作 微分 dz = dae + Ly 而 得 到 , Clairaut 的 结果 是 ， 


pdz 十 qdy ERAMA (MEE NAAS E= p, Lg) 
且 仅 当 £ =% 

两 个 或 多 个 变量 的 函数 的 偏 导数 研究 的 主要 动力 来 自 早期 仿 
微分 方程 方面 的 工作 . 因而 , 偏 导 数 的 演算 是 由 Euler 研究 流体 力 
学 问题 的 一 系列 文章 提供 的 . 他 在 1734 年 的 -篇 文章 中 @ 证 明 ， 
z= f(x, y), Wil 

ae — Jz 
azay  ayax’ 
在 1748 年 到 1766 年 写 的 其 他 文章 中 ,他 处 理 了 变量 替换 、 偏 导数 
的 反 演 和 函数 行列 式 . D'Alembert 在 1744 与 1745 年 的 动力 学 著 
作 中 推广 了 偏 导 数 的 演算 . 
多 重 积分 实际 上 已 含 于 Newton 的 工作 中 ,他 在 《原理 》 中 讨 


四 Mio del’ Acad. des Sci. , Paris, 1739,425--436 与 1740,293~ 323. 
© Comm. Acad. Sci. Petrop. , 7,1734/1735,174 — 193, pub. 1740 = Opera, 
(1) ,22,36~56, 
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论 球 与 球 这 作 用 于 质点 上 的 万 有 引力 时 就 涉及 到 . 然而 , Newton 
用 的 是 几何 论述 . 在 18 世纪 , Newton 的 工作 被 人 以 分 析 形式 加 
以 考虑 并 推广 . 这 个 世纪 的 上 半 叶 , 重 积分 出 现 了 并 被 用 来 表示 
PR = f, y) UM. 例如 , 它 也 用 来 确定 一 个 薄片 作用 在 一 个 
质点 上 的 万 有 引力 . 这 样 ,厚度 为 se 的 椭 加 薄片 作用 在 椭 贺 中 心 
EEX e 个 单位 处 一 个 质点 上 的 引力 是 积分 


acf] cdxdy 
t (c Fr +)? 


[I as RUR HR Gy ERE Gea? ) + (9°78?) = 1 FB RAT. 
这 个 积分 由 Euler 在 1738 4E E RR ARS OF. 他 先 对 y 积分 , 然 
后 将 新 的 被 积 函数 农 成 x 的 无 穷 级 数 . 

1770 年 左右 ,Euler 对 由 弧 围 成 的 有 界 区 域 上 的 二 重 定 积分 
确实 已 有 了 清楚 的 概念 . 他 给 出 了 用 累 次 积分 计算 这 种 积分 的 程 
FO. Lagrange 在 他 关于 旋转 椭 球 的 引力 的 著作 中 人 @ 用 三 重 积分 
表示 引力 . 他 在 发 现 用 直角 坐标 来 计算 很 困难 后 , 转 用 球 坐 标 . 他 
引入 


Xx = a + rsin $cos 0, 

y = b+ rsin $sin @, 

z=ctrcos $, 
其 中 a, b, c CRRA DE ORBEA BARA, HO e «x 
mT, 0 x: 0 sz 2m. XP AD EMH KAA r sinédddddr 代替 
dzdydz. Hf, Lagrange 开始 了 多 重 积分 变换 的 课题 . 其 实 La- 
place 也 几乎 同时 作出 了 球 坐 标 变换 名. 


D Comm. Acad. Sei, Petrop. , 10,1738,102~115, pub, 1747 = Opera, (2), 
6,175~ 188, 

© Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. , 14,1769, 72~103, pub, 1770 = Opera, 
(1),17,289~ 315, 

D Nouv. Mém. del’ Acad. de Perlin, 1773,121— 148, pub. 1775 = Œuvres, 
3,619~ 658, 

CD Mém. des sav. étrangers, 1772,536~544, pub, 1776= Œuvres, 8,369477. 
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7. 在 微 积分 中 提供 严密 性 的 尝试 

随 着 微 积分 的 概念 与 技巧 的 扩展 ,人 们 努力 去 补充 被 遗漏 的 
基础 .在 Newton 和 Leibniz 不 成 功 地 企图 去 解释 概念 并 证 明 他 们 
的 程序 是 正确 的 之 后 ,- 一 些微 积分 方面 的 书 出 现 了 . 它们 试图 答 清 
混乱 ,但 实际 上 却 更 加 混乱 . 

Newton 探讨 微 积 分 的 方法 比 Leibniz 的 方法 容易 严密 化 , 昌 
则 后 者 的 方法 更 富 于 成 果 , 更 便于 应 用 . 英国 人 想 ,他 们 如 果 把 
Newton 和 Leibniz 的 方法 与 Euclid 几何 连结 起 来 ,就 能 使 两 者 都 
保证 严密 . 但 是 他 们 将 Newton (tl (moments, BKR T 4) 
时) 和 他 处 理 连续 变量 时 用 的 流 数 混交 了 . 追随 Leibniz 的 欧洲 大 
陆 芋 的 人 们 用 微分 进行 计算 ,并 试图 把 这 个 概念 严密 化 . 微分 有 时 
被 当 作 无 穷 小 纪 , 即 非 零 的 但 又 无 任何 有 限 大 小 的 量 , 有 时 又 被 当 
WE, 

Brook Taylor(1685—1731) # 1714 年 到 1718 年 的 皇家 学 会 
秘书 ,在 他 的 4 增 量 法 及 其 道 》(AMerhocdaus Incrementorum Directa 
et [nversa ，1715) 中 ,他 力图 搞 清 微 积分 的 思想 ,但 他 把 自己 局 限 
于 代数 函数 与 代数 微分 方程 , 他 以 为 他 总 能 只 与 有 限 增 量 打 交道 ， 
但 在 增 量 过 渡 到 流 数 时 ,他 就 糊涂 了 . 正当 英国 学 者 试图 将 微 积 分 
和 几何 或 速度 的 物理 概念 联结 起 来 的 时 候 ,Taylor 的 阐述 是 建立 
在 我 们 叫做 有 限 差分 的 基础 上 的 ,因为 它 本 质 上 是 算术 的 ,所 以 得 
^3) esf. 

从 Thomas Simpson(1710—1761) 的 《有 关 流 数 的 一 篇 新 论 
XC CA New Treatise on Fluxions, 1737) 一 文中 ,也 可 以 看 到 18 
世纪 致力 于 严密 性 的 工作 是 含糊 不 清 的 ,也 是 不 成 功 的 . Simpson 
在 一 些 预备 定义 之 后 ,这 样 定义 流 数 ;“ 一 个 流动 的 量 , 按 它 在 任何 
一 个 位 置 或 瞬间 所 产生 的 速率 (从 该 位 置 或 瞬间 起 持续 不 变 ), 在 
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一 段 给 定 的 时 间 内 ,所 均匀 增长 的 数量 称 为 该 流动 量 在 该 位 置 或 
瞬间 的 流 数 . “用 我 们 的 话说 ,Simpson 是 用 (dy/di)At 来 定义 导 
数 . 其 他 一 些 作者 放弃 了 这 种 想法 . 法 国 数学 家 Michel Rolle 在 一 
个 地 方 告诫 说 , 微 积分 是 巧妙 的 诬 论 的 汇集 . 

18 世纪 仍然 表明 有 对 微 积 分 的 新 攻击 . 其 中 最 强 的 攻击 来 自 
George Berkeley 主教 (1685 一 1753) ,他 害怕 机 械 论 和 决定 论 对 宗 
教 日 益 增长 的 威胁 . 1734 年 ,他 发 表 了 《分 析 学 者 ,或 致 一 个 不 信 
教 的 数学 家 . 其 中 审查 现代 分 析 的 对 象 .原则 与 推断 是 否 比 之 宗教 
的 神秘 与 信条 ,构思 更 为 清楚 ,或 推理 更 为 明显 》( The Analyst, 
Or A Discourse Addressed to an Infidel Mathematician. Where- 
in It is examined whether the Object, Principles, and Infe- 
rences of the modern Analysis are more distinctly conceived , or 
more evidently deduced , than Religious Mysteries and Points of 
Faith). " ER Pi PK E] CLER Ej 20 BS ORO RE f TE SR I 
弟 眼 中 的 灰尘 . (“不 信教 的 数学 家 " 指 Edmond Halley. ) 9 

Berkeley 正确 地 指出 了 那 时 数学 家 们 是 归纳 地 而 非 演绎 地 推 
进 ,他 们 对 自己 的 每 一 步 既 没有 给 出 逻辑 ,也 没有 说 明理 由 . 
Berkeley 批判 了 Newton 的 许多 论点 ,例如 :在 《 求 曲 边 形 的 面积 》 
一 文中 ,Newton 说 他 避免 了 无 穷 小 ,他 给 x 以 增 量 o, 展 开 (z 十 
o)” UE x^ ,再 除 以 o, KRH zx" 的 增 量 与 z 的 增 量 之 比 ,然后 扔 掉 
含 o 的 项 ,从 而 得 到 x" 的 流 数 . Berkeley 说 Newton 首先 给 x 一 
个 增 量 ,然后 又 让 它 是 零 , 这 违背 了 背 反 律 ,而 且 所 得 的 流 数 实际 
上 是 0/0. Berkeley 还 攻击 Hospital 和 其 他 欧洲 学 者 提出 的 微分 
法 . Berkeley 说 微分 之 比 应 该 决定 割 线 而 不 是 决定 切线 ; 忽 路 了 高 
级 无 穷 小 才 消 除了 误差 . 因此 “依靠 双重 错误 你 得 到 了 虽然 不 科学 
却 是 正确 的 结果 ”, 这 是 因为 错误 互相 抵偿 的 缘故 , 他 还 挑 中 二 阶 
微分 d(dz) 作 文章 ,因为 d(dx) 是 dz 的 微分 ,而 dz 本 身 是 一 个 很 


(D George Berkeley; The Works, G. Bell and Sons, 1898, Vol. 3,1~51. 
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难 识别 的 量 . 他 说 :“ 在 每 一 门 其 他 科学 中 ,人 们 用 他 们 的 原理 证 明 
他 们 的 结论 ,而 不 是 用 结论 来 证 明 他 们 的 原理 .” 

至 于 导数 被 当 作 y 与 x 消失 了 的 增 量 之 比 , 即 dy 与 dz 之 
tt Berkeley 说 它们 " 既 不 是 有 限量 也 不 是 无 穷 小 量 ,但 又 不 是 
无 . "这 些 变化 率 只 不 过 是 "消失 了 的 量 的 鬼魂. 当然 …… 我 想 , 能 
WORT EB SERIA ,是 不 会 吞食 了 神学 论点 就 要 呕吐 
的 . "他 下 结论 说 , 流 数 的 原理 并 不 比 基 督 教 的 更 清楚 . 他 否定 现代 
分 析 的 对 象 .原理 和 推理 比 宗教 的 神秘 和 信仰 的 论点 更 为 构思 清 
楚 , 推 理 明 显 . 

James Jurin(1684 一 1750) 对 《分 析 学 者 》 作 了 回击 . 1734 年 他 
发 表 了 《几何 学 , 非 不 信教 的 朋友 》(Geometry，No Friend to In- 
fidelity). 在 此 文中 他 坚持 认为 流 数 对 精通 几何 的 人 说 来 是 清楚 
的 . 然后 他 徒劳 地 试图 解释 Newton HR SAR. 例如 Jurin 将 变 
量 的 极限 定义 为 "被 变量 连续 地 逼近 的 某 确定 的 量 " ,而 且 可 通 近 
得 比 任何 给 定 的 差 更 近 . 然而 ,他 又 加 上 一 句 :“ 但 永 不 超出 它 , "他 
将 这 个 定义 应 用 于 变量 之 比 ( 差 商 ). Berkeley 的 使 人 无 言 以 对 的 
回击 ,名 叫 《 捍 卫 数 学 中 的 自由 思想 》(4 Defense of Freethinking 
in Mathematics , 1735) Dif] X A f8 H; Turin 是 在 捍卫 他 所 不 了 解 
的 东西 .Jurin 作 了 反击 ,但 并 没有 把 事情 搞 清楚 

而 后 ,Benjamin Robins(1707 一 1751) 以 他 的 几 篇 专 论 和 一 本 
P: Isaac Newton Bj d- ff) ABE RRL SRA AEN 
本 质 与 可 靠 性 》(A Discourse Concerning the Nature and Certain- 
ty of Sir Isaac Newton’s Method of Fluxions and of Prime and 
Ultimate Ratics, 1735) & lib. Robins 忽视 了 Newton 的 第 一 
篇 文章 中 的 瞬 , 而 强调 流 数 以 及 最 初 比 和 最 终 比 . 例如 他 这 样 定 义 
极限 :… 当 一 个 变量 能 以 任意 接近 程度 逼近 一 最 终 的 量 (虽然 永 不 
能 绝对 等 于 它 ) ,我 们 定义 这 个 最 终 的 量 为 极限 . "他 认为 流 数 是 -一 


@ George Berkeley; The Works, G. Bell and Sons, 1898, Vol. 3,53~89. 


I 152 FISE 18 世 纪 的 微 积分 


个 正确 的 想法 ,而 最 初 比 和 最 终 比 仅仅 是 一 种 解释 . 尽管 他 是 用 变 
fa UT PBK PEAR ERY E Robins 补充 说 流 数 法 的 建立 并 不 求助 
于 极限 . 他 不 承认 无 穷 小 . 

为 了 回击 Berkeley,Colin Maclaurin(1698 一 1746) 在 他 的 《 流 
数论 》(Treatise of Fiuzxions，1742) 中 ,企图 建立 微 积分 的 严密 
性 . 这 是 一 个 值得 赞扬 的 、 却 并 不 正确 的 努力 . 像 Newton 一 样 ， 
Maclaurin 喜爱 几何 ,因而 他 试图 根据 希腊 几何 和 穷竭 法 (特别 是 
Archimedes 的 穷竭 法 ) 建 立 流 数学 说 . 他 希望 这 样 可 以 避 开 极限 
概念 . 他 的 本 领 是 熟练 地 使 用 几何 ,所 以 他 常 劝 别 人 用 几何 而 忽视 
分 析 . 

欧洲 大 陆 上 的 数学 家 更 多 地 依靠 代数 表达 式 的 形式 演算 ,而 
不 是 几何 . 这 种 方法 的 最 重要 代表 是 Euler, 他 拒绝 把 几何 作为 微 
积分 的 基础 ,并 纯粹 形式 地 研究 函数 , 即 从 它们 的 代数 (分 析 ) 表 达 
式 来 论证 . 

他 拒绝 无 穷 小 的 概念 ,这 里 所 谓 的 无 穷 小 是 指 非 零 而 又 小 于 
任何 指定 大 小 的 量 .在 他 1755 年 的 《原理 》 中 ,他 论证 道 了 ， 


毫 无 疑问 ,任何 一 个 量 可 减 小 到 完全 消失 得 无 影 无 踪 的 
程度 . 但 是 ,一 个 无 穷 小 量 无 非 是 一 个 正在 消失 的 量 , 因 
而 它 本 身 就 等 于 0. 这 与 无 穷 小 的 定义 也 是 协调 的 ,按照 
无 穷 小 的 定义 , 它 应 小 于 任 一 指定 的 量 ; 它 无 疑 应 当 就 是 
无 ;因为 除非 它 等 于 0, 人 省 则 总 能 给 它 指 定 一 个 和 它 相 等 
的 量 ,而 这 是 与 假设 矛盾 的 . 


由 于 Euler 排除 了 微分 ,他 就 必须 解释 对 他 说 来 是 070 的 
ddz 怎 么 能 等 于 一 个 确定 的 数 . 对 此 ,他 像 下 面 这 样 做 :因为 对 
ER n, H n: O= 0 FEDA n = 070 .导数 正 是 确定 0/0 的 一 个 方 
便 的 途径 . 为 了 证 明 在 有 dz 出 现时 可 以 丢掉 (dz): , Euler 说 (dx) 


(D Opera, (1),10,69. 
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在 dz 之 前 消失 ,所 以 dz 十 (dz 与 dz 之 比 应 为 1. 他 确实 承认 ce 
是 一 个 数 , 例 如 他 认为 和 1 十 2 十 3 十 … 是 一 个 数 . 他 也 区 分 co 的 
Er. 例如 a/0 = eo ,而 ex(dz) 是 二 阶 无 穷 大 ,等 等 . 

Euler 进而 得 到 y = a^ 的 导数 . 他 给 z 以 增 量 w, 则 y 的 增 量 
就 是 7= 2zw 十 w ,而 比 Ww 就 是 2z 十 w .然后 他 说 , 当 较 小 的 w 
MEA ,这 个 比值 就 趋 近 Ze. 然而 ,他 强调 说 微分 7,w 是 绝对 的 0， 
由 它们 只 能 知道 它们 相互 的 比值 最 终 化 为 一 个 有 限 值 ,此 外 推 不 
出 任何 其 他 东西 . AE, Euler 不 折 不 扣 地 接受 了 如 下 的 说 法 : 存 
在 这 样 的 量 ,它们 本 身 是 绝对 的 0, 而 它们 的 比值 是 有 限 数 . 在 《 原 
理 》 第 3 章 中 ,Euler 说 了 这 个 性 质 的 更 多 “道理 ", 他 在 那里 鼓励 
读者 说 :在 导数 中 并 没有 隐藏 通常 想象 的 那么 大 的 神秘 性 ,而 那 种 
神秘 性 使 许多 人 在 心目 中 怀疑 微 积分 . 

作为 Euler 推理 的 另 一 个 例子 ,我 们 看 一 下 他 在 《原理 》(1755 ) 
第 180 节 中 关于 y = log r 的 微分 的 推导 . 用 xz 十 dz 代替 zx 得 


dy = log(z + dr) — log x = log(1 +2), 
这 里 ,他 联想 他 的 《 引 论 》(1748) 第 一 卷 第 7 章 中 的 结果 : 


(57) log. (1 十 z) — z +4 A 十 … 
以 dz/z 代 > 得 : 
dr dr? dz? 
dy m r 27 tap 
由 于 第 一 项 后 各 项 均 消 失 了 ,我们 有 
d(log x) = a 


我 们 应 该 记 住 Euler 的 书 是 他 那 时 候 的 标准 课本 . Euler 形式 化 方法 
(formalistic approach) 的 真正 贡献 是 把 微 积分 从 几何 解放 出 来 ,而 使 
它 建立 在 算术 和 代数 的 基础 上 . 这 一 步 至 少 为 基于 实数 系统 的 微 积 
分 的 根本 论证 开辟 了 道路 ， 


I 154 第 19 章 18 址 纪 的 微 积分 


Lagrange 在 1772 年 的 一 篇 文章 中 以 及 在 《解析 函数 论 》 名 中 作 
了 重建 微 积 分 基础 的 最 雄心 勃勃 的 尝试 . 他 的 书 的 小 标题 暴露 了 他 
的 无 知 . 这 个 小 标题 是 :“ 包 含 着 微分 学 的 主要 定理 ,不 用 无 穷 小 ,或 
开 在 消失 的 量 , 或 极限 与 流 数 等 概念 ,而 归结 为 有 限量 的 代数 分 析 

Lagrange 批评 Newton 的 方法 时 指出 :关于 弦 与 强 的 极限 比 ， 
Newton 认为 弦 与 强 不 是 在 它们 消失 前 或 消失 后 相等 ,而 是 当 它们 
消失 时 相等 , 正如 Lagrange 正确 地 指出 的 :“ 此 方法 有 很 大 不 便 , 即 
它 把 所 考虑 的 量 在 失 却 其 为 量 的 状态 下 , 仍 看 做 是 量 ; 因 为 昌 则 对 
两 个 量 , 只 要 它们 还 保持 有 限 ,就 总 可 以 适当 地 设想 它们 的 比 ,但 
是 , 当 它 们 一 旦 同时 都 变 为 无 时 ,它们 的 比 在 我 们 的 头脑 里 就 不 再 
有 清楚 而 确切 的 想法 了 . "他 说 ,Maclaurin 的 《 流 数论 表明 要 证 明 流 
数 法 是 何等 困难 . 他 对 Leibniz 和 Bernoulli 的 小 零 ( 即 无 穷 小 ) 及 Eu- 
ler 的 绝对 零 同 样 不 满意 ,他 说 :所 有 这 些 “ 虽 然 在 现实 中 是 对 的 ,但 
作为 一 门 科学 的 基础 仍 不 够 清楚 ,因为 科学 的 确实 性 应 基于 它 自身 
的 证 据 .” 

Lagrange 想 给 微 积 分 提供 古人 论证 的 全 部 严密 性 ,并 且 他 提出 
要 把 微 积 分 归结 为 代数 ,来 做 到 这 一 点 . 他 所 指 的 代数 ,正如 我 们 前 
面 所 提 到 的 ,包括 作为 多 项 式 推广 的 无 穷 级 数 . 事实 上 ,对 Lagrange 
来 说 ,水 数论 只 是 与 函数 的 导数 有 关 的 代数 的 一 部 分 . Lagrange 特 
别提 倡 使 用 适 级 数 . 他 以 适合 于 他 的 谦 插 态度 指出 ,Newton 没有 想 
到 这 个 方法 是 很 奇怪 的 . 

他 当时 希望 使 用 这 一 事实 ;任何 一 个 函数 A(x) 能 表 成 这 样 : 
(58) Fath) = f(x) + ph tgh? tri E shi + 
其 中 系数 p, gr, Bx, MN 然而 ,他 希望 在 进一步 研究 
之 前 确认 这 样 的 笑 级 数 展 开 总 是 可 能 的 , 他 说 ,当然 ,这 可 以 通过 任 


(D Nouv, Mém, de l'Acad. de Berlin, 1772, pub. 1774 =Chuvres, 3,441 ~476, 
@ 1797; 2nd ed. , 1813 = (Œuvres , 9 
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何 多 个 熟悉 的 例子 来 说 明 . 但 他 也 的 确 承 认 有 例外 的 情况 . Lagrange 
想到 的 例外 情况 有 :f(z) 的 某 些 导数 可 变 为 无 穷 , 或 者 函数 与 导数 
都 变 为 无 穷 . 这 些 例 外 只 发 生 在 一 些 孤 立 点 上 ,因此 Lagrange 不 把 
它们 计算 在 内 . 他 以 类 似 的 骑士 风度 来 处 理 另 一 个 困难 . Lagrange 
和 Euler 都 训 无 疑问 地 接受 这 样 一 点 :将 函数 展开 成 疡 的 整数 贿 或 
分 数 寡 的 级 数 肯定 是 可 能 的 ,但 Lagrange 希望 排除 对 分 数 血 的 需 
要 ,他 相信 只 有 在 Az) 中 含 根 式 时 才 会 出 现 分 数 短 ,但 他 又 把 这 种 
情况 当 作 例外 而 不 去 理 它 ,因此 他 就 立即 处 理 (58) 式 ， 

Lagrange Hl — TA AA A .但 却 是 纯 形式 的 论据 断定 :正如 能 
从 f(x) 得 到 一 样 ,我 们 可 以 从 记得 到 29, 并 对 (58) 的 其 他 系数 x， 
s，… 也 可 得 到 类 似 结论 ， 因 此 如 用 广 (z) 表 示 p, 以 六 (x+) 表示 从 
广 (X) 导 出 的 函数 (如 同 从 foe) S HH. P Cx) BERE) , 


p= f(r),g= nl r= yl), = 
因此 (58) 就 给 出 
fe h) = fG) MG) + Bf at 


这 时 , Lagrange 得 出 这 样 的 结论 :最 后 这 个 “表达 式 具 有 优越 
性 , 它 清 楚 地 显示 出 各 项 之 间 的 相互 依赖 关系 . 特别 是 ,只 要 知道 怎 
样 形成 第 一 个 导 函 数 ,就 可 以 照样 形成 级 数 中 的 其 他 导 函 数 .” 稍 
后 ,他 又 补充 道 :“ 只 要 有 了 微分 学 的 初步 知识 ,就 会 明白 这 些 导 函 
数 正 是 dy/dx, dyd, =” 

Lagrange 玉 指 出 怎样 由 f(x) 导出 p 或 六 (x). 在 那里 ,他 用 
(58) 式 ,并 忽略 第 二 项 以 后 的 各 项 ,得 Se +h) — f(x) = ph. Ht 
POR A, EH p = fa). 

实际 上 ,Lagrange AT pA XA] MRA MRE ERE 
的 弱点 . 现在 知道 的 关于 这 种 可 展 性 的 各 种 判 据 都 涉及 到 各 阶 导数 
的 存在 性 . 但 导数 的 存在 性 正 是 Lagrange 想 要 避免 的 . 他 为 寡 级 数 
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状 护 的 论据 只 是 使 函数 能 否 展开 的 问题 更 糊涂 . 即使 在 函数 可 以 展 
成 级 数 时 ,也 只 有 能 得 到 第 一 个 导数 [ 即 f(x) a, 77 88H] Lagrange 
所 说 的 方法 ,而 这 里 Lagrange 所 作 的 正 是 他 前 人 比较 粗糙 的 东西 的 
重复 . 最 后 ,实际 上 并 未 讨论 级 数 (58) 的 收敛 问题 . 他 倒 的 确 指出 
了 : 当 疡 充分 小 时 ,保留 的 最 后 一 项 比 舍 去 的 各 项 要 大 . 他 在 这 本 书 
里 还 给 出 了 Taylor 展开 余 项 的 Lagrange 形式 (第 20 章 第 7 节 ), 但 
是 它 对 上 面 的 展开 法 不 起 作用 . 尽管 有 这 些 弱 点 ,Lagrange 探讨 微 
积分 的 方法 在 相当 长 一 段 时 期 中 受到 很 高 的 赞赏 . 后 来 , 它 被 抛 
RY. 

Lagrange 相信 他 已 省 却 了 极限 概念 . 他 确实 承认 也 微 积分 可 以 
在 极限 理论 的 基础 上 建立 起 来 ,但 是 他 说 ,这 种 必须 使 用 的 抽象 推 
理 与 分 析 精 神 无 关 . 尽管 他 的 方法 不 妥 , 但 他 确实 像 Euler 那样 ,为 
将 分 析 的 基础 脱离 几何 与 力学 作出 了 贡献 ;而 且 在 这 方面 ,他 的 影 
响 古 决定 性 的 . 虽 则 这 种 分 离 不 是 教学 法 所 期 望 的 ,因为 它 阻碍 直 
观 的 了 解 ,但 是 它 使 逻辑 的 分 析 必 须 自立 这 一 点 变 得 很 清楚 . 

UE 18 世纪 末 ,一 个 数学 家 .战士 和 行政 管理 人 员 Lazare N. M. 
Carnot(1753 一 1823) 写 了 一 本 通俗 的 畅销 书 《 关 于 无 穷 小 分 析 的 形 
而 上 学 的 思考 》(CRéflerions sur la métaphysique du calcul infini- 
tésimal , 1797) ,在 这 本 书 里 ,他 想 使 微 积分 精确 化 . 他 试图 证 明 逻 辑 
是 以 穷竭 法 为 依据 的 ,而 处 理 微 积分 的 全 部 方法 只 不 过 是 简化 或 捷 
径 , 把 它们 建立 在 穷竭 法 的 基础 上 ,就 能 够 给 它们 提供 逻辑 . 累加 推 
AX Ier ,他 像 Berkeley 一 样 得 出 这 样 的 结论 : 微 积分 的 通常 论证 中 
的 错误 是 互相 抵偿 的 . 

在 使 微 积分 严密 化 的 大 量 努 力 中 ,有 少数 几 个 是 路 子 对 头 的 ， 
其 中 最 有 名 的 是 d'Alembert 的 和 再 早 一 点 的 Wallis 的 工作 . 
D'Alembert 相信 Newton 有 正确 的 想法 ,而 他 自己 所 作 的 只 是 解释 
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Newton 的 意思 ,在 著名 的 《科学 .艺术 和 工艺 的 百科 全 书 》 
(Encyclopédie ou Dictionnaire Raisonné des Sciences , des Arts , et des 
Métiers, 1751—1780) 中 , d'Alembert 在 "微分 "这 个 条 目下 写 道 : 
“Newton 从 未 把 微分 学 当 作 无 穷 小 量 的 计算 ,而 是 作为 最 初 比 和 最 
终 比 的 方法 , 即 求 出 这 些 比 的 极限 的 一 种 方法 . "但 是 d'Alembert 把 
微分 定义 为 无穷小 量 或 者 至 少 小 于 任何 给 定 值 的 量 . "他 是 相信 
Leibniz 的 微 积分 能 建立 在 微分 三 规则 之 上 的 ;然而 他 更 喜欢 把 导数 
看 成 极限 . 在 关于 极限 的 使 用 的 研究 中 ,他 也 像 Euler 那样 论证 0/0 
可 以 等 于 任何 最 . 

他 在 另 一 篇 论文 中 说 道 : 极限 . 极 根 论 是 微 积分 的 真正 抽 
象 …… 它 决 不 是 微分 学 中 的 无 穷 小 量 的 一 个 问题 : 它 独特 地 是 有 限 
最 的 极限 问题 . 这 样 ,无 穷 大 和 无 穷 小 量 ,它们 相互 间 较 大 、 较 小 的 
空谈 ,对 微分 学 说 来 是 全 然 无 用 的 "无穷 小 仅仅 是 一 种 说 法 ,用 以 
避免 元 长 的 极限 术语 的 描述 . 事实 上 ,dAlembert 给 出 了 极限 的 正 
确定 义 的 一 个 很 好 的 近似 : 一个 变量 趋 近 一 个 固定 量 , 趋 近 的 程度 
小 于 任何 给 定 便 , 虽 则 这 里 他 也 讲 到 变量 永远 达 不 到 极限 . 但 他 没 
有 结合 并 利用 他 的 基本 正确 思想 作出 微 积分 的 形式 阐述 . 

他 在 许多 观点 上 仍然 是 含糊 的 ,例如 他 把 曲线 的 切线 定义 为 当 
制 线 与 曲线 的 两 个 交点 变 成 一 个 的 时 候 制 线 的 极限 . 这 种 含糊 性 ， 
特别 是 他 叙述 极限 概念 时 的 含糊 性 ,使 许多 人 怀疑 一 个 变量 能 否 达 
到 它 的 极限 . 由 于 没有 明白 而 正确 的 表达 ,d'Alembert 告诫 学 习 微 
积分 的 学 生 们 :坚持 ,你 就 会 有 信心 . ” 

Sylvestre-Francois Lacroix(1765 一 1843) 在 他 的 著作 《 微 积 分 学 
AYRE) (Traité du calcul dif férentiel et du calcul intégral ) 的 第 二 版 
(1810 一 1819) 中 ,对 两 个 量 的 比 , 当 其 中 每 一 个 都 趋 近 0 时 ,能 趋 近 
于 一 个 作为 极限 的 确定 值 这 个 问题 有 较 明 确 的 思想 . 他 给 出 了 比 
ax/(ax + x^) ,并 指出 这 个 比 与 oa + x) 相同 ,而 a/ (a +r) 4x 
趋 近 于 0 时 趋 近 于 1. 进而 ,他 指出 1 是 当 工 甚至 通过 负 值 趋 于 
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0 时 的 极限 . 然而 ,他 也 说 当 分 子 与 分 母 是 0 时 的 极限 的 比值 这 
样 的 话 ,甚至 还 用 070 这 个 记号 .他 确实 引进 用 导数 表示 的 函数 
y= f(r) 的 微分 dy, Bl dy = f(x)dx. Alk, Æ y — az? , 则 dy 
= 3ur dz .他 第 一 次 使 用 "微分 系数 "这 个 术语 表示 导数 ,于 是 

18 世纪 的 几乎 每 一 个 数学 家 都 对 微 积分 的 逻辑 作 了 一 些 努 
力 ,或 至 少 是 讲 了 一 些 这 方面 的 话 , 虽 则 有 一 两 个 路 子 对 头 ,但 
所 有 的 努力 都 没有 结果 . 区 别 很 大 的 数 和 无 穷 大 “ 数 ” 是 很 困难 
的 . 当时 ,人 人 们 认为 这 样 的 结论 似乎 是 很 清楚 的 ;对 每 一 个 成 
立 的 定理 ,必须 对 n 是 无 穷 大 也 成 立 . 同样 , 差 商 可 以 被 导数 代 
从 ,有 限 项 的 和 与 积分 也 是 很 难 区 分 的 . 那 时 ,数学 家 们 在 有 限 
问 无 限 情形 之 间 随 意 通 行 . 1755 年 , Euler 在 《原理 》 中 区 分 了 函 
数 的 增 基 与 该 施 数 的 微分 ,也 区 分 了 和 与 积分 ,但 这 种 区 分 并 未 
立即 被 大 家 采用 . 18 世纪 所 有 这 方面 的 努力 可 以 用 Voltaire 关 
于 微 积分 的 描述 来 概括 ,他 把 微 积分 描述 为 “计算 和 度量 一 个 其 
存在 性 是 不 可 思议 的 事物 的 艺术 .” 

在 几乎 完全 缺乏 基础 的 情况 下 ,数学 家 们 怎么 可 能 对 各 种 函 
ROL TREE? 除了 大 大 地 依靠 物理 和 直观 的 意义 之 外 ,他 们 思 
想 上 的 确 还 有 一 个 模型 一 一 较 简 单 的 代数 函数 ,如 多 项 式 与 有 理 
BAAS. 他 们 把 他 们 在 这 些 简单 而 具体 的 函数 中 发 现 的 性 质 推广 
到 所 有 的 函数 上 去 . 这 些 性 质 诸如 :连续 性 .孤立 的 无 穷 大 和 不 连 
续 点 的 存在 性 ,可 展 成 震级 数 ,以 及 导数 和 积分 的 存在 性 等 等 . 在 
很 大 程度 上 ,由 于 研究 振动 弦 , 他 们 被 迫 将 函数 概念 ( 像 Euler FB 
样 ) 推 广 到 任何 随意 画 出 的 曲线 (例如 Euler 的 混合 函数 .不 规则 
为 数 或 不 连续 函数 ) ,这 时 ,他 们 不 能 再 以 较 简 单 的 函数 为 前 导 了 . 
而 当 对 数 函 数 必 须 推广 到 负数 与 复数 时 ,他们 实际 上 是 在 完全 没 
有 可 靠 基 础 的 情况 下 工作 的 ,这 正 是 为 什么 那 时 对 这 类 事情 的 和 争 
论 很 普遍 的 原因 . 直到 19 世纪 前 , 微 积分 的 严密 化 一 直 未 完成 ， 
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第 20 章 
无 穷 级 数 


读 读 Euler, i$ i£ Euler, 他 是 我 们 大 家 的 老师 . 
P. S. Laplace 


1. 5] [i 

在 18 世纪 ,甚至 到 今天 ,无穷 级 数 -一 直 被 认为 是 微 积分 的 一 
个 不 可 缺少 的 部 分 . 实际 上 ,Newton 研究 级 数 是 和 他 的 流 数 法 分 
不 开 的 ,因为 对 于 稍为 复杂 一 些 的 代数 函数 和 超越 函数 ,只 有 把 它 
们 展 成 无 穷 级 数 并 进行 逐 项 微分 或 积分 ,他 才能 处 理 它们 . Leib- 
niz 在 他 1684 和 1686 年 初期 发 表 的 一 些 文 章 中 ,也 强调 了 “一 般 
的 或 不 定 的 方程 ”. Bernoulli 家 族 、Euler 以 及 他 们 同时 代 的 人 ,都 
KERKERAK. 数学 家 们 只 是 逐渐 地 ,正如 在 上 一 章 所 指出 
的 那样 ,学 会 用 有 尽 的 形式 (也 就 是 简单 的 分 析 表 达 式 ) 来 研究 初 
TRR. 虽然 如 此 ,级 数 仍 然 是 某 些 函数 的 唯一 表达 式 , 而 且 是 计 
算 初 等 超越 函数 的 最 有 效 的 工具 . 

随 着 研究 领域 的 迹 渐 扩展 ,数学 家 们 运用 无 穷 级 数 所 取得 的 
成 功 变 得 越 来 越 多 . 新 概念 中 存在 的 困难 ,起 码 在 一 段 时 间 里 ,是 
没有 认识 到 的 . 级 数 只 是 无 穷 多 项 式 , 并 且 也 就 当 作 多 项 式 来 处 
HE. 此 外 ,正如 Euler 和 Lagrange 所 相信 的 ,每 个 水 数 都 能 表 为 级 
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2. 无 穷 级 数 的 早期 工作 
无 穷 级 数 在 数学 中 是 出 现 得 很 里 的 ,出 现 的 形式 通常 是 公 比 
INF 1 的 无 穷 几何 级 数 . Aristotle 就 已 认识 到 这 种 级 数 有 各. 无 
穷 级 数 还 散 见 在 中 世纪 后 期 数学 家 的 著作 中 ,被 用 来 计算 变速 运 
动 的 物体 所 走 过 的 路 程 . 曾经 研究 过 一 些 这 类 级 数 的 Oresme, TE 
他 的 小 册子 《 欧 几 里 得 几何 问题 》(Questiones Super Geometriam 
Euclidis , 约 1360 年 ) 中 ,甚至 证 明了 调和 级 数 
LtEtt titio 
是 发 散 的 ,他 用 的 正 是 今天 的 方法 ,就 是 代 之 以 一 个 每 项 都 较 小 的 
级 数 
2 +3+ (Ft s 
并 看 出 后 者 是 发 艇 的 ,因为 我 们 能 够 得 到 要 多 少 就 有 多 少 的 括号 ， 
其 中 每 一 个 的 值 都 等 于 1/2. 然而 ,人 们 不 应 由 此 断言 ,Oresme 或 
一 般 数 学 家 们 ,已 经 开始 识别 收敛 级 数 与 发 散 级 数 . 
Vieta 在 他 的 《各 种 各 样 的 解答 》(Varia Responsa, 1593, 
Opera,，347 一 435) 中 给 出 了 一 个 无 穷 几 何 级 数 的 求 和 公式 . 他 从 
Euclid MCR AS) AH on 项 和 ai Ha: 十 … 十 av 可 用 


Je (pe bebe dee 


Sn — Ay ay 
Sy, Gy m a? 
给 出 . 这 样 ,如 果 » >1, 则 当 n GEARS BEN 
ai 
Sa, 一 . 
a, — d» 
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(1647) 中 ,证 明了 Achilles 追 龟 的 悖 论 可 以 用 无 穷 几 何 级 数 的 求 
和 来 解决 . 和 是 有 限 的 这 件 事 表 明 , Achilles 可 以 在 一 个 确定 的 
时 间 与 地 点 妃 上 乌龟. Gregory 第 一 次 明白 指 由 了 无 穷 级 数 表示 
一 个 数 , 即 级 数 的 和 . 他 称 这 个 数 为 级 数 的 极限 . 他 说 :“ 过 程 的 
结束 就 是 级 数 的 终点 ,即使 延续 到 无 穷 ,过 程 也 永远 达 不 到 这 个 
终点 ,但 是 它 能 够 趋向 于 它 并 接近 到 任何 给 定 的 程度 ”. 他 还 有 
许多 其 他 的 不 够 准确 和 清楚 的 论述 ,但 他 对 这 个 课题 作出 了 贡 
献 并 影响 了 很 多 学 生 . 
Mercator 和 Newton( 第 17 章 第 2 节 ) 发 现 了 级 数 
log(1 十 xX) 二 一 se + ar Tee 

人 们 观察 到 ,在 工 = 2 时 级 数 的 值 为 无 穷 , 而 根据 左边 , 它 却 应 该 
取 log 3. Wallis 注意 到 了 这 个 困难 ,但 不 能 解释 它 . Newton 得 到 
了 许多 其 他 表示 代数 函数 和 超越 函数 的 级 数 . 例如 ,在 1666 年 ,为 
了 得 到 arcsin x 的 级 数 ,他 用 了 这 样 的 事实 (图 20. 1) ,面积 OBC 


一 Farcsin x ,因此 Faresin x = [v l-x dz— 5v 1 一 zx” .他 把 


C 右边 展开 为 级 数 , 逐 项 积分 ,并 项 ,得 
到 了 结果 . 他 还 得 到 了 arctan z 的 级 
C "Bode 1669 年 的 《分 析 学 》 中 ,他 给 出 
了 sinz, cosx, arcsinx 和 e 的 级 数 . 
这 些 级 数 中 的 某 些 是 用 从 其 他 级 数 求 
> 逆 的 办 法 得 到 的 , 即 把 自 变量 作为 应 
0 1 变量 解 出 来 . 他 用 的 方法 是 粗糙 的 和 
H 20.1 归纳 的 . 虽然 如 此 , Newton 对 自己 推 

导出 了 如 此 之 多 的 级 数 还 是 感到 莫大 的 欣慰 . 
Collins 在 1669 年 收 到 了 Newton 的 《分 析 学 》, 并 于 1670 年 
12 月 24 日 把 级 数 方面 的 结果 告诉 了 James Gregory. Gregory 在 
1671 年 2 月 15 日 答复 说 [Turnbull,《 通 信 》(Correspondence),1， 
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52—58 和 61 一 64] ,他 得 到 了 其 他 一 些 级 数 ,其 中 包括 


— £ | 2 5 17 7 wee 
tana = xc 3 + 7st + 375% + 


secz = 1+ x + at + aa Tee 

他 如 何 推导 出 这 些 级 数 是 无 从 知道 的 . Leibniz 也 在 1673 年 大 概 
独立 地 得 到 了 sin x, cos x 和 arctan x 的 级 数 . 在 微 积 分 早期 阶 
Et ,研究 超越 函数 时 用 它们 的 级 数 来 处 理 是 所 用 方法 中 最 富有 成 
效 的 ,也 是 Newton 和 Leibniz 微 积 分 工作 的 一 个 重要 部 分 . 

这 些 人 和 其 他 使 用 分 数 指数 与 负 指数 的 二 项 式 定理 的 人 ,为 
了 得 到 很 多 级 数 ,不 仅 不 顾 由 于 运用 这 些 级 数 而 产生 的 问题 ,甚至 
也 没有 证 明 二 项 式 定理 . 他 们 认为 级 数 等 于 展 成 这 个 级 数 的 函数 
是 没有 问题 的 . 

James Bernoulli 在 1702 年 和 推导 出 了 sin x 和 cos x 的 级 数 ， 
用 的 方法 是 ,他 先 把 sinna 按 sina 展开 ,然后 让 a 趋向 于 0 而” 变 
成 无 穷 ,使 得 ne 趋向 于 xz 而 同时 nsina BD th #4 F e. Wal- 
lis 在 他 的 4 代数 》(1693) 的 拉杆 文 版 中 指出 , Newton 在 1676 年 再 
次 给 出 了 这 些 级 数 ;Bernoulli 看 到 了 这 人 句 话 , 但 未 申明 Newton 的 
优先 权 ; 此 外 ,de Moivre 在 1698 年 的 《哲学 汇 刊 y@ 中 已 给 出 了 
Newton 结果 的 证 明 ; 昌 然 Bernoulli 在 其 他 工作 中 用 过 并 引证 过 
这 个 杂志 ,但 他 并 没有 表明 他 是 通过 这 渠道 注意 到 Newton 的 工 
作 的 . 

除了 用 于 微 积分 之 外 ,级 数 的 主要 应 用 之 -一 在 于 计算 一 些 特 
殊 的 量 ,如 x 和 e, 以 及 对 数 函数 和 三 角 函 数 . Newton, Leibniz, 
James Gregory , Cotes, Euler 和 其 他 许多 人 ,都 是 为 了 这 个 目的 而 
对 级 数 感 兴趣 的 . 然而 ,有 些 级 数 收敛 得 这 样 慢 , 对 于 计算 来 说 几 
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平 不 能 使 用 . 例如 ,Leibniz 在 1674 年 得 到 了 有 名 的 结果 中 
和 
但 为 了 计算 x, 即 使 是 达到 Archimedes 已 经 得 到 的 精确 度 , 也 得 
算 100 000 项 . FIRE, log(1 十 +) 的 级 数 收敛 也 十 分 慢 , 必须 取 很 多 
项 才能 达到 小 数 点 后 几 位 的 精确 度 . 有 各 种 方法 把 这 个 级 数 变 成 
收敛 比较 快 的 级 数 . 例如 ,James Gregory(《 几 何 练 习 》,1668) 得 
到 了 
Fatt 
并 证 明了 它 在 计算 对 数 中 更 有 用 . 把 一 个 级 数 变 成 另 一 个 收敛 比 
较 快 的 级 数 的 问题 ,在 整个 18 世纪 有 许多 人 继续 研究 过 . 有 一 个 
这 样 的 变换 ,是 属于 Euler 的 ,我 们 将 在 第 4 节 中 给 出 . 

级 数 还 有 男 一 应 用 ,是 由 Newton 开始 的 . 28 ig — P Fe ERO 
f(x, y) — 0, ATTE HE y RAs 的 显 函 数 . 这 样 的 显 防 数 可 能 
有 好 几 个 ,例如 在 a? y 一 1 二 0 这 个 最 简单 的 情形 ,显然 就 是 这 
样 , 它 有 两 个 通过 点 (1, OW y — 1-2 .在 这 简单 的 情形 
里 ,两 个 解 都 能 够 表示 为 有 尽 的 分 析 表 达 式 . 但 是 ,一 般 说 来 ,y 的 
每 一 个 表达 式 都 必须 表 为 z 的 无 穷 级 数 . 当然 ,这 些 级 数 并 不 一 
定 是 多 级 数 ,特别 是 ,在 奇 点 ( 户 = 人 =0) 处 的 展开 式 更 是 这 样 . 
Newton 在 他 的 《 流 数 法 》 中 发 表 了 决定 这 几 个 级 数 的 形式 的 一 个 
方法 ,每 一 个 显 函 数 解 就 是 这 些 级 数 之 一 . 他 的 方法 (其 中 用 到 了 
有 名 的 所 谓 Newton 平行 四 边 形 ) 指 出 ,在 形 如 

y = ar” + at” t" azg” t uu. 
的 级 数 中 ,如 何 决定 前 头 几 个 指数 . 然后 ,这 些 级 数 的 系数 可 以 用 
待定 系数 法 定 出 来 . 事实 上 , Newton 也 只 是 给 由 了 一 些 特殊 的 例 
子 , 人 们 只 能 从 中 推断 他 的 方法 . 


fbr RIS 


(D Math. Schriften, 5, 88~92; 也 见 Acta Erud. » 1682 = Math, Schriften, 5, 
118—122. 
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对 每 一 个 级 数 来 说 ,决定 指数 的 方法 是 很 麻烦 的 , Taylor, 
James Stirling 和 Maclaurin 给 出 了 一 些 法 则 ;Maclaurin 还 试图 
推广 和 证 明 这 些 法 则 ,但 末 成 功 . Newton 方法 的 一 个 证 明 由 
Gabriel Cramer 和 Abraham G. Kastner (1719- 一 1800) 独 立地 
给 出 . 


3. 函数 的 展开 

17 世纪 后 期 和 18 世纪 , 摆 在 数学 家 面前 的 问题 之 一 是 函数 
表 的 插值 . 为 了 适应 航海 .天 文学 和 地 理学 的 进展 ,要求 三 角 函 数 、 
对 数 函 数 和 航海 表 的 插值 有 较 大 的 精确 度 . 插值 (这 个 词 是 Wallis 
的 ) 的 党 用 方法 叫 线性 插值 法 ,因为 它 假设 了 在 两 个 已 知 值 之 间 的 
IX [i] rf ,函数 是 白 变 量 的 线性 函数 . 然而 ,问题 中 的 函数 往往 是 非 
线性 的 ,因而 数学 家 感到 需要 有 一 种 较 好 的 插值 方法 . 

我 们 将 要 叙述 的 方法 ,是 Briggs 在 他 的 《对 数 的 算术 》 
(Arithmetica Logarithmica ，1642) 中 引进 的 ,不 过 关键 的 公式 是 
由 James Gregory 在 他 1670 年 11 月 23 日 给 Collins 的 信 (Turn- 
bull, GÉ f), 1, 45 — 48) rH £8 H1, 3€ H Newton 也 独立 地 给 出 过 . 
Newton 的 工作 出 现在 《原理 》 第 三 卷 的 引 理 5 和 《微分 法 》 
(Methodus Differentialis) 中 ,后 者 虽然 出 版 于 1711 年 ,但 却 是 
1676 年 写成 的 , 用 的 方法 叫做 有 限 差 方法 ,这 是 有 限 差 计算 的 第 
一 个 重大 的 结果 . 

假设 f(x) 是 一 个 函数 , 它 在 a, ate, at2c, at3se, ct, a+ 
nc 上 的 值 已 知 . 命 

Afla) = flat+e)— fla), 
Afla +c) = f(a+2c)— flate), 
Af(a-F 2c) = f(a4- 3c) — Flat 2c), 
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A f(a) = Af(a+c)—Afla), 
A f(a) = A flatc)—-A’ f(a), 
那么 Gregory-Newton 公式 可 以 叙述 为 
A(t 1) 


O) flath) = fla) + *afla) +A fla) H 


C 
l.e 
Newton 粗略 地 给 出 了 一 个 证 明 ,而 Gregory 却 没 有 . 

为 了 计算 f(z) 在 已 知 值 之 间 的 任 一 zx 处 的 值 ,只 需 让 上 等 于 
一 a ,这样 计算 出 来 的 值 并 不 一 定 是 函数 的 真 值 ;公式 计算 出 来 
的 是 矿 的 一 个 多 项 式 的 值 ,这 个 多 项 式 在 特殊 点 a, ate, a 十 
2c，… 的 值 和 函数 的 真 值 相同 . 

Gregory-Newton 公式 还 可 用 来 通 近 积分 . 给 定 一 个 函数 , 警 
如 说 g(xz) ,要 求 积 分 ,或 者 说 ,要 找 相 应 曲线 下 的 面积 .我们 可 用 
g(x REER g(a), glac), g(a 十 2c),… 以 及 它们 的 差分 和 
敲 阶 差分 ;把 这 些 值 代 到 (1) 中 ,那么 (1) 就 给 出 了 一 个 通 近 g(x) 
的 多 项 式 . 于 是 ,正如 Newton 所 指出 的 ,由 于 多 项 式 是 很 容易 积 
分 的 ,就 得 到 了 8g(z) 的 所 求 积 分 的 一 个 通 近 . 

Gregory 还 把 (1) 应 用 于 函数 (1 十 4d)* .他 知道 这 个 函数 在 x 
=0,1, 2, 3,，… 上 的 值 .因此 f(0) — 1, Af(0) — d, A’ f(0) = 
d', ES. 这样 ,在 (1) 中 ,让 4a 二 0, c— 1 RIA — c—0 ,应 用 S(O), 
Af1(0),… 的 值 ,他 得 到 了 

r(r-—1) 


(2) (ltd) = Lb dz Td 


十 a(x DU. 2) 7 十 


这 样 ,对 于 一 般 的 +，Gregory 得 到 了 二 项 式 的 展开 . 
Gregory-Newton 内 插 公 式 由 Brook Taylor 发 展 成 一 个 把 函 
数 展 成 无 穷 级 数 的 最 有 力 的 方法 . 二 项 式 定 理 , 有 理沙 数 的 长 除法 
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和 待定 系数 法 ,都 是 有 局 限 性 的 方法 . Taylor 在 他 研究 有 限 差 计 
算 的 第 一 本 出 版 物 《 增 量 法 及 其 道 》(Methodus Incrementorum 
Directa et Inversa , 1715) 中 ,推导 出 他 在 1712 年 曾经 叙述 过 的 
定理 ,这 定理 至 今 仍 用 他 的 名 字 命 名 . 他 顺便 称赞 了 Newton, #) 
没有 提 到 Leibniz 1673 年 在 有 限 差 方 面 的 工作 ,虽然 Taylor 是 
知道 这 些 工 作 的 . Taylor 定理 在 1670 年 就 已 经 为 James Gregory 
所 知 ,大概 稍 后 又 为 Leibniz 独立 地 发 现 过 ;然而 ,这 两 个 人 都 没 
有 发 表 它 . 实际 上 ,John Bernoulli 确 曾 于 1694 年 在 《教师 学 报 》 
上 发 表 了 相同 的 结果 ;虽然 Taylor 知道 这 个 结果 ,但 并 没有 引证 
过 它 . 他 自己 的 “证 明 " 是 不 一 样 的 . 他 所 做 的 相当 于 在 Gregory- 
Newton 公式 中 让 c 变 成 Ax. 这 样 一 来 ,例如 (1) 的 右边 第 三 项 就 


(3) Ath Ar) . ayia) 


Taylor 下 结论 说 , 当 Az = 0 E , 3x MRE A fF (a)/21, Mi 
整个 Gregory-Newton 公式 变 成 


(4) flath) = flats arnt f'G) bz e fa) boe 


当然 ,Taylor 的 方法 是 不 严密 的 ,他 也 没有 考虑 收敛 问题 . 

Taylor 的 定理 在 a = 0 时 就 是 现在 所 谓 的 Maclaurin 定理 . 
Maclaurin 继承 James Gregory 任 爱 丁 堡 的 教授 ,在 他 的 《 流 数论 》 
(1742) 中 给 出 了 这 个 特殊 情形 ,并 说 明 这 只 是 Taylor 的 结果 的 一 
个 特殊 情形 . 然而 ,历史 上 却 把 它 作为 一 个 独立 的 定理 而 归功 于 
Maclaurin. 附带 地 说 , Stirling 在 1717 年 对 代数 函数 ,以 及 在 他 
1730 年 的 《微分 法 》( Methodus Di fferentialis ) 中 对 一 般 函 数 , 也 
给 出 了 这 个 特殊 情形 . 

Maclaurin 是 用 待定 系数 法 证 明 他 的 结果 的 . 他 进行 如 下 . 


A 
<L 
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(5) f(z) = A + Bz + Ce! + De? ++ 
那么 f'(z) = B+ 2Cz +3Dz? +- 
f'(z) = 2C+ 6Dz + 


在 每 个 等 式 中 令 x 二 0 ,就 定 出 A, B,C,… 他 并 没有 为 收敛 问题 
担心 ,而 直接 去 应 用 结果 . 


4. 级 数 的 妙用 

James Bernoulli 和 John Bernoulli ERAD HAI KEL 
作 . James 在 1689 到 1704 年 间 , 写 了 五 篇 论文 ,他 侄子 Nicholas 
(1695—1726) (John 的 儿子 ) 把 它们 作为 James 的 《 推 想 的 艺术 》 
(Ars Conjectandi , 1713) B RR K. 这 些 论 文中 的 大 多 数 是 专 
论 使 用 函数 的 级 数 表示 的 ,其 目的 是 求 男 数 的 微分 和 积分 ,以 及 求 
曲线 下 的 面积 和 曲线 的 长 度 . 尽管 这 些 应 用 是 对 微 积分 的 重大 贡 
献 , 但 没有 什么 特别 新 的 思想 . 然而 ,他 用 来 求 级 数 和 的 某 些 方法 
却 是 值得 注意 的 ,因为 它们 说 明了 18 世纪 数学 思想 的 特征 . 

在 第 一 篇 论文 (1689) 中 中 ,他 从 级 数 


~4,4 7,4 7 ,,, 
(6) N= eat at 
出 发 ,由 此 得 到 

a a a a 
(7) N c —* 3: aT 


他 现在 从 (6) 减 去 (7) ,在 这 个 过 程 中 ,(7) 的 右边 的 每 一 项 都 从 位 
于 它 上 面 的 那 一 项 减 去 . 这 就 得 到 


(8) co 1-2 2.8 3 - 4c 


D  Opera.1.375—102. 
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这 是 一 个 正确 的 结果 ,但 推导 却 是 错误 的 ,因为 原来 的 级 数 发 散 . 
James 说 ,这 种 做 法 是 有 问题 的 ,如 果 不 慎重 是 不 能 用 的 ， 

接着 他 考虑 通常 的 调和 级 数 , 并 证 明 它 的 和 是 无 穷 忠 . 他 考虑 
这 样 的 项 ) ) ) 
(9) cente 
并 说 这 个 和 大 于 (8 — 0) >= ,因为 这 里 有 ww 一 nn 项 ,而 每 一 项 至 

少 同 最 后 一 样 大 ;但 是 
(ni —n) == 1 


ie REC) ik aita 


二 十 


他 说 ,这 样 我 们 可 以 把 项 一 组 接 一 组 地 归并 起 来 ,使 得 每 一 组 的 和 
大 于 1. 这样 一 来 ,我 们 能 够 得 到 有 限 多 个 项 ,其 和 要 多 大 就 有 多 
大 ,从 而 整个 级 数 的 和 必须 是 无 穷 . 由 此 ,他 还 指出 ,“ 最 后 "一 项 消 
失 的 一 个 无 穷 级 数 , 它 的 和 可 以 是 无 穷 . 这 是 和 他 早期 的 信念 ,也 
是 和 18 世纪 包括 Lagrange 在 内 的 许多 数学 家 的 信念 相 矛盾 的 . 

在 这 之 前 ， John Bernoulli 曾 给 出 过 调和 级 数 有 无 穷 和 的 一 个 
人 ud TRES: 


(10) 7+3 + +3 to 一 
(sehen 
t(r3trati 
Hed he 


©  Opera,l. 392. 
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HE ,应 用 (8) , 令 其 中 的 lle 为 1, 从 (10) 我 们 得 到 


如 果 我 们 设 A = 5 +2 aliii. . 我 们 就 已 经 证 明了 A — 1 


.假如 和 A wan. Sea RTE 
poni James Bernoulli 如 此 无 拘 
无 束 地 做 了 许多 事 , 以 至 使 人 难以 相信 他 曾 认 识 到 必须 谨慎 地 处 
理 无 穷 级 数 . 例如 ,在 第 二 篇 短文 (1692) 中 中 ,他 作 了 如 下 的 讨论 : 
从 几何 级 数 的 公式 我 们 有 


HAREA 


Wk t+ et = 2 ,等 等 .左边 加 起 来 
就 是 整个 调和 级 数 ,应 等 于 右边 的 和 , 即 
2 


1 li ee 24... 
1 十 到 十 可 十 可 十 rated 


=2(1¢5424--). 
AE , A ROR EA ALP A AE EAT > + 1 + ; S : 


qoe 也 是 调和 级 数 的 . 故 


Q Opera, 1, 517—542, 
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1 1 1 1 1 . 
1 十 可 十 于 十 人 二 方 十 二 十 末 十 
在 第 三 篇 短文 (1696) 中 中 ,他 写 道 
L d ni! l In |, dn) 
amali) om mi m 


2m m m 

他 把 此 式 说 成 是 一 个 不 无 风趣 的 悖 论 ， 

在 他 关于 级 数 的 第 二 篇 文章 中 ,他 把 级 数 的 一 般 项 用 另外 两 
项 之 和 或 差 来 代替 ,然后 作 另外 一 些 可 以 导致 特殊 结果 的 运算 . 这 
种 替换 ,对 绝对 收敛 的 级 数 ,是 可 行 的 ,但 对 条 件 收敛 的 级 数 ,就 不 
对 了 . 因此 他 得 到 一 些 错误 的 结果 ,这 种 错误 的 结果 他 也 说 成 是 
pat. 

James 的 非常 有 趣 的 结果 之 一 是 处 理 自然 数 n CEBU 
数 , 即 Itti tite . James 证 明了 ,奇数 项 的 和 与 偶数 项 
的 和 之 比 等 于 2" 一 1 比 1. 22 2 是 正确 的 . 然而 ,James HIRE 
不 犹 瑰 地 把 它 用 到 w — 1 和 = y 的 情形 . 他 发 现 最 后 这 个 结果 
是 自 相 了 矛盾 的 ， 

在 级 数 方面 James 的 另 一 结果 是 ,级 数 Dem 的 和 
是 无 穷 ,因为 它 的 每 一 项 都 大 于 调和 级 数 的 对 应 项 . 在 这 里 他 成 功 
地 用 了 比较 判别 法 . 

在 (11) 中 , 当 14 与 mr 为 1 时 所 产生 的 级 数 , 即 


(12) 1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 … 
引起 了 极 大 的 讨论 与 争议 . 如 果 把 级 数 写成 
(13) (1—1)—(1— D (1—1) 4 -- 


(D Opera, 2, 745—764. 
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就 好 像 很 明显 , 它 的 和 应 该 为 0. 可是, 如果 把 级 数 写成 
1I-(-D-(-0-(-1D-- 
它 的 和 也 好 像 很 明显 应 该 是 1. 然而 ,如 果 我 们 把 级 数 (12) 的 和 表 


为 S, 则 SS 一 1 一 S ,从 而 S= z ;事实 上 这 就 是 (11) 中 Bernoulli 


的 结果 . Guido Grandi (1671 一 1742) 是 比萨 大 学 的 数学 教授 ,在 
A ^ 35 CI ATO (B BA OR AR) (Quadratura Circuli et Hyperbo- 
lae，1703) 中 ,用 另外 的 方法 得 到 了 第 三 个 结果 . 他 在 表达 式 


1 
lte 


hr = 1 ,得 到 


(14) = ] =r Ha a te 


Grandi 因此 主张 级 数 ( 2) AES. 他 还 表示 ,由 于 级 数 (12) 在 


形式 (13) 下 的 和 是 0, 他 业已 证 明 , 世 界 能 够 从 空 无 一 物 创造 
在 给 Christian Wolf(1678 一 1754) 的 .发 表 在 《学 报 》 包 上 的 一 
fat, Leibniz 也 研究 过 级 数 (12). 他 同意 Grandi 的 结果 ,但 认 
为 不 用 他 的 论证 也 能 得 到 这 个 结果 . ES Leibniz 认为 ,如 果 取 
级 数 的 第 一 项 ,前 两 项 的 和 ,前 三 项 的 和 ,前 四 项 的 和 等 等 ,就 得 到 
1,0, 1, 0, … 在 这 里 , 取 1 和 0 的 可 能 率 是 相等 的 ,因此 必须 取 算 
术 平 均 作 为 和 ,因为 这 个 算术 平均 是 最 有 可 能 取 到 的 值 . 这 个 解答 
Jj James 和 John Bernoulli, Daniel Bernoulli 以 及 我 们 将 要 看 到 
的 ,也 为 Lagrange 所 接受 . Leibniz 承认 ,在 他 的 论证 中 ,形而上学 
的 成 分 多 于 数学 的 成 分 . 但 他 接着 说 ,在 数学 中 ,有 比 我 们 通常 承 


®© Acta Erud. Supplementum, 5, 1 713, 264 — 270 = Math . Schriften, 5, 382 
~ 387. 
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认 的 更 为 形而上学 的 真理 . 然而 ,他 受 Grandi 论证 的 影响 可 能 比 
他 日 己 意 识 到 的 要 多 得 多 . 因为 ,在 后 来 的 通信 中 , 当 Wolf 希望 
把 Leibniz 这 种 可 能 率 的 论证 方法 推广 ,从 而 断言 

1 一 2 十 4 一 8 十 16 一 … = is 


1 一 3 十 9 一 27 十 81 一 … =+ 


时 ,Leibniz 表示 异议 . 他 指出 ,有 和 的 级 数 要 有 单调 下 降 的 项 ,而 
(12) 至 少 是 带 有 单调 下 降 的 项 的 级 数 的 极限 ,这 一 点 由 (14) 让 a 
从 小 于 1 的 值 趋向 于 1 来 看 是 显然 的 . 

级 数 方面 的 真正 广阔 的 工作 是 1730 年 左右 从 Euler 开始 的 ， 


他 对 这 个 课题 感到 莫大 的 兴趣 ,但 在 他 的 思想 中 有 很 大 的 混乱 . 为 
了 求 
I-141—-121-- 
KAD, Euler 主张 ,由 于 
(15) pts = ltt etd 
x 
4xr=— lit, 
(16) y-1-04lb-dee 


BC RUE T. 
又 当 z = 一 2 时 ,(15) 表 明 
l 


(17) 471-242 —-2' 


因此 ,右边 的 级 数 的 和 是 于. 作为 第 三 个 例子 . 由 于 

1 P" ; ; 
(18) Gray 0725 = ] = 2r + 3r — 4r? dee 
Iar = 1 就 得 到 


FH 1243-44 
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ENS = Tr) = 1— 3x Sa — Ta bs 
IN c = 1 我们 就 有 
(19) 0 二 1 一 3 十 5 一 ?十 … 
在 他 的 黄 作 中 有 大 量 这 种 推理 的 例子 . 

从 (18) , 当 工 = 一 1 时 ,我 们 看 到 
(20) oo 一 1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 … 
这 是 Euler 接受 了 的 . 进一步 ,在 (15) 中 , 令 x 二 2 ,我 们 看 到 
(21) 一 1 一 1 十 2 十 4 十 8 十 … 
由 于 (21) 的 右边 应 超过 (20) 的 右边 ,所 以 1 十 2 十 4 十 8 十 … 的 和 
应 该 超过 co. 根据 (21), 它 却 是 一 1. Euler 断言 ,co 必须 是 介 于 正 
数 和 人 负数 之 间 的 一 种 极限 ,在 这 点 上 和 0 相似 . 

关于 (19),Nicholas Bernoulli(1687 一 1759) 在 1734 年 给 Eu- 
ler 的 一 封 信 上 说 ,这 个 级 数 1 一 3 十 5 一 7 十 … 的 和 是 一 ce( 一 1)”. 
他 说 ,Euler 的 等 于 0 的 结果 ,是 一 个 无 法 解决 的 矛盾 . Bernoulli 
还 注意 到 ,在 (15) 中 , 当 x = 2 时 ,我 们 有 

一 1 一 1 十 2 十 4 十 8 十 … 


而 在 

(22) —_! ox ;—ldarc-2r 十 3x 十 …: 
l= ror 

C = 1,185] 


一 上 [一 1 十 1 十 2 十 3 十 4 十 … 
这 两 个 不 同 的 级 数 都 给 出 一 1 这 一 事实 ,也 是 一 个 无 法 解决 的 矛 
大. 否则 ,我 们 就 可 以 认为 这 两 个 级 数 相等 . 
在 一 篇 文章 中 ,Euler 确 曾 指出 过 ,级 数 只 有 对 那些 使 它 收 敛 
的 z+ 值 才能 应 用 .但 是 就 在 这 同一 篇 文章 0 中 ,他 却 断言 


© Comm. Acad. Sci. Petrop. , 11, 1739, 116—127, pub. 1750 = Opera ,(1), 
14, 350—363. 
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(23) tAth Hiteta te Ho, 
他 的 论证 是 
pocta pete 
" 1 1 1 
T = l 1+ + z+ 了 十，… 
r—1 jd. r I r 


但 两 式 左边 相 加 为 0 ,而 两 式 右边 相 加 就 是 级 数 (23). 
在 一 篇 较 早 的 文章 中 四 , Euler 从 级 数 


3 5 
(24) y=sinr=r— z+ 
或 
3 5 
(25) 1 一 宇 十 之 Tope 


y Sly 5ly 
出 发 . 把 代数 的 考虑 用 到 (25) 上 ,把 它 看 成 一 个 无 穷 次 的 多 项 式 ， 
并 用 代数 方程 根 与 系数 关系 的 定理 ,Euler 证 明了 @ 


p'tit cw 
r s t 5 B a 
prata te st, 
BO*g- = i538 


在 同一 篇 文章 里 ,他 第 一 次 给 出 了 乘积 展开 


(D Comm. Acad. Sci. Petrop. , 7,1734/1735, 123~134, pub 1740 = Opera , 
(1),14,73~86, 


© 直到 1739 IE EF x th - 直 用 符号 Pin EE 1706 年 由 William Jones 引入 的 . 
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e9 sins= (18) Š) 

他 的 论据 仅仅 是 ;sin s 有 零点 土 x， 士 2r，…( 他 放弃 了 0 这 个 
根 ), 类 似 于 每 个 多 项 式 对 于 每 个 根 都 必 有 一 个 一 次 因 式 一 样 , 因 
JE (26) nr. (在 17430 年 ,以 及 在 他 的 《 引 论 ?名 中 ,为 了 回答 批 
评 ,他 给 出 了 另外 的 推导 . ) 他 把 (26) 的 右边 看 成 一 个 多 项 式 , 令 它 
等 于 零 ,并 再 次 应 用 根 与 系数 的 关系 ,他 导出 了 


1 1 1 1l oem 
eto rg tat =e 
E 


l l 1 l 
i a = 
VAR 43 BERE SEL EST (A ABI B5 25 (CURD. 
TE AJ IN — $8 CH OH, Euler 得 到 了 他 的 最 优美 的 成 果 之 一 


1 u u - (2x) 
2c OD ayy Be 


其 中 B. 是 Bernoulli & (i Ji Ij). 这 与 Bernoulli 数 的 联系 ,是 
Euler 稍 后 在 他 1755 年 的 《原理 》 中 才 真 正 建 立 的 号 . 在 1740 年 的 


文章 中 ,他 还 给 出 了 当 是 前 面 几 个 小 奇数 时 7 上 的 和 ,但 对 于 
所 有 的 奇数 ,他 没有 给 出 - 般 的 表达 式 . 

Euler 还 研究 过 调和 级 数 , 即 这 样 的 级 数 , 它 的 项 的 倒数 构成 
算术 级 数 . 特别 地 ,他 表明 虽 , 如 何 能 用 对 数 函数 来 求 原来 调和 级 
数 的 有 限 多 个 项 的 和 , 首先 ,他 从 


v=1 


© Opera.(1), 14, 138—155, 

©  Opera,(1), 8, 168. 

Q Comm. Acad. Sci. Petrop. , 12,1740, 53-96, pub. 1750 = Opera , (1), 
14, 407—462, 

CD Part H, Chap. 5, € 124 = Opera (1). 10,327, 

CO Comm, Acad. Sci. Petrop. ,7.173471735, 1507 161, pub. 1740 = Opera , 
(1),14,87~ 100. 
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1 1 l 1 1 . 
(27) log(1 + x )- r 2 十 32° 4x 十 
出 发 ,于 是 
1 rtl, 1 1 1 
r log( x 六 2r 3r Ar’ 


丁 二 log2 十 了 303 gU 

1 1 1 1 1 

二 二 log 方 十 了 4 一 8 

1 1 1 1 1 
z = logg ty g 3795 54-8] 5-23 
1 ntl, 1 l 1 

二 一 je "X4 O35 Cám Sm 


相 加 ,并 注意 到 每 一 个 对 数 项 都 是 两 个 对 数 之 差 ,就 得 到 


l 1 l 1 
q*3*tgTtU t. 


- 1 dlg. pt 
= logn +1) +5 (1 tyty tetz) 
1 i] 
stg tap ta) 
1 1 ,1 l 
taut tz) 
或 
1 1 1 
(28) Pt tog be to = login t +e, 


其 中 C 表示 无 穷 多 个 有 限 算 术 和 的 和 . Euler 近似 地 计算 过 OC 的 
值 ( 它 依赖 于 ”但 当 半 很 大 时 ?= 的 值 并 不 怎么 影响 计算 的 结果 )， 
并 得 到 0. 577 218. 这 个 C 就 是 现在 通称 的 Euler 常数 ,用 7 表示 . 
7 的 一 个 更 精确 的 表示 ,今天 是 如 下 得 到 的 . 从 (28) 的 两 边 减 去 
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log n. 而 log(n+1)—logn = log(! ++) , 当 ? -> o 时 它 趋向 于 
0. 因此 

(29) y=lim(1 +5 +4 ++ logn), 
附带 说 一 下 ,对 于 Euler 常数 ,没有 发 现 比 (29) 更 简单 的 形式 了 ， 
而 对 于 x M e 我 们 却 有 许多 不 同 的 表达 式 .不 仅 如 此 ,到 今天 我 们 


还 不 知道 Y 是 有 理 数 还 是 无 理 数 . 

Euler 在 他 的 《 论 发 散 级 数 》 了 中 研究 了 发 散 级 数 
(30) y= 一)r + (2!) (31)r + 
形式 上 ,这 个 级 数 满足 微分 方程 
(31) vy + y= ox. 

但 这 个 微分 方程 有 积分 因子 ce A 
(32) y= ar 


是 一 个 解 ,还 可 以 用 PHospital 法 则 证 明 它 和 z 一 起 趋向 于 0. 
Euler 把 级 数 (30) 看 成 函数 (32) 的 级 数 展 开 , 而 把 (32) 作 为 级 数 
(30) 的 和 . FSC S r= 1 ,就 得 到 
1=1421 -31+41 一 …=e| ar 

关于 级 数 (30) 的 值得 注意 的 事实 是 , 它 可 以 用 来 作 函 数 (32) 的 数 
值 计 算 , 因 为 给 定 一 个 x 值 ,如 果 我 们 从 某 一 项 开始 忽略 后 面 的 
所 有 项 ,那么 可 以 证 明 , 余 项 的 绝对 值 小 于 所 忽略 的 第 一 项 的 绝对 
值 . 因此 ,这 个 级 数 可 以 用 来 作为 积分 的 很 好 的 数值 逼近 . Euler 
使 用 发 散 级 数 的 方式 显示 了 它 的 优点 . 这 些 对 发 散 级 数 所 取得 的 
成 就 的 全 部 意义 ,在 后 来 的 150 年 里 并 没有 被 人 赏识 (看 第 47 BB). 

还 要 指出 Euler 关于 级 数 积 分 的 另 一 个 有 名 的 结果 . James 
Bernoulli 在 《 推 想 的 艺术 》 中 ,在 研究 概率 的 课题 时 ,引入 了 现在 


(D Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. , 5, 1754/1755, 205 —237,pub. 1760 = 
Opera ,(1),14,585 —617. 
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已 用 得 很 广 的 Bernoulli 3X. (ER 0H T — AR BO LE ERK EZ 
和 的 公式 ,并 且 不 加 证 明 地 给 出 了 下 面 的 公式 : 


(33) De = ye 


+1 _ yt “By } 
+n + EBn 


cle 1)(e—2), 24 
to 03.3.4 Ban 
c(c—1)(ce— 2)(c— 3)(e— 4) 5 pL 
+ 2-3-4-5-6 LE 


这 个 级 数 加 到 n fg IE ARIE. B, B,, B, o E Bernoulli 
R: 


1 l . 1 
(34) B: = => B, |» .. 80 Bs 42" 
1 n 
Bg = 30" Bu TE 


Bernoulli 还 给 出 了 可 以 计算 这 些 系数 的 递 推 公式 . 

Euler 的 结果 , 即 Euler-Maclaurin 求 和 公式 ,是 一 个 推广 0. 
设 f(r) 是 实 变量 z 的 一 个 实 值 函数 , 那么 (用 现代 的 记号 ) 这 个 公 
式 就 是 
(35) FU ) | fedr — FU f(n) ~ /(0)] 


s o-Fo)HRA pU 09 - £00) +e 


» 
+7 7 


pA Din) — fe 2k - U(0)]--R,, 


其 中 l 
(36) R, = TEM 


这 里 n 与 此 是 正 整 数 ， Poi, 是 2k 十 1 阶 Bernoulli 多 项 式 ( 它 也 出 
现在 Bernoulli 的 《 推 想 的 艺术 》 中 ) ,由 下 式 给 出 : 


© Comm. Acad. Sci. Petrop., 6,1732/1733, 68 — 97, pub, 1738 = Opera , 
(1),14,42 — 72; 和 Comm, Acad. Set. Petrop. , 8,1736, 147 ~ 158, pub. 1741 — 
Opera ,C(1),14,124— 137. 
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zt B, xt! 


B, xt? pe Bt 
GD PG) — qp Tr RD 21 (G2) I 


其 中 B =t, Baa 二 0,k 90,2, n, 级 数 


(38) 5 Srl ht 8) — 4% ?(0)] 


对 几乎 所 有 在 应 用 中 出 现 的 A(x) 都 是 发 散 的 . 然而 , 余 项 R 小 于 


2)f0) 

的 一 个 有 用 的 逼近 . 

Bernoulli 数 B, 现在 常常 用 后 来 由 Euler 给 出 的 一 个 关系 来 
定义 0, 这 就 是 
(39) e=? = MB m 

独立 于 Euler, Maclaurin® 得 到 同样 的 求 和 公式 (35), 所 用 
的 方法 的 确实 性 稍 好 一 些 , 离 我 们 今天 用 的 方法 更 近 一 些 . 余 项 是 
由 Poisson 首先 加 上 去 并 加 以 认真 研究 的 @. 

Euler 又 引进 了 名 一 个 至 今 还 为 人 们 所 习 知 和 使 用 的 级 数 变 
换 . 给 定 一 个 级 数 Dyn 他 把 它 写成 2 (一 1)'a, . 通过 一 系列 形 
式 的 代数 步骤 ,他 证 明了 


(40) eva, = Ye Me, 
其 中 AY 表示 阶 有 限 差分 (第 3 节 ). 这 个 变换 的 好 处 ,用 现代 的 
说 法 ,就 是 把 一 个 收敛 级 数 转换 成 一 个 收敛 比较 快 的 级 数 . 然而， 


对 惯常 并 不 区 别 级 数 的 收敛 与 发 散 的 Euler 来 说 ,这 个 变换 还 可 


Opera, (1),14,407~ 462. 

Treatise of Fluxions 1742 ,p. 672. 

Mém, del'Acud. des Sci. , Inst. France, $,1823,571-— 602, pub. 1827. 
Inst. Cal. Dif f. , 1755, p. 281. 


eec 
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以 把 发 散 级 数 变 成 收敛 级 数 . 如 果 我 们 把 (40) 用 到 


(41) 1 一 1 十 1 一 1 十 … 

(40) 的 右边 便 得 到 过. 同样 ,对 于 级 数 

(42) 1 一 2 十 2 一 2 十 24 一 … 

(40) 给 出 

(43) Se bye = TORET Di) 
*tuCa)Oe-l. 


自然 ,这 些 结果 和 Euler 以 前 得 到 的 相同 ,以 前 他 用 的 方法 是 把 级 
数 的 和 取 作 导出 这 个 级 数 的 函数 的 值 (看 [16] 或 [17]). 
Euler 方法 的 精神 应 该 是 清楚 的 . 他 是 一 个 伟大 的 巧 匠 , 他 指 
出 了 一 条 通 向 数 以 干 计 的 、 以 后 可 以 严密 建立 起 来 的 结果 的 途径 . 
必须 提 到 另外 一 个 著名 的 级 数 . James Stirling 在 他 的 《微分 
HOA TTR ,今天 我 们 把 它 写成 


(44) log n! = (n+ = )log n — n+ log’ 2a + Pt l 
B, Ia... Box 1 u 

To cae * (1) (2h) quc 

它 等 价 于 
m B. 1 
(45) n! = (=) VExnexp| 5 T 二 十 … 
B; l 
tR DOA wea e] 


Stirling 给 出 了 前 五 个 系数 ,并 给 出 了 一 个 决定 后 面 系数 的 递 推 公 
XV. 虽然 ,log n! 的 级 数 是 发 散 的 ,但 Stirling 却 只 用 了 级 数 的 前 
几 项 ,就 算出 了 logo (10001) 等 于 2 567 加 上 一 个 准确 到 小 数 点 
后 十 位 的 小 数 . De Moivre 在 1730 年 (《 分 析 杂 论 》, Miscellanea 


@ 1730, p. 135. 
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Analytica ) 给 出 了 一 个 类 似 的 公式 . 对 很 大 的 n,n! 一 (=) 2nn; 
这 里 然 是 de Moivre 给 出 的 ,但 却 叫做 Stirling 通 近 . 


s. 三 角 级 数 

18 世纪 的 数学 家 还 广泛 研究 了 三 角 级 数 ,特别 是 在 他 们 的 天 
义学 理论 中 , 这 种 级 数 在 天 文学 中 之 所 以 有 用 ,显然 是 由 于 它们 是 
引 期 函数 ,而 天 文 现象 大 都 是 周期 的 , 这 种 研究 是 一 个 广泛 课题 的 
开始 ,而 这 课题 的 全 部 深刻 意义 在 18 世纪 还 没有 被 意识 到 . 开始 
全 用 三 角 级 数 的 问题 是 插值 问题 ,特别 是 要 确定 行星 在 介 于 观测 
到 的 位 置 之 间 的 位 置 . 这 类 级 数 在 偏 微分 方程 的 早期 工作 中 也 曾 
日 到 (看 第 22 章 ) ,但 奇怪 的 是 这 两 条 思路 却 -- 直 分 开 , 甚 至 对 同 
时 研究 两 类 问题 的 人 也 是 这 样 . 

三 角 级 数 是 指 形 如 
(46) la, + 2; (a,cos nx + b,sin nr) 


的 任 一 级 数 , 其 中 a, Ab, 是 常数 . 如 果 这 样 -个 级 数 表示 一 个 函 
数 f(z) ,那么 对 于 = 0, 1, 2, …, 就 有 


(47) a, = 二 | ricos nrdz, b, = 二 | f(x) sin nrdr. 


这 些 系数 公式 的 获得 是 这 理论 的 主要 结果 之 一 ,至 于 这 些 a, Wü, 
的 值 ,要 在 什么 条 件 下 才 确 实 由 上 式 给 出 ,现在 且 一 概 从 略 . 

SE 1729 年 ,Euler 已 经 着 手 研究 播 值 问 题 . 这 就 是 ,已 知 一 
DPR A(x) 在 xz = n kht, RH n PERN, RIDERE x 
处 的 值 . 在 1747 年 ,他 把 他 已 经 得 到 的 方法 用 到 行星 扰动 理论 中 
出 现 的 一 个 函数 上 ,得 到 了 印 数 的 三 角 级 数 表示 . 在 1753 HED ,他 
发 表 了 他 在 1729 年 发 现 的 方法 . 

D Novi Comm, Acad, Sci Petrop. , 3, 1750/1751,36~85, pub, 1753 = Opera, 
(12,14,463-—515. 
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首先 ,他 处 理 这 样 的 问题 ,已 知 条 件 是 :对 每 一 n，f/(n) = 13 ,而 

要 求 一 个 周期 解 ,对 于 整数 z, 它 的 值 为 1, 他 的 推理 很 有 趣 , 因 为 它 

反映 出 那个 时 期 的 分 析 学 . Ht FC. ^ = y ,用 Taylor 定理 写 出 


(48) fircl)—vytyc 46m pot Ey bo 
由 于 f(z 十 1) 等 于 f(r), y 必须 满足 无 穷 阶 的 线性 微分 方程 
(49) y tty toy te =o. 


这 时 ,他 运用 他 在 1743 年 (看 第 21 章 ) 发 表 的 解 有 限 阶 线性 常 微 
分 方程 的 方法 . 这 就 是 ,他 建立 辅助 方程 
(50) zty tieto = 
TAR] e 的 级 数 ,这 方程 就 是 

e—1=0. 
然后 ,他 求 这 个 方程 的 根 . 他 从 方程 

bes 
出 发 ,这 是 一 个 nn 次 多 项 式 . 根据 Cotes(1722) 的 一 个 定理 (这 个 
定理 Euler 在 他 的 《 引 论 》 中 中 也 独立 地 证 明 过 ) ,这 个 多 项 式 有 一 
次 因子 = 和 平方 因子 


zy z 2kn u . n 
(12 2(1+=)cos 75 +1, k= 1,20, <4, 
应 用 联系 sin z 和 cos 2z 的 三 角 恒等式 ,这 些 因 了 等 于 
a(1+=)sin 45 
n n 


如 果 我 们 用 asin? ÉT (对 相应 的 &) BR fg NAT, (50) ARR EE 
响 ,这 样 平方 因子 就 是 


(D Vol. 1, Chap. 14. 


184 第 20 章 AW MB 


2 
之 


1 十 二 十 
n 


dn’ sin? ÊT 
n 
n= ol, 三 为 0. MÉZ “KE S in Z, 因子 就 变 成 


1 十 "E . 
辅助 方程 (50) 的 每 一 个 这 样 的 因子 都 有 对 应 的 根 x =E iZkx ,从 
而 有 对 应 于 (49) 的 积分 

a, sin 2knx + A,cos krr. 


上 面 提 公 的 一 次 因子 x 导致 一 个 积分 常数 . 由 于 f(0) = 1 是 一 
初始 条 件 ,Euler 最 后 得 到 


yoult 5i asin 2knra + A, (cos 2knx—1)}. 


系数 a, 和 A， 还 得 根据 条 件 f(n) = 1 (对 每 个 nn) 而 定 . 

这 篇 文章 还 包含 一 个 结果 ,其 形式 和 现在 所 谓 的 任意 函数 的 
Fourier 展开 是 一 样 的 , 即 用 积分 来 决定 系数 . Euler 特别 地 证 明了 
RRD FE 
f(x) = fix —1) Xx) 


的 通 解 是 
fla) = | xcoat-- 2S) cos Pn |. X (Ecos 2nnédé 
0 n=l M 


237 sin 2nxc | X(@)sin Zande. 
n=l 9 


这 里 ,在 1750—1751 年 ,我 们 已 有 了 一 个 展 成 三 角 级 数 的 函数 . 
Euler EK ILS Ae Ae E E IR H RC 般 的 解 , 如 果真 的 如 此 ， 

一 定 包含 了 用 三 角 级 数 来 表示 多 项 式 . 但 是 ,我 们 在 第 22 2 
将 要 看 到 , Euler 在 关于 弦 振动 和 有 关 问 题 的 论述 中 否认 了 这 


me 
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在 1754 ££ , d'Alembert D 研究 了 这 样 的 问题 ,就 是 把 两 个 行 
星 间 距离 的 倒数 ,展开 为 原点 到 行星 的 两 条 射线 间 的 夹 角 的 余弦 
级 数 , 这 里 也 能 够 找到 Fourier 级 数 的 系数 的 定 积 分 表示 . 
Euler 在 另 一 工作 中 ,以 完全 不 同 的 形式 ,得 到 了 函数 的 三 角 
BR HAS. 他 从 几何 级 数 


ye (cos c+ isin zx)", i =/— 1 
出 发 , 求 和 ,得 到 


l 
1 — a(cos z +isin x) 
然后 他 应 用 以 cos mx 和 sin nx RẸ cos x 和 sin xc BEBO ER EZ 
X GH247F de Moivre 的 公式 ) ,得 到 
l — a(cos x + isin x) 


= X a" (cos nr + isin nr). 


n=0 


在 左边 of 5 BEL AE EL 5) BERI Se EA SH a= 0 的 
项 并 移 至 左边 ,分离 实 部 与 虚 部 ,他 得 到 


acos r— a 5 "co 
z = a S nr 
l — 2acos r +a — £ , 
asin 7 5y "sin na 
= a" sin nz. 
1 — 2acos r +a’ 


至 此 ,他 的 结果 并 不 令 人 吃惊 . 现在 他 让 a = 士 1 ,得 到 ,例如 


(51) += l1 + cos x + cos 2x + cos 3z + cos 4r +e 
(实际 上 ,这 个 级 数 是 发 散 的 . mee 从 而 得 到 
-X—r 


5 = sin z + = pein 2x +3 Fsin 32+ + 


(D Recherches sur différens points importans du système du monde , 1754, Vol. 
II, p. 66. 

© Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. , 5,1754/1755,164 — 204, pub. 1760 = 
Opera, (1),14,542—584 4 H- A I BEA Opera, (1) ,15,435~497. 
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(53) Z = sing — Tsin 2r ++ sin 3r — Esin dart 
CEE — arn KR). 积分 后 一 个 等 式 ,为 了 定 出 积分 常数 ,在 
x= = 0 FP FEA SUE 得 到 


(54) x = — cos r+ Leos 2r — HIER 


+ cos 4a —- 
16 
Euler 48i JG PITRE ENTE — xor on ERAR DERI 
I x fr Bl Xon T Acad BN eR EE. 然而 ,继续 微分 (51),Euler 推导 


出 了 


sitn 士 2sin2zr 十 3sin3r 士 … 一 0， 
cos xt 4cos Zr + 9cos 3x = 0 
和 其 他 这 类 等 式 . Daniel Bernoulli th 8 4 Wt (52). (53), (54) iX 
Re 一 类 表示 式 , 他 认为 ,级 数 只 是 在 x 值 的 某 些 区 间 上 表示 这 些 
PA Št. 
在 1757 年 ,由 于 研究 因 太 阳 而 引起 的 摄 动 ,Clairaut 采取 了 
一 个 大 胆 得 多 的 步 又 . 他 说 ,他 将 把 任何 一 个 函数 写成 形式 


(55) f(x) = A 2A, cos nr. 


他 把 问题 看 做 一 个 插值 问题 ， 因此 用 TERRE r 为 
k’? kR?’ k?’ 
时 的 值 ,经 过 某 种 处 理 以 后 得 到 


D Hist. del'Acad. des Sci. , Paris, 1754,545 ff, , pub, 1759, 
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ib b EREZA , Clairaut 就 得 到 了 
(56) A, = MIS nrádr, 
这 是 A, 的 正确 公式 ， 

Lagrange 在 他 对 声 的 传播 的 研究 中 中 ,得 到 了 级 数 (51) ,并 为 
它 的 和 是 分 进行 辩护 . 无 论 Euler 还 是 Lagrange, 部 没有 评论 过 这 
样 一 件 惊人 的 事实 ,这 就 是 他 们 已 经 把 一 个 非 周期 函数 表示 成 三 
角 级 数 的 形式 . 但 是 稍 后 ,他 们 在 别 的 地 方 确 实 观 察 到 了 这 个 事 
F. D'Alembert 经 常 拿 x 作为 一 个 不 能 展 成 三 角 级 数 的 隙 数 的 
例子 . Lagrange Æ 1768 年 8 月 15 日 的 一 封 信 久 中 对 他 说 明 ,zx* 
真 的 能 够 表示 成 形式 

rt? = a + bcos 2x + ccos Ax d 

D'Alembert zr Ji 3f 26 HUS E uE, Ed A A AA TE. x 
= 0 就 不 相等 . 还 有 ,用 Lagrange 的 方法 ,人 们 可 以 把 sin x 表 成 
余 驴 级 数 ,但 sin x 是 奇 隙 数 ,而 右边 却 是 偶 函 数 ,这 个 问题 在 18 
世纪 一 直 没 有 解决 . 

在 1777 ©, Euler 在 研究 天 文 问题 的 时 候 , 实 际 上 用 三 角 函 
数 的 正 交 性 得 到 了 三 角 级 数 的 系数 ,这 方法 就 是 我 们 今天 所 用 的 . 
就 是 说 ,从 | 
(57) fix) = Z + Racos Ere 
他 推导 出 


é " 
"ES 了 | f(s)cos Ens 


在 这 籍 文章 前 的 一 篇 文章 里 ,他 先 用 稍微 复杂 的 方式 得 到 这 个 结 


(QD Misc, Taur. , 1, 1759 = (Œuvres . 1, 110. 

© Lagrange, Œuvres, 13, 116. 

@ Nova Acta Acad. Sci. Petrop. , 11,1793,114 — 132, pub. 1798 = Opera , 
(1), 16, Part 1, 333—355. 
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果 , 后 来 他 发 现 可 以 直接 得 到 它 , 就 是 把 (57) 的 两 边 乘 以 cos "E 
逐 项 积分 ,并 应 用 关系 式 


0 An v kh, 
[setenta 如 果 v = 二 上 & 关 0， 
i! gwRvy=k=0., 


上 向 关于 三 角 级 数 的 全 部 工作 ,处 处 都 渗透 了 这 样 一 个 矛盾 
现象 :虽然 当时 正在 进行 着 把 所 有 类 型 的 函数 都 表示 成 三 角 级 数 ， 
而 Euler, d'Alembert, Lagrange 却 始终 没有 放弃 过 这 样 的 立场 ， 
即 认为 并 非 任 意 的 函数 都 可 以 用 这 样 的 级 数 表示 . 这 个 矛盾 的 部 
分 解释 是 :在 三 角 级 数 被 认为 是 成 立 的 那些 地 方 ,总 有 其 他 的 论 
据 , 在 某 些 情况 下 是 物理 的 论据 ,似乎 能 够 保证 它们 的 成 立 . 因此 ， 
人 们 就 可 以 随意 假设 级 数 ,并 推导 出 系数 公式 . 是 否 任意 函数 都 能 
用 三 角 级 数 表示 的 争论 ,就 成 了 人 们 注意 的 中 心 了 . 


6. 连 分 xt 

我 们 曾经 指出 过 (第 13 章 第 2 节 ), 用 连 分 式 可 以 得 到 无 理 数 
KE. Euler 研究 过 这 个 课题 . 在 他 论述 这 个 问题 的 第 一 篇 题 为 
《 连 分 式 》 的 文章 加 中 ,他 得 到 -- 组 有 趣 的 结果 ,例如 ,每 一 个 有 理 
数 部 能 表示 为 一 个 有 限 的 连 分 式 . 然后 他 给 出 了 表达 式 


和 


(D Comm. Acad. Sci, Petrop. , 9,1737,98~137, pub. 1744 = Opera , (1), 
14,187 —215. 
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实质 上 还 证 明了 ede 是 无 理 数 . 

连 分 式 的 理论 基础 是 由 Euler 在 他 的 《 引 论 》( 第 18 SE) RES 
定 的 . 在 那里 ,他 证 明了 怎样 从 一 个 级 数 得 到 这 个 级 数 的 连 分 式 表 
示 以 及 反 过 来 怎样 做 . 

Euler 在 连 分 式 方面 的 工作 ,由 Euler 和 Lagrange 在 柏林 科 
学 院 的 一 位 同事 Johann Heinrich Lambert (1728—1777) 用 来 证 
明 由 :如 果 二 是 有 理 数 (不 是 0) ,那么 e 和 tan x 都 不 能 是 有 理 数 . 
因此 ,他 不 仅 证 明了 e* 对 正 整数 x 是 无 理 数 ,而 且 证 明了 所 有 有 
理 数 都 有 着 无 理 的 自然 ( 底 为 e) 对 数 . 从 关于 tan c 的 结果 推出 ， 
由 于 tan 1 =1, 所 以 二 和 x 都 不 能 是 有 理 数 . Lambert 实际 上 证 
明了 tany 的 连 分 式 展开 的 收敛 性 . 

Lagrange? 用 连 分 式 找 到 了 求 方程 无 理 根 的 近似 方法 ,在 同 
一 杂志 鸟 的 另 一 篇 文章 中 , 他 用 连 分 式 的 形式 给 出 了 微分 方程 的 
近似 解 .在 1768 年 的 文章 中 ,Lagrange 证 明了 Euler 在 1744 年 文 
章 中 证 明 的 一 个 定理 的 反 定 理 , 这 个 反 定理 说 :二 次 方程 的 实 根 是 
周期 连 分 式 ， 


7. 收 和 敛 与 发 散 问 题 
今天 ,我 们 知道 ,18 世纪 在 级 数 方面 的 工作 大 都 是 形式 的 , 收 


全 与 发 散 的 问题 无 疑 是 不 太 认 真 对 待 的 . 然而 ,也 不 能 说 它 完 全 被 
忽视 了 . 


Newton”, Leibniz, Euler 甚至 Lagrange, 都 把 级 数 看 作 多 
项 式 的 代数 的 推广 , 他 们 大 概 没 有 认识 到 ,由 于 把 求 和 推广 到 无 穷 


Hist, de l'Acad. de Berlin, 1761,265~322, pub. 1768=Opera, 2,112--159. 
Nouv. Mém. de l'Acad. de Berlin, 23, 1767, 311 ~ 352, pub. 1769 = 
Œuvres, 2, 539—578 和 24,1768,111— 180, pub. 1770 = €Eauvres, 2,581~652. 

1776 = Œuvres , 4,301—334. 

参看 第 17 章 第 3 节 Newton 的 引文 . 


© 日 
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多 项 ,他 们 已 经 引进 了 新 的 问题 . 因此 ,他 们 完全 不 准备 正视 无 穷 
级 数 强 加 给 他 们 的 问题 ;可 是 ,工作 中 产生 的 明显 困难 使 他 们 至 少 
偶然 地 又 提出 这 些 问题 . 最 有 兴趣 的 问题 是 ,如 何 正确 地 解决 悖 
论 , 以 及 那些 经 常 被 提 到 而 义 经 常 被 忽视 的 其 他 困难 . 

甚至 某 些 17 世纪 的 人 就 已 经 观察 到 了 收敛 问 发 散 的 区 别 . 
1668 年 ,Brouncker RUBS EDR y = = 下 的 面积 和 log x 两 者 之 


问 的 关系 时 ,用 与 几何 级 数 作 比较 的 方法 ,证 明了 log 2 和 log 2. 
的 级 数 的 收敛 性 . Newton 和 James Gregory 大 量 应 用 级 数 的 数值 
去 计算 对 数 表 与 其 他 函数 表 及 积分 值 ,他 们 已 经 知道 级 数 的 和 可 
以 是 有 穷 ,也 可 以 是 无 穷 .“ 收 勾 " 与“ 发散 "的 名 称 , 实 际 上 是 
James Gregory 于 1668 年 就 用 过 了 ,但 他 并 没有 发 展 这 些 概念 . 
Newton 认识 到 必须 考虑 收敛 性 ,但 他 仅仅 断言 寡 级 数 至 少 同 几 
们 级 数 -- 样 ,对 变量 的 一 些小 的 值 是 收敛 的 , 他 还 注 明 ,有 些 级 数 
对 工 的 某 些 值 可 能 是 无 穷 ,因而 是 无 用 的 ,例如 y — ar — a 的 
KOBE £ = a 就 是 这 样 . 

Leibniz 也 多 少 意识 到 收敛 性 的 重要 . 他 在 1713 年 10 月 25 
日 给 John Bernoulli 的 信 中 提 到 (现在 已 是 一 定理 ): 如 果 一 个 级 
数 的 项 ,其 符号 交替 变化 ,其 绝对 值 单调 趋向 于 零 ,那么 这 级 数 收 
sy CD. 

Maclaurin 在 他 的 《 流 数论 》(1742) 中 ,把 级 数 用 作 求 积分 的 
标准 方法 .他 说 :“ 当 一 个 流量 不 能 真正 地 用 代数 项 表示 时 , 则 它 
应 可 表示 成 一 个 收敛 级 数 , “他 还 认为 ,收敛 级 数 的 项 必须 持续 
下 降 并 小 于 任意 指定 的 小 量 , “在 这 时 ,级 数 开头 几 项 就 几乎 等 
于 它 整 个 的 值 了 “在 《 流 数论 》 中 , Maclaurin 给 出 了 (独立 于 
Cauchy 的 发 现 ) 无 穷 级 数 收敛 的 积分 判别 法 : 2) $(n) We SC, 


D Math. Schriften, 3,922~923. Leibniz f£ 1714 Æ 1 H 10 H% John 的 一 封 
信 中 还 给 出 了 一 个 错误 的 证 明 = Math. Schriften, 3,926. 
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日 仅 当 | Sdr ABH SG) E asco oo 有 穷 并 且 是 同 号 
的 . Maclaurin 用 几何 形式 给 出 了 这 个 判别 法 . 

XT Sx EB SE HE ES, Nicholas Bernoulli(1687 一 1759 ) 在 
1712 #11713 年 给 Leibniz Mf PWS A iA nb. £1713 t 4 H7 
日 的 信忠 中 , Bernoulli 谈 到 级 数 

(l+2)" = Lar PULL D 十 … 
4 c CM RABUAAF 1, 而 ”是 一 个 分 母 为 偶数 的 分 数 时 ,是 没 
有 和 的 . 这 就 是 说 ,级 数 的 (算术 的 ) 发 散 性 并 不 是 级 数 没有 和 的 唯 
一 原因 . Bl ür xp x o d DUDAS 


m 1l l-4 be4-7 . 0 | 
(l—x) 7 一 ] 十 e cH tgTg.gt + 

i 351.3.5, 
(l—2) ? pet qt 314.64 t 


BERRIN AUR MEER ANNIR MR ANE AE 
Bue. 入 们 不 能 通过 对 级 数 的 检查 来 区 别 这 两 者 ,因为 余 项 是 丢掉 
了 的 .然而 ,Nicholas 并 没有 给 出 收敛 性 一 个 清楚 的 概念 .在 1713 
年 6 月 28 日 的 答复 中 ,Leibniz3 对 收敛 级 数 ( 和 我 们 今天 的 意义 
大 致 一 样 ) 用 了 "收缩 "(advergent) 这 个 词 , 并 问 意 说 , 非 收缩 的 级 
数 可 以 是 没有 值 ,也 可 以 是 无 穷 大 . 

ALE, Euler 看 到 了 关于 发 艇 级 数 的 某 些 困 难 , 特 别 是 在 用 它 
们 进行 计算 时 产生 的 困难 ,但 他 关于 收敛 与 发 散 的 概念 仍然 是 不 
消 楚 的 , 他 确实 认识 到 ,收敛 级 数 的 项 必须 变 为 无 穷 小 . 下 面 提 到 
的 -- 些 通信 将 间接 地 告诉 我 们 他 的 某 些 看 法 . 

Nicholas Bernoulli ( 1687—1759) Æ 1742—1743 年 间 , 在 和 
Euler 的 通信 中 ,曾经 向 Euler 的 某 些 思想 和 工作 挑战 . 他 指出 ， 
Euler 在 他 1734/1735 年 的 文章 (看 第 4 节 ) 中 ,用 


D Leibniz: Math. Schriften, 3,980~984. 
Q) Math. Schriften. 3,986. 
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但 是 没有 证 明 s 的 基本 级 数 的 收敛 性 .在 1743 年 4 月 6 日 的 一 封 
信息 中 ,他 说 ,他 不 能 想象 ,Euler 会 相信 一 个 发 散 级 数 竟 能 给 出 某 
"eli AO AW. 他 指出 , 余 项 是 丢掉 了 的 . 例如 , 二 一 不 能 
FEl rtr +e 因为 余 项 ,也 就 是 x "(1 一 zx) HER 
了 的 . 

在 1743 年 的 男 一 封 信 中 ,Bernoulli 说 , Euler 必须 区 别 有 限 
多 项 的 和 与 无 穷 多 项 的 和 . 在 后 一 种 情形 下 ,是 没有 最 后 项 的 . 因 
此 ,人 们 对 无 穷 的 多 项 式 不 能 应 用 ( 像 Euler 所 作 的 ) 有 限 次 多 项 
式 的 根 与 系数 的 关系 . 对 于 一 个 有 无 穷 多 个 项 的 多 项 式 , 人 们 不 能 
说 它 的 根 的 和 |. 

Euler 对 Bernoulli 这 些 信和 是 怎样 回答 的 就 不 知道 了 . 在 1745 
年 8 月 7 日 给 Goldbach B f£ rh, Euler 引用 了 Bernoulli 的 推 
理 ,就 是 说 , 像 

十 1 一 2 十 6 一 24 十 120 一 720 十 … 

这 样 的 发 散 级 数 是 没有 和 和 的 ,但 他 说 这 些 级 数 有 一 个 确定 的 值 . 他 
注 明 ,我们 不 应 当 用 “和 "这 个 名 称 ,因为 这 是 指 真正 的 加 法 . 他 因 
此 叙述 了 一 个 一 般 原理 ,这 个 原理 说 明 所 谓 一 个 确定 的 值 究竟 指 
的 是 什么 . 他 指出 发 散 级 数 来 白 有 限 的 代数 表达 式 ,因此 他 说 ,级 
数 的 值 就 是 级 数 由 之 而 来 的 代数 表达 式 的 值 . 在 1754/1755 年 的 
文章 (看 第 4 节 ) 中 ,他 补充 说 :“ 无 论 如 何 , 一 个 无 穷 级 数 可 作为 菜 
些 有 尽 的 表达 式 的 展开 而 得 到 ,在 数学 运算 中 它 可 以 用 作 同 那些 


CD Fuss: Correspondance, 2, 701 ff, 
Q) Fuss: Correspondance, 1, 324. 
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AS TI ZR V , EET BUS ER UR BRI AE RR Xe BE.” 
在 他 1755 年 的 《原理 中 ,他 重 述 了 前 面 的 原理 : 


因此 ,让 我 们 说 ,任何 无 穷 级 数 的 和 是 这 样 一 个 有 限 表 达 
式 , 这 级 数 是 通过 展开 它 而 产生 的 . 在 这 个 意义 下 ,无 穷 
RR late —-x +e 的 和 将 是 1/(1 十 Xx) ,因为 只 要 
我 们 用 数 代 到 工 的 位 置 上 去 ,这 个 级 数 就 来 自分 式 的 展 
JF. 如 果 间 意 这 一 点 ,那么 和 这 个 词 的 新 定义 , 当 级 数 收 
化 时 , 同 它 原 来 所 指 是 一 致 的 ;而 就 和 这 个 词 的 本 来 意义 
说 ,发 散 级 数 没 有 和 ,因此 ,用 这 个 词 也 不 会 产生 什么 不 
f£. 最 后 ,借助 于 这 个 定义 ,我 们 能 够 保留 发 散 级 数 的 功 
用 ,并 对 所 有 反对 意见 给 它们 的 用 处 作 辩 护 吕 . 


ETREX ,Euler 意 在 把 这 原理 限制 在 震级 数 的 范围 之 内 ， 

Euler 在 1743 年 写 给 Nicholas Bernoulli 的 信 中 说 ,他 过 去 对 
于 发 散 级 数 的 使 用 是 十 分 怀疑 的 ,但 用 他 关于 和 的 定义 , 却 从 来 没 
有 出 过 差错 @. 对 于 这 一 点 ,Bernoulli 答复 说 ,两 个 不 同 的 函数 的 
展开 可 能 给 出 同一 级 数 ,如 果真 是 这 样 ,和 就 不 是 唯一 的 了 @. 为 
此 ,Euler 在 给 Goldbach 的 信 (1745 8 H 7 A) Sik: “Ber- 
noulli 提 不 出 例子 ,我 也 不 相信 同样 的 级 数 能 够 来 自 两 个 完全 不 
癌 的 代数 表达 式 . 由 此 可 毫 无 疑问 地 推出 ,任何 级 数 ,不 管 是 收敛 
的 还 是 发 散 的 ,都 有 一 个 确定 的 和 或 值 . ” 

这 场 争论 还 有 一 个 很 有 意思 的 余波 . Euler 依据 的 是 他 自己 
的 论点 ,就 是 像 
(58) 1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 … 
这 样 的 级 数 的 和 ,可 以 取 级 数 所 由 之 而 来 的 那个 函数 的 值 . 因为 上 


(D Paragraphs 108~ 1211, 
@ Opera Posthuma , 1, 536. 
Q April 6, 1743;Fuss: Correspondance, 2, 701 ff, 
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面 这 个 级 数 是 从 二 二 = 当 = 1 时 来 的 ,所 以 有 值 /2. 然而 Jean- 
Charles (Francois) Callet(1744 一 1799) 在 一 篇 没有 发 表 的 致 La- 
grange 的 便签 (Lagrange 赞成 把 它 发 表 在 巴黎 科学 院 的 4 记 要 》 
上 ,但 还 是 没有 发 表 出 来 ) 中 ,在 将 近 40 年 以 后 指出 
o pp g 

二 ] 一 XxX” 十 X a p a —e 
H rsl (mn), AFELE mna, WALRAD Emn, 
Hep om RU m 可 由 我 们 自由 选取 . 

Lagrange? 考虑 了 Callet 的 不 同意 见 后 ,认为 它 是 不 正确 的 . 
他 用 Leibniz I) PT RE SiC UE UL: BOE m = 3 n = 5 ,那么 (59) 右 
边 的 完整 的 级 数 是 

1 十 0 十 0 一 乙 十 0 十 习 十 0 十 0 一 所 十 0 十 zz 十 0 十 …. 
现在 ,如 果 对 工 = 1, 取 前 一 项 ,前 两 项 ,前 三 项 …… 的 和 ,那么 每 
五 个 这 样 的 部 分 和 就 有 三 个 等 于 1 ,两 个 等 于 0. 因此 ,最 大 可 能 的 
值 ( 平 均值 ) 是 345; 而 这 是 级 数 (59) 当 m= 3 与 4 二 5 时 的 值 . 顺 
便 说 明 ,Poisson 没有 提 到 Lagrange, 而 把 Lagrange 的 推理 重 做 
[f ©. 

Euler 说 过 ,在 求 发 散 级 数 的 和 时 ,演算 必须 十 分 小 心 . 他 还 
给 出 了 发 散 级 数 同 半 收 敛 级 数 的 区 别 . 半 收 敛 级 数 就 是 像 (58) 这 
样 的 级 数 ,把 它 加 起 来 , 当 项 数 越 来 越 多 但 又 没有 变 成 无 穷 时 , 它 
的 值 是 摆动 的 . 毫 无 疑问 ,他 认识 到 了 收敛 级 数 和 发 散 级 数 的 区 
BY. 有 一 次 (1747), 当 他 用 无 穷 级 数 去 计算 地 球 (作为 一 个 扁 球 ) 对 
北极 处 一 质点 的 吸引 力 时 ,他 说 ,级 数 “ 激 烈 地 "收敛 . 


© Mém. del'Acad. des Sci. , Inst. France, 3,1796,1—11. pub, 1799; 这 篇 文 
SV Œuvres 中 没有 . 

QU Jour. de l'Ecole Poly. , 12, 1823,404—— 509. 如 果 坚 持 用 完全 咎 级 数 ,那么 
Lagrange 的 推理 更 有 意义 些 , 它 可 以 用 Frobenius 的 求 和 定义 (第 47 章 第 4 节 ) 严 
密 化 . 
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Lagrange 也 多 少 意 识 到 收敛 与 发 散 的 区 别 . 在 他 早期 的 著作 
中 ,对 这 方面 的 确 是 不 清楚 的 . 他 在 一 篇 文章 0 中 说 ,一 个 级 数 将 
表示 一 个 数 ,如 果 它 收敛 到 它 的 尽头 , 即 如 果 它 的 第 项 趋向 于 0 
的 话 .后 来 ,将 近 18 世纪 未 , 当 他 研究 Taylor 级 数 时 ,他 给 出 了 我 
们 今天 所 谓 的 Taylor 定理 名 ,这 就 是 | 
fet h) = Fo) ht Sa) de 


+ f(r) SHR, 
Hop 
hU! 


R, = FU (xt ðh) GED 


而 0 的 值 在 0 与 1 之 间 . 这 个 R, 的 表达 式 就 是 有 名 的 余 项 的 La- 
grange 形式 . Lagrange 说 ,Taylor 的 (无 穷 的 ) 级 数 , 不 考虑 余 项 是 
一 定 不 能 用 的 , 然而 ,他 并 没有 研究 收 全 性 的 概念 ,或 者 余 项 的 什 
与 无 穷 级 数 收敛 性 的 关系 . 他 想 ,我 们 只 需 考虑 级 数 的 有 限 多 项 ， 
使 得 所 剩 的 余 项 很 小 就 够 了 . 收敛 性 后 来 由 Cauchy 加 以 研究 . 他 
强调 Taylor 定理 是 首要 的 ,并 且 强 调 这 样 的 事实 ;为 了 得 到 收敛 
的 级 数 展开 , 余 项 必须 趋向 于 0, 

D'Alembert 也 区 别 过 收 钱 与 发 散 的 级 数 . 在 (百科 全 书 ) 级 
数 " 那 一 条 中 ,他 说 :* 当 级 数 越 来 越 趋向 某 有 限量 ,从 而 级 数 的 项 
( 即 组 成 级 数 的 量 ) 继 续 威 小 ,就 称 它 为 收敛 级 数 ,而 如 果 继续 到 无 
穷 , 它 最 后 就 变 成 等 于 这 有 限量 . Blin s +E tot edo 组 成 
一 个 级 数 , 它 一 直 趋 向 于 1 ,而 当 级 数 继续 到 无 穷 时 , 它 最 后 变 成 
等 于 1. "在 1768 年 ,dAlembert 对 使 用 不 收敛 的 级 数 表示 了 杯 
疑 ,他 说 :至 于 说 到 我 ,我 承认 ,所 有 基于 不 收敛 级 数 的 推理 ,在 我 


(D Hist. del’Acad, de Berlin, 24, 1770 = (Euvres, 3,5 一 73 ,特别 是 p. 61. 

© Théorie des fonctions, 2nd. ed. , 1813, Chap, 6 = Œuvres , 9,69- 85, 微分 
中 值 定理 (6) — f(a) = f'C(5—2) 属于 Lagrange 1797). 后 来 它 被 用 来 推导 Taylor 
定理 ,就 像 在 近代 书 中 那样 ， 


I 196 第 20 章 无 穷 级 数 


看 来 ,都 是 十 分 可 疑 的 ,即使 它 的 结果 能 用 其 他 方法 表明 是 真 的 ， 
也 是 这 样 . "鉴于 John Bernoulli 和 Euler 对 级 数 的 有 效 运用 , 像 
d'Alembert 这 样 的 怀疑 ,在 18 世纪 并 没有 受到 注意 . D'Alembert 
在 同一 册 书 中 给 出 级 数 u 十 下 十 起 十 … 绝 对 收敛 的 一 个 检验 法 ， 
这 就 是 ,如 果 对 所 有 大 于 固定 数 + 的 n, 有 | umilu |< ep o 
Hin 无 关 且 小 于 1, 则 级 数 绝对 收敛 名. 
Edward Waring (1734 一 1798) ,剑桥 大 学 的 Lucas 数学 教授 ， 
在 级 数 方面 有 过 先进 的 观点 . 他 讲 过 ,级 数 
1 1 l 
1 十 P + 3 T "E Tee 


34m c d SE, n — DIN aK. 他 还 给 出 (1776) 一 个 有 名 的 关 
于 级 数 收 伍 与 发 散 的 判别 法 , 即 现在 认为 是 属于 Cauchy 的 比值 
判别 法 : 取 级 数 的 第 n+ 项 与 第 项 作 比 ,如 果 当 nn 一 ce 时 它 的 
极限 小 于 1, 则 级 数 收敛 ;如 果 极 限 大 于 1, 则 级 数 发 散 ; 当 极限 是 
1 时 得 不 到 任何 结论 . 

虽然 Lacroix 在 他 的 有 影响 的 《 微 积分 学 教程 》( Traité 
du calcul différentiel et du calcul intégral) 的 1797 年 版 中 ,关于 
级 数 说 了 许多 荒 雇 的 话 ,但 在 第 二 版 中 ,他 却 小 心得 多 了 . 在 谈 到 

7 = IHAA o 

时 ,他 说 ,我 们 一 定 要 把 级 数 说 成 是 函数 的 一 个 发 展 ,因为 级 数 并 
不 永远 取 它 所 属 的 函数 的 值 @. 他 说 ,级 数 仅 仅 对 于 Led lal 
给 出 函数 的 值 . 他 保留 了 Euler 曾经 表示 过 的 一 个 思想 , 即 无 穷 级 
数 还 是 对 所 有 的 x 与 函数 连结 起 来 的 ;在 涉及 级 数 的 任何 解析 研 
究 中 ,我 们 应 正确 地 认为 ,我 们 是 在 处 理 函数 . 因此 ,如 果 我 们 发 现 
了 级 数 的 某 些 性 质 ,那么 我 们 可 以 相信 ,这 些 性 质 对 函数 也 成 立 . 


QD. Opuscules mathématiques 5, 1768,183. 
© 171—182. 
®© 1810-1819, 3 vols. ; Vol. 1, p.4. 
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为 了 理解 这 个 断言 的 正确 性 ,只 须 注意 到 ,许多 级 数 都 满足 刻画 函 
数 特 征 的 方程 . 例如 ,对 y — a/ (a — x) ,我们 有 

a — (a— x)y — 0. 
但 如 果 谁 在 这 最 后 的 方程 中 用 级 数 来 代替 y, 他 就 会 看 到 ,级 数 也 
是 满足 这 方程 的 , Lacroix 接 下 去 说 ,人 们 知道 ,对 于 任何 其 他 的 例 
子 ,结果 都 是 一 样 的 . 他 还 指出 了 大 量 的 在 今天 教材 中 仍然 保留 着 
的 例子 . 

平 心 而 论 ,18 世纪 无 穷 级 数 方面 的 工作 中 ,形式 的 观点 是 占 
统治 地 位 的 .总 的 说 来 ,数学 家 甚至 懂 恨 任何 限制 ,例如 民 恨 有 必 
要 去 考虑 一 下 收敛 性 的 问题 . 他 们 的 工作 产生 了 很 有 用 的 结果 ,而 
他 们 也 就 满足 于 得 到 实用 上 的 支持 . 他 们 确 已 超越 了 他 们 所 能 给 
出 正确 理由 的 界限 ,但 他 们 在 运用 发 散 级 数 时 至 少 还 是 小 心 的 .我 
们 将 要 看 到 ,坚持 只 能 使 用 收敛 级 数 的 主张 ,是 经 历 大 半 个 19 t 
纪 才 取得 成 功 的 . 但 是 ,18 世纪 的 人 们 最 后 还 是 得 到 了 谅解 ;他 们 
预见 到 的 关于 无 穷 级 数 的 两 个 很 有 生命 力 的 思想 ,后 来 得 到 了 承 
A. 第 一 个 是 发 散 级 数 可 以 用 来 给 函数 作 数 值 逼 近 ; 第 二 个 是 级 数 
可 以 在 解析 运算 中 代表 函数 ,即使 这 个 级 数 是 发 散 的 也 行 . 
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第 21 章 
18 世纪 的 常 微分 方程 


一 个 不 亲自 检查 桥梁 每 - -部 分 的 坚固 性 就 不 过 桥 的 旅行 
者 ,是 不 可 能 走 远 的 ;甚至 在 数学 中 ,有 些 事 情 亦 须 己 险 . 


Horace Lamb 


1. € 题 

数学 家 谋求 用 微 积 分 解决 越 来 越 多 的 物理 问题 ,他 们 很 快 发 
现 不 得 不 对 付 一 类 新 的 问题 . 他 们 做 的 比 他 们 有 意识 去 探求 的 还 
多 . 比较 简单 的 问题 引导 到 可 以 用 初等 芳 数 计算 的 积分 ,而 某 些 比 
较 困难 的 问题 则 引出 不 能 如 此 表达 的 积分 ,如 椭 贺 积分 就 是 实例 
(第 19 章 第 4 节 ). 这 两 类 问题 都 属于 微 积分 范围 . 然而 ,解决 更 为 
复杂 的 问题 ,就 需要 专门 的 技术 ,这 样 ,微分 方程 这 门 学 科 就 应 时 
兴起 了 . 

有 几 类 物理 问题 促进 了 微分 方程 的 研究 ,其 中 一 类 就 是 现在 
通常 称 为 弹性 理论 这 一 领域 中 的 问题 . 一 个 物体 如 果 在 外 力作 用 
下 产生 变形 ,而 当 外 力 移 去 时 就 恢复 原状 ,我 们 就 说 它 是 弹性 的 . 
最 有 实际 意义 的 问题 是 考虑 垂直 梁 和 水 平 梁 在 外 加 载荷 下 所 成 的 
FEAR. 中 世纪 宏伟 教堂 的 建筑 师 们 用 经 验 处 理 的 这 些 问题 ,到 17 
世纪 由 Galileo, Edme Mariotte (1620? —1684), Robert Hooke 
(1635—1703) I Wren 这 样 一 些 人 做 了 数学 的 探讨 . 梁 的 性 态 是 
Galileo 在 《关于 两 门 新 科学 的 对 话 》 中 所 研究 的 两 门 科学 之 一 . 
Hooke 对 弹簧 的 研究 引导 他 发 现 了 定律 ;一 个 被 伸 长 或 被 缩短 的 
弹 澳 的 恢复 力 ,正比 于 它 伸 长 或 缩短 的 相对 长 度 . 18 世纪 的 人 们 
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用 更 多 的 数学 武装 了 头脑 ,他 们 关于 弹性 的 工作 ,是 从 钻研 这 样 一 
些 问 题 开始 的 ,如 :一 根基 挂 在 两 固定 点 的 非 弹 性 柔软 细 绳 所 到 的 
形状 ;一 根基 挂 在 一 固定 点 并 使 之 振动 的 弦 或 链 的 形状 ;一 根 固定 
在 两 端的 弹性 振动 弦 所 取 的 形状 ;一 根 两 端 固 定 的 杆子 在 外 加 载 
荷 下 的 形状 ,或 在 振动 时 的 形状 . 

摆 的 问题 不 断 激发 着 数学 家 的 兴趣 . 圆周 摆 的 精确 微分 方程 
d’6/de? 十 (g/l)sin0 二 0 向 研究 工作 挑战 了 ,甚至 用 0 代替 sin0 所 
得 到 的 近似 方程 在 分 析 上 也 是 未 曾 研 究 过 的 . 而 且 圆周 摆 的 周期 
与 运动 的 振幅 不 是 产 格 无 关 的 ,这样 就 要 求 寻找 一 条 曲线 ,使 得 择 
锤 治 这 条 曲线 摆动 的 周期 与 振幅 严格 无 关 . Huygens 引进 了 摆 
线 ,在 几何 上 解决 了 这 个 问题 ;但 是 分 析 的 解 还 没有 形成 . 

摆 的 问题 密切 联系 着 18 世纪 的 另外 两 项 比较 重要 的 研究 :地 
球 的 形状 和 引力 的 平方 反比 定律 的 验证 . 因为 摆 的 近似 周期 T = 
2xV gs 依赖 于 重力 加 速度 g ,所 以 用 择 的 周期 可 以 测量 地 球 表面 
不 同 地 点 的 重力 . 只 要 沿 着 一 条 经 线 , 依 次 测量 出 相当 于 纬度 改变 
1 的 长 度 , 再 利用 某 一 理论 和 相应 的 g 值 ,就 可 确定 地 球 的 形状 . 
事实 上 ,Newton 根据 观察 到 的 摆 周 期 随地 球 表面 不 同 地 点 的 变 
化 ,推断 出 :地 球 在 赤道 上 是 鼓 起 的 . 

在 Newton 用 理论 推断 出 地 球 的 赤道 半径 比 极 半径 超过 
1/230( 这 个 值 的 百 分 之 三 十 是 大 过 头 的 ) 之 后 ,欧洲 的 科学 家 们 
急 欲 加 以 核实 . 方法 之 一 是 测量 赤道 附近 和 极点 附近 纬度 1 所 
跨 经 线 的 长 度 . 如 果 地 球 是 高 的 ,那么 后 一 长 度 要 比 前 一 长 度 长 
— tt 

Jacques Cassini (1677 一 1756) 及 其 家 庭 中 的 一 些 成 员 作 了 这 
样 的 测量 ,而且 在 1720 年 给 出 了 相反 的 结果 . 他 们 发 现 两 极 之 间 
的 直径 比 赤 道 的 直径 大 了 1/95. 为 了 澄清 这 个 问题 ,法国 科学 院 
在 1730 年 派 遗 了 两 个 探险 队 ,一 队 在 数学 家 Pierre L. M. de 
Maupertuis 的 领导 下 去 拉 普 兰 (Lapland), 另 一 队 去 秘鲁 . Mau- 
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pertuis 分 遗 队 里 有 一 名 是 数学 家 Alexis-Claude Clairaut. 他 们 的 
测 鲁 证 实 了 地 球 在 两 极 是 扁平 的 ; Voltaire 欢呼 Maupertuis 是 
“两 极 和 Cassini 们 的 压 平 者 ”. 其 实 , Maupertuis 的 值 是 1/178, EE 
不 上 Newton 的 精确 . 地 球 的 形状 问题 仍旧 是 一 个 重大 的 课题 ,而 
且 在 一 个 很 长 的 时 期 内 没有 弄 清 楚 ,这 形状 是 否 是 一 个 局 的 球面 ， 
或 一 个 扁 长 的 球面 ,或 一 般 的 椭 球 面 ,或 别 的 什么 旋转 面 . 

如 果 已 经 知道 了 地 球 的 形状 ,那么 与 此 有 关 的 问题 , 即 引 力 定 
律 的 验证 ,就 可 进行 了 . 知道 了 地 球 的 形状 ,就 能 确定 把 一 物体 保 
持 在 旋转 着 的 地 球 表面 上 或 表面 附近 所 需 的 向 心力 .于 是 ,在 知道 
了 地 球 表面 上 的 重力 加 速度 g 之 后 ,我 们 就 可 查 对 由 向 心 加 速度 
和 所 提供 的 全 部 重力 是 否 确实 符合 平方 反比 定律 . 有 些 人 怀疑 
这 个 定律 ,Clairaut 就 是 其 中 一 个 ,他 有 一 个 时 期 曾经 相信 引力 的 
形式 应 该 是 下 = 4 天 十 Br .引力 定律 和 地 球 的 形状 ,这 两 个 问 
题 有 着 更 深刻 的 内 在 联系 ,这 是 因为 如 果 把 地 球 看 成 旋转 的 平衡 
流体 ,那么 平衡 的 条 件 就 牵涉 到 流体 质点 之 间 的 相互 吸引 力 . 

主导 着 这 一 世纪 的 物理 研究 领域 是 天 文学 . Newton 已 经 解 
决 了 所 谓 的 二 体 问题 , 即 : 在 太阳 的 引力 作用 下 ,一 个 单一 的 行星 
的 运动 ,考虑 时 把 两 个 物体 都 理想 化 成 质点 . 他 也 曾经 提出 了 一 些 
办 法 去 研究 比较 重要 的 三 体 问题 ;月 球 在 太阳 和 地 球 引 力作 用 下 
的 性 态 . 然而 ,这 正 是 研究 行星 及 其 卫星 在 太阳 引力 和 所 有 别 的 星 
体 的 相互 吸引 下 的 运动 的 开端 . Newton 在 《原理 》 中 的 工作 ,虽然 
实际 上 构造 了 微分 方程 的 解 ,但 是 还 有 待 于 翻译 成 分 析 的 形式 . 而 
这 个 工作 是 在 18 世纪 逐步 完成 的 , 那个 优秀 的 法 国 数学 家 和 物理 
学 家 Pierre Varignon 在 进行 把 动力 学 从 几何 学 的 束缚 下 解放 出 
来 的 探索 中 ,顺便 开始 了 这 个 工作 . Newton 也 确实 用 过 分 析 的 形 
式 解决 了 某 些微 分 方程 ,例如 他 在 1671 年 的 《 流 数 法 》 中 (第 17 章 
BT) A 1676 年 的 《 专 论 》(Tractarus) 中 ,都 讲 到 了 微分 方程 
d'y/da* = F(x) 的 解 在 z 的 一 个 一 1 次 多 项 式 的 范围 内 是 任意 
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的 . 在 4 原理》 第 三 版 命题 34 的 注解 中 ,他 只 讲 了 什么 样 形状 的 旋 
转 曲 面 在 流体 中 运动 时 受到 的 阻力 最 小 ;而 在 1694 年 给 David 
Gregory 的 一 封 信 中 ,他 说 明了 他 是 怎样 得 到 他 的 结果 的 ,并 县 在 
说 明 中 用 了 微分 方程 . 

在 大 文学 的 问题 中 ,月 球 的 运动 受到 最 大 的 注意 ,这 是 由 于 确 
定 船 只 在 大 海中 的 经 度 的 一 般 方法 (第 16 章 第 4 节 ), 同 17 世纪 
所 介 绍 的 别 的 方法 一 样 ,都 有 赖 于 知道 月 球 每 时 每 刻 相对 于 一 标 
准 位 着 ( 它 在 该 世纪 的 后 期 定 为 英国 的 格林 尼 治 ) 的 方位 . 为 了 决 
定 误差 不 超过 1 的 格林 尼 治 时 间 , 就 需要 知道 误差 不 超过 角度 
15 的 月 球 的 方位 ;甚至 这 样 的 误差 也 可 能 导致 船只 的 定位 有 30 
公里 的 偏差 .但 是 在 Newton 的 时 候 , 通 用 的 月 球 位 置 表 远 没有 达 
到 这 样 的 精度 . 对 月 球 的 运动 理论 产生 兴趣 的 另 一 个 原因 是 : 它 可 
以 用 来 预报 日 蚀 和 月 蚀 ,这 反 过 来 对 整个 天 文学 理论 是 一 种 检验 

党 微分 方程 的 主题 产生 于 刚才 谈 到 的 一 些 问题 . 数学 发 展 了 ， 
人 篇 微分 方程 的 课题 也 引导 出 常 微分 方程 进一步 的 工作 . 现在 叫做 
微分 几何 与 变 分 法 的 这 两 个 分 支 就 是 这 样 .在 这 一 章 内 ,我 们 将 讨 
论 那些 直接 引导 到 常 微分 方程 ( 即 只 包含 一 个 自 变 量 的 导数 的 方 
程 ) 的 基本 的 早期 著作 ， 


2. 一 阶 常 微分 方程 

像 微 积分 在 17 世纪 后 期 与 18 世纪 前 期 的 著作 一 样 , 常 微 
分 方程 最 早 的 著作 出 现在 数学 家 们 彼此 的 通信 中 (其 中 有 许多 
已 失传 了 ), 或 者 出 现在 那些 常常 重 登 书信 中 建立 的 或 说 明 的 结 
朵 的 刊物 中 . 某 人 宣布 一 个 结果 往往 引起 另 一 个 人 的 申辩 ,说 他 
页 早 做 了 完全 相同 的 工作 . 由 于 存在 着 激烈 的 竞争 ,这 种 申辩 不 
一 定 是 真实 的 , 有 些 证 明 只 有 概述 ,而 且 和 弄 不 清 作者 掌握 的 详 
情 ; 同 样 ,在 信 上 写 着 的 一 般 解 法 也 仅仅 是 特例 的 说 明 . 由 于 这 
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些 理由 ,我 们 即使 不 考虑 整个 严密 性 的 问题 ,也 很 难 指 出 谁 是 首 
先 得 到 这 些 结果 的 人 .， 

Huygens 在 1693 年 的 《教师 学 报 ?》 中 中 明确 说 到 了 微分 方程 ， 
而 Leibniz 在 同年 的 4 教师 学 报 》 的 另 一 篇 文章 中 称 微 分 方程 为 特 
征 三 角形 的 边 的 函数 @. 我 们 通常 首先 学 到 的 关于 常 微分 方程 的 
观点 , 即 由 给 定 的 函数 及 其 导数 由 消去 任意 常数 后 得 到 微分 方程 ， 
大 约 直 到 1740 年 才 出 现 ,并 且 是 由 Alexis Fontaine des Bertins 
提出 来 的 . 

James Bernoulli 是 用 微 积分 求 常 微分 方程 问题 分 析 解 的 先 
驱 者 之 一 .在 1690465 HO, 他 发 表 了 
他 关于 等 时 间 题 的 解答 ,虽然 Leibniz 

已 经 给 出 了 这 问题 的 一 个 分 析 解 . 这 个 

问题 是 : 求 一 条 曲线 , HA - MES 
MRNA 都 取 相 等 的 时 

;不管 摆 所 经 历 的 强 长 的 大 小 . 这 微 
分 用 Bernoulli 的 记号 写 出 , 就 是 

dyV/b? y ~a = dr Va. Bi 21.1 
Bernoulli 由 微分 等 式 得 出 结论 :两 端的 积分 (这 个 词 第 一 次 被 使 
用 ) 必 须 相等 ,并且 给 出 了 解答 
ye yaa = Va 


35 
这 曲线 自然 是 摆 线 . 
James Bernoulli Æ 1690 年 的 同一 篇 文章 中 提出 了 一 个 问题 ; 
一 根 和 柔软 而 不 能 促 长 的 弦 自 由 服 挂 于 两 固定 点 , 求 这 强 所 形成 的 
曲线 . Leibniz 称 此 曲线 为 悬 链 线 . 这 个 问题 早 在 15 世纪 ,Leonar- 


D Œuvres, 10,512—514. 
®© Math. Schriften, 5, 306. 
@) Acta Erud. , 1690, 217 ~ 219 = Opera . 1, 421-424. 
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do da Vinci 已 经 考虑 过 . Galileo 猜想 这 条 曲线 是 抛物 线 . Huy- 
gens 证 实 ,这 是 不 对 的 ,并 且 主 要 用 物理 的 推论 证 明 : 如 果 弦 的 重 
忆 以 及 加 在 驼 上 的 总 载荷 按 水 平方 向 计算 是 均匀 的 ,那么 曲线 是 
抛物 线 . ANTENA WEAF IHE ER E28 5] RJ. 

f 1691 年 6 月 份 的 《学 报 》 中 , Leibniz, Huygens 和 John 
Bernoulli 都 发 表 了 各 自 的 解答 . Huygens 的 解答 是 几何 的 , 而且 
xe AH ER). John Bernoulli 用 微 积分 的 方法 给 出 一 个 解答 . 在 
他 的 1691 年 的 微 积分 教 本 中 有 完整 的 阐述 ,这 就 是 现代 在 微 积分 
与 力学 中 所 采用 的 那个 讲法 , 它 建 立 在 微分 方程 


的 基础 上 ,其 中 :是 由 B 到 任意 点 A( 图 21.1) 之 间 的 弧 长 ,而 c 依 


CT ES GHE DATO HE AL. 从 这 个 微分 方程 推导 出 我 们 现在 写 
成 y = ccosh = 的 解 . Leibniz 用 微 积分 的 方法 也 得 到 这 个 结果 . 

John Bernoulli 能 够 解决 悬 链 线 问题 ,而 他 的 哥哥 James 提出 
这 个 难题 却 不 能 解决 ,所 以 他 感到 莫大 的 骄傲 . 他 在 1718 年 9 月 
29 日 给 Pierre Remond de Montmort (1678-1719) H—# fap es 
WEE OO: 


我 的 哥哥 的 努力 没有 成 功 ; 至 于 我 ,比较 幸运 ,因为 我 找 
到 了 彻底 解决 问题 的 技巧 (我 说 这 一 点 是 毫 不 夸张 的 ,为 
什么 我 要 隐瞒 真情 呢 ?) 并 且 把 它 转 化 为 抛物 线 的 求 长 
法 . 千 真 万 确 的 是 ,我 为 了 钻研 这 个 问题 里 牲 了 通宵 的 休 
息 , 在 那些 日 子 里 ,对 于 我 当时 轻 轻 的 年 纪 和 业务 而 言 ， 
这 是 够 哈 的 , 但 是 ,第 二 天 早晨 我 满怀 喜悦 , 跑 到 我 哥哥 


(D Acta Erud. , 1691, 274 ~ 276 = Opera ,1,48—51, 
@ Johann Bernoulli, Der Briefwechsel von Johann Bernoulli, Birkhauser Ver- 


lag, 1955, 97-—98. 
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那里 . 他 深 居 不 出 ,为 了 解 开 这 个 Gordian H 4 Zi 1 d E 
营地 奋斗 呢 . 像 Galileo 一 样 , 他 老 是 想象 大 链 线 是 一 根 
抛物 线 . 我 对 他 说 ,停止 ! 停止 ! 再 不 要 折腾 你 自己 去 证 
明天 链 线 与 抛物 线 的 等 同性 了 ,因为 那 是 完全 错误 的 . 折 
物 线 对 晤 链 线 的 构造 的 确 有 用 ,但 是 这 两 种 曲线 是 如 此 
的 不 同 ; 一 个 是 代数 的 , 另 一 个 是 超越 的 …… 然而 ,你 使 
我 不 胜 惊讶 ,说 我 的 哥哥 曾 找到 了 解决 这 个 问题 的 方 
法 …… 我 回 你 ,难道 你 真 的 会 想象 ,如 果 我 的 哥哥 已 经 解 
决 了 这 个 疑难 的 问题 ,他 对 我 会 这 样 谦虚 ,一 如 他 不 是 一 
个 解决 者 ,而 让 我 与 Huygens 和 Leibniz 一 道 独 享 首创 
者 的 光荣 吗 ? 


在 1691 与 1692 年 间 ,James 与 John 还 解决 了 甚 挂 着 的 变 密 
度 非 弹性 软 强 、 等 厚度 的 弹性 绳 、 以 及 在 每 一 点 上 的 作用 力 都 指向 
一 固定 中 心 的 细 强 所 成 形状 的 问题 . John 还 解决 了 逆 问题 :已 知 
一 眠 挂 着 的 非 弹 性 细 强 所 成 形状 的 曲线 方程 , 求 绳子 察 度 相 对 于 
弧 长 的 变化 规律 .在 力学 的 教科 书 中 ,通常 见 到 的 就 是 John 的 解 
答 . James 在 1691 年 的 《学 报 ?》 中 发 表 了 一 个 证 明 : 一 根 给 定 的 强 
子 悬 挂 在 两 固定 点 , 它 能 取 的 所 有 形状 y 
中 ,以 悬 链 线 的 重心 为 最 低 . 

在 1691 年 的 《学 报 》 中 ,James Ber- 
noulli 推导 出 跟踪 曲线 的 方程 ,在 图 
21.2 的 曲线 中 ,对 于 曲线 上 任 一 点 已 ， 
PT/OT 是 常数 . James 首先 推出 dy/ds 
= ya ,这 里 s ZMK. 从 这 个 方程 他 ? 
推 得 
(2) [var = fava = 


L- 
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(3) [ar =- Vy, 
作为 曲线 的 特征 积分 . (方程 (2) 可 以 积分 成 
xa! — y! = alogl (a Hya — y )/y].) 

Leibniz 想到 了 常 微分 方程 的 变量 分 离 法 ,并 且 于 1691 EA 
fi Huygens. 这 样 他 就 解决 了 形 如 ydx/dy = f(x)g(y) 的 方程 ， 
只 要 把 它 写 成 dx/ 了 f(x) = g(y)dy/ y» ,就 能 在 两 边 进行 积分 . 他 并 
没有 建立 一 般 的 方法 . 他 (1691 年 ) 还 把 一 阶 齐 次 方程 ” = 
Jessa) 化 成 积分 :他 令 y = ur ,并 代入 方程 ,就 使 变量 可 以 分 离 . 
所 有 这 些 概 念 一 一 变量 分 离 与 齐 次 方程 的 求解 ,John Bernoulli 在 
1694 年 的 《教师 学 报 》 中 作 了 更 加 完整 的 说 明 . 其 后 , Leibniz 在 
1694 年 证 明 如 何 把 线性 一 阶 常 微分 方程 y 十 P(r)y = Q(x) 化 成 
积分 . 他 的 方法 使 用 了 应 变量 的 变换 . 一 般 说 来 , Leibniz 只 解 了 一 
阶 的 常 微 分 方程 . 

James Bernoulli 后 来 在 1695 年 的 《学 报 》 中 人 提出 了 求解 现 
在 叫做 Bernoulli 方程 : 

(4) = P(z)y + QU)» 

的 问题 . Leibniz 在 1696 年 证 明史 ;利用 变量 替换 x = y ” ,可 以 
把 方程 化 成 线性 方程 (y 和 >y 的 一 次 方程 ). John Bernoulli 给 出 了 
为 一 种 解法 . James 在 1696 年 的 《4 学报) 中 本 质 上 用 变量 分 离 法 把 
它 解 出 . 

Leibniz 和 John Bernoulli 在 1694 年 引进 了 找 等 交 曲 线 或 曲 
线 族 的 问题 , 即 : 找 一 曲线 或 曲线 族 使 得 与 一 已 知 曲 线 族 相 交 于 给 
定 的 角度 . John Bernoulli 称 等 交 曲 线 为 轨 线 ,并 且 在 Huygens 的 
光学 工作 基础 上 指出 ,因为 光线 与 光 的 波 前 是 正 交 的 ,所 以 等 交 轨 
线 的 问题 在 求 光 线 通过 非 均匀 介质 时 的 路 径 是 重要 的 . 这 个 问题 


(D Page 553. 
(Q Acta Erud. , 1696,145. 
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一 直到 1697 年 都 没有 公开 , 那 时 John 把 它 作为 向 James 提出 的 
一 个 挑战 . James 只 解决 了 一 些 特殊 的 实例 . John 导出 了 一 特殊 
曲线 族 的 正 交 轨 线 的 微分 方程 ,并 且 在 1698 年 多 解 出 了 它 . 后 来 
Leibniz 找到 一 曲线 族 的 正 交 轨 线 :考虑 y* — br ,其 中 心 是 曲线 
族 参 数 ( 他 引进 的 一 个 名 词 ). 从 这 个 方程 推出 »dy/dx = b. Leib- 
niz Hi b —— ydx/dy ,代入 y = 2br ,就 得 到 轨 线 的 微分 方程 y 
=— 2rydi/dy , 它 的 解 为 a — c = y/2 .虽然 他 只 解 出 了 一 些 
特例 ,但 他 却 料想 到 一 般 的 问题 与 解法 . 

正 交 轨 线 的 问题 一 直 处 于 沉寂 状态 ,直到 1715 年 ,Leibniz 向 
英国 数学 家 ,主要 对 准 Newton, 提 出 挑战 : 找 出 求 一 已 知 曲 线 族 
的 正 交 轨 线 的 一 般 方 法 . Newton 在 造 币 厂 , 白 天 劳累 之 后 ,用 睡 
党 前 的 时 间 解 出 了 这 个 问题 ,他 的 解答 发 表 在 1716 年 的 《哲学 汇 
Tl) ES. Newton 还 指明 了 如 何 求 与 一 已 知 曲线 族 相 交 成 定 角 的 
曲线 ,或 相交 的 角 是 按照 给 定 的 规律 随 族 中 曲线 变化 的 曲线 . 虽然 
Newton 用 了 二 阶 瘦 微 分 方程 ,但 他 的 方法 与 现代 所 用 方法 没有 
太 大 的 不 同 ， 

关于 这 个 问题 的 更 进一步 的 工作 是 由 Nicholas Bernoulli 
(1695—1726) & 1716 年 完成 的 . James Bernoulli 的 学 生 Jacob 
Hermann (1678 一 1733) 在 1717 年 的 《学 报 》 中 给 出 了 一 个 规则 ， 
车 F(x, y, c) = 二 0 是 一 已 知 曲 线 族 , 则 y = 一 F/F RES 
F5 29 F 的 偏 微 商 ,从 而 正 交 轨 线 的 和 斜率 @ 就 是 F/F.. FE, Her- 
mann i, F(x, y, c) = 0 的 正 交 轨 线 的 常 微分 方程 为 
(5) Fdr= Fidy. 

他 从 (5) 解 出 c, 把 它 代入 原来 的 方程 F(x， y, c) = 0 ,并 且 解 出 
最 后 得 到 的 微分 方程. 这 个 方法 实际 上 是 Leibniz 的 ,只 不 过 Her- 


(D Opera, 1,266. 
© Phil. Trans. , 29,1716 ,399~400, 
© Aeta Erud. , 1717,349 ff. th 9 John Bernoulli, Opera, 2,275--279. 
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mann 阐述 得 更 为 明确 而 已 . 现在 更 习惯 于 找 出 下 = 0 所 满足 的 真 
的 微分 方程 ,这 方程 不 含 c; 在 这 个 方程 中 再 用 一 1/y 代替 y ,这 
样 就 得 到 正 交 轨 线 的 微分 方程 . 

John Bernoulli 向 英国 人 提出 了 另外 一 些 轨 线 的 难题 ,他 特别 
讨厌 的 是 Newton. 由 于 英国 人 与 大 陆 的 伙伴 已 经 不 和 ,所 以 挑战 

John Bernoulli 后 来 解决 了 一 个 抛射 体 在 阻力 正比 于 速度 任 
何 次 宪 的 介质 中 运动 的 问题 ,这 里 的 微分 方程 是 
(6) m DE — bo" — mg. 

那 时 也 认识 了 一 阶 恰当 方程 , 即 方程 M(x, y)dx + N(Gx, 
>)dy 王 0 中 的 Mdr 十 Ndy 是 某 个 函数 z = f(x, y) 的 恰当 微分 ， 
他 关于 地 球形 状 的 著作 是 很 有 名 的 一 一 已 经 在 1739 
年 与 1740 年 (第 19 章 第 6 节 ) 的 论文 中 给 出 方程 是 恰当 的 条 件 : 
9M/23y = 9N/9x .这 个 条 件 也 由 Euler 独立 地 在 1734—1735 年 
写 的 一 篇 论文 中 给 出 由. 假如 方程 是 恰当 的 ,那么 ,如 Clairaut 和 
Euler 所 指出 的 那样 , 它 是 可 以 积分 的 ， 

当 一 个 一 阶 方程 不 是 恰当 时 ,往往 可 以 将 方程 乘 上 一 个 叫做 
积分 因子 的 量 ,使 它 化 成 恰当 的 . 虽然 积分 因子 在 一 阶 常 微分 方程 
的 特殊 问题 中 早已 采用 了 ,但 是 领会 到 这 个 概念 提供 了 一 个 方法 
的 却 是 Euler( 在 1734/1735 年 的 论文 中 ) ,他 确立 了 可 采用 积分 因 
子 的 方程 类 属 . 他 还 证 明 :如 果 知 道 了 任何 一 阶 常 微 分 方程 的 两 个 
积分 因子 ,那么 令 它 们 的 比 等 于 常数 ,就 是 微分 方程 的 一 个 积分 . 
Clairaut 在 他 1739 年 的 文章 中 独立 地 引进 了 积分 因子 的 概念 ,而 
且 在 1740 年 的 论文 中 加 上 了 理论 . 求解 一 阶 方程 的 所 有 初等 方法 
到 1740 年 都 已 清楚 了 ， 


Clairaut 


Q Comm. Acad. Sei, Petrop. , @ 17341735, 1 74~193, pub. 1740 = Opera , 
(13.22,36— 56. 


3. ff 解 209 I 


3. 8 解 

奇 解 不 能 通过 给 积分 常数 以 一 个 确定 值 的 方法 从 通 解 得 到 ; 
这 就 是 说 , 它 不 是 特 解 . 这 是 Brook Taylor 在 他 的 《 增 量 法 》 中 中 求 
解 一 阶 二 次 方程 时 观察 到 的 . Leibniz 在 1694 年 已 经 看 到 :一 个 解 
族 的 包 络 也 是 一 个 解 . Clairaut 和 Euler 对 奇 解 作 了 更 加 完整 的 探 


W. 
Clairaut 在 1734 年 的 著作 包 中 处 理 了 现在 以 他 的 名 字 命 名 的 
方程 
(7) y— xy t+ fly’). 
令 p 表示 y , 则 
(8) y= xp+f(p). 


X] x KRY, Clairaut 得 到 
p=ptiat+f(p) n4 


从 而 

(9) SP = ofl fp) =0. 
方程 dp/dx = 0 导致 y = c ,再 由 原 方程 我 们 有 
(10) yo + fle). 


这 就 是 通 解 ,而 且 它 是 一 个 直线 族 . 第 二 个 因子 , r+ P (5) =0, 

可 以 与 原 方程 一 起 用 来 消去 户 ,这 就 给 出 了 一 个 新 的 解 , 它 就 是 奇 
ME. 为 了 弄 清 它 是 通 解 的 包 络 ,我 们 利用 (10) ,并 且 关 于 c 求 微 商 ， 

这 样 就 有 

(11) zt f(c)=0. 

从 (10) 与 (11) 之 问 消 去 < 得 到 的 曲线 就 是 包 络 . 但 是 ,这 两 个 方程 


(Q 1715, p. 26. 
®© Hist. del'Acad. des Sci. , Paris, 1734,196 —215. 
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恰好 与 上 面 给 出 奇 解 的 两 个 方程 一 样 . 奇 解 是 一 包 络 这 一 事实 还 
是 不 其 了 然 的 ,但 是 奇 解 不 包括 在 通 解 中 ,Clairaut 却 是 清楚 的 . 

Clairaut 与 Euler 已 经 给 出 方法 ,从 微分 方程 本 身 求 出 奇 解 ， 
BIA f(z, y, y) 二 0 与 9f/3y =0 消去 yy .这 一 点 以 及 奇 解 不 
包括 在 通 解 中 的 事实 , 困 住 了 Euler. 他 在 1768 年 的 《原理 》 中 中 ， 
给 出 了 -- 个 从 特殊 积分 鉴别 奇 解 的 判别 法 ,此 法 在 未 知 通 解 的 情 
况 下 ,也 可 以 应 用 . D’Alembert® 加 强 了 这 个 判别 法 . 后 来 La- 
place 把 奇 解 ( 他 称 作 特 殊 解 ) 的 概念 推广 到 高 阶 方程 和 三 个 变 
量 的 方程 . 

Lagrange? 对 奇 解 与 通 解 的 联系 作 了 系统 的 研究 . 他 给 出 一 
般 的 方法 ,用 明确 而 漂亮 的 手法 从 通 解 消去 常数 而 得 到 奇 解 ,这 超 
过 了 Laplace 的 贡献 . 设 已 知 通 解 VY(z，y，, a) = 0 ,Lagrange 的 方 
法 是 求 出 dy/da, 并 令 它 等 于 0, 再 从 这 个 方程 与 V = 0 消去 a. F 
样 的 程序 也 适用 于 dx/da = 0 .他 还 扩大 了 Clairaut 5j Euler 从 微 
分 方程 求 奇 解 的 知识 . 最 后 , Lagrange 给 出 奇 解 是 积分 曲线 族 的 
包 络 的 几何 解释 . 在 奇 解 的 理论 由， 有 些 特 殊 的 困难 他 是 没有 认识 
到 的 . 例如 ,他 没有 了 解 到 : 别 的 奇异 曲线 ,但 不 是 奇 解 ,也 可 以 从 
f(x, y, y) =05 af/ay’ = 0 消去 y' 得 到 ,或 者 说 ,一 个 奇 解 可 
以 包括 一 支 特 解 . 奇 解 的 完整 理论 是 在 19 世纪 发 展 起 来 的 ,而 且 
由 Cayley 和 Darboux 在 1872 年 才 把 它 搞 成 现代 的 形式 . 


4. 二 阶 方程 与 Riccati 方程 
二 阶 常 微分 方程 早 在 1691 年 就 在 物理 问题 中 出 现 了 . James 


中 vol.1，pp. 393 ff, 

© Hist. del'Acad. des Sci. , Paris, 1769,85 ff, , pub. 1772. 

(Q Hist. de l'Acad. des Sci., Paris, 1772, Part 1, 344 ff., pub. 1775 = 
Œuvres 8,325 ~ 366, 

(D Nouv. Mém. del'Acad, de Berlin, 1774, pub. 1776 = Œuvres , 4,5~108, 
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Bernoulli WAL T SEU 4E A73 F ERE XR Al a, BD RE BA, f | 
出 一 个 二 阶 方程 drd’ = (dydsY ,ix HB s AM. John Ber- 
noulli 在 他 的 1691 年 的 微 积分 教科 书 中 处 理 了 这 个 问题 ,并 且 证 
有 明 : 它 与 悬 链 线 问 题 在 数学 上 是 相同 的 . 二 阶 方程 后 来 在 确定 两 端 
回 定 的 弹性 振动 弦 ( 例 如 ,小 提琴 的 弦 ) 的 形状 问题 中 也 出 现 了 . 
Taylor 在 研究 这 个 问题 时 是 在 研究 一 个 古老 的 主题 . 由 Pythago- 
ras 的 信徒 开端 的 数学 和 乐 声 的 整个 主题 为 中 世纪 的 人 们 所 继承 ， 
并 且 传 到 了 17 tH £3. Benedetti, Beeckman, Mersenne, Des- 
cartes, Huygens 和 Galileo 在 这 方面 都 是 杰出 的 ,虽然 没有 什么 
新 的 数学 成 果 值 得 在 此 一 提 . 一 根 弦 可 以 按 许 多 模式 , 即 二 分 之 
一 .三 分 之 一 等 模式 振动 ;一 根 分 成 部 分 振动 的 弦 所 产生 的 音 是 
第 & 谐 将 或 第 上 一 1 泛音 ( 基 音 为 第 一 谐音 ). 这 些 知识 大 部 分 是 通 
过 Joseph Sauveur(1653 一 1716) 的 实验 工作 到 1700 年 在 英国 就 
已 熟知 了 . 

Brook Taylor® 导出 了 一 根 伸 张 的 振动 弦 的 基 频 . 他 解 出 了 
方程 a = iyi, REI sVr sy ,而 微 商 是 对 时 间 取 的 ,并 且 
给 出 了 > = Asin(z/a) 作为 弦 在 任何 时 刻 的 形状 ,这 里 a — Ln, 
Lenk KE. Taylor 关于 基 频 的 结果 (按照 现代 的 记号 ) 是 

1 T 
TENE 
其 中 了 为 骇 的 张力 , o = m/g ,m 是 单位 长 度 的 质量 ,而 g 为 重力 
加 速度 . 

John Bernoulli 在 努力 研究 弦 振 动 问题 时 ,在 1727 年 给 他 的 
儿子 Daniel 的 一 封 信 中 和 一 篇 论文 中 多 ,考虑 了 一 根 无 重量 的 弹 
USE ,在 弦 上 等 间隔 地 放置 着 ”个 等 质量 的 质点 . MAA L, 2, 
…，6 个 质点 时 ,他 推出 了 质点 系 的 基 频 . (质点 系 还 存在 着 别 的 


(D Phi. Trans. , 28,1713,26~ 32, pub, 1714; JF Wl Phil. Trans. Abridged ,6, 
1809,7~12,14~17. 
(D Comm, Acad. Sci. Petrop. , 3,1728,13~28, pub, 1732=Opera, 3,198~210, 
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振动 频率 . )John 认为 在 每 个 质点 上 的 力 是 它 的 位 移 的 一 K 倍 ,而 
HH a dX HT iiie dad! = 一 Ke .然后 他 过 渡 
到 连续 弦 , 从 而 证 明 , 在 任何 时 刻 弦 的 形状 必定 是 正弦 曲线 (与 
Taylor 一 样 ) ,他 又 算出 了 基 频 . 这 里 他 解 出 了 d ydr =— ky. 
John Bernoulli 和 Taylor 两 人 都 没有 研究 过 弹性 振动 体 更 高 阶 的 
振动 模式 . 

在 1728 年 Euler 开始 考虑 二 阶 方程 .他 对 这 方面 的 兴趣 部 分 
地 是 由 他 的 力学 工作 引起 的 . 例如 ,他 已 经 对 摆 在 有 阻尼 介质 中 的 
运动 进行 研究 ,这 就 引 到 二 阶 的 微分 方程 . 他 为 普鲁士 国王 研究 了 
空气 阻力 对 投射 体 的 影响 . 这 里 他 接受 并 改进 了 英国 人 Benjamin 
Robins 的 工作 , 搞 了 一 个 德 文 的 译本 (1745). 这 个 德 文本 又 翻译 
成 英文 与 法 文 ,并 且 为 炮兵 学 所 应 用 . 

Euler 还 考虑 了 一 类 二 阶 方程 名 ,他 利用 变量 替换 把 它们 化 到 
一 阶 方程 . 例如 ,他 考虑 了 方程 


(12) ar"dr? = y"dy? “dy, 
dy dy _ ax" 

(13) (3) dax v y” “ 

Euler 通过 方程 

(14) y = etv), x= et 


引进 新 的 变量 1 与 v, 这 里 a 是 待定 的 常数 . 方程 (14) 可 以 看 成 x 
Fy KF o 的 参数 方程 ,这 样 就 可 计算 dy/dx 与 d'y/dz ,而 且 代 
入 (13) 后 就 得 到 上 作为" 的 函数 的 一 个 二 阶 方程 . Euler 然后 固定 
ca, 从 而 消去 指数 因子 ,这样 v 就 不 再 明显 地 出 现 了 . 再 作 变 换 z = 
dwv/dt ,就 把 二 阶 方程 化 到 一 阶 的 了 . 

因为 这 个 方法 只 适用 于 一 类 二 阶 方程 ,所 以 其 细节 就 不 值得 


(D. Comm. Acad. Sci, Petrop. , 3,1727,124 — 137, pub. 1732 = Opera ,(1), 
22,1--14. 
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再 去 深究 . 但 是 这 部 分 工作 是 有 历史 意义 的 ,因为 它 开始 了 二 阶 方 
程 的 系统 研究 ,而 且 因为 Euler 在 这 里 引进 了 指数 函数 ,我 们 将 看 
到 , 它 在 求解 二 阶 与 高 阶 方程 时 将 起 特别 重要 的 作用 . 
Daniel Bernoulli, 在 1733 HAA ERE ZA , 完 
一 篇 论文 人 《关于 用 柔软 细 绳 联结 起 来 的 一 些 物体 
Lokam BUR uoc 他 开始 研究 的 是 上 
端 固定 的 基 链 线 , 没 有 重 晤 ,但 带 着 等 间隔 的 重 荷 . 当 链 
REA ERIA ARKA TET HERNE Af 
不 同 模式 的 (小 ) 振 动 . 这 些 模式 中 的 每 一 个 都 有 各 上 自 的 
特征 频率 名 , 对 于 长 度 为 ! 的 均匀 的 振动 悬 链 线 ,他 给 d 
了 :从 最 低 点 算 起 相距 z 处 的 位移 y( 图 21. 3) 满 足 方程 ”图 21.3 
(15) at(r2)\+y=0, 
它 的 解 是 一 个 无 穷 级 数 ,用 现代 的 记号 可 表 成 


(16) TENERE 


其 中 J, 是 零 阶 Bessel BRE (88 —25)9 . 而 且 ,a 满足 


(17) V (2 1)- o. 


这 里 EERE. 他 断定 (17) 有 无 穷 多 个 根 , 而 且 这些 根 变 得 
越 来 越 小 ,最 后 趋向 于 0. 他 得 到 了 这 种 a NRK. 对 应 于 每 一 
个 a, 就 有 一 个 振动 的 模式 和 一 个 特征 频率 . 

他 当时 说 “从 这 个 理论 推导 出 符合 于 Taylor 和 我 父亲 建立 
的 音乐 强 理 论 将 是 不 困难 的 …… 实 验 表明 :在 音乐 强 中 存在 着 类 


(D Comm, Acad. Sci. Petrop. , 6,1732/1733,108—122, pub. 1738, 

D fin PAA RET FLUE EAC Mie pt inch n IESU. 
每 个 正弦 项 有 一 个 特征 频率 . 整个 系统 有 n 个 不 同 的 带 一 个 特征 产 率 的 主要 模式 . 到 底 
出 现 哪 一 些 主要 模式 ,要 视 初始 条 件 而 定 ， 


® h= (+ ) EA ,是 正 整 数 或 0)， 
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似 于 振动 链 的 交点 (节点 )." 确 实 ,这 里 Bernoulli 在 认识 弦 振 动 的 
谐音 或 高 阶 模式 方面 超过 了 Taylor 和 他 的 父亲 . 

他 的 关于 悬 链 线 的 论文 还 讨论 了 非 均匀 厚度 的 振动 链 ,那里 
他 引进 了 微分 方程 
(18) a d (ac) 2)+y 
其 中 g(z) 是 链 线 的 重量 分 布 . 对 于 er) = QD?! ,他 给 出 了 一 
个 级 数 解 , 用 现代 的 记号 可 以 把 它 写成 


(19) y= 24( 喷 ) i, (> /至 )， 
其 中 
Ji (2,/#)= 0, 


J 是 第 一 类 的 一 阶 Bessel WAR. 

在 Daniel Bernoulli 的 解答 中 有 两 点 失误 :第 一 ,不 提 位 移 是 
时 间 的 函数 ,这样 一 来 ,他 的 工作 在 数学 上 就 停留 在 常 微分 方程 的 
范围 ;第 二 ,不 提 他 认识 到 的 那些 实在 的 简单 运动 模式 (泛音 ) 可 以 
AURE A RA. 

在 完成 了 一 本 以 乐 声 为 主题 的 著作 《建立 在 确切 的 谐振 原理 
基础 上 的 音乐 理论 的 新 颖 研究 》( Tentamen Novae Theoriae Mu- 
sicae ex Certissimis Harmoniae Principiis Dilucide Expositae, 
"SF 1731 年 ,出 版 于 1739 ©) 7 fa, Euler 在 一 篇 论文 《关于 带 
有 任意 多 个 重量 的 柔软 细 强 的 振动 中 紧 跟 Daniel Bernoulli 的 工 
作 包 ,Euler 的 结果 与 Bernoulli 的 结果 是 极为 相似 的 ,只 不 过 Fu- 
ler 的 数学 更 为 清楚 , 对 于 连续 链 的 一 种 形式 , 即 重力 正比 于 a 的 
特殊 情形 , Euler 求解 方程 


dg(x) . 
dx = 0 


, 


© Opera, (3),1,197 —427. 
© Comm. Acad. Sci. Petrop. , 8,1736,30—47, pub. 1741 = Opera ,(2),10, 
35 — 49. 
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n 7 1 十 和 十 " = 0. 
他 推 得 级 数 解 ,用 现代 的 记号 就 是 了 
y= Ag 11,(2Vg), q = 
这 里 n 是 一 般 的 . 这 样 Euler 就 引进 了 任意 实 指标 的 Bessel 函数 . 
他 还 求 出 了 用 积分 表示 的 解 


[a — py eeosh{ 2 [n Dz dy 
A> 2 


[a — cy Dede 
这 恐怕 是 二 阶 微分 方程 的 解 用 积分 来 表示 的 最 早 情形 , 

Euler 在 1739 年 的 一 篇 论文 和 中 研究 了 谐 扼 子 的 微分 方程 艺 
十 kx = 0 以 及 谐振 子 的 强迫 振动 方程 
(20 ) M X + Kx = Fsin wt. 
他 用 积分 法 得 到 了 解 ,而 且 发 现 ( 实 际 上 是 重新 发 现 ,因为 别人 早 
已 发 现 过 了 ) 共 振 现象 ;就 是 说 ,如 果 e 是 振子 的 自然 频率 .到 AM 
CER F=0NGH) MH w/w 趋 于 1 时 ,强迫 振动 的 振幅 无 限 
EK. 

在 试图 建立 声 在 空气 中 传播 的 模型 时 ,Euler 在 他 的 论文 《 关 
于 脉动 波 通 过 弹性 介质 的 传播 ) 史 中 考虑 了 n 个 质量 为 M 的 质点 
系 , 设 它们 放置 在 一 水 平 线 PQ 上 ,并 且 用 相同 的 弹簧 (无 重量 ) 连 
结 起 来 . 设 讨论 的 运动 是 纵向 的 , 即 运动 沿 着 PQ 进行 . 对 于 第 
个 质点 ,他 得 到 


_ n+ Dr 
a , 


My— 


D 对 于 一 般 的 v( 包 插 复 数 )， 
LG) = 5 (z/2)r*i^ 


nITG + 二 1)° 
E LO) mtf iE Bessel 函数 ， 
( Comm. Acad. Sci. Petrop. , 11,1739,128— 149, pub. 1750 = Opera ,(2), 
10,78~97. 
@ Novi Comm. Acad. Sci. Petrop., 1, 1747/1748, 67 — 105, pub. 1750 = 
Opera ,(2) ,10,98— 131. 
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ME = K( re ~ 2a tte), k=l, 2, 7, 7, 
EK AMER x 是 第 有 个 质点 的 位 移 , 对 每 个 质点 ,他 
求 出 精确 的 特征 频率 以 及 一 般 解 
(21) Xk = Dy Asin “AE cos(2 a sine: m) ; 
ix HE & — 1, 2, -…, 0 .从 而, 他 不 仅 求 得 了 每 个 质点 个 别 的 模式 ， 
而 且 还 求 出 了 作为 简 谐 振动 模式 普 加 而 成 的 质量 的 一 般 运动 . 可 
能 出 现 的 特定 模式 依赖 于 初始 条 件 ,就 是 说 ,依赖 于 各 质点 如 何 进 
入 运动 .所 有 这 些 结果 也 可 用 受 荷 摔 的 横向 运动 (垂直 于 PQ) 来 
解释 . 

某 些 已 经 研究 过 的 方程 ,例如 Bernoulli 方程 ,是 非 线性 的 , 即 
方程 中 出 现 变量 y, y 和 (如 果 它 出 现 的 话 ) 的 二 次 或 更 高 次 的 
项 .在 这 种 一 阶 方程 中 ,有 几 个 具有 特殊 的 重要 性 ,因为 它们 与 线 
性 二 阶 方程 密切 相关 . 在 常 微分 方程 的 早期 历史 中 , 非 线 性 的 Ric- 
cati 方程 


(22) dx — m (x) ta (t)y +a Cr) y? 
博得 了 极 大 的 注意 . 


Riccati 方程 是 由 研究 声学 的 威尼斯 的 Jacopo Francesco Ric- 
cati 伯 覆 (1676 一 1754) 引 进 的 , 它 受 到 重视 是 因为 可 用 来 帮助 求 
解 二 阶 常 微分 方程 . 他 考虑 了 曲率 半径 只 依赖 于 纵 举 标的 曲线 而 
得 到 中 , ， , 
DD. 
(Riccati 写成 x"d'r = dyt (dy)!) ,这 里 必须 理解 ,z 与 y 是 依 
RT p 的 . 作 变量 替换 后 ,Riccati 得 到 一 阶 方程 


x 


®© Acta Erud. , 1724,66 —73. 
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然后 他 假定 9 是 < 的 攻 函 数 , 例 如 z ,从 而 化 成 形式 
(23) dupe comp, 
于 是 他 说 明 PAE BR EK), n fer HAS DET 75 FEAT SETH OR A 
(23). Ji, Bernoulli 们 确定 了 的 另外 一 些 值 ,使 得 相应 的 (23) 
可 用 分 离 变 工法 求解 

Riccati 工作 之 所 以 值得 重视 ,不 仅 由 于 他 处 理 了 二 阶 微分 方 
程 , 而 且 由 于 他 有 了 把 二 阶 方 程 化 到 一 阶 方程 的 想法 . 用 这 种 或 那 


种 手段 降低 党 微分 方程 的 阶 ,这 种 想法 将 是 处 理 高 阶 常 微分 方程 


的 主要 方法 . 
Euler f£ 1760 年 中 考虑 了 Riccati 方程 
(24) Eye = ax", 
r 
而 且 证 明 : 若 已 知 一 特殊 积分 v, 则 变换 
z= vtu” 


把 方程 化 成 线性 的 . 而 且 , 若 已 知 两 个 特殊 积分 , 则 求解 原 方 程 的 
问题 就 可 化 为 求 积分 的 问题 . 

D’Alembert® 最 先 考虑 Riccati 方程 的 一 般 形式 (22), 而 且 对 
这 种 形式 采用 了 “Riccati 方程 "这 一 名 称 , 他 由 

dS —AxrsS 

(25) dx 2aFe 
开始 , 令 
(26) S = exp] | pdz |, p= f(x), 
由 此 他 得 到 形 如 (22) 的 p( 作 为 z 的 函数 ) 的 方程 . 


5. 高 阶 上 方程 
1734 年 12 月 , Daniel Bernoulli 给 当时 在 圣彼得堡 的 Euler 


(D NoviComm, Acad. Sci, Petrop. , 8, 1760/1761,3 — 63, pub. 1763 = Opera , 
(13,22,334— 394,53 9,1762/1763,154~169, pub. 1764 = Opera ,(1),22,403--420. 
QU Hist. del’Acad, de Berlin, 19,1763,242 ff. , pub. 1770. 
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写 信 说 ,他 已 经 解决 了 一 端 固定 在 墙 上 而 另 -- 端 自由 的 弹性 横 
CHR cto — EP HO 的 横向 位 称 问题 -Bernoull 得 到 微分 
方程 

(27) KË y, 


其 中 下 是 常数 ,zx 是 横梁 上 距 自 由 端的 距离 ,y 是 在 x 点 的 相对 于 
横梁 未 弯曲 位 置 的 垂直 位 移 . Euler 在 1735 年 6 月 前 的 一 封 回 信 
中 说 道 ,他 也 已 发 现 了 这 个 方程 ,而 对 这 个 方程 ,除了 用 级 数 外 无 
法 积分 . 他 确实 得 到 了 四 个 独立 的 级 数 解 . 这 些 级 数 代表 贺 消 数 和 
指数 函数 ,但 是 Euler 在 当时 没有 了 解 到 这 一 点 . 

四 年 以 后 , Euler 在 给 John Bernoulli 的 信 (1739 年 9 月 15 
日 ) 中 指出 ,他 的 解 可 以 表示 成 


(28) y= Al (cos e + cosh z- | ; (sin je + sinh e). 
AK o HAP Ae HI, y= 0” RET 
b= (sin = + sinh £)/ (cos + cosh c. 


弹性 问题 促使 Euler 考虑 求解 常 系数 一 般 线 性 方程 的 数学 问 
题 ,他 在 1739 年 9 月 15 日 给 John Bernoulli 的 信 中 说 ,他 已 经 取 
得 成 功 . Bernoulli 回信 说 ,他 在 1700 年 就 已 考虑 了 这 样 的 方程 ， 
其 至 是 变 系数 的 方程 . 实际 上 他 只 考虑 过 一 个 特殊 的 三 阶 方程 ,并 
且 证 明 如 何 把 它 化 为 一 个 二 阶 方程 . 


Euler 在 他 出 版 的 著作 中 考虑 了 方程 中 
(29) 0— Ay - BP c CY JAD. LÊZ, 


其 中 系数 是 常数 . 这 方程 由 于 与 y 及 其 微 商 无 关 的 项 等 于 0, 所 以 
叫做 齐 次 的 . 他 指出 , 通 解 必定 包含 ”个 任意 常数 ,而 且 是 由 ) 个 


(D Misc. Berolin. , 7,1743,193~ 242 = Opera , (1),22,108~149, 
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特 解 分 别 乘 以 任意 常数 后 相 加 而 成 的 . 然后 他 作 蔡 换 


y= exp| [rd ], 
是 常数 ,从 而 得 到 7 的 方程 
A+ Br t Cr ++++Lr" =0, 
它 叫 做 特征 方程 或 指标 方程 或 辅助 方程 . 当 4 是 这 个 方程 的 一 个 
实 的 单 根 时 , 则 
a- exp| fad] 


是 原 微分 方程 的 一 个 解 . 在 特征 方程 有 重 根 q 时 , Euler S y = 
e"u(x) ,代入 微分 方程 ,他 求 得 

(30) y = e" (a d- Br tyr? ++ ter’) 

是 包含 个 任意 常数 的 解 , 这 里 & 是 特征 方程 的 根 g 的 重 数 . 他 还 
讨论 了 共 思 复 根 和 复 重 根 的 情形 . OM, Euler 完整 地 解决 了 常 系 
数 线性 齐 次 方程 ， 

稍 后 他 讨论 了 非 齐 次 的 n 阶 线性 常 微分 方程 @C. 他 的 方法 是 
NARI e" dz, 在 两 边 积分 ,再 去 确定 c, 从 而 把 方程 的 阶 降 
低 . 例如 ,考虑 
(31) CT 4 BÓY ay = XQ), 

他 乘 以 edz, 得 到 
[fe acd s+ erB 位 十 er Ay Jax = [e * X (à)dz. 
— 
e (A’y +B’ $2) 
的 形式 ,其 中 A“ 与 B' 是 适当 的 常数 . 对 它 进 行 微分 ,并 与 原 方程 进 
行 比较 ,他 得 到 


(D NoviComm, Acad. Sci. Petrop. , 3,1750/1751,3—35, pub. 1753— pera, 
(1),22,181-— 213. 
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A 


(32) B =C, 4 =B-a, A — m, 
因此 ,由 后 两 个 方程 得 

(33 ) A — Ba t Ca! — 0. 

于 是 可 求 出 a, A',，B' ,而 原 方程 化 为 

(34) Aly +B ir = ev fe X (nde. 


这 个 方程 的 一 个 积分 因子 是 edzr, 这 里 8 二 A/B ,因此 由 (32) 
他 得 到 a8 = A/C Aa +h = B/C ,再 由 (33) 推 出 ,a 与 8 是 方程 
(33) 的 两 个 根 ， 

这 个 方法 应 用 于 了 阶 常 系数 的 常 微分 方程 , 像 上 述 例子 一 样 ， 
司 以 逐步 把 方程 的 阶 降低 . Euler 还 仔细 讨论 了 a 满足 的 方程 有 重 
根 和 复 根 的 情形 . 

Lagrange 在 研究 了 常 系数 常 微 分 方程 之 后 ,对 变 系数 的 方程 
也 迈 出 了 一 步 吕 . 这 样 就 引出 了 如 我 们 将 看 到 的 伴随 方程 的 概念 
Lagrange 从 下 列 方程 出 发 ; 
(35) Ly t+ MB +N m T. 
ZEL, M,N, … 和 工 都 是 : 的 函数 . 为 了 简单 起 见 ,我 们 将 限于 
二 阶 方程 , Lagrange 用 xd 乘 其 两 端 ,其 中 (2) 沿 未 确定 ,再 分 部 
积分 ,从 而 : 


[Mey’de = Mzy ~ | (Me)'yde, 
| Nzv'd = Nzy'-—(Nz)'y + | (Ns yy dt. 
于 是 原 方程 变 成 
y[ Mz — (Nz) ]++y (Nz) + [trs — (Mz) + (Nz) ]ydt 


= | tea. 


@ Mise, Taur. , 3,1762/1765, 179 ~ 186 = Œuvres ,1,471~478. 
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积分 号 下 的 方 括号 , 令 其 等 于 0, 可 以 看 成 = 的 一 个 常 微分 方程 . 
如 果 由 它 可 以 求 出 0) ,那么 留 下 的 方程 是 一 个 比 原 方 程 低 一 阶 
的 y 的 常 微分 方程 . 这 个 关于 z 的 新 方程 ,叫做 原 方程 的 伴随 方 
时 ,这 个 名 字 是 由 Lazarus Fuchs 在 1873 年 取 的 ,Lagrange 并 未 
给 它 取 名 ， 

为 了 处 理 z 的 方程 (伴随 方程 ) . Lagrange 用 同样 的 方法 去 降 
Bir. 他 用 wet) de 乘 两 端 ,重复 上 述 步 骤 , 得 到 ve 的 一 个 方程 ,降低 
了 之 的 方程 的 阶 . w 的 方程 除了 右 端 等 于 0 外 又 回 到 了 原来 的 方 
程 (35). 因此 Lagrange 发 现 了 一 个 定理 ;原来 非 齐 次 常 微分 方程 
的 伴随 方程 的 伴随 方程 ,就 是 原来 方程 对 应 的 齐 次 方程 . Euler 在 
1778 年 本 质 上 做 了 相 问 的 事 . 他 曾经 看 到 过 Lagrange 的 工作 ,但 
S AAA GUY. 

在 对 变 系 数 齐 次 线性 常 微分 方程 的 进一步 的 工作 中 , La- 
grange 把 Euler 对 常 系数 线性 微分 方程 得 到 的 某 些 结果 推广 到 
这 些 方程 . Lagrange 发 现 , 齐 次 方程 的 通 解 是 由 -- 些 独立 的 特 解 
分 别 乘 以 任意 常数 后 相 加 而 成 的 ,而 且 在 知道 了 阶 齐 次 方程 的 
m 个 特 解 后 ,可 以 把 方程 降低 m 阶 . 


6. 级 数 法 

我 们 曾经 顺便 提 到 , 某 些微 分 方程 是 用 无 穷 级 数 去 解 的 . 这 个 
方法 的 重要 性 甚至 到 现在 还 值得 对 这 -- 课 题 作 一 些 特别 的 评注 . 
FIM 1700 年 以 来 ,级 数 解 用 得 如 此 广泛 ,以 至 现在 我 们 不 得 不 限 
于 少 旦 的 例子 . 

我 们 知道 , Newton 利用 了 级 数 去 积分 稍为 复杂 一 点 的 函数 ， 
其 中 甚至 只 牵涉 到 求 曲 线 下 的 面积 问题 , 他 也 用 级 数 去 求解 一 阶 
方程 . 例如 ,求解 


(D Mise. Taur. , 3,1762/1765, 190 ~ 199 = Œuvres ,1 ,481~ 490. 
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(36) y=2434-2yt+er tay, 
Newton 假定 

(37) y= A,cTAxcTAa +e 

于 是 

(38) y= A + 2AnGAQnQp e 


把 (37) 与 (38) 代 入 (36), 并 使 x I d CREE ABS , BEA 
A, = 2—2A,, 24; = 3—2A,, 3A; = 1+ A, —2A,, 

于 是 ,除了 A。 以 外 ,我 们 确定 了 所 有 的 A. 那 时 已 经 注意 到 A。 是 
不 定 的 ,因而 有 无 穷 多 个 解 . 但 是 ,直到 1750 年 左右 ,对 任意 常数 
的 意义 还 不 是 完全 了 解 的 . Leibniz 用 无 穷 级 数 解 某 些 初等 的 微分 
方程 中 ,也 用 了 上 述 的 未 定 系 数 法 . 

大 约 在 1750 年 以 后 ,Euler 把 级 数 方法 提 到 了 重要 的 位 置 ， 
用 来 求解 那些 不 能 以 紧凑 形式 积分 的 微分 方程 . 虽然 他 求解 的 是 
特殊 的 微分 方程 ,而 且 其 细节 往往 是 复杂 的 ,但 是 他 的 方法 就 是 我 
们 现在 采用 的 方法 . 他 假定 解 的 形式 为 

y= a (A Bx d Cc! ++), 

把 y 与 它 的 微 商 代入 微分 方程 ,利用 所 得 级 数 中 xz 的 各 次 窒 的 系 
数 必 须 等 于 0 这 个 条 件 ,就 确定 出 4 与 系数 A，B, C,… 这 样 ,对 
他 在 振动 薄膜 的 著作 中 出 现 的 常 微分 方程 @( 第 22 章 第 3 节 ), 即 


ee ples (e Eu o, 


r dr 
现在 叫做 Bessel 7j FE, Euler 是 用 一 个 无 穷 级 数 求解 的 . 他 给 
的 解 


2 


u(r) = rh rr 1 TT (和 ) 


(D Acta Erud.. 1693 = Math. Schriften, 5,285~ 288. 
( Novi Comm. Acad, Sci, Petrop. , 10,1764,243— 260, pub. 1766 = Opera , 
(2),10,344— 359. 
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BBB (sg) + 
除了 一 个 只 依赖 于 8 的 因子 外 ,就 是 我 们 现在 所 写 的 Jor) 在 有 
AU eR ZO iE zb RO SE PE TR, 他 证 明 , 对 于 半 奇 整数 的 8, 相 应 
的 级 数 化 成 初等 国 数 . 他 而 且 注 意 到 ,对 于 实 的 2,x(r) 有 无 穷 多 
个 零点 ,他 还 给 出 了 u(r) MRD Zn. 最 后 ,对 于 8= 0 与 = 1 ， 
他 给 出 了 微分 方程 第 二 个 线性 独立 的 级 数 解 . 

Euler 在 《积分 学 原理 中 研究 了 超 几 何方 程 
(39) r(l—zrz) [e (a--b-- Dx] 2 —aby =0, 


并 且 给 出 了 级 数 解 
(40) yolr 


a:b , alat+1)b(6+1) ， 
pect t 1.2.cfc 十 1) * 


platila E 2)6(5 + 1)(6 4-2) TN 
1-2-3+-cle+l(c+2) 7 


在 1778 年 写 的 关于 这 个 题 日 的 重要 论文 @ 中 ,他 再 一 次 给 出 了 上 
述 形 式 的 方程 (39) 和 级 数 解 (40). 他 曾经 写 了 另外 几 篇 论文 ,讨论 
了 他 称 之 为 超 几何 级 数 的 级 数 ,但 这 名 字 原 先是 由 Wallis 用 来 称 
呼 别 的 级 数 的 “ 超 几何 "一 词 是 Gauss 的 朋友 和 老师 Johann 
Friedrich Pfaff(1765 一 1825) 提 出 的 ,用 来 形容 微分 方程 (39) 和 级 
数 (40). 级 数 (40) 中 的 y 现在 用 记号 Fla, b, c; 2) RRM. 我 们 
AER” Euler 得 到 的 有 名 的 关系 式 
F(—n, b, c; z) = (1—zY ^" *F(ecotn,c—65,c; z), 


a s) Pc) l ed Lo. b—10(3 n 
F(—n,b,c; z) = TONGS E (1— 1) (1— tz )"dt 


(Re(c) > Re(5) > 0). 


@ Vol. 2,1769, Chaps. 8—11. 
© Nova Acta Acad. Sci. Petrop. , 12,1794,58— 70, pub. 1801 = Opera ,(1), 
162,41—55, 
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7. 微分 方程 组 

在 弹性 理论 的 研究 中 ,直到 现在 涉及 到 的 一 些微 分 方程 是 颇 
为 简单 的 ,因为 数学 家 使 用 了 相当 粗略 的 物理 原理 ,而 且 仍 在 为 党 
握 更 好 的 原理 而 理 斗 着 . 然而 ,在 天 文学 领域 中 ,物理 原理 ,主要 是 
Newton 的 运动 定律 和 引力 定律 ,是 很 清楚 的 ,其 数学 问题 也 深刻 
得 多 . 在 研究 两 个 或 多 个 物体 在 相互 吸引 作用 下 的 运动 时 ,基本 的 
数学 门 题 是 求解 常 微 分 方程 组 ,虽然 这 个 问题 往往 化 成 求解 单独 
一 个 方程 的 问题 . 

除了 个 别 情况 外 ,有 关 方 程 组 方面 的 著作 主要 是 讨论 天 文学 
的 问题 列 出 微分 方程 的 基础 是 牛顿 的 第 二 运动 定律 , f = ma, 

这 里 了 是 吸引 力 . 这 是 一 个 向 量 形式 的 定律 , 它 表 示 : 上 的 每 个 分 

量 在 该 分 时 的 方向 上 产生 一 个 加 速度 . Euler 在 1750 年 的 一 篇 论 
文中 中 给 出 Newton 第 二 定律 的 分 析 形 式 : 
UD fem SF, y oS EX, foam SE. 
这 里 他 用 了 固定 的 直角 坐标 系 . 他 还 指出 ,对 于 点 状 的 物体 , 即 质 
量 可 以 看 成 集中 于 一 点 的 物体 ,z 是 总 质量 ;而 对 于 分 布 质量 的 物 
{kK ,m 是 dM. 

我 们 将 简略 地 考虑 一 下 微分 方程 的 建立 . 假定 一 个 质量 为 M 
由 物体 国定 了 了 原点 ， 男 一 个 质量 为 m 的 运动 体位 于 (z，y，z). 于 
是 , 沿 坐标 轴 方 向 的 引力 分 量 (图 21. 4) 为 

fy = DERE f= yg Mme 

其 中 心 是 引力 常数 ， 而 eV TEE. 

容易 证 明 ,运动 物体 保持 在 一 个 平面 内 ,这样 方 程 组 (42) 化 为 


© Hist. del'Acad. de Berlin, 6,1750,185—217, pub. 1752 = Opera , (2),5, 
81~ 108. 
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GMm V/A (x, y.z) 


图 21.4 
di Ar dy — ky 
(43) dr UC r , dr m "E 


fü & = GM .在 极 坐 标 中 ,这 些 方程 变 成 
dir (2Y = k 


d? di rè? 
do dr dê 
(44) r Jp +2 dr dr 0. 


一 个 物体 在 另 一 个 固定 物体 的 引力 下 运动 的 情况 ,两 个 微分 方程 
可 以 合成 一 个 只 含 eA y 或 + 和 9 的 微分 方程 ,这 是 由 于 ,例如 第 
二 个 极 坐标 方程 可 以 积分 成 疡 9 = c ,再 把 型 的 值 代入 第 一 个 方 
程 . 由 此 可 以 型 清楚 ,运动 物体 的 轨迹 是 一 条 以 第 一 个 固定 物体 为 
焦点 的 圆锥 曲线 . 

如 果 两 个 物体 在 互相 吸引 下 一 起 运动 ,那么 微分 方程 就 稍 有 
不 同 了 . 令 m 与 my 是 两 个 具有 球 对 称 质量 的 球形 物体 的 质量 ， 
而 且 m, 十 ze = M . 选取 一 个 固定 坐标 系 ( 取 两 物体 的 质量 中 心 为 
原点 ), 并 且 令 (zx1，y1， zi) 是 一 个 物体 的 坐标 ,而 (zs，y: ,zs ) 是 
另 一 个 物体 的 坐标 ; 设 是 距离 

V Gn as) (n — ») Go m). 
于 是 描述 它们 运动 的 方程 组 就 是 
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d'y (yi — x») 
m ae =~ kin me r 

d'z (z — 22) 
my df 一 一 km ym 5. 

dir (x ii) 
" TE =— imum — 1 

d? y; (yz yi) 
med km, m; r 

d'z (zs — 2) 
ms di =— km,m; UA 


这 是 六 个 二 阶 方程 的 方程 组 , 它 的 解 要 求 有 12 个 积分 ,而 每 个 积 
分 都 有 -- 个 任意 常数 . 这 些 常数 是 由 每 个 物体 的 初始 位 置 的 三 个 
坐标 和 初始 速度 的 三 个 分 量 来 确定 的 . 方程 可 以 解 出 ,而 且 它 的 解 
表明 :每 个 物体 都 是 按 ( 以 两 个 物体 的 质量 中 心 为 焦点 的 ) 圆 锥 曲 
线 运动 的 ， 

实际 上 ,这 个 在 引力 相互 吸引 下 两 个 球体 的 运动 问题 ,是 由 
Newton 在 《原理 》( 卷 了 第 11 节 ) 中 用 几何 方法 解决 的 . 然而 ,分 
析 方 面 的 工作 暂时 还 没有 动手 进行 . 在 力学 方面 ,法 国人 追随 了 
Descartes 的 系统 ,一 直到 Voltaire 在 1727 年 访问 伦敦 之 后 , 才 宣 
扬 Newton 的 体系 . 甚至 在 剑桥 (Newton 的 母校 ) 还 继续 用 Des- 
cartes 的 信徒 Jacques Rohault(1620 一 1675) 的 教科 书 教授 自然 哲 
学 .另外 ,17 世纪 后 半期 最 著名 的 数学 家 
和 John Bernoulli 一 一 是 反对 引力 的 观念 及 其 应 用 的 . 用 分 析 方 法 
研究 行星 运动 是 由 Daniel Bernoulli 着 手 进行 的 ,他 由 于 1734 年 
关于 二 体 问题 的 一 篇 论文 而 得 到 了 法 国 科 学 院 的 奖金 . Euler 在 
他 的 书 《4 行星 和 彗星 的 运动 理论 》(Theoria Motuum Planetarum 
et Cometarum ) 册 中 就 完全 用 分 析 方法 了 . 

设 有 ?个 物体 ,每 个 都 是 球形 的 ,而 且 质 量 分 布 是 球 对 称 的 
(密度 为 半径 的 函数 ) ,那么 它们 之 间 的 吸引 一 如 它们 的 质量 集中 


Huygens, Leibniz 


Q 1744 = Opera , (2),28,105—251. 
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在 各 自 的 质量 中 心 一 样 . Som, m, ooo. m, 表示 质量 , (x;，y;， 
zx) 表示 第 :个 质量 相对 于 固定 坐标 系 的 可 变 坐 标 , 令 ri 为 从 m; 
到 m; 的 距离 .于 是 作用 在 m 上 的 力 沿 x 方向 的 分 量 为 


k k 
— mm) (ax — 2x), — -m m (x — 25), Ut, 
riz ris 


— Em ma (Xi — X,) 
对 于 沿 ?方向 与 z 方向 的 分 量 , 有 类 似 的 表达 式 .每 个 物体 上 都 有 
这 种 力 的 分 量 作用 着 . 
于 是 ,第 i 个 物体 的 运动 方程 是 


2 " E 
m; dz —— km, > m; Gun) 


dé "es ry 
d y; _ c (y 
(45) 7 d? — Em, jm, oH 
dz. (z, — z) 
md km; Xn. ri 


JAiz;i=1, 2,0, n. 3n 个 二 阶 方程 原点 可 以 取 在 ”个 物 
体 的 质量 中 心 或 其 中 的 一 个 物体 上 ,例如 在 太阳 上 . 共有 n 个 积 
分 ,其 中 10 个 可 以 相当 容易 地 找到 ,这 10 个 积分 就 是 我 们 在 一 般 
问题 中 所 知道 的 仅 有 的 积分 . 

n 体 问题 ,实际 上 甚至 三 体 问 题 ,是 不 能 精确 解 出 的 . 因此 对 
这 个 问题 的 研究 已 经 选择 了 两 个 一 般 的 方向 . 第 一 个 方向 是 探索 
人 们 可 以 导出 什么 样 的 至 少 可 以 阑 明 运动 的 定理 . 第 二 个 方向 是 
找 近 似 解 ,在 某 个 可 以 利用 初始 资料 的 时 刻 以 后 的 一 个 时 期 内 ,这 
种 近似 解 可 能 是 有 用 的 ,这 就 是 大 家 知道 的 摄 动 法 . 

第 一 种 类 型 的 研究 ,对 体质 量 中 心 的 运动 ,产生 了 几 个 定 
理 ,由 Newton 在 他 的 《原理 》 中 给 出 . 例如 ,n 体质 量 中 心 在 一 直 
线 上 作 匀 速 运动 .上 面 提 到 的 10 个 积分 ,它们 是 所 谓 运动 守恒 律 
的 推论 ,也 算是 第 一 种 类 型 的 定理 . 这些 积分 , Euler 是 知道 的 . 对 


Il 228 第 21 竟 18 世 纪 的 常 微分 方程 


于 三 体 问 题 的 一 些 特殊 情形 ,还 有 某 些 精确 的 结果 ,这 些 结果 应 归 
功 于 天 体力 学 大 师 之 一 ,Joseph-Louis Lagrange. 

Lagrange(1736 一 1813) 是 法 国 和 意大利 血统 的 人 . 在 少年 时 ， 
他 对 数学 没有 好 印象 ,但 是 还 在 学 校 的 时 候 , 他 读 了 Halley 5# 
关于 Newton 微 积分 的 功劳 的 一 篇 短文 ,而 变 得 热爱 这 门 学 科 了 . 
在 19 岁 的 时 候 ,他 就 成 为 他 的 故乡 都 灵 的 皇家 炮兵 学 校 的 数学 教 
授 . 他 很 快 对 数学 做 出 大 量 的 贡献 ,甚至 在 早年 时 ,他 已 被 公认 为 
那个 时 代 的 最 大 数学 家 之 一 . 虽然 Lagrange 的 工作 涉及 许多 数学 
分 支 一 一 数论 .代数 方程 论 AD ,微分 方程 和 变 分 法 一 一 与 许 
多 物理 分 支 , 但 是 他 的 主要 兴趣 是 把 引力 定律 应 用 于 行星 运动 . 他 
在 1775 年 说 过 “算术 研究 是 最 叫 我 伤 脑 筋 的 ,而 且 丽 怕 是 最 少 价 
值 的 . "Archimedes Lagrange 崇拜 的 偶像 . 

Lagrange 最 有 名 的 著作 ,他 的 《分 析 力 学 》( Mécanique analy- 
tique ， 1788; 第 二 版 ,1811 一 1815; 他 死 后 又 出 一 版 ,1853) 扩 大 并 
完善 了 Newton 关于 力学 的 工作 . Lagrange 有 一 次 曾经 发 牢骚 
说 ,Newton 是 一 个 最 侥幸 的 人 ,因为 只 有 一 个 宇宙 而 Newton 已 
经 发 现 了 它 的 数学 规律 . 然而 , Lagrange 在 使 志 界 了 解 Newton 
理论 的 完美 性 方面 也 有 功绩 . 虽然 他 的 《分 析 力 学 》 是 一 本 科学 经 
典 , 并 且 对 常 微分 方程 的 理论 与 应 用 也 很 重要 ,但 是 Lagrange 却 
难于 找到 一 个 出 版 者 . 

在 三 体 问题 中 得 到 的 一 些 特殊 精确 解 ,是 Lagrange 在 1772 
年 一 篇 得 奖 论 文 《 论 三 体 问 题 》( Essai sur le probléme des trois 
corps) Or 3 HH IN). 这 些 解 中 ,有 一 个 是 说 ,这 些 物体 能 够 作 这 样 
的 运动 ,使 得 它们 的 轨道 是 同时 描 出 的 三 个 相似 椭圆 ,而且 以 三 物 
体 的 质量 中 心 为 共同 的 焦点 . 另 一 个 是 ,假定 三 个 物体 从 一 个 等 边 
三 角形 的 三 个 顶点 开始 运动 ,那么 它们 就 好 像 粘 住 在 这 个 三 角形 
上 运动 着 ,而 这 个 三 角形 本 身 围绕 着 三 物体 的 质量 中 心 转 动 . 第 三 


D Hist. de ÜlAcad. des Sci. , Paris, 9, 1772 = (Euvres , 6,229~ 331. 
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个 是 ,假定 三 物体 是 从 一 直线 上 的 初始 位 置 投 入 运动 的 ,那么 在 适 
当 的 初始 条 件 下 ,它们 将 继续 固定 在 这 一 直线 上 ,而 这 条 直线 在 一 
平面 上 围绕 物体 的 质量 中 心 转动 . 对 于 Lagrange 来 说 ,这 三 种 情 
况 是 没有 物理 实在 性 的 ,然而 那个 等 边 三 角形 的 情况 在 1906 年 被 
发 现 适 用 于 太阳 .木星 和 一 个 名 叫 Achilles 的 小 游 星 . 

关于 nn 体 问题 的 第 二 类 问题 ,如 已 经 指出 的 ,是 从 事 于 近似 解 
或 摄 动 理论 的 研究 . 两 个 球形 的 物体 ,在 它们 的 引力 相互 作用 
下 ,是 沿 贺 锥 曲线 运动 的 , 称 这 种 运动 为 非 摄 动 的 . 对 这 种 运动 
的 任何 偏离 ,不管 是 位 置 的 还 是 速度 的 ,都 称 为 被 摄 动 的 运动 . 
如 果 两 个 球体 所 处 的 介质 对 运动 具有 阻力 ,或 者 如 果 两 个 物体 
不 册 是 球形 的 ,比如 说 是 扁 球 形 的 ,或 者 如 果 除 这 两 个 物体 外 还 
牵涉 到 更 多 的 物体 ,那么 这 些 物体 的 轨道 将 不 再 是 圆锥 曲线 了 . 
在 应 用 望远镜 以 前 , 摄 动 现象 是 不 引 人 注 目的 .在 18 世纪 ,计算 
摄 动 成 为 一 大 数学 问题 ,而 Clairaut, d'Alembert, Euler, La- 
grange 以 及 Laplace 都 作出 了 贡献 . 在 这 个 领域 中 ,Laplace 的 著 

Pierre-Simon de Laplace(1749 一 1827) 出 生 于 诺曼底 (Nor- 
mandy) 的 博 蒙 (Beaumont) 镇 ,他 的 父母 家 境 还 算 不 错 . Laplace 
在 16 岁 那 年 就 进 了 开 恩 大 学 ,学 习 数学 ,当时 他 很 有 可 能 成 为 一 
个 牧师 .他 在 开 恩 度 过 了 5 年 , 那 时 他 在 开 思 写 了 一 篇 关于 有 限 差 
分 的 论文 . 在 完成 他 的 学 业 后 ,Laplace 带 着 几 封 介绍 信 到 巴黎 去 
1X d'Alembert, 3E 5j d'Alembert 的 回绝 . 后 来 Laplace 向 
d'Alembert 写 了 一 封 信 ,阐述 了 力学 的 一 般 原理 ,这 回 ， 引起 了 
d'Alembert 的 重视 而 召见 他 ,并 给 他 取得 巴黎 军事 学 校 数 学 教授 
的 职位 . 

Laplace 还 在 青年 时 代 就 发 表 了 丰硕 的 成 果 . 巴黎 科学 院 在 他 
1773 年 入 选 后 不 久 所 写 的 一 份 报告 书 中 指出 ,还 没有 一 个 如 此 年 
轻 的 人 就 在 这 样 多 方面 和 困难 的 主题 上 ,提出 如 此 多 的 论文 . 在 
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1783 年 ,他 接替 了 军事 考试 委员 Bezout ,而且 考 试 了 Napoleon. 
在 革命 期 间 ,他 是 度量 衡 委 员 会 的 委员 ,但 是 后 来 与 Lavoisier 还 
有 其 他 人 由 于 不 是 好 的 共和 人 士 而 被 开除 了 . Laplace 就 隐居 在 巴 
黎 附 近 的 一 个 小 城市 梅 龙 , 在 那里 他 写 了 他 有 名 的 遂 俗 的 《宇宙 系 
浅说 》(Erposition du système du monde, 1796). 革命 后 ,他 是 师 
范 学 院 的 教授 ,当时 Lagrange 也 在 那里 教书 . Laplace 在 政府 的 
几 个 委员 会 里 工作 ,后 来 历任 内 政 部 长 .议会 委员 和 议会 大 臣 . 
Laplace 虽然 由 Napoleon 封 为 伯 画 ,但 是 他 在 1814 年 投票 反对 
Napoleon, ,而 依附 了 Louis 十 八 . Louis 封 他 为 法 兰 西 的 侯 栈 与 
贵族 . 

在 参与 政治 活动 的 这 些 年 月 里 ,他 继续 从 事 科 研 工 作 . 在 
1799 年 与 1825 年 期 间 , 出 版 了 他 的 五 卷 本 《天 体力 学 》 
( Mécanique céleste ). IX UA VEP , Laplace 给 出 了 太阳 系 力 学 问 
题 的 “完全 的 "分 析 解 . 他 尽 可 能 少 用 观察 资料 《天 体力 学 》 把 
Newton, Clairaut, d'Alembert, Euler, Lagrange 以 及 Laplace É 
己 的 结果 和 发 现 , 统 一 成 一 个 整体 . 这 部 杰作 是 如 此 的 完全 ,以 至 
他 的 最 接近 的 后 继 者 不 能 再 添加 什么 了 . 恐怕 唯一 的 缺点 是 ,La- 
place 经 常 不 交代 他 的 结果 的 来 源 ,给 入 的 印象 好 像 都 是 他 自 
己 的 . 

1812 年 ,他 出 版 了 《概率 的 分 析 理 论 》( Théorie analytique des 
probabilités). 第 二 版 (1814) 的 序言 是 一 篇 通俗 的 短文 , 题 为 《关于 概 
率 的 哲学 浅说 》(Essai philosophique sur les probabilites) ,其 中 有 一 
段 著名 的 议论 ,大 意 是 说 ,世界 的 未 来 是 完全 由 它 的 过 去 决定 的 ,而 
且 只 要 掌握 了 这 个 世界 在 任 一 给 定时 刻 的 状态 的 数学 信息 ,就 能 预 
报 未 来 . 

Laplace 在 数学 物理 中 有 许多 重要 的 发 现 ,其 中 有 一 些 我 们 将 
在 以 后 几 章 中 谈 到 . 事实 上 ,凡是 有 助 于 解释 世界 的 任何 事情 ,他 
都 感 兴趣 . 他 研究 过 流体 动力 学 ,声波 的 传播 和 潮汐 . 在 化 学 方面 ， 
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他 的 关于 物质 被 态 的 著作 是 经 典 的 . 他 的 关于 在 毛细 管 中 使 水 
上 升 的 表面 张力 的 研究 和 在 液体 中 内 聚 力 的 研究 ,都 是 重要 的 . 
Laplace 与 Lavoisier 设计 了 一 个 浏 量 热量 的 冰 块 量 热 计 (1784)， 
测定 了 许多 物质 的 比 热 , 对 他 们 来 说 , 热 仍旧 是 一 种 特殊 的 物 
质 . 不 过 ,Laplace 的 大 半生 致力 于 天 体力 学 的 研究 ,他 在 1827 
年 逝世 . 据说 他 的 遗言 是 “我 们 知道 的 ,是 很 微小 的 ;我 们 不 知 
道 的 ,是 无 限 的 "一 一 可 是 de Morgan 说 , 那 遗 言 是 “人 们 了 解 的 
只 是 幻象 ”. 

Laplace 与 Lagrange 有 经 常 的 联系 ,但 是 他 们 的 个 性 与 工作 
都 是 不 相同 的 . Laplace 的 虚荣 心 ,使 他 不 能 充分 肯定 他 认为 是 他 
对 手 的 工作 ;事实 上 ,他 利用 了 Lagrange 的 许多 概念 而 不 作 声明 ， 
通常 在 一 同 谈 到 Lagrange 和 Laplace 时 ,总 是 要 对 Laplace 的 个 
人 品德 进行 批评 . Lagrange 是 数学 家 ,他 写作 时 很 精心 , 写 得 很 清 
楚 , 很 优美 . Laplace 创造 了 许多 新 的 数学 方法 ,它们 后 来 发 展 成 为 
数学 的 分 支 . 但 是 ,他 从 来 不 关心 数学 ,除非 它 有 助 于 研究 自然 . 当 
他 在 物理 学 的 研究 中 碰 到 一 个 数学 问题 时 ,他 解决 得 几乎 是 很 随 
便 的 ,并 且 仅仅 说 ,容易 看 出 ……. ”从 不 耐心 解释 他 是 如 何 得 出 
结果 的 . 可 是 ,他 也 承认 ,要 重新 建立 他 自己 的 结果 是 不 容易 的 . 美 
国 数学 家 与 天 文学 家 Nathaniel Bowditch (1773—1838) 翻译 了 
《天 体力 学 ?五 卷 本 的 四 卷 以 及 附加 的 说 明 . 他 说 ,只 要 一 碰见 “ 容 
易 看 出 …… “这 句 话 , 我 就 知道 总 得 花 凡 个 小 时 的 苦 功夫 去 填补 这 
个 空白 . 的 确 ,Laplace 对 数学 是 不 耐烦 的 ,而 爱好 应 用 . 他 对 纯粹 
数学 不 感 兴趣 ,至 于 他 在 这 方面 的 贡献 乃 是 他 在 自然 哲学 中 的 伟 
大 著作 的 副产品 . 数学 是 一 种 手段 ,而 不 是 目的 ,是 人 们 为 了 解决 
科学 问题 而 必须 精通 的 一 种 工具 ， 

在 与 本 章 主题 有 关 的 范围 内 , Laplace 的 工作 是 处 理 行星 
运动 问题 的 近似 解 . 用 近似 方法 得 到 有 用 解 的 可 能 性 在 于 下 列 
原因 . 太阳系 是 由 太阳 主宰 的 ,太阳 占 整个 系统 总 质量 的 
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99.87%. 这 就 是 说 ,由 于 行星 相互 之 间 的 摄 动 力 是 微小 的 ,所 
以 行星 的 轨道 近乎 精 贺 . 然而 ,木星 占 行星 总 质量 的 70%. 又 
地 球 的 卫星 相当 接近 于 地 球 , 这 样 它 们 就 互相 影响 ,因此 必须 

三 体 问题 ,特别 是 太阳 、 地 球 和 月 球 , 在 18 世纪 研究 得 最 
多 ,一 部 分 原因 是 由 于 它 是 二 体 问题 之 后 接着 要 考虑 的 一 步 , 另 
-部 分 原因 是 由 于 航海 需要 对 月 球 运 动 有 精确 的 认识 .在 太阳 、 
地 球 和 月 球 的 实例 中 ,可 以 利用 某 些 有 利 的 事实 , 即 太 阳 与 其 余 
两 个 星球 离 得 较 远 ,从 而 可 以 认为 它 对 地 球 和 月 球 之 间 的 相对 
运动 只 产生 微小 的 影响 . 在 太阳 和 两 个 行星 的 实例 中 ,通常 认为 
一 个 行星 摄 动 了 另 一 个 行星 绕 太 阳 的 运动 . 如 果 其 中 一 个 行星 
是 微小 的 ,那么 它 对 另 一 个 行星 的 引力 效应 可 以 忽略 ,但 是 必须 
考虑 大 行星 对 小 行星 的 引力 效应 . 三 体 问题 的 这 些 特例 叫做 受 
限制 的 三 体 问题 . 

三 体 问题 的 摄 动 理论 最 先 应 用 于 月 球 的 运动 ,这 是 Newton 
在 《原理 》 的 第 三 卷 中 用 几何 方法 作出 的 . Euler 与 Clairaut 试图 
求 得 一 般 三 体 问 题 的 精确 解 而 抱怨 困难 ,因而 只 得 用 近似 方法 . 
这 里 Clairaut 用 微分 方程 的 级 数 解 作 出 了 第 一 个 实在 的 进展 
(1747). 然后 他 及 时 地 把 他 的 结果 应 用 到 Halley 彗星 的 运动 . 在 
1531 年 、1607 年 和 1682 年 曾经 观察 到 这 颗 赶 星 , 他 预计 在 
1759 年 彗星 将 出 现在 它 绕 地 球 的 轨道 的 近地点 上 . Clairaut 计算 
了 由 木星 和 士 星 的 引力 所 产生 的 摄 动 ,并 且 在 1758 年 11 月 14 
日 在 巴黎 科学 院 宣 读 的 一 篇 论文 中 预报 ,1759 年 4 月 13 ABH 
将 出 现在 近地点 . 他 附带 说 明 ,精确 的 时 间 不 能 肯定 ,但 不 出 一 
个 月 的 范围 ,这 是 因为 木星 和 土星 的 质量 还 知道 得 不 很 精确 ,而 
且 还 有 别 的 行星 所 引起 的 微小 摄 动 . 在 3 月 13 日 ,彗星 到 达 了 
它 的 近地点 . 

为 了 计算 摄 动 ,产生 了 所 谓 的 元 素 变 值 法 或 参数 变 值 法 一 一 
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或 积分 常数 变 值 法 ,这 是 一 个 最 有 效 的 方法 . 我们 将 只 限于 讨论 它 
的 数学 原理 ,所 以 不 考虑 完整 的 物理 背景 . 

数学 上 ,三 体 问 题 的 参数 变 值 法 可 追溯 到 Newton 的 《原理 》. 
在 研究 月 球 绕 地 球 运动 而 得 到 椭圆 轨道 后 , Newton 考虑 了 H ER 
轨道 的 变 值 ,算出 太阴 对 它 的 影响 . John Bernoulli 在 1697 年 的 
《教师 学 报 》 吕 上 用 这 个 方法 去 解 个 别 情况 下 的 非 齐 次 方程 ,而 
Euler 在 1739 年 用 它 来 研究 二 阶 方程 y tk y= Xlr). Euler 
1748 年 的 一 篇 论文 号 中 最 先 用 它 去 研究 行星 运动 的 摄 动 ,这 篇 论 
文 研究 了 木星 和 士 星 的 相互 摄 动 , 获 得 了 法 国 科学 院 的 奖金 . 对 这 
个 方法 ,Laplace 5 f Yr & i6 39. 这 个 方法 是 由 Lagrange 在 两 篇 
论文 中 多 充分 发 展 的 . 

单个 党 微分 方程 的 参数 变 值 法 由 Lagrange 应 用 到 n 阶 方程 

Py 十 Qy + Ry" 十 … 十 Vym = X, 

HE X, P,Q, R,…,V 是 x 的 函数 .为 了 简单 起 见 , 我 们 将 假定 
方程 是 二 阶 的 ， 

在 入 一 0 的 情况 ,Lagrange 已 知 通 解 是 
(46) y= ap(x)-cbq(x), 
其 中 4 与 5 是 积 分 常数 ,而 请 与 4 是 齐 次 方程 的 特殊 积分 . 接着 ， 
Lagrange 说 ,让 我 们 把 4a 与 5 EO 的 函数 . 内 而 


(47) Y= ap’ + bq' + pa’ +b’. 
Lagrange & 
(48) pa —qb =0; 

(D Page 113. 


© Opera, (2),25,45— 157. 

© 例如 见 Hist, del Acad. des Sci. , Paris, 1772, Part 1, 651 ff. , pub. 1775 
= Chuvres , 8,361— 366, Hl Hist. de l'Acad. des Sci, , Paris, 1777,373 ff. , pub. 
1780 = (Fuvres , 9,357 ~ 380, 

D Nouv. Mém. de l'Acad. de Berlin, 5 1774,201 ff. ,416,1775,190 ff, = 
Chavres , 4,5—108 f1151—25t. 


| 234 第 21 章 18 世纪 的 常 微分 方程 


就 是 说 ,他 让 y 中 由 a 与 5 的 变 值 而 引起 的 那 一 部 分 等 于 0. 由 
(47) ,根据 (48) ,有 
(49) y - — ap" 4- by" tap +b’. 
和 如果 方 程 高 于 二 阶 , Lagrange f8 4 p'a' 十 qb = 0 ,并 且 求 出 
d'y/dx^. 由 于 在 我 们 这 个 情形 ,方程 是 二 阶 的 ,他 就 保留 了 (49) 中 
全 部 项 . 

他 接着 把 (46)、(47) 和 (49) 给 出 的 y, dy/dx FIL d y/dx? WR 

达 式 代入 原 方程 . 由 于 (46) 是 齐 次 方程 的 解 ,而 (48) 扔 掉 了 由 4a 与 


b 的 变化 而 引起 的 那些 项 ,所 以 在 代入 后 留 下 
(50) pal pub uu. 

个 方程 与 方程 (48) 组 成 了 关于 未 知 函数 a 5 b I RBA BAL. 
Wo fea DD RU JHC MRM P. g, p, gs X GRR 
不 , 然后 可 用 积分 求 得 a 与 5, 或 者 至 少 可 以 化 成 积分 . 以 这 些 a 
与 5 代入 (46), 就 得 到 原来 的 非 齐 次 方程 的 一 个 解 . 这 个 解 与 齐 次 
方程 的 解 一 起 组 成 非 齐 次 方程 的 通 解 . 

Lagrange 以 更 一 般 的 形式 处 理 了 参数 变 值 法 ,而 且 指 出 ,这 
个 方法 可 以 应 用 于 许多 物理 问题 . 在 1808 年 的 一 篇 论文 中 ,他 把 
这 个 方法 应 用 到 由 三 个 三 阶 方程 组 成 的 方程 组 . BUDE TURES 
人 条 了 ,但 是 基本 思想 还 是 把 相应 的 齐 次 方程 的 六 个 积分 常数 看 成 
是 变化 的 ,并 确定 它们 ,使 表达 式 满足 非 齐 次 方程 组 . 

Lagrange 与 Laplace, 在 他 们 正在 发 展 参数 变 值 法 期 间 以 及 
其 后 , 写 了 一 些 解答 太阳 系 基 本 问题 的 读物 . Laplace 在 他 的 无 与 
伦比 的 著作 《天 体力 学 》 中 ,总 结 了 他 们 工作 成 果 的 概况 : 


在 这 本 著作 的 第 一 部 分 ,我 们 给 出 了 物体 平衡 与 运动 的 
一 般 原理 . 这 些 原理 对 天 体 运 动 的 应 用 ,通过 几何 的 [分 


(D Mém. del'Acad. des Sci. , Inst. France, 1808,267 ff. = Gaeures , 6,713 ~ 768. 


8. 总 结 235 I 


析 的 ] 论 证 ,不 必 作 任何 假设 ,就 导出 万 有 引力 定律 ,而 重 
力 的 作用 与 抛射 物 运动 则 是 这 个 定律 的 特例 . 然后 我 们 
考虑 了 服从 于 这 个 伟大 自然 定律 的 体系 ,用 奇妙 的 分 析 ， 
得 到 了 它们 的 运动 和 图 形 的 一 般 表 达 式 ,以 及 覆盖 在 它 
们 表面 上 的 流体 振动 的 一 筑 表 达 式 . 从 这 些 表达 式 , 我 们 
推断 出 所 有 大 家 知道 的 潮汐 现象 ;纬度 的 变化 与 地 球 表 
面 的 引力 ;岁差 ;月 球 的 引力 作用 ;以 及 土星 环 的 形状 与 
转动 . 我 们 还 指出 这 些 环 永 远 停留 在 土星 赤道 平面 上 的 
理由 , 而且 从 同一 个 引力 理论 ,我 们 还 推出 行星 运动 的 主 
要 方程 ,特别 是 木星 和 土星 的 方程 ,木星 与 主星 最 大 的 均 
差 有 一 个 900 年 以 上 的 周期 了 . 


Laplace 总 结 说 :大 日 然 安排 的 天 体 布 局 “永远 根据 同一 原理 ,这 
些 原 理 在 地 球 上 如 此 奇妙 地 适合 于 个 体 的 生存 和 物种 的 永存 .” 

一 方面 求解 微分 方程 的 数学 方法 有 了 改进 ,一 方面 关于 行星 
的 新 的 物理 事实 有 所 发 现 ,整个 19 与 20 世纪 ,在 Laplace 提 到 过 
的 各 种 课题 方面 ,特别 是 关于 n 体 问 题 积 太阳系 的 稳定 性 方面 ,人 
们 为 了 求 得 更 好 的 结果 而 作出 了 努力 . 


8.8 8 

如 我 们 已 经 看 到 的 ,为 了 解决 最 初 只 不 过 涉及 到 一 些 积分 的 
物理 问题 ,逐渐 引导 到 一 个 新 的 数学 分 支 的 出 现 , 即 常 微 分 方程 的 
建立 . 到 18 世纪 中 期 ,微分 方程 的 课题 成 为 一 门 独立 的 学 科 ,而 这 
种 方程 的 求解 成 为 它 本 身 的 一 个 日 标 . 

对 解 的 理解 与 寻求 ,在 本 质 上 逐渐 起 了 变化 . 最 初 ,数学 家 用 
初等 函数 找 解 ,接着 他 们 满足 于 用 一 个 没有 积 出 的 积分 来 表示 解 . 
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在 用 初等 图 数 及 其 积分 来 寻找 解 的 巨大 努力 失败 之 后 ,数学 家 就 
变 得 满足 于 用 无 穷 级 数 求解 了 . 

把 解 表 成 积 出 形式 的 难题 没有 被 遗忘 掉 ,但 数学 家 们 不 是 企 
图 用 这 种 方式 去 解 物理 问题 中 出 现 的 特殊 微分 方程 ,而 是 去 寻找 
那些 可 以 用 有 限 个 初等 函数 表示 其 解 的 微分 方程 . 可 以 用 这 种 方 
式 积分 的 大 量 微分 方程 找到 了 . D'Alembert(1767) 研 究 过 这 一 问 
题 , 并 把 椭圆 积分 列 入 了 可 以 接受 的 解答 中 , 对 这 问题 的 一 个 典型 
研究 方法 是 由 Euler(1769) 和 其 他 一 些 人 做 出 的 ,这 是 从 解 可 以 
表 成 积 出 形式 的 微分 方程 出 发 ,然后 从 这 些 已 知 方程 导出 其 他 的 
方程 . 另外 一 种 研究 是 寻找 级 数 解 可 以 只 含有 限 多 个 项 的 条 件 . 

在 Marie-Jean-Antoine-Nicolas Caritat de Condorcet(1743— 
1794) 著 的 《积分 计算 》( Da calcul intégral ,1765) 中 ,一 个 有 趣 而 
没有 结果 的 篇 童 是 ,他 企图 把 求解 常 微分 方程 所 用 的 许多 孤立 的 
方法 与 技巧 搞 出 一 个 条 理 . 他 把 这 种 运算 列 成 微分 .消去 和 替换 ， 
并 想 把 所 有 的 方法 都 划 归 到 这 些 规范 运算 , 这 个 工作 是 失败 了 . 与 
这 个 计划 类 似 的 是 ,Euler 证 明 : 凡 是 可 用 变量 分 离 法 的 地 方 都 可 


离 法 将 是 不 可 行 的 . 至 于 寻找 替换 ,他 发 现 没 有 一 般 原 则 ,而且 
它 与 直接 求解 微分 方程 的 难度 相同 . 但 是 ,变换 可 以 降低 微分 方程 
的 阶 . Euler 用 这 个 概念 去 解 n 阶 非 齐 次 线性 常 微分 方程 ,甚至 在 
齐 次 的 情况 ,他 想 适 当地 选取 p ,使 得 每 个 expj pdr 给 出 常 微分 方 
时 的 一 阶 因 子 . 降 阶 法 也 是 Riccati 的 方案 . 还 有 许多 其 他 的 方法 ， 
包括 Lagrange 的 未 定 乘 子 法 . 最 早 以 为 Lagrange 方法 是 普遍 适 
用 的 ,但 是 结果 并 非 如 此 . 

探索 党 微分 方程 的 一 般 积分 方法 大 概 到 1775 年 终止 .许多 新 
的 著作 仍旧 是 研究 常 微分 方程 的 ,特别 是 那些 从 求解 偏 微分 方程 


© Institutiones Calculi Integralis, 1,290. 


考 书 目 237 I 


中 得 出 的 常 微分 方程 . 但 是 ,除了 我 们 这 里 已 提 到 过 的 那些 方法 以 
外 ,一 百年 上 下 没有 发 现 别 的 重大 的 新 方法 ;直到 19 世纪 末 才 引 
进 了 算 子 方法 和 Laplace 变换 . 事实 上 ,人 们 对 于 一 般 的 求解 方法 

的 兴趣 减退 了 ,因为 得 到 了 一 些 适合 于 应 用 的 这 种 或 那 种 形式 的 
方法 . 求解 弟 微 分 方程 的 广泛 的 综合 的 原则 仍 付 疮 如 . 总 的 说 来 ， 
这 门 学 科 还 是 各 种 类 型 的 孤立 技巧 的 汇编 . 
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第 22 章 
18 世纪 的 偏 微分 方程 


数学 分 析 与 自然 界 本 身 同样 的 广阔 . 


Joseph Fourier 


à 
ELI 
I 


跟 常 微分 方程 的 情况 一 样 ,数学 家 们 并 不 是 自觉 地 创立 偏 微 
分 方程 学 科 的 , 他 们 不 断 地 探索 那些 引导 出 前 一 学 科 的 同样 的 物 
理 问题 ; 当 他 们 更 好 地 掌握 了 构成 这 些 现象 基础 的 物理 原理 时 ,他 
们 就 确切 阐明 了 现在 包含 在 偏 微分 方程 中 的 这 些 物理 现象 的 数学 
表述 . 例如 ,由 于 曾经 把 振动 弦 的 位 移 分 别 作 为 时 间 的 函数 以 及 作 
为 从 一 个 端点 到 弦 上 一 点 的 距离 的 函数 来 进行 研究 ,于 是 把 位 移 
作为 这 两 个 变量 的 函数 来 研究 并 试图 了 解 所 有 可 能 的 运动 就 导致 
了 一 个 偏 微分 方程 . 这 一 研究 的 自然 继续 , 即 考察 弦 发 出 的 声音 在 
空气 中 的 传播 ,导出 了 又 一 些 偏 微分 方程 . 在 研究 了 这 种 声音 之 
后 ,数学 家 们 处 理 了 各 种 形状 的 号 角 、 管 风琴 、 铃 鼓 和 其 他 乐器 发 
出 的 声音 . 

用 物理 的 术语 来 说 ,空气 是 一 种 流体 ,不 过 恰好 是 可 压缩 
的 . 液体 实际 上 是 不 可 压缩 的 流体 . 这 类 流体 的 运动 规律 ,特别 
地 ,还 有 能 在 这 两 者 中 传播 的 波 变 成 了 一 个 广阔 的 研究 领域 , 现 
在 构成 了 流体 动力 学 这 门 学 科 . 这 个 领域 同样 也 提出 了 偏 微分 
方程 . 

整个 18 世纪 ,数学 家 们 继续 致力 于 不 同形 状 的 物体 ,尤其 是 
椭 球 体 所 产生 的 万 有 引力 间 题 的 研究 . 虽然 基本 上 这 是 一 个 三 重 
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积分 的 问题 ,但 是 Laplace 以 我 们 即将 考察 的 一 种 方式 把 它 变 成 
了 偏 微分 方程 的 问题 . 


2. 波动 方程 

虽然 特殊 的 偏 微分 方程 早 在 1734 年 就 出 现在 Euler 的 著作 中 
中 ,并 于 1743 年 出 现在 d'Alembert 的 《 论 动力 学 》( Traité de dy- 
namique ) 中 ,但 其 中 并 无 值得 注意 的 东西 . 关于 偏 微分 方程 的 第 
一 次 真正 的 成 功 来 自 对 以 小 提花 弦 为 典型 的 弦 振 动 问题 的 重新 进 
攻 . 为 使 偏 微分 方程 易于 处 理 , 加 上 了 振动 很 小 的 近似 . Jean Le 
Rond d'Alembert(1717 一 1783) 在 1746 年 的 论文 2《 张 紧 的 弦 振 
动 时 形成 的 曲线 的 研究 》 中 说 ,他 提议 证 明 无 穷 多 种 与 正弦 曲线 不 
同 的 曲线 是 振动 的 模式 . 

我 们 也 许 记 得 在 上 一 章 中 首次 接触 弦 振 动 时 , 弦 被 当成 “小 珠 
的 弦 ”, 即 弦 被 看 成 由 个 离散 的 、 相 等 的 和 等 间隔 的 彼此 间 用 没 
有 重量 的 柔软 的 弹性 强 相 连接 的 重 物 构 成 . 为 了 处 理 连 续 的 弦 , 重 
物 的 数 日 允许 变 成 无 穷 多 个 ,同时 每 一 个 的 大 小 和 质量 都 减 小 ,使 
得 当 “ 珠 子 " 个 数 增加 时 总 质量 趋 近 连续 弦 的 质量 . 在 取 极 限时 存 
在 着 数学 上 的 困难 ,不 过 这 种 细微 的 地 方 被 忽视 了 . 

John Bernoulli 在 1727 年 (第 21 章 第 4 节 ) 处 理 了 离散 质量 
的 情况 . 如 果 纺 的 长 度 是 上 ,位 于 0 受 上 所/ ,又 如 果 第 上 个 质量 的 
横 坐 标 是 ze k = 1, 2, 00, n (在 z= 二 71 处 的 第 n 个 质量 是 不 动 
的 ) ,那么 


mn =kt,k=1,2, vy Üq 
n 


通过 分 析 第 & 个 质量 上 的 力 ,Bernoulli 已 经 证 明 , 如 果 y, 是 第 


D Comm. Acad. Sci. Petrop. , 7,1734/1735,184—200, pub. 1740 = Opera , 
(1),22,57— 75, 
© Hist. del'Acad. de Berlin, 3,1747,214 —219 和 200—249, pub. 1749, 
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个 质量 的 位 移 , 则 


d 2 
ma = (7) (ye — 2ye F Yei), £ 7 1, 2, s, n— 1, 


HP a? = IT/M ,了 是 弦 中 的 张力 ( 弦 振 动 时 它 被 当 作 常数 ),M 
是 总 质量 . D'Alembert 用 y(t, DORË y, H] Ax RB In. FR 


a y(t, x) a [2e rd Ax)-— 2y(t, r) + y(t, < 一 人 | 
ar (Ax) 


然后 他 注意 到 当 ” 变 成 无 穷 时 Ar BF 0, 方 括号 内 的 表达 式 就 变 
成 9* y/ax^ . 因此 


Fylt, x) m 2 d* y(t, x) 
(1) ar (8 3x’ 


其 中 a? 现在 是 TVo,o 是 单位 长 度 的 质量 . 这 样 一 来 ,现在 称 为 一 
维 的 波动 方程 就 第 一 次 出 现 了 . 

因为 纺 固 定 在 端点 zx 二 0 和 zz 一 7 ,所 以 解 必 须 满足 边界 条 件 
(2) y(t, 0) = 0, y(t, J) = 0. 

当 上 一 0 时 , 弦 被 拉 到 某 形状 y = f(z) 然后 放 开 , 这 意味 着 每 一 质 
点 出 发 时 初速 为 0. 这 些 初始 条 件 在 数学 上 被 表示 为 

(3) yO, 2) = f(z), PEA) =0, 

它们 也 必须 被 解 所 满足 . 

这 个 问题 被 d'Alembert 以 现代 教科 书 中 还 经 常 引用 的 非常 
巧妙 的 方法 解 出 来 了 . 为 了 节省 篇 幅 ,我 们 将 不 引 全 部 细节 . 他 首 
先 证 明 
(4) y(t, 2) = Bat +2) + Feat — 2), 

其 中 #$ 和 暂时 还 是 未 知 函 数 
至 此 d'Alembert 已 推出 偏 微分 方程 (1) 的 每 个 解 都 是 (at 十 


ax) PPA ANAS (uf — x) 的 函数 之 和 . 将 (4) 直 接 代入 (1), 容 易 证 明 
35 di idi nk vr. 当然 d'Alembert 还 必须 满足 边界 条 件 和 初始 条 件 . 
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把 条 件 y(t, 0) = 0 用 于 (4), 对 一 切 t 有 

1 1 u 
(5) 39 (0) + y (at) — 0. 


因为 对 任 一 zx, ax +t = t 总 对 某 一 + 成立 ,我 们 可 以 说 对 任何 xz 
及 上 都 有 


(6) $Cr dat) —— (rat). 
KO Ae y(t, D) = 0 变 成 
(7) SHat +1) = ZHat—1) ; 


fü T EON 上 恒 等 ,这 就 证 实 了 $ 一定 是 关于 az 十 工 的 以 27 为 
周期 的 周期 函数 ， 
H(4) Rb =— > RE 
3y(t, x) 


(8) 3 79 
产生 出 

(9) g (x) =p (=r). 
积分 后 变 成 

(10) (x) =—$(— x), 


所 以 $ 是 x WAAR 如 果 现 在 在 (4) 中 用 乡 一 一 少 确定 出 y(0， 
x) ,并 且 用 (10) ,我 们 就 有 


(1) y(0, 2) = (2) , 
而 因 初 始 条 件 是 y(0，z) = f(x) ,我 们 便 有 
(12) $(x) = f(x), 0 xc LB. 
总 结 起 来 就 有 
(3) yl, x) = Alat + r) = Felat — 2) , 


Jtrp $ ifr ER E DE A A tE FE. 此 外 ,如 果 初 始 状态 是 
»x(0, x) = fr) , 则 (12) 必 然 在 0 到 7 之 间 成 立 . 这 样 ,对 给 定 的 
/7) 应 该 恰 有 一 个 解 .D'Alembert 当时 认为 函数 是 由 代数 和 微 积 
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分 的 步骤 构成 的 解析 表达 式 . 因此 ,如 果 两 个 这 样 的 函数 在 zz 的 
一 个 区 间 上 相等 ,它们 必然 对 一 切 z 相等 . AE OS IDE 
d(x) = f(x) ,而 $ 又 具有 奇 性 和 周期 性 ,所 以 f(x) 必 定 适合 同 
一 组 条 件 . 最 后 ,因为 y. x) 要 满足 微分 方程 , 它 必 须 是 二 次 可 
微 .但 y(0, x) = f(x) ,所 以 f(z) 也 必须 是 二 次 可 微 的 . 

在 看 到 d'Alembert 1746 年 论文 的 几 个 月 内 , Euler 写 了 他 自 
已 的 论文 《 论 弦 的 振动 》, 提 出 于 1748 年 5 月 16 HO. 虽然 在 解法 
上 他 沿用 了 d'Alembert 的 方法 ,但 这 时 ,在 允许 什么 函数 可 以 作 
为 初始 曲线 ,因而 也 可 以 作为 偏 微分 方程 的 解 上 ,Euler 却 有 着 全 
然 不 同 的 想法 . 甚至 在 讨论 弦 振 动 问题 之 前 ,事实 上 在 1734 年 的 
一 个 工作 中 ,他 就 允许 了 由 不 同 的 熟 ， 
知 曲线 的 部 分 所 构成 的 ,甚至 是 随手 Wd 
画 出 的 曲线 所 构成 的 函数 . 例如 (图 | | 
22.1), E [X IR] (a, c) 中 由 抛物 线 的 | | | 
弧 , 在 区 间 (c, 5) 中 由 三 次 曲线 的 弧 a c b 
组 成 的 曲线 在 这 种 概念 下 构成 了 一 图 22.1 
条 曲线 或 一 个 函数 . Euler 称 这 样 的 曲线 是 不 连续 的 ,虽然 按照 现 
代 术 语 ,它们 是 有 间断 的 导数 的 连续 函数 . 他 在 1748 年 的 教科 书 
《 引 论 》 中 ,还 在 坚持 18 世纪 的 标准 概念 :函数 必须 用 单一 的 解析 
表达 式 给 出 . 可 是 ,看 来 弦 振 动 问题 的 物理 学 是 促使 他 把 他 的 函数 
新 概念 公开 出 来 的 使 人 非 相信 不 可 的 理由 . 他 接受 了 在 一 /之 之 
1 中 用 公式 gz) 定 义 的 任何 函数 ,并 认为 在 (一 ， DAN P Ce + 21) 
= $(z) 就 是 曲线 的 定义 . 在 后 来 的 一 篇 论文 @ 中 ,他 走 得 更 远 了 ， 
他 说 对 任意 的 风 和 9, 
(14) y = $(a d x) (c — x) 


x 


D Nova Acta Erud. , 1749, 512 ~ 527 = Opera , (2),10,50~62; Wik Hg ix 
的 , Hist. de l'Acad, de Berlin, 4, 1748, 69 ~ 85 = : Opera , (2),10,63—77. 

@ Hist. del'Acad. de Berlin, 9,1753,196 —222, pub. 1755 = Opera , (2), 
10,232— 254. 
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都 是 方程 

(15) 2 52 7 ar. 

的 解 . 这 可 由 代入 微分 方程 推 得 . 但 是 ,无 论 初始 曲线 是 由 某 一 方 
程 表示 的 ,还 是 它 是 用 不 能 以 一 个 方程 表示 的 任 一 方式 描绘 出 来 
的 ,都 同样 是 符合 要 求 的 . 只 有 初始 曲线 在 0 和 过 x 过 /内 的 部 分 才 
akin DAKAR. 这 部 分 之 外 的 延伸 无 需 考虑 . 所 以 ,该 曲线 的 不 
同 部 分 并 不 按 任 一 种 连续 性 法 则 (单个 的 解析 表达 式 ) 彼 此 连接 ， 
它们 只 被 说 成 是 连 在 一 起 的 . 由 于 这 个 原因 , 整 条 曲线 不 可 能 包含 
在 一 个 方程 内 ,除非 曲线 碰巧 是 某 个 正弦 函数 . 

1755 年 Euler 给 函数 二 了 一 个 新 定义 :如果 某 些 量 这 样 地 
依赖 于 另 一 些 量 : 当 后 者 变化 时 前 者 经 受 变化 ,就 称 前 者 为 后 者 的 
函数 . "在 另 -一 篇 文章 中 中 他 又 说 :不 连续 "函数 的 各 部 分 彼此 不 
属于 对 方 ,在 函数 的 整个 范围 中 也 不 能 用 一 个 方程 来 确定 . 此 外 ， 
在 0 这 工人 /内 给 定 初始 形 状 后 ,在 一 / 志 xz 志 0 中 用 反 序 重复 它 
(使 它 是 奇 的 ) ,并且 设想 在 每 一 长 为 2 的 区 间 内 不 断 重复 这 段 曲 
线 直 到 无 穷 远 . 那么 ,如 果 该 曲线 [y = f(x)] 被 用 来 表示 初 值 函 
数 , 经 过 时 间 :后 ,对 应 于 振动 的 弦 上 横 坐 标 z 的 纵 坐 标 将 是 ( 参 
阅 公 式 [13] 和 [12]) 

(16) y= yfGa)tlifi-a). 


Euler 在 他 的 1749 年 的 基本 论文 中 指出 :振动 弦 的 一 切 可 能 
的 运动 ,无论 驴 的 形状 怎样 ,关于 时 间 都 是 周期 的 ,也 就 是 说 ,该 周 
期 (通常 ) 是 我 们 现在 所 谓 的 基本 周期 . 他 也 认识 到 周期 为 基本 周 
期 的 一 半 三 分 之 一 等 等 的 单个 的 模式 能 够 作为 振动 的 图 像 出 现 . 
他 给 出 这 样 的 特 解 为 


Q Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. , 11,1765,67 — 102, pub. 1767 — Opera , 
(1), 23,74 —91. 
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(17) y(t, cr) = SSA, sin T cos ee 
如 果 初 始 形状 是 
(18) (0, z) = DIA, sin 77 


f) ih. 但 是 ,他 没有 说 明 是 对 有 限 多 个 项 还 是 对 无 穷 多 个 项 求 和 ， 
然而 他 还 是 有 了 模式 的 个 加 的 思想 . 所 以 ,Euler 与 d'Alembert 的 
主要 分 歧 点 是 ,他 允许 一 切 种 类 的 初始 曲线 ,因此 ,也 就 允许 非 解 
析 解 ,而 d Alembert 只 接受 解析 的 初始 曲线 和 解析 解 . 

Euler 在 引进 他 的 “不 连续 "函数 时 ,他 意识 到 了 他 已 经 向 前 
迈进 了 一 大 步 . 1763 年 12 月 20 日 他 写 信 给 d'Alembert 说 :“ 考 虑 
这 类 不 服从 连续 性 [解析 性 ] 法 则 的 函数 ,为 我 们 开辟 了 一 个 全 新 
的 分 析 领 域 . "中 

Daniel Bernoulli 以 全 然 不 同 的 形式 给 出 弦 振 动 问题 的 解 ,这 
个 工作 激 起 了 另 一 场 关 于 可 允许 的 解 的 争论 . Daniel Bernoulli 
(1700 一 1782) 是 John Bernoulli 的 儿子 ,1725 年 到 1733 年 是 圣 彼 
得 堡 的 数学 教授 ,后 来 ,在 巴塞 尔 又 相继 是 医学 ,形而上学 和 自然 
哲学 的 教授 . 他 的 主要 工作 是 在 流体 动力 学 和 弹性 力学 方面 . 在 前 
一 领域 ,他 的 关于 潮汐 流动 的 一 篇 论文 赢得 了 奖金 ;他 还 打算 把 流 
体 流动 的 理论 应 用 到 人 类 血管 的 血液 流动 上 . 他 是 一 个 熟练 的 实 
验 家 并 通过 实验 在 1760 年 前 发 现 了 静电 荷 的 引力 定律 . 这 个 定律 
通常 被 归于 Charles Coulomb, Bernoulli 的 《流体 动力 学 》 
(Hydrodynamica,，1738) 是 这 个 领域 的 第 一 本 主要 的 教科 书 , 书 
中 包括 曾 在 许多 研究 论文 中 出 现 过 的 课题 . 其 中 一 章 是 热 的 力学 
理论 (反对 热 是 一 种 物质 ) ,并 给 出 了 气体 理论 中 的 许多 结果 ， 

在 前 一 章 引 用 过 的 1732/1733 年 的 论文 中 , Bernoulli 明确 地 
说 明 振 动 的 弦 能 有 较 高 的 振动 模式 . 在 后 来 一 篇 关于 有 载荷 的 垂 


D Opera,(2),11,sec. 1,2, 
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直 柔 软 弦 上 重 物 的 合成 振荡 的 论文 中 ,他 作 了 如 下 的 说 明 : 


类 似 地 , 绷 紧 的 乐器 纺 能 够 以 很 多 方式 ,甚至 按理 论 上 讲 
能 以 无 穷 多 种 方式 ,发 生 等 时 振动 …… 此 外 ,在 每 一 种 模 
式 中 它 发 生 较 高 的 或 较 低 的 音调 . SRR PED ER 
拱 的 时 候 发 生 了 第 一 个 和 最 自然 的 模式 ,于 是 , 弦 产 生 最 
慢 的 振动 ,发 出 它 的 所 有 可 能 的 音调 中 的 最 低音 ,对 于 其 
他 一 切 音 来 说 这 是 基 音 . 下 一 个 模式 要 求 弦 产 生 两 个 拱 ， 
位 于 ( 弦 的 静止 位 置 的 ) 两 边 , 于 是 振动 加 快 一 售 , 这 时 纺 


发 出 基 音 的 高 八 度 音 ， 
然后 他 描述 了 更 高 的 模式 . 但 是 ,他 没有 给 出 数学 的 说 明 ,不 过 ,他 
有 数学 的 思想 好 像 是 明显 的 . 


在 一 篇 关于 杆 的 振动 以 及 振动 杆 发 出 的 声音 的 论文 @ 中 ， 
Bernoulli 不 仅 给 出 杆 振动 的 各 个 模式 ,而 且 还 明确 地 说 明 两 类 声 
音 ( 基 音 和 高 次 谐音 ) 能 够 同时 存在 . 这 是 小 谐振 共存 的 第 一 次 陈 
if. Bernoulli 基于 对 杆 及 声音 怎样 能 发 生 作用 的 物理 的 理解 ,而 
不 是 从 数学 上 证 明 两 个 模式 的 和 是 一 个 解 . 

当 他 见 到 d Alembert 1746 年 的 第 一 篇 论文 和 Euler 1749 年 
关于 弦 振 动 的 文章 后 ,他 赶忙 发 表 了 他 已 有 了 多 年 的 想法 @. 在 任 
性 地 挖苦 d'Alembert 和 Euler 工作 的 抽象 性 之 后 ,他 再 次 断言 振 
动 弦 的 许多 模式 能 够 同时 存在 (于 是 这 条 弦 响 应 所 有 这 些 模式 的 
和 或 下 加 ) ,并 且 声 称 这 就 是 Euler 和 d'Alembert 所 说 明 的 全 部 
内 容 . 随后 说 到 一 个 要 点 :他 坚持 全 体 可 能 的 初始 曲线 可 表 成 


(19) f(x) = Jasin 77 , 
因为 有 足够 的 常数 a, 使 级 数 适 合 任 一 曲线 . 所 以 ,他 断定 全 体 后 
(Q Comm. Acad. Sci, Petrop. , 12,1740,97~108, pub. 1750. 


@ Comm, Acad. Sci. Petrop. , 13,1741/1743,167—196, pub. 1751. 
@ Hist, del'Acad. de Berlin, 9,1753,147~172 和 173—195, pub. 1755, 
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继 运 动 应 是 

(20) y(t, x) = Sasin T eos TE, 
这 样 一 来 ,每 一 个 对 应 于 任 一 初始 曲线 的 运动 不 外 平 是 正弦 周期 
模式 的 和 ,并 且 这 一 组 合 有 着 基 音 的 频率 . 然而 ,他 未 给 出 数学 论 
据 以 支持 他 的 论点 ;他 依靠 物理 . 在 1753 年 的 文章 中 Bernoulli 
说 : 


我 的 结论 是 :一 切 能 发 声 的 物体 都 含有 对 应 于 无 穷 多 种 
NR] d zb ONERE 但 是 ,这 许多 声音 并 不 是 
d'Alembert 先生 和 Euler 先生 所 说 的 …… 每 一 种 类 型 
[由 菜 初始 曲线 产生 的 每 一 基本 模式 ] 乘 以 无 穷 多 个 倍数 
在 每 一 区 间 上 与 无 穿 多 条 曲线 相 一 致 ,使 得 每 一 点 发 生 
这 些 振动 的 ,在 同一 瞬间 也 获得 这 些 振动 ,而 按照 Tay- 
lor 先生 的 理论 ,两 节点 间 的 每 一 区 间 内 所 应 取得 的 形状 
都 是 极度 拉 长 的 相似 旋 轮 线 [ 正 纺 函 数 ]. 

那么 我 们 要 指出 , 纺 AB 不 可 能 产生 仅仅 与 第 一 图 
像 [ 基 音 ] 或 第 二 [第 二 谐音 ] 或 第 三 等 等 直到 无 穷 的 谐音 
相 一 致 的 振动 ,但 它 能 够 产生 在 一 切 可 能 组 合 中 的 这 些 
振动 的 一 个 组 合 ,而 且 ,d'Alembert 和 Euler 给 出 的 一 切 
新 曲线 都 不 过 是 Taylor 振动 的 组 合 而 已 . 


在 这 最 后 ~- 段 话 里 Bernoulli 把 Taylor 从 未 展示 过 的 知识 归 到 
Taylor 身上 了 . 然而 , 撤 开 这 一 点 , Bernoulli 的 论点 是 极为 重 
要 的 . 

Euler 马上 反对 Bernoulli 的 后 一 断言 . 事实 上 ,Euler 1753 年 
提交 给 柏林 科学 院 ( 上 面 已 经 引用 过 ) 的 文章 就 是 部 分 地 对 Ber- 
noulli 两 篇 文章 的 一 个 回答 . Euler 强调 了 波动 方程 作为 处 理 弦 气 
动 问题 的 出 发 点 的 重要 性 ,他 赞赏 Bernoulli 关于 许多 模式 能 够 同 
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时 存在 使 得 在 一 个 运动 中 弦 能 发 出 许多 谐音 的 认识 ,但 是 , 跟 
d'Alembert 一 样 ,他 否认 所 有 可 能 的 运动 能 用 (20) 表 出 . 他 承认 
形 如 


|.  csin(ax/l) 
(21) f(a) = 1 — acos(ar/l)’ lal, 


的 初始 曲线 能 用 形 如 (19) 的 一 个 级 数 来 表示 . 如 果 每 一 个 函数 能 
被 表 成 无 穷 三 角 级 数 ,那么 Bernoulli 的 论点 就 会 得 到 证 实 , 但 是 ， 
Euler 认为 这 是 不 可 能 的 . 他 说 :正弦 函数 的 和 总 是 一 个 奇 的 周期 
消 数 ,但 是 在 他 的 解 ( 见 [16]) 

(22) y(t, a) = Ffa) fir a) 


里 ,f 是 任意 的 (在 Euler 的 意义 下 是 不 连续 的 ) ,因而 肯定 是 不 能 
被 表 成 正弦 函数 的 和 的 . 他 说 ,实际 上 , /能够 是 伸展 到 无 穷 远 的 
z 范围 的 弧 的 组 合 ,并 且 是 奇 的 和 周期 的 ;还 因为 它 是 不 连续 的 
(在 Euler 的 意义 下 ) ,所 以 它 不 能 表 作 正弦 曲线 的 和 . 他 断言 他 自 
己 的 解 无 论 从 哪 方面 来 看 都 没有 限制 . 实际 上 ,初始 曲线 不 需要 能 
用 一 个 方程 (单独 一 个 解析 表达 式 ) 表 出 来 . 

正 是 在 这 种 情况 下 , Euler 也 针对 Maclaurin 级 数 说 ,这 是 不 
能 表示 任何 一 个 任意 函数 的 ,所 以 ,无 穷 正弦 级 数 也 不 可 能 这 样 . 
他 所 承认 的 一 切 就 是 Bernoulli 的 三 角 级 数 表示 特 解 ,而 他 (Eu- 
ler) 本 人 确实 在 他 自己 的 1749 年 的 文章 中 就 已 经 得 到 过 这 样 的 
解 ( 见 公式 [17] 和 [18]). 

D'Alembert 在 《百科 全 书 》 第 7 卷 (1757) 他 写 的 关于 “ 基 音 ” 
的 条 目 中 也 择 击 Bernoulli. 他 不 相信 一 切 奇 的 周期 函数 能 表 成 形 
如 (19) 的 级 数 , 因 为 这 个 级 数 是 二 次 可 微 的 ,而 全 体 奇 的 周期 函数 
并 不 需要 是 这 样 . 然而 ,即使 当初 始 曲线 是 足够 多 次 可 微 的 时 
候 一 一 并 且 d'Alembert 在 他 的 1746 年 的 文章 中 确实 要 求 了 它 是 
二 次 可 微 的 一 一 它 也 并 不 需要 能 表 成 Bernoulli 的 形式 . 基于 同样 
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的 理由 , d'Alembert 也 反对 Euler 的 不 连续 曲线 . 实际 上 ， 
d'Alembert 要 求 初始 曲线 y = f(x) 必须 二 次 可 微 是 正确 的 , 因 
为 从 在 的 某 一 个 或 几 个 值 上 没有 二 阶 导数 的 f(x) 得 出 的 解 ,在 
这 些 奇 点 处 必须 满足 一 些 特殊 的 条 件 . 

Bernoulli 没有 从 他 的 看 法 后 退 . 他 在 1758 年 的 一 封 信 吕 中 照 
旧 说 :他 有 无 穷 多 个 系数 a, 可 供 处 置 ,从 而 适当 地 选择 它们 就 能 
使 级 数 (19) 与 任何 函数 ftz) 在 无 穷 多 个 点 上 相 一 致 .在 任何 情况 
下 他 坚持 (20) 是 最 一 般 的 解 . D'Alembert, Euler 和 Bernoulli 间 
的 辩论 持续 近 十 年 之 久 而 未 获 一 致 . 问题 的 实质 在 于 能 够 用 正弦 
级 数 ,或 更 一 般 地 ,用 Fourier 级 数 表 示 的 函数 类 的 宽 罕 . 

1759 年 ,年轻 的 尚 不 知名 的 Lagrange 参加 了 争论 . 在 他 论述 
声音 的 性 质 与 传播 的 论文 9 中 ,他 给 出 了 这 个 课题 的 一 些 成 果 , 然 
后 把 他 的 方法 用 到 弦 振 动 上 . 他 进行 得 好 像 他 抓 住 了 一 个 新 问题 ， 
而 上 只 不 过 重复 了 Euler 和 Daniel Bernoulli 在 前 面 已 经 做 过 的 很 
多 工作 . Lagrange 也 是 从 负载 着 有 限 个 相等 的 .等 间隔 的 质量 的 
骇 出 发 ,然后 过 渡 到 无 穷 多 个 质量 的 极限 . 虽然 他 批评 Euler 8977 
法 要 把 结果 限制 为 连续 (解析 ) 曲 线 ,但 Lagrange 说 他 将 证 明 Eu- 
ler 的 结论 一 一 任 一 初始 曲线 能 够 合用 一 一 是 正确 的 . 我 们 将 立即 
说 到 Lagrange 对 连续 弦 的 结论 , 他 已 得 到 


2 Yn TE To mz enrt 
(23) w(x, 1) = | 2ysin ] 2jsin 7 dz| Y, cos j 


+ —L.y sin ar | ， 
rac L 
XE Y, AV, 是 第 9 个 质量 的 初 位 移 和 初速 度 . 然后 他 用 Y(z) 和 
V(x) TAKE Y, 和 V,. Lagrange 把 量 


(24) — PjsinT7^Y(x)dr 和 Zrsin F=V(x)dz 
4 一 1 4 一 1 


(D Jour. des Scavans, March 1758,157 — 166, 
@ Misc. Taur. , 13,1759, ix, 1 ~ 112 = Œuvres , 1,39— 148. 
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看 做 是 积分 ,并 且 他 把 积分 运算 取 在 和 号 », 之 外 . 由 这 些 步 骤 得 


到 
(25) yr, = (Ff yo Dsin TRE dr sin 5 TTZ cos me 


+ (= 2[voxl Tsin Zaz) 


rer. rna 
X sin 7] sin 7 


这 里 和 号 和 积分 号 的 交换 不 仅 引 导出 发 散 级 数 ,和 而且 毁 掉 了 
Lagrange 有 可 能 认 出 


(26) ['YGOsin LE 


是 Fourier 系数 的 任何 一 点 机 会 . 40 ETLE I. AE (fü XC n] SE 
的 步骤 之 后 ,Lagrange 得 到 了 Euler 和 d'Alembert 的 结果 

(27) y= $a dr) (a — x). 

他 断定 上 述 推导 使 得 这 位 伟大 的 几何 学 家 (Euler) 的 理论 


毫 无 疑问 ,是 建立 在 直接 而 清楚 的 原理 之 上 的 ,这 些 原理 
A fE E Alembert & BEA SS EUR HET 
则 ;此 外 ,这 就 是 怎么 会 发 生 以 下 情况 的 原因 : 当 物 体 数 
Hee 有 限时 ,曾经 名 支持 和 证 明了 Bernoulli HALTS 
时 振动 的 复合 的 理论 的 同一 个 公式 , 当 物 体 数 目 变 成 无 
25g 却 向 我 们 表明 了 它 是 不 充分 的 . 事实 上 ,从 一 
种 情况 过 渡 到 另 一 种 情况 下 这 一 公式 经 历 的 变化 是 :使 
得 那些 组 成 整个 系统 的 绝对 运动 的 简单 运动 大 部 分 互相 
抵消 了 ,而 留 下 的 那些 简单 运动 又 被 牌 曲 和 改变 得 完 
不 可 认识 了 . 令 人 气 恼 的 是 这 样 巧妙 的 理论 在 主要 情况 
下 竟 被 证 实 是 课 误 的 ,而 所 有 出 现在 自然 界 中 的 小 的 相 
互 运 动 可 能 都 与 这 种 情况 互相 关联 . 
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JL¥ BAR MN. 

Lagrange 在 他 的 解 无 需 对 初始 曲线 Y(z) 和 初速 度 V(z) 施 
加 限制 这 一 争论 中 ,他 的 主要 根据 是 :他 没有 对 它们 进行 微分 ,但 
是 ,如 果 人 们 要 把 他 所 作 的 推导 严密 化 ,施加 限制 就 是 必 划 的 了 . 

Euler 和 d'Alembert 批评 Lagrange 的 工作 ,但 是 实际 上 并 未 
击 中 蓝 害 ;他 们 却 偏 偏 挑 中 了 Euler 称 之 为 “奇妙 的 计算 "的 细节 . 
Lagrange 试图 回答 这 些 批评 . 双方 的 答辩 和 反驳 太 广泛 了 ,不 能 
在 这 里 叙述 ,尽管 有 很 多 确实 揭示 了 那 时 的 思想 . 例如 ,Lagrange 
Mom = œ 时 用 二 代替 sin TORRE sin 2. D'Alembert È 
许 前 一 个 但 不 允许 后 一 个 ,因为 所 涉及 的 ， 值 与 是 可 比 的 . 
D'Alembert 还 对 形 如 

cos x + cos 2x + cos 3x4+ °° 

的 级 数 可 能 是 发 散 的 提出 异议 ,而 Lagrange 用 作答 复 的 是 当时 很 
普通 的 论点 , 即 级 数 的 值 就 是 这 级 数 所 由 之 而 来 的 函数 的 值 . 

虽然 Euler 确实 批评 了 Lagrange 的 数学 细节 ,但 他 在 1759 
年 10 月 23 日 的 信 中 中 对 Lagrange 的 文章 作 了 全 面 的 答复 ,他 赞 
扬 了 Lagrange 的 数学 技巧 ,并 且说 这 使 得 争论 避免 了 任何 诡辩 ， 
还 说 每 个 人 现在 必须 认识 到 不 规则 的 以 及 ( 按 Euler 的 意义 下 ) 不 
连续 的 函数 在 这 类 问题 中 的 用 处 . 

1759 年 10 H 2 H , Euler 给 Lagrange 写 道 :“ 我 高 兴 地 读 到 
你 赞成 我 的 解 …… 而 d'Alembert 却 百般 挑剔 试 图 暗中 败坏 它 , 唯 
一 的 原因 在 于 他 自己 没 能 得 到 它 . 他 曾 吓 距 说 要 发 表 一 篇 有 分 量 
的 反驳 ;是 否 他 真正 这 样 作 了 我 不 知道 . 他 想 他 能 够 用 他 的 雄辩 来 
欺骗 半 通 者 . 我 怀疑 他 是 否 严 肃 ,要 不 也 许 他 是 完全 被 自私 蒙 住 了 
ABER. "© 


(D Lagrange, Œuvres, 14,164— 170. 
© Œuvres, 14,162~164, 
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在 1760/1761 年 Lagrange 试图 回答 d'Alembert 和 Bernoulli 
在 信件 来 往 中 提出 的 批评 ,他 给 出 了 弦 振 动 问题 的 一 个 不 同 的 
REO. 这 次 他 直接 从 波动 方程 (c= 1) 出 发 ,利用 乘 上 一 个 未 知 函 
数 以 及 另外 的 一 些 步骤 把 偏 微分 方程 归结 为 解 两 个 常 微分 方程 . 
然后 ,又 通过 更 多 的 不 全 是 正确 的 步骤 ,Lagrange 得 到 解 
y(t, x) = Sflat0t5 hart) -4f "ede + S| ede, 


这 里 f(x) = »(0, x) 和 g(x) = 9y/9t( 当 t= 0 时 ) 是 给 定 的 初 
始 条 件 . 如 同 Lagrange 所 证 明 的 ,这 与 d'Alembert 的 结果 是 一 致 
的 . 但 是 后 来 ,没有 引用 他 自己 的 工作 ,他 试图 使 他 的 读者 相信 ,他 
对 初始 曲线 没有 用 到 任何 连续 性 (解析 性 ) 法 则 . 确实 的 ,他 对 初始 
级 数 没 有 使 用 任何 直接 的 微分 运算 . 但 是 ,也 就 是 在 这 篇 文章 中 ， 
为 了 严密 地 证 明 他 的 极限 过 程 ,就 不 能 回避 关于 初始 函数 的 连续 
性 和 可 微 性 的 假设 . 

激烈 的 争论 贯穿 了 18 世纪 的 整个 60 年 代 和 70 年 代 , 甚 至 
Laplace 也 在 1779 HAM 8j ix Es Wb MK D 9, 3E B Xs de 
d'Alembert 一 边 . 在 1768 年 开始 出 现 的 题名 为 《短文 集 》( Opus- 
cules) 的 小 从 书 中 ,d'Alembert 继续 这 场 辩 论 . 他 反驳 Euler, H H 
是 Euler 允许 太一 般 的 初始 曲线 ,又 反驳 Daniel Bernoulli, 理 由 是 
他 (d'Alembert) 的 解 不 能 表 成 正 强 曲 线 的 和 ,因此 Bernoulli 的 解 


不 够 一 般 . 三 角 函 数 的 无 穷 级 数 Xa, sin nz 可 以 被 作 得 适合 于 任 


一 初始 曲线 ,因为 它 有 无 穷 多 个 a, 可 供 确定 ,这 种 想法 (Daniel 
Bernoulli 有 这 样 的 主张 ) 被 Euler 作为 办 不 到 的 事情 而 拒 不 接受 . 
他 还 提出 这 样 的 问题 ;当初 始 时 刻 只 有 弦 的 一 部 分 被 扰动 时 ,一 个 
三 角 级 数 怎样 能 表示 这 样 的 初始 曲线 . Euler, d'Alembert 和 La- 


(QD Misc. Taur. , 22,1760/1761,11—172, pub. 1762 = Œuvres , 1,151~316. 
®© Mém, del'Acad, des Sci., Paris, 1779,207~309, pub. 1782 = Œuvres , 
10,1~89. 
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grange 始终 否认 三 角 级 数 能 够 表示 任 一 解析 图 数 ,更 不 用 说 更 加 
任意 的 国 数 了 . 

每 个 人 提出 的 许多 论据 大 体 上 是 不 正确 的 ;而 其 结果 ,在 18 
世纪 内 ,也 是 没有 说 服 力 的 . 用 三 角 级 数 来 表示 一 个 任意 图 数 这 一 
重要 问题 ,直到 Fourier 着 手 研究 之 前 一 直 没 有 得 到 解决 . Euler， 
d'Alembert 和 Lagrange 虽然 到 了 发 现 Fourier 级 数 的 意义 的 门 
RTS ,但 是 却 没 有 鉴别 出 摆 在 他 们 面前 的 是 什么 东西 .用 当时 的 
知识 来 判断 ,所 有 这 三 个 人 和 Bernoulli 在 他 们 的 主要 的 争论 中 都 
是 正确 的 . D'Alembert, 循 着 Leibniz 时 期 建立 的 传统 ,坚持 函数 
必须 是 解析 的 ,因而 认为 任何 在 这 种 意义 上 不 能 解 的 问题 就 是 不 
可 解 的 . 他 在 给 出 y(t1, x) 关于 xz 必须 是 周期 的 论证 方面 也 是 正确 
的 . 但 是 ,他 没有 认识 到 :在 某 区 间 上 PI EOS re SL b. 
定 了 一 个 任意 的 函数 ,那么 就 可 以 对 整数 ”, 在 每 一 区 间 [nl , (nt 
DIABET ORE RK AABN. 当然 ,这 类 周期 函数 有 可 
能 不 能 用 一 个 ( 闭 ) 公 式 来 表示 . Euler 和 Lagrange( 至 少 在 他 们 的 
时 代 ) 相 信 不 是 所 有 的 “不 连续 "函数 都 能 表 成 Fourier 级 数 ,这 是 
合理 的 . 然而 也 同样 正确 的 是 ,他 们 相信 (可 是 他 们 没有 证 明 ) 初 始 
曲线 能 够 是 非常 一 般 的 函数 . 它 既 不 必 是 解析 的 ,也 不 必 是 周期 
的 . Bernoulli 确实 在 物理 基础 上 采取 了 正确 的 立场 ,但 他 不 能 
数学 来 支持 它 . 

在 函数 的 三 角 级 数 表 示 问 题 上 的 争论 的 一 个 非常 奇怪 的 特点 
是 :所 有 卷 入 的 人 都 知道 非 周期 函数 (在 一 个 区 间 内 ) 能 够 被 表 成 
三 角 级 数 . 第 20 章 ( 第 5 节 ) 的 引证 就 说 明 , Clairaut, Euler, Da- 
niel Bernoulli 和 其 他 一 些 人 实际 上 获得 了 这 样 的 表达 式 ,他 们 的 
很 多 文章 也 有 求 三 角 级 数 系数 的 公式 . 事实 上 所 有 这 些 工 作 在 
1759 年 都 出 版 了 ,在 这 一 年 Lagrange 提出 了 他 的 关于 振动 藤 的 
基本 论文 .所 以 ,他 本 来 是 可 以 推出 任 一 函数 都 有 三 角 展 开 式 ,并 
能 够 以 确定 的 形式 指出 系数 公式 的 ,但 是 他 没有 能 这 样 做 ,仅仅 是 
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在 1773 年 , 当 激 烈 的 和 争论 已 经 过 去 ,Daniel Bernoulli 确实 才 注 意 
到 一 个 三 角 级 数 的 和 在 不 同 区 间 内 可 表示 不 同 的 代数 表达 式 , 为 
什么 所 有 这 些 结果 都 没有 影响 关于 弦 振 动 的 辩论 呢 ?” 可 以 从 几 方 
面 来 解释 . 很 多 关于 用 三 角 级 数 表 示 非 常 一 般 的 函数 的 结果 是 
储 天 文学 的 论文 中 ,因此 Daniel Bernoulli 可 能 没有 读 到 它们 ,以 
至 不 能 指出 它们 来 捍卫 他 的 立场 . Euler 和 d’Alembert 他 们 必然 
xe AGE Clairaut 1757 年 的 工作 的 (第 20 章 第 5 38) ,但 是 也 许 不 
HARARE, AAR RAR THIN CWI A. 而 且 Clairaut 所 
做 的 这 个 天 文学 上 的 工作 很 快 就 被 废弃 和 忘却 了 . 另 一 方面 , 尽 
Tt Euler 用 了 三 角 级 数 一 一 如 像 在 他 的 内 播 理 论 中 一 一 表示 多 
项 式 表达 式 , 但 他 并 不 接受 十 分 任意 的 函数 都 能 够 这 样 表示 的 
一 般 事 实 ; 当 他 用 到 这 种 级 数 表 示 式 时 ,它们 的 存在 性 是 用 别 的 
方法 保证 的 . 

另 一 个 问题 是 ,其 有 解析 系数 (例如 常 系数 ) 的 偏 微分 方程 为 
什么 能 有 非 解析 解 , 这 个 问题 也 没有 真正 弄 清楚 . 在 常 微分 方程 的 
情形 ,如 果 系 数 解 析 , 解 必然 也 是 解析 的 , 但 是 ,对 偏 微分 方程 这 就 
个 对 了 . 虽然 ,Euler 正确 地 指出 具有 和 角 点 的 解 是 允许 的 (并 且 他 
坚持 这 一 点 ) ,但 是 偏 微分 方程 的 解 中 可 允许 的 奇 性 的 确定 则 是 很 
久 以 后 的 事 了 . 


3. 波动 方程 的 推广 

正当 驴 振 动 问题 的 论战 还 在 进行 的 时 候 , 对 乐器 的 兴趣 引起 
了 进一步 的 工作 ,不仅 有 物理 结构 的 振动 方面 的 ,而 且 还 有 与 声音 
在 空气 中 传播 有 关 的 水 力学 问题 方面 的 . 从 数学 上 来 说 ,这 些 问题 
都 牵涉 到 波动 方程 的 推广 . 

在 1762 年 Euler 着 手 研 究 粗 细 可 变 弦 的 振动 问题 ,他 曾 受 到 
一 个 音乐 审美 学 主要 问题 的 推动 . Jean-Philippe Rameau(1683— 
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1764) 在 1726 4E. JR] BH E EE PLNS Joe PPR EY 
TORIS RD Je EE E VAL ZS DURER LETTURE EE PER 
率 的 整数 倍 . 但 是 , Euler 在 他 的 《音乐 理论 的 新 颖 研究 》(1739 ) 中 
中 主张 只 是 在 合适 的 乐器 里 才 有 基调 的 和 谐 的 泛音 . 于 是 他 力图 
证 明 变 粗细 的 或 有 不 均匀 密度 c(z) 及 张力 工 的 驴 发 出 不 和 谐 的 
iH. 

UE (s 373 23 EE AE E 


ly 9y 
(28) coat ax’ 


而 其 中 “是 z 的 函数 . 第 一 个 重要 的 结果 是 由 Euler 在 《粗细 不 多 
弦 的 振动 》 一 文 包 中 得 到 的 , Euler 断言 求 其 通 解 超过 了 分 析 的 能 
力 ,他 得 到 当 给 定 质量 分 布 为 


do 
(i) 
的 特殊 情况 时 的 一 个 解 ,其 中 oc。 和 a 是 常数 . 那么 


y= (1+) [ees 
e+ 1+2 
a a 
这 里 co =y T/o ,模式 或 谐音 的 频率 由 
w= zü-- T/a, k=1, 2,3, 


26 PUA , AAE P IRE RI EE A A 4935 gS E D SER BERI 
频率 的 比 是 相同 的 ,但 是 基 音 的 频率 不 再 与 长 度 成 反比 例 . 

在 1762/1763 年 的 这 篇 文章 中 , Euler 还 考察 由 不 同 的 粗细 
mm, 7 分别 长 a, 的 两 段 弦 连 接 而 成 的 弦 的 振动 ; 他 推导 了 各 个 模 
式 的 各 个 频率 w 的 方程 . 这 些 都 终于 被 证 明 是 


(D Opera, (3),1,197~427, 
Q Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. , 9,1762/1763,246 ~ 304, pub. 1764 = 
Opera , (2),10,293— 343. 
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(29) mtan 22 + stan 29 =0 
m n 


的 解 ,而 且 他 在 特殊 情况 下 解 得 了 o. (29) 的 解 称 为 该 问题 的 特征 
值 或 本 征 值 .我 们 将 会 看 到 ,这些 值 在 偏 微分 方程 理论 中 有 根本 的 
重要 性 . 从 (29) 显 然 可 见 特征 频率 不 是 基 频 的 整数 倍 . 

然而 ,Euler 在 另 一 篇 关于 粗细 可 变 的 弦 振 动 问 题 的 文章 中 中 
再 次 研究 这 个 问题 ,他 从 (28) 出 发 ,证 明了 存在 函数 c(z) ,对 它 说 
来 较 高 音调 的 频率 不 是 基 频 的 整 倍 数 ， 

D'Alembert WAA T 3E 8 4152 9. 这 里 他 用 了 他 早 些 时 候 对 
常 密度 驴 引 进 的 一 种 重要 解法 . 前 些 时 候 在 试图 解 弦 振动 问题 时 
d'Alembert 引进 了 分 离 变量 的 思想 ,这 是 现在 解 偏 微分 方程 的 一 
种 基本 方法 鸟 . 为 解 方程 


Fylt, z) E I y(t, x) 
ar ax’ , 


d'Alembert & 
y h(t)g(x), 


代入 微分 方程 ,得 到 
. 1 A’) g' (x) 
(30) à htt) gO 

然后 , 像 我 们 现在 所 做 的 一 样 ,他 论证 由 于 g/g Yt 变化 时 不 变 ， 
它 必 是 常数 ,类 似 的 论证 也 适用 于 hr/ 有 ,这 个 表达 式 也 必须 是 党 
数 . 这 两 个 常数 相等 ,并 记 之 为 A. 这 样 他 得 到 两 个 分 离 的 党 微分 
方程 


A" (1) — a’ Ah (t) = 0, 
(31) g'(r)— Ag(x) = 0. 
因为 a 和 A 是 常数 ,上 述 每 个 方程 都 容易 求解 ,d'Alembert 得 到 


(D Mis. Taur., 3,1762/1765,25 — 59, pub. 1766 = Opera , (2),10,397 ~ 
425. 

© Hist, del'Acad. de Berlin, 19,1763,242 ff. , pub. 1770. 

Q Hist. del'Acad. de Berlin, 6,1750,335— 360, pub. 1752. 
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y(t, x) = h(t)g( x) = [Me™ + Ne*/*] - [Pe* + Qe "^ ]. 
端点 条 件 y(t, 0) = 0 RI y(t, 2) = 0 ff d'Alembert 断定 g(x) 
然 形 如 ksin Rx, M h(t) 也 必 有 辣 样 的 形式 ,因为 y(t, x» UP 
周期 的 . 他 把 问题 就 搁 在 那里 了 . Daniel Bernoulli Æ 1732 年 处 理 
一 端 吊 起 的 链 的 振动 时 曾经 用 了 分 离 变 量 的 思想 ,但 是 ， 
d'Alembert 更 为 明确 ,尽管 他 没有 完成 这 种 解法 ， 
D'Alembert 在 他 的 1763 TET 把 波动 方程 写成 

Z 23 = = X(x) 32 

u = &(x)cosAnt 
的 解 .对 “他 得 到 方程 

dit AE 


(32) d 77 X) 


现在 d'Alembert 必须 确定 &, 使 得 在 弦 的 两 端 ,$ 是 0. 经 过 详细 的 
分 析 , 他 证 明 存 在 4 的 一 些 值 ,对 这 样 的 值 ,$ 满足 这 些 条 件 . 可 
是 ,在 这 里 他 确实 没有 润 察 到 存在 着 无 穷 多 个 4 的 值 . 这 类 研究 的 
重要 性 在 于 , 它 是 常 微分 方程 边 值 或 特征 值 问题 方向 上 的 男 一 个 
qm. 

连续 水 平 重 绳 的 横 振 动 受 到 Euler 的 研究 . 在 《 弦 自 身 重力 对 
蓄 运 动 的 效应 修正 》? 一 文中 ,他 得 到 微分 方程 


1 g 
g% T ET ye 


对 于 < 为 常数 及 在 端点 zx 一 0. r= /处 固定 的 情形 ,Euler RG 
J| (V2) gx (x —1) 
d 


+ $(a 4 x) 4 4(a— zx). 
这 样 一 来 ,除去 产生 了 一 个 对 称 抛物 线 图 像 


@ Acta Acad. Sci. Petrop. , 1,1781,178— 190, pub. 1784 = Opera , (2),11, 
324—334 ,但 注 明日 期 是 从 1774 年 开始 . 
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E Q/2)gr Gc — 0) 
c 

的 振动 之 外 ,结果 与 “无 重量 "的 弦 ( 即 重量 被 忽略 的 ) 一 样 . 

马上 我 们 就 要 看 到 , Euler 在 鼓 振动 的 文章 中 (也 可 见 第 21 
章 第 4.6 节 ) 引 进 了 全 部 第 一 类 Bessel BARK, 而 且 在 这 篇 发 表 于 
1781 年 的 文章 中 他 注意 到 用 Bessel 函数 的 级 数 表 示 任 一 运动 是 
可 能 的 [尽管 他 不 同意 Daniel Bernoulli E 5% $8 27 [E] 1 ) HT FE 
一 图 数 能 表 成 三 角 国 数 级 数 的 主张 ]. 

直到 18 HER, AIRS A YR TE KR TF the yak ADS BIN C 
章 ,前 面 提 到 过 的 文章 仅仅 是 这 类 文章 的 代表 . 作者 们 继续 持 不 同 
意见 ,互相 纠正 ,并 在 这 样 做 的 时 候 犯 种 种 错误 ,其 中 包括 与 他 们 
自己 以 前 讲 过 的 甚至 证 明 过 的 相 了 矛盾 的 东西 .他 们 是 在 不 严密 的 
论证 的 基础 上 ,并 且 常 常 在 恰恰 是 个 人 的 偏爱 和 执 信 的 基础 上 作 
tS ELE AR. 他 们 为 了 证 明 他 们 的 论点 而 引用 的 文章 并 
设 有 证 明 他 们 所 主张 的 东西 . 他 们 还 求助 于 使 用 挖苦 .讽刺 ue uS 
和 自 吹 自 擂 等 办 法 ,与 这 些 攻击 混杂 在 一 起 的 是 为 了 求 宠 ,特别 是 
HIRET dAlembert( 因 为 他 对 普鲁士 的 Frederich 下 有 相当 
大 的 影响 ,又 是 柏林 科学 院 的 领导 ) 而 表现 出 的 表面 上 的 一 致 . 

迄今 为 止 讲 到 的 二 阶 偏 微分 方程 只 包含 一 个 空间 变量 和 时 
间 . 18 世纪 也 没有 超出 这 个 范围 太 远 , Euler 在 1759 年 的 一 篇 文 
章 史 中 研究 了 垂 形 鼓 的 振动 ,这 就 考虑 了 二 维 物体 . 对 于 鼓 表 面 的 
EHUB z, Euler 得 到 方程 
RA x Aly 代表 鼓 上 任 一 点 的 坐标 ,ec 由 质量 和 张力 确定 . Euler 
试用 


(D NoviComm. Acad. Sci. Petrop. , 10, 1764, 243~260, pub, 1766 — Opera , 
(2) ,10,344~359. 
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z = vlz, y)sin(wt +a) 


求解 ,并 发 现 

wv, 3v Fv 

0 = " ax Tay" 
这 个 方程 有 形 如 
v= sin( + B)sin( +c) 

的 正弦 形 解 ,这 里 

b P 

c a b 


项 的 尺寸 是 a Mb Ome cae MOK yoo. WEH OR, 
B 和 C ANA o. 如 果 边 界 固定 , 则 = mz y — n, Hp m,n 
是 整数 .于 是 由 于 w 2x» (此 处 v 是 每 秒 频 率 ), 他 立即 得 到 频 
率 是 


1 moon 


v= 了 5 二 十 区 


然后 ,他 考虑 圆 形 鼓 ,把 (33) 变 换 成 极 坐 标 (一 个 具有 高 度 独 
创 性 的 步骤 ) ,得 到 


(34) ear ar + rar rap 
他 用 形式 

(35) z = u(r)sin(wt + A)sin(f$ + B) 
试 解 ,因此 u(r) 满 足 

(36) wtu t (8-5) - o. 


这 里 出 现 了 通用 形式 的 Bessel 方程 (参阅 第 21 BH 6 节 ). BS, 
Euler 计算 一 个 莆 级 数 解 


«(2r)» ^h ig cp 2 


traGrDGTn z) ee] 
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这 可 以 用 我 们 现在 的 记号 写成 
w C 8 w 
u(2r)= (Z) PTE vie r). 
因为 边缘 r = a 必须 保持 固定 ,所 以 
(37) l (24)- 0. 


因为 > 必须 关于 多 以 2r 为 局 期 ,从 (35) 可 推 知 如 是 一 整数 . Euler 

言 , 对 一 固定 的 有 存在 无 穷 多 个 根 w ,所 以 可 发 出 无 穷 多 种 单 
Tí. 然而 ,他 没有 算出 这 些 根来 . 他 确 曾 试图 寻求 (36) 的 第 二 个 解 ， 
但 是 失败 了 . Poisson 独立 地 得 到 了 膜 振 动 理论 ,通常 把 这 完全 
VAT f. 

Euler, Lagrange 和 其 他 人 都 对 声音 在 空气 中 的 传播 进行 了 
研究 . Euler 从 20 岁 (1727) 起 经 常 写 关 于 声音 这 一 主题 的 文章 ， 
并 把 这 一 领域 建成 数学 物理 的 一 个 分 支 . 这 门 学 科 中 他 最 好 的 工 
作 是 1750 年 代 关 于 水 力学 的 一 些 重要 论文 . 空气 是 可 压缩 的 流 
体 ,因而 声音 的 传播 理论 是 流体 力学 的 一 部 分 (因为 空气 也 是 弹性 
介质 , 它 也 是 弹性 力学 的 一 部 分 ). 然而 ,为 了 处 理 声 音 的 传播 ,他 
对 水 力学 的 一 般 方 程 组 作 了 合理 的 简化 . 

三 篇 很 好 的 决定 性 的 论文 1759 年 在 柏林 科学 院 宣 读 了 ,第 一 
篇 4 论 声 的 传播 ?2 中 ,Euler 考虑 声音 在 一 维 空间 中 的 传播 ,经 过 
一 些 近 似 , 相 当 于 考虑 小 振幅 的 波动 之 后 他 导出 一 维 波动 方程 


ay ay 
a9 一 2gh ag 


其 中 y 是 波 在 点 x 和 时 间 t 的 振幅 ,8 是 重力 加 速度 ,h 是 与 压强 
和 和 密度 有 关 的 常数 . 这 个 方程 ,Euler 当然 知道 它 和 弦 振 动 方程 是 
一 样 的 ,因而 在 解 这 个 方程 时 他 没有 在 数学 上 做 出 什么 新 东西 . 


(D Mém. del'Acad. des Sci. , Paris, (2),8,1829,357~570, 
®© Mém. del'Acad. de Berlin, 15,1759,185— 209, pub. 1766 = Opera , (3), 
1,428--451. 
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在 第 一 篇 文章 中 Euler f 给 出 了 二 维 传播 方程 , 形 如 


aa E ay 

ae E du 3X3Y 
(38) 2 9? 

9 y ,9* yp x 

ar | +o 3X2Y 


HP x Bl y Sy BEE X 方向 和 工 方向 的 振幅 ,或 位 移 的 分 量 ， 
而 c =v 2gh .他 给 出 平面 波 解 
x= a$(aX +BY t+eVa? FED), 
y = B$(aX +BY + c/a! -- Pt), 
iU p JECEXEIRAR fe, 8 是 任意 常数 . 然后 令 
ax ay 


(39) v= 95x tY 


(v 称 为 位 移 的 散 度 ) ,他 就 得 到 二 维 波动 方程 
l 3v Fv av 
c 3p 2X! ay” 
他 还 指出 ,为 了 得 到 问题 的 最 一 般 的 解 以 便 适 合 某 些 初 始 条 件 ,也 
就 是 说 ,v 或 ,yy 在 t = 0 的 值 ,必须 把 解 合 加 起 来 . 

然后 , Euler 还 展示 他 怎样 得 到 其 解 称 为 圆柱 波 的 微分 方程 ， 
圆柱 波 的 得 名 是 因为 波 的 传播 像 一 个 扩展 开 去 的 圆柱 面 . 他 令 Z 
=/K FY 并 引入 v= FU, 0) ,这 里 /是 任意 的 .再 令 z = 0X 
H y = vY ,他 从 (40) 得 到 

1 vu 3 dv av 


ear” Z aZ az 
在 同一 篇 文章 中 ， TARTE EAN 三 维 波动 方程 
l v Zv 9*v 
(41) coa aX? 1 ES T7 , 


这 里 wv 仍 然 是 位 移 (zx，y, xz) 的 散 度 . 利用 刚才 对 柱 面 波 指出 的 那 
种 变换 ,Euler 给 出 平面 波 解 和 球面 波 解 . 球面 波 的 基本 方程 是 


(40) 


D Mém. de'Acad. de Berlin, 15,1759,210—240, pub. 1766 = Opera , (3), 
1,452— 483. 
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关于 球面 波 和 柱 面 波 的 上 述 很 多 结果 ,也 曾 由 Lagrange 在 
1759 年 末 独 立地 作出 . 他 们 每 个 人 都 把 自己 的 结果 通知 对 方 . 虽 
然 Lagrange 的 工作 中 有 很 多 细节 与 Euler 的 不 同 ,但 没有 什么 数 
学 上 的 要 点 值得 在 此 叙述 ， 

研究 声波 在 空气 中 的 传播 只 是 为 了 研究 那些 利用 空气 运动 发 
声 的 乐器 的 一 个 步骤 . 这 种 研究 是 由 Daniel Bernoulli 在 1739 年 
开创 的 . Bernoulli, Euler 和 Lagrange 写 了 许 许多 多 涉及 到 由 种 
类 繁多 到 难以 置信 的 这 类 乐器 所 发 出 的 音调 的 论文 . 1762 年 
Daniel Bernoulli ££ —-P HH Ri WOR, FARE (MER) 
开口 一 端 不 能 发 生 空 气 的 压缩 ,在 封闭 的 一 端 空气 质点 一 定 处 于 
静止 状态 . 他 由 此 得 出 结论 :两 端 封 闭 的 或 两 端 开口 的 管子 ,与 长 
度 减 半 一 端 开口 一 端 封闭 的 管子 有 相同 的 基本 模式 . 他 还 发 现 了 
风 蕉 管 泛音 的 频率 是 基 音 频率 奇数 倍 的 定理 . 在 同一 篇 文章 中 ， 
Bernoulli 还 研究 了 圆柱 形 以 外 的 管 ,特别 是 锥 形 管 ,对 此 他 得 到 
单个 音调 (模式 ) 的 表示 式 , 而 且 认 识 到 这 些 式 子 仅 仅 对 无 穷 长 的 
锥 成 立 ,而 对 截 下 一 段 的 锥 不 成 立 . 他 还 证 明了 (无 穷 长 ) 锥 形 管 的 
泛音 与 基 音 是 和 谐 的 . Bernoulli 用 实验 来 证 实 了 他 的 很 多 理论 上 
的 结果 ， 

Euler 也 研究 了 圆柱 形 管 和 非 圆 柱 图 形 的 旋转 面包 ,考察 了 开 
口 端 和 封口 端的 反射 .这些 人 致力 于 了 解 长 笛 , 管 风琴 , 双 曲 面 形 
的 . 锥 形 的 和 圆柱 形 的 各 类 喇叭 ,小 号 , 军 号 和 别 的 管乐器 . 

总 之 ,关于 解 三 四 个 变量 的 偏 微分 方程 的 这 些 努 力 受 到 了 限 
制 ,主要 因为 ,与 分 别 表 成 x 和 + 的 简单 的 三 角 级 数 相 反 , 现 在 解 
要 表 成 包含 多 个 变量 的 级 数 . 但 是 ,数学 家 们 对 出 现在 这 类 更 复杂 


(D Mém. del'Acad. des Sci., Paris, 1762,431~~485, pub. 1764. 
© Novi Comm. Acad. Sci. Petrop., 16, 1771, 281 ~ 425, pub. 1772 = 
Opera , (2),13,262~ 369. 
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的 级 数 中 的 函数 ,以 及 确定 系数 的 方法 却 知 道 得 太 少 了 ,这样 的 方 
法 很 快 得 到 了 发 展 . 

值得 提 到 的 是 , Euler 在 考虑 铃 的 声音 时 ,以 及 在 重新 考虑 杆 
振动 的 某 些 问题 时 ,引出 了 四 阶 偏 微 分 方程 . 不 过 ,他 不 能 对 此 做 
很 多 的 事 , 事 实 上 ,这 个 世纪 其 余 时 间 内 在 这 方面 也 没有 什么 
进展 . 


4. 位 势 理论 

偏 微分 方程 这 门 学 科 的 发 展 受 到 另 一 类 物理 研究 的 推进 . 18 
世纪 的 主要 问题 之 一 是 确定 一 个 物体 对 另 一 物体 作用 的 万 有 引力 
的 大 小 ,最 重要 的 情况 是 :太阳 对 一 个 行星 ,地 球 对 它 外 部 或 内 部 
的 一 个 质点 ,地球 对 另 一 连续 质量 的 引力 . 当 两 个 物体 的 质量 比 起 
其 大 小 来 差 得 非常 远 时 ,它们 是 可 以 当 作 质点 处 理 的 ;但 是 在 刚 的 
情况 下 ,特别 是 在 地 球 吸引 一 个 质点 时 ,就 必须 考虑 地 球 的 大 小 . 
很 显然 ,如 果 要 计算 地 球 的 质量 分 布 对 一 质点 或 对 另 一 质量 分 布 
的 万 有 引力 ,就 必须 知道 地 球 的 形状 . 虽然 , 它 的 精确 形状 仍 是 一 
个 研究 的 课题 (第 21 XX B. 1 节 ) ,但 在 1700 年 左右 就 已 经 清楚 地 
知道 它 一 定 是 某 种 形状 的 炳 球体 ,也 许 是 一 个 扁 球体 (一 椭 贺 绕 其 
短 轴 旋转 形成 的 椭 球 体 ). 在 计算 实心 扁 球 体 对 一 个 外 部 质点 和 一 
个 内 部 质点 所 作用 的 引力 时 ,都 不 能 把 扁 球 体质 量 看 做 集中 在 
中 心 . 

Maclaurin 在 1740 年 关于 潮汐 的 获奖 论文 和 他 的 《 流 数论 》 
(Treatise of Fuzrionrs ，1742) 中 证 明了 ,对 以 等 角速度 转动 的 密 
度 均匀 的 流体 , 扁 球 形 是 一 种 平衡 形状 . 后 来 , Maclaurin 综合 地 
定 两 个 共 焦 的 均匀 旋转 本 球体 ,它们 对 外 部 同一 质点 的 

豚 引 力 , 当 这 个 质点 位 于 旋转 轴 的 延长 线 上 或 位 于 赤道 平面 内 时 ， 
与 两 物体 的 体积 成 比例 , 一 些 别 的 受 局 限 的 结果 在 19 世纪 中 也 由 
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James Ivory(1765 一 1842) 和 Michel Chasles 用 几何 方法 建立 . 
Newton，Maciaurin 和 其 他 人 用 于 万 有 引力 问题 的 几何 方法 
仅仅 对 于 特殊 的 物体 和 特殊 位 置 上 的 被 吸引 质量 才 是 有 效 的 . 这 
种 方法 很 快 就 让 位 给 分 析 方 法 了 ,在 Clairaut 的 文章 中 ,特别 是 在 
他 的 名 著 《 关 于 地 球形 状 的 理论 》(Théorie de la figure de la 
terre，1743) 中 ,首次 发 现 了 这 种 方法 ,在 该 书 中 他 同时 考虑 了 地 
球 的 形状 和 万 有 引力 两 者 . 
“或 := Pix, yz) 让 我 们 先 看 一 下 关于 分 
析 上 确切 前 述 的 一 些 事 实 ， 
一 个 连续 体 对 一 个 被 看 作 质 
点 的 单位 质量 P 所 作用 的 万 
有 引力 是 对 构成 该 物体 的 全 
体 小 质量 所 作用 的 力 的 总 
^l. 如 果 物 体 的 小 体积 元 
d&dydé( Aq 22.2) 如 此 之 小 ,以 
图 22.2 至 可 看 作 集 中 在 点 (5 7, 0) 
的 一 个 质点 ,此 外 ,如 果 卫 的 坐标 是 (z，y，z) ,那么 ,密度 为 的 
小 质量 对 单位 质点 的 引力 是 从 PP 指向 小 质量 的 一 个 向 量 , 按 牛顿 
BASNE, 这 向 量 的 分 量 是 (第 21 章 第 7 uu 
— ie? latanat, 
Rm k RHEIN 并 且 
r=V lz- 4 (yay Fe), 
当然 e 可 以 是 #, 7, “的 函数 ,或 者 ,在 均匀 物体 的 情况 下 是 一 个 
常数 . 
ETEN ETE OR 


= 


(42) f, =— a v nen, 
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eller 


其 中 积分 展 布 在 整个 吸引 体 上 . 六 此 积分 是 有 限 的 , 当 P 在 吸引 
体内 部 时 也 是 正确 的 . 

为 了 代替 分 别处 理 力 的 每 个 分 量 , 可 引入 一 个 函数 V(x， y, 
z), 它 对 r, y. z 的 偏 导数 分 别 是 力 的 三 个 分 量 . 这 个 函数 就 是 
(43) Vix, y, z) = |] £  abanat, 

在 积分 号 下 对 包含 在 > 内 的 工 ， = RAG 
JV 1, 23V 1 


这 些 方程 当 忆 在 吸引 体内 部 时 也 成 立 . 函数 V. 称 为 势 函数 . 当 包 
含 三 个 分 量 fe, 六 和 六 的 问题 能 化 归 为 对 Y 的 问题 时 ,这 样 用 
一 个 国 数 代替 三 个 国 数 来 作 是 很 有 好 处 的 . 

如 果 知 道 物 体内 部 的 质量 分 布 , 亦 即 是 $4, 9, CBS CLAU ERI 
数 ,如 果 又 知道 物体 的 精确 形状 ,有 时 就 能 通过 实际 计算 积分 值 来 
BV. 可 是 ,对 大 多 数 形状 的 物体 ,这 个 三 重 积分 是 不 能 用 简单 
ARRE KRI. 此 外 ,我 们 也 不 知道 地 球 或 其 他 物体 内 部 的 真实 的 
质量 分 布 . 因此 ,V 必须 用 其 他 方法 来 确定 . 关于 V 的 主要 事实 
rE AR S| RSP ARAL (2, y, x), 它 满足 偏 微分 方程 
FV PV PV 
9r ay | gg 
注意 其 中 e 不 出 现 . 这 个 微分 方程 称 为 位 势 方程 ,也 叫做 Laplace 
方程 . 

从 势 郧 数 能 够 导出 力 的 想法 ,甚至 “ 势 函 数 "这 个 术语 本 身 , 都 
由 Daniel Bernoulli 在 《流体 动力 学 》(1738) 中 用 过 , 位 势 方程 本 身 
首次 出 现在 Euler 1752 年 编写 的 重要 论文 《流体 运动 原理 》9D 中 . 


(44) 


(D. Novi Comm. Acad. Sci, Petrop. ,6,1756/71757, 271 ~ 311, pub. 1761 = 
Opera ,(2),12,133-— 188, 
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在 处 理 流体 内 任 一 点 的 速度 分 量 u, v Al w AY, Euler 曾 证 明 udx 
十 vdy 十 wdz 必定 是 一 个 恰当 微分 . 他 引进 函数 5S, 使 得 dS = udr 


十 vdy 十 wdz ,于 是 
_as | as | _ as 
“= xr UU ay! wor 
但 是 不 可 压缩 流体 的 运动 遵从 所 谓 连 续 性 定律 , 即 


ðu dv, dw 
(45) art dy dz 


这 在 数学 上 表达 了 运动 过 程 中 既 没有 物质 被 消灭 也 没有 物质 产生 
这 个 事实 . 于 是 由 此 推 得 

S FS 9S 

9r: ay az 
怎样 一 般 地 解 这 个 方程 呢 , Euler 说 ,不 知道 . 所 以 ,他 仅仅 考察 S 
是 x,y, zz 的 多 项 式 的 特殊 情况 . 函数 S 后 来 (1868) 被 Helmholtz 
称 为 速度 势 . Lagrange 在 1762 年 发 表 的 一 篇 文章 中 中 重新 得 到 了 
所 有 这 些 量 ,这 是 从 Euler 那里 接受 过 来 而 未 正式 申明 的 ,虽然 他 
确实 改善 了 思路 和 表达 的 条 理 . 

在 我 们 能 够 研究 为 了 求解 代表 万 有 引力 的 位 势 方程 而 做 的 工 
作 之 前 ,我 们 必须 回顾 一 下 那些 通过 积分 (42) 或 它 在 别 的 坐标 系 
中 的 等 价 公式 来 直接 计算 吸引 力 数值 的 那些 努力 . 

Legendre 在 写 于 1782 年 而 发 表 于 1785 年 的 题 为 《球状 体 吸 
引力 的 研究 ?名 的 论文 中 ,对 旋转 体 的 引力 感 兴趣 ,证 明了 定理 :如 
介 旋 转 体 对 位 于 轴 的 延长 线 上 每 一 外 点 的 引力 已 知 , 则 它 对 每 一 
外 部 点 的 引力 也 就 知道 了 . 他 先 通过 


(46) P(r, 8, 0) = ||| cs Fo rr sin 0 d dd' dr’ 


Ania kie 了 方向 的 吸引 力 的 分 量 , 这 里 (图 22. 3) e 是 被 吸引 点 


peal 


0, 


= 0. 


(D Misc. Taur. , 25 ,1760/1761 ,196~298, pub. 1762 = Œuvres .1,365~ 468. 
© Mém, des sav, étrangers, 10,1785 ,411--434. 
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的 矢 径 ,~ 是 吸引 物体 上 的 任 一 点 的 矢 径 ,y 是 这 两 个 矢 径 在 物体 
中 心 处 的 夹 角 . 因为 物体 是 绕 = 轴 
旋转 生成 的 图 形 , 故 外 点 的 乡 坐标 
可 取 作 0. PRTG, b TE Be BY i He 
WTRF. 为 了 作 到 这 一 点 ,他 把 
分 母 写 成 

aL (2 - cos y LI. 
再 把 方 括号 内 的 量 移 到 分 子 上 去 ， 图 22.3 

然后 用 二 项 式 定理 来 展开 ,把 圆 括号 内 的 量 作为 二 项 式 的 第 二 项 . 
除开 体积 元 之 外 ,Legendre 得 到 被 积 表达 式 是 级 数 


r? r^ 
— |l 3P: (cos y) — + 5P; (cos y) = 
r r r 


/6 
十 ?Pe (cos y) = ted, 


其 中 系数 P, ，P, ,… 都 是 cosy 的 有 理 整 函数 . 这 些 函数 就 是 现 
在 我 们 所 谓 的 Legendre 多 项 式 ,或 Laplace AX, ak AF 8 RI PA 
数 . Legendre HH f 3x e p T B5 JE X LA mf 9) DA FE £8 — Rw 
P, , Bl 


(2n — 1)(2n — 3)--1 + o mn-1) „e 
n! IE Zàs—1) 十 


(47)P, (2) = 


n(n—1)(n—2)(n—3) „a 
2-4-(2n—1)(2n— 3)" +o], 


他 于 是 就 能 对 ~ 求 积分 而 得 到 
INIR 3 
ES + ŠP, (cos y) £ 

, 
+ Zp, (cos y) x 4-7 lin 6 dé dé! , 


此 处 R = /9 ) 是 x 在 给 定 的 9 处 的 值 ( 它 不 依赖 于 $). 他 于 是 
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LE OREL 为 此 他 利用 @ 
cos Y = cos 6cos 0 + sin gsin 9 cos $'. 
在 建立 了 辅助 的 结果 
L[ P. (cos y)d$' = Pz, (cos 0) P», (cos 0") 
之 后 ,他 终于 得 到 了 


3Mw 2n—3 a 
P(r, 0, 0) = F n Ps, (cos 6) IT 


7 一 
r €4 2n 


其 中 


一 an “pints p ( 9) : a dé’ 
a, 一 3M o an COS sin . 


积分 值 依赖 于 子午 线 民 = A0 的 形状 ， 

然后 ,Legendre 从 上 面 的 结果 并 在 同 Laplace 通信 的 基础 上 
得 到 了 关于 这 个 问题 的 势 国 数 的 表达 式 , 并 从 势 推 出 垂直 于 矢 径 
的 引力 分 量 . 

在 1784 年 写 的 第 二 篇 文章 @@ 中 ,Legendre 推导 出 函数 Pa BS) 
一 些 性 质 . 例如 ,对 每 一 个 关于 x? 的 次 数 低 于 的 zx’ 的 有 理 整 函 
数 都 有 
(48) [AO Pa G)dr = 0. 

如 果 闻 是 任 一 正 整数 , 则 


1 n(n ~~ 2)+(n— 2m +2) 
(49) E Pen (ada = Ciba) om lY 


AIR m Fill 是 正 整 数 , 则 


中 ”这 个 表达 式 推导 如 下 :由 于 球 举 标 到 直角 坐标 的 变换 方程 是 zx= rsinbcos$, y 
= rsin ĝsin $, z = rcos9 ,PP 的 直角 坐标 是 (xsin bcos $, rsin gsin $, rcos 0) ,Q 的 直角 坐 
标 是 (rsing cos 风 ,rsing sin 风 ，r cos0). 于 是 我 们 可 用 距离 公式 表示 PQ, 但 按 余弦 
定理 PQ? = £r —2rr'cosy. 让 PQ 的 两 个 表达 式 相等 就 给 出 上 述 cos y 的 表达 式 . 
®© Mém. del’Acad, des Sci, , Paris, 1784,370-—-389, pub. 1787. 
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“men. 


1 0, 
2m = 1 M — 
(50) — [P&GOPs dr ma ME 


他 还 证 明了 每 个 P,, 的 零点 都 是 实数 ,彼此 不 相同 ,关于 0 对称, 生 
4a SF 1 RAY OSe <1, Pal) <1. 

SRA fer BD IE 38 Ae FF (SO), ft H3 ZR Be UA EWE T : e 
给 定 的 c^ 的 函数 能 用 唯一 的 方式 表 成 函数 Pon (ORAR 

最 后 ,运用 他 的 多 项 式 的 这 些 和 其 他 一 些 性 质 ,Legendre 回 
到 了 万 有 引力 的 主要 问题 上 ,并 用 位 势 的 表达 式 (43) 及 旋转 流体 
质量 的 平衡 条 件 ,他 得 到 该 质量 的 、 表 成 他 的 多 项 式 的 级 数 形式 的 
子午 线 方程 . 他 相信 这 个 方程 包括 了 关于 旋转 球体 的 一 切 可 能 的 

现在 Laplace 登场 了 . 他 写 了 几 篇 关于 旋转 体 引 力 的 论文 
(1772 年 ,发 表 于 1776 年 ;1773 年 ,发 表 于 1776 年 ;1775 年 ,发 表 
于 1778 年 ), 文 中 他 用 的 是 力 的 分 量 而 不 是 势 函 数 . 受到 Legen- 
dre 写 于 1782 年 发 表 于 1785 年 那 篇 论文 的 激发 ,Laplace 5 [3E 
名 的 值得 注意 的 第 四 篇 文章 《球状 体 和 行星 状 物体 的 引力 理 
i£) 9. 文中 没有 提 到 Legendre, Laplace 研究 的 是 与 Legendre 的 
旋转 图 形 不 同 的 任意 球状 体 的 引力 问题 ,所 谓 球状 体 (其 表面 )， 
Laplace 是 指 用 r, 0, $ 的 一 个 方程 给 出 的 任 一 曲面 . 

他 从 下 述 定理 出 发 :任意 物体 作用 在 它 外 部 一 点 的 引力 的 势 
V Ain r, 0, $ ROTER = cos 8 时 ,必定 满足 位 势 方 程 


9 ou 92V ] 2v a^" (rV) |. 
6D glaze x) irt 


Laplace 在 这 里 没有 说 明 他 是 怎样 得 到 这 个 方程 的 . 在 后 来 的 一 篇 
论文 & 中 他 给 出 直角 坐标 形式 (44). 完全 可 以 肯定 ,他 是 先 得 到 直 


0. 


D Mém. del'Acad. des Sci. , Paris, 1782, 1137-196, pub. 1785 = Œuvres , 
10, 339~419. 

© Mém, del'Acad. des Sci. , Paris, 1787,249~ 267, pub. 1789 = Œuvres , 
11, 275—292. 
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角 坐 标 形式 然后 再 从 它 推出 球 坐 标 形 式 的 . 事实 上 ,两 种 形式 已 经 
由 Euler 和 Lagrange 给 出 了 ,但 是 Laplace 没有 提 到 他 们 . 他 可 能 
不 知道 他 们 的 工作 ,虽然 这 是 可 疑 的 . 

在 1782 年 的 文章 中 ,Laplace 今 
(52) Vir, 0, p) = S$ EL Ep 


这 里 U， = U,(0, $) ,他 将 它 代入 (51), 则 单个 的 UU, 满足 由 


a »\ aU 1 FU 
(53) a E55 pe rtu ag 


借助 Legendre 的 P», ,他 就 能 证 明 
(54) UG, $) = [|| Pan (cos gcos g + 
sin bsin 9 cos(¢ — 9^) )sin 6' do dg dr’. 
接着 Laplace 利用 这 个 结果 与 (52) 来 计算 与 一 球 有 小 差异 的 
球状 体 的 势 . 他 把 球状 体 的 表面 方程 写成 


+n(n+1)U — 0. 


(55) r=a(l+ay), 

这 里 a 很 小 ,而 y 是 在 球状 体 上 2 和风 的 函数 . Laplace RE y (6, 
$) 能 展 成 函数 项 级 数 

(56) y — Y Yi d Yo 十 … 

其 中 Y, RO, $M RM BEAD 7; 253). 这 里 他 得 到 的 结果 首 
先是 2n+1 

(57) Y, = aUh. 


于 是 ,这 些 Y, 可 用 到 (52) 中 ,展开 式 (56) 还 可 改写 成 


中 ”如 打 我 们 忽略 中 项 (#$ 不 出 现 ) ,这 样 得 到 的 常 微分 方程 就 是 现在 所 谓 的 Le- 
gendre 微 分 方程 


2 ~ 
(a) S$ 22 Zt nnd 2 — 0. 


P, GO REX PR. Fy 77 RU, GRCS7 YY, PE PA e dE BE y= cosg Fl $ Bod SC 
4E (93). 这 Un 和 Y, ,德国 人 称 为 球 晃 数 ,而 Lord Kelvin 称 为 球 调和 或 球面 调和 函数 ， 
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(58) vu, = EL Want D x 
[ [oy P, Ue, $. u, $e’ ds, 

其 中 = cos 9 .这 时 ,用 y 的 值 ,他 就 有 了 一 个 关于 (55) 中 的 r 
的 表达 式 , 而 利用 这 个 结果 和 (54) 中 的 U, ,他 就 得 了 (52) 中 的 VA 

Laplace 在 这 里 并 没有 考虑 把 0,9 的 任 一 函数 展开 成 Y, 的 级 
数 的 一 般 问 题 . 他 在 这 里 所 作 的 和 后 来 的 文章 中 ,深信 这 样 的 表示 
式 是 可 能 的 并 且 是 唯一 的 . 他 只 处 理 u, VI cos $ 和 
Jie sin $ 的 有 理 整 函 数 ; 因 而 他 对 于 一 般 结果 的 需要 是 有 限制 
的 . 他 证 明了 基本 的 正 交 性 质 


(59) [Up DU, duds =0, Kmen. 


但 是 ,在 他 的 《天 体力 学 》 第 二 卷 里 HUE 0 30 9 的 任意 函数 能 展 
JF nk U, (或 Y,) 的 级 数 , 并 且 证 明 (59) 蕴 涵 着 展开 式 的 唯一 性 . 

Laplace 还 写 了 关于 球状 体 的 引力 和 地 球形 状 的 几 篇 别 的 论 
文 (例如 ,1783 年 ,发 表 于 1786 年 ;1787 年 ,发 表 于 1789 年 ); 在 这 
些 文章 中 用 了 球 函 数 展 开 式 . 在 最 后 的 那 篇 文章 中 ,Laplace 给 出 
了 直角 坐标 形式 的 位 势 方程 ,但 他 作 了 一 个 错误 的 结论 ,他 假设 这 
个 方程 当 被 吸引 的 质点 位 于 物体 内 部 时 也 成 立 . 这 个 错误 由 Pois- 
son 加 以 更 正 (第 28 章 第 4 节 ). 

18 世纪 80 年 代 Legendre 继续 进行 他 的 研究 . 在 写 于 1790 
年 的 第 四 篇 论文 D 中 ,他 对 奇数 n 引进 了 P(x). (47) 给 出 的 
P, (zx) 的 表达 式 对 一 切 n 都 是 正确 的 ,Legendre 证 明了 对 任何 正 
整数 m 和 ,成 立 

0, 当 msn, 


(60) — [ P.GOP. Gd -| 2 
Il" m=n, 


(D Mém. del'Acad. des Sei. , Paris, 1789, 372~454, pub. 1793, 
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后 来 ,他 也 引进 了 球 函 数 , 就 是 说 ,他 令 Y, 是 (1 2: + 
ey’? RIP 2" 的 系数 ,这 里 1 二 cos 6cos 0 + sin 6sin 0 cos($ — 
¢) RS u= cos 6, K — cos 6 3I 9 — $— 9 ,他 就 证 得 


P, (4) dP, (A 
Y,(t) = P,GOP, (4 )tIES : m; 2 


Le at 2 d P, (4) 
X sin Osin 0 cos $+ OG EDGED) a 
dP, (4 ) 
dal? 
更 高 的 项 包含 P, 的 更 高 阶 导 数 . 这 个 方程 等 价 于 
P, (cos gcos 0 + sin gsin bcos(g 一 几 )) 


sin’ @sin’@’ cos 24 + + 


= Y Pr (cos 8)P7 (cos & )cos m($ — 9"), 
其 中 m E bm EN P r) E 
d >, AP? (x) 
(61) gL) ES epo 


HA PRD) Ss 


m m 一 一 
DA EG) =0 
wa AP, (x) 
(070) dr" 
只 差 一 个 常数 因子 . 这 样 引进 的 P?(z) 现 在 称 为 连带 Legendre 多 
项 式 . Ria, Legendre 证 明了 
62 
J [user opens à. us P ands" = zs, 
和 
(63) | T IP, (e) duds = FA. 


这 篇 文章 中 用 到 了 P,(z) 满 足 Legendre MOM 
还 有 许多 包含 着 Legendre 多 项 式 和 球 调和 函数 的 别 的 特殊 
结果 ,是 由 Legendre, Laplace 和 其 他 人 得 到 的 ， 一 个 基本 结果 是 


一 、 
— 


5. 一 阶 偏 微分 方程 273 I 


1816 年 中 得 到 的 Olinde Rodrigues(1794—1851) AR 


Qnod d'G* 1)" 
(64) P,(x) mm 2^5! dz” . 


Laplace 解 球状 体 引 力 位 势 方 程 方 面 的 工作 是 这 个 课题 上 浩瀚 的 
工作 的 开始 .他 和 Legendre 在 关于 Legendre 多 项 式 P, (x) .连带 
Legendre 多 项 式 P"(z) 及 球 ( 球 面 ) 调 和 Y, (x, $) 方 面 的 工作 同 
等 重要 ,因为 更 加 任意 的 函数 都 能 表示 成 P,P” 和 Y, 的 无 穷 级 
数 . 这 一 系列 溺 数 类 似 于 三 角 函 数 , 对 后 者 Daniel Bernoulli 曾 断 
言 它们 能 用 来 表示 任意 函数 . 至 于 函数 类 的 选择 则 要 依赖 于 被 解 
的 微分 方程 以 及 初 值 和 边界 条 件 . 当然 ,对 这 些 函 数 以 前 曾经 完成 
了 很 多 工作 ,过 去 又 作 过 很 多 工作 , 才 使 得 它们 在 解 偏 微分 方程 中 
更 为 有 用 . 


S. 一 阶 偏 微分 方程 

直到 Lagrange 的 时 代 ,在 一 阶 偏 微分 方程 方面 还 很 少 系统 的 
研究 . 二 阶 方程 首先 受到 注意 ,因为 物理 问题 直接 引导 出 它们 . 只 
有 很 少 几 种 特殊 的 一 阶 方程 被 解 出 来 ,但 是 这 些 方程 或 者 是 容易 
被 积分 出 来 的 ,或 者 是 通过 技巧 被 积分 出 来 的 . 只 有 一 个 例外 ,就 
是 形 如 
(65 ) Pdr 十 Qdy 十 Rdz = 0 
的 今天 通常 称 为 全 微分 方程 的 这 种 方程 ,这 里 P, Q, Ree x, y, 
的 函数 . 这 类 方程 ,如 果 能 积分 的 话 , 就 把 = 定义 成 x 和 y 的 函 
数 . Clairaut 1739 年 在 他 关于 地 球形 状 的 研究 @ 中 遇 到 了 这 样 的 
方程 . 如 果 (65) 左 端的 表达 式 是 一 个 恰当 微分 ,就 是 说 ,如 果 存 在 
BE u(r, y, z) = C 使 得 


(D Corresp. sur l'Ecole Poly. , 3,1816,361~385. 
四 Mém. del'Acad. des Sci, , Paris, 1739,425~436. 
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(66) du = Pdz + Qdy + Rdz, 


那么 ,Clairaut 指出 
IP _ 9Q IP_ aR 2Q_ aR 


(67) dy dx’ dz Ax’ Oz AY 
Clairaut 讲 明 怎样 用 一 种 现代 教科 书 中 仍 在 使 用 着 的 方法 求解 
(65). MRP, Q, RR 是 流体 运动 的 速度 分 量 , 则 (65) 就 是 一 恰当 
微分 方程 ,这 个 事实 ,使 人 们 对 方程 (65) 发 生 了 兴 

如 果 (65) 不 是 恰当 微分 方程 ,那么 Clairaut 也 说 明了 有 可 能 
求 得 积分 因子 , 即 这 样 一 个 图 数 K(z，y，z) , 当 用 它 去 乘 (65) 后 ， 
新 的 左 端 便 是 一 恰当 微分 . Clairaut 中 和 后 来 d'Alembert[《 论 流体 
运动 的 平衡 》( Traité de l'équilibre et du mouvement des fluides, 
1744)] 都 给 出 了 (65) 可 积分 的 一 个 必要 条 件 ( 借 助 于 积分 因子 ). 
这 个 条 件 (同时 也 是 充分 的 ) 是 
(68) P(ER- F(E- E)r- B= o. 

一 般 的 两 个 自 变 量 的 一 阶 偏 微分 方程 形 如 
(69) f(x, y, z, p. q) = 0, 
这 里 p = 9z/9x ,9 二 9z/9y. 如 果 方程 关于 p, 是 线性 的 , 则 称 
之 为 线性 偏 微分 方程 ,否则 , 称 为 非 线 性 的 . 最 重要 的 理论 是 La- 
grange 贡献 的 . 

为 了 了 解 Lagrange 的 工作 ,首先 必须 记 住 他 的 至 今 仍旧 通用 
的 术语 . 他 把 一 阶 非 线 性 方程 的 解 分 类 如 下 . 任 一 包含 两 个 任意 常 
ROH V(x, y,z,a, b) 二 0 是 完全 解 或 完全 积分 . b —4 (a), 
这 里 # 是 任意 的 ,我 们 就 得 到 一 个 单 参 数 解 族 . 24 $(a) 任 意 时 ,该 
族 的 包 络 称 为 通 积分 . 当 一 个 确定 的 $(a) 被 使 用 时 ,这 个 包 络 是 
通 积分 的 一 个 特殊 情况 . 完全 积分 中 的 所 有 解 的 包 络 称 为 奇 解 ( 坷 
积分 ). 不 久 我 们 将 看 到 这 些 解 在 几何 上 是 怎么 回 事 . 完全 积分 不 


(D Mém. del'Acad. des Sci., Paris, 1740,293--323. 
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是 唯一 的 ,因为 能 够 有 许多 不 相同 的 完全 积分 ,它们 之 间 通 过 简单 
的 改变 任意 常数 是 不 能 相互 得 到 的 . 但 是 ,从 任 一 完全 积分 ,通过 
特殊 情况 和 奇 解 ,能 够 得 到 由 另 一 完全 积分 给 出 的 所 有 的 解 ， 

在 我 们 将 要 简短 地 讲 到 的 1772 年 和 1779 年 的 两 篇 重要 文章 
之 间 ,Lagrange 在 1774 年 写 了 一 篇 讨论 一 阶 偏 微分 方程 的 完全 
解 . 通 和 解 和 奇 解 之 间 的 关系 的 论文 .从 V(xr, y, z, a, $(a)) 一 0 
及 9V/9a = 0 (其 中 $(a) 任 意 ) 中 消去 a 就 得 到 通 积 分 D. (对 于 一 
个 特殊 的 $(a) ,我 们 得 到 一 个 特 解 . ) 从 V(x, y, 2, a, 5) =0, 
dV/da = 0 Fl OV/db = 0 中 消去 a 和 6 就 得 到 奇 解 . 

Lagrange 首次 给 出 非 线性 一 阶 方程 的 一 般 理论 . 在 1772 年 
的 文章 台中 ,他 考察 了 两 个 自 变量 x, y 及 一 个 应 变量 z 的 一 般 一 
阶 方程 . 这 里 他 改进 并 推广 了 Euler 早 些 时 候 做 的 工作 . 他 把 方程 
《69) 看 做 是 这 样 的 形式 ,其 中 4 是 zx，y， zip 的 函数 , 即 
(70) q—-Q(z, y, z, p) 一 0， 
并 且 试 图 确定 p EA, y, z 的 一 个 函数 尸 ,从 而 使 得 两 个 方程 
(71) 9 一 QGrz y, z, p) 2 ORI p— Plz, y, x) =0 
有 单 重 无 穷 多 个 公共 积分 曲面 ,或 者 , 像 Lagrange M 43 91 LMA 
它 那 样 ,使 得 表达 式 
(72) dz — pdx — qdy 
乘 以 适当 因子 M(x, y, z) RRR N(x, y, z) = 0 的 恰当 微分 
dN. 为 此 必须 有 


对 于 这 些 方程 ,可 积 条 件 (67) 药 涵 


3M __aMp) 2M a(Ma) a(Mp) _ a(Mq) 
Ox dz ' dy dz "' ay ax ` 


QD 对 任意 的 $, 实 际 上 实现 a 的 消去 一 般 是 不 可 能 的 . 通 积分 是 一 个 相当 于 特 解 
族 的 概念 
@ Nouv. Mém. del'Acad. de Berlin, 1772 = (Œuvres , 3,549~575, 
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如 果 把 这 三 个 方程 中 的 前 两 个 所 给 出 的 3M“az F2 M2 y 的 值 代 
入 最 后 一 个 ,就 得 到 


9p dg 
dy OX 


这 就 是 使 (72) 可 积 的 条 件 (58) ,而 (68) ,正如 Lagrange 所 评注 的 ， 

是 一 个 早 就 知道 的 条 件 .在 (73) 中 gq 能 取 为 z, y, z Ip 的 给 定 

函数 Q ,因而 这 方程 显然 变 成 

(74) —@, SE S + (Q— pR) P-A p — 0. 

现在 ,Lagrange 的 计划 便 是 寻找 这 个 一 阶 方程 的 解 之 = PER 

于 思 的 导数 是 线性 的 ,其 解 包 含 一 个 任意 常数 a. 得 到 它 以 后 ,他 

再 积分 两 个 方程 

(75) q—Q(x, y, z, p) =0, p— Plz, y, z, a) 一 0， 

这 表示 9z/9x 和 9z/9y Hx, >, 的 函数 ,就 求 得 了 原 方程 (70) 的 一 

Joc 个 积分 曲面 ;也 就 是 说 ,他 求 得 了 完全 解 . 那么 ,至 此 ,La- 

grange 是 用 解 线性 方程 (74) 的 问题 来 代替 解 非 线 性 方程 (70) 的 问题 . 
1779 年 Lagrange 给 出 了 他 的 解 线性 一 阶 偏 微分 方程 的 方 

iE C. 他 考虑 至 今 仍 称 为 Lagrange 方程 的 线性 方程 

(76) Pp+Qq=R, 

Rm P, Q, R É x, y, z 的 函数 . 这 个 方程 称 为 非 齐 次 的 ,因为 有 

R 这 项 出 现 . 这 个 方程 与 三 个 自 变 量 的 齐 次 方程 

(77) P2 coo iret =0 

紧密 相连 . Lagrange 容易 地 证 明了 :如 果 u(x, y, z) = c (76) 

的 一 个 解 ,那么 了 上 = u(r, y, z) 就 是 (77) 的 一 个 解 ,反之 亦 然 . A 

此 解 (76) 的 问题 等 价 于 解 (77). 而 方程 (77) 又 转 而 联系 着 常 微 分 

方程 组 


dq dp 
P3. 03. = 0. 


(73) 


(D Nouv. Mém. del'Acad, de Berlin, 1779 = Œuvres , 4,585634. 
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a GR RAP MEP 
事实 上 ,如 果 了 = ulr, y, z) Fl f = v(x, y, zz) 是 (77) 的 两 个 独 
RE, IBA u= c 和 w= e 就 是 (78) 的 一 个 解 ,反之 亦 然 . 因此 ， 
如 果 我 们 能 求 得 (78) 的 解 x 二 cl 和 w= c。 , f =u Rf = vo RH 
是 (77) 的 解 ,并 且 u =c Mo = c 将 是 (76) 的 解 .此 外 ,容易 证 明 : 
“eeu, vINFER RAN, f = $(u, v) 也 满足 (77). FELu, 
v) — c KAS SERN, (n, v) 二 0 就 是 (76) 的 通 解 . Lagrange 
在 1779 年 给 出 了 上 述 纲要 ,并 在 1785 年 ?给 出 了 证 明 . 或 许 值 得 
顺便 指出 ,Euler 也 晓得 (77) 的 解 能 被 化 成 (78) 的 解 . 

如 果 把 线性 方程 方面 的 这 一 工作 与 1772 年 在 非 线 性 方程 方 
面 的 工作 联系 起 来 ,就 会 看 到 Lagrange 已 经 成 功 地 把 一 个 关于 
x,，y,zZ 的 任意 一 阶 方程 化 成 为 一 组 联 立 常 微分 方程 . 他 没有 明显 
地 陈述 这 个 结果 ,但 这 是 可 以 从 上 面 的 工作 直接 推出 来 的 . 奇怪 的 
是 ,在 1785 年 他 解 一 个 特殊 的 一 阶 偏 微分 方程 时 却说 它 不 可 能 用 
这 个 方法 ,看 来 他 忘掉 了 他 较 早 (1772) 的 工作 1! 

后 来 , 据 推测 Paul Charpit( 死 于 1784) 在 1784 年 把 非 线性 方 
程 和 线性 方程 的 方法 结合 起 来 ,将 任 一 f(x, y, xz, p, 9) 二 0 化 
归 为 一 个 常 微分 方程 组 . 在 1798 年 Lacroix 说 :Charpit 在 1784 
年 提出 了 一 篇 文章 (未 出 版 ) ,其 中 他 把 一 阶 偏 微分 方程 化 归 到 党 
微分 方程 组 . Jacobi 发 现 了 Lacroix 的 惊人 的 说 法 ,表示 希望 发 表 
Charpit 的 工作 . 但 是 ,这 件 事 一 直 没 有 办 到 ,以 至 我 们 不 知道 La- 
croix 的 说 法 是 不 是 正确 的 , 事实 上 ,是 Lagrange 做 了 完整 的 工 
fF, fii Charpit 可 能 并 未 增加 什么 内 容 . 现代 教科 书 中 给 出 的 方 
法 称 为 Lagrange，Lagrange-Charpit 或 Charpit 方法 ,是 La- 
grange 在 1772 年 和 1779 年 文章 中 提出 的 思想 的 融和 . 这 个 方法 
说 明 为 解 一 般 的 一 阶 偏 微分 方程 f(z+，y, m. p,q) — 0 ,就 必须 


© Nouv. Mém, de l'Acad. de Berlin, 1785 = Œuvres , 5,5437—562. 


] 278 第 22 章 ”18 世纪 的 偏 微 分 方程 


解 常 微分 方程 组 ( f = 0 的 特征 方程 ) 


Ge So Ge Son LE 
(79) d d 
P Lf fb. m foo fa. 


如 果 求 得 (79) 的 任何 一 个 积分 ,比如 说 ulr, y, z, 0,4) =A ,就 
可 得 到 解 . 把 这 些 方程 和 f = 0 联 立 , 解 出 p, g HRA dz = pdz 
十 gdy( 见 公式 [72]) ,最 后 ,用 对 (65) 用 过 的 方法 就 可 求 积 分 ， 
Lagrange 的 方法 常常 称 为 Cauchy 的 特征 方法 ,因为 把 La- 
grange 和 Charpit 对 两 个 自 变量 的 方程 过 渡 到 (79) 的 方法 推广 到 
个 变量 时 出 现 了 困难 ,而 这 一 困难 是 由 Cauchy 在 1819 fp Og 
服 的 . 


6. Monge 和 特征 理论 

Lagrange 纯粹 是 从 分 析 上 来 进行 工作 的 . Gaspard Monge 
(1746 一 1818) 引 进 了 几何 语言 . 对 偏 微 分 方程 ,他 的 工作 虽 不 如 
Euler, Lagrange 和 Legendre 那么 重大 ,但 是 他 开创 了 用 几何 来 
解释 分 析 研 究 的 运动 ,并 且 因此 引进 了 许多 富有 成 果 的 想法 . 他 说 
明 :如 同 包含 曲线 的 问题 引导 出 常 微分 方程 一 样 ,包含 曲 面 的 问题 
就 引导 出 偏 微分 方程 .更 一 般 地 ,对 于 Monge 来 说 ,几何 和 分 析 是 
同一 个 课题 ,而 对 该 世纪 别 的 数学 家 来 说 ,这 两 个 分 支 是 分 离 的 ， 
仅 有 一 些 接触 点 . Monge 在 1770 年 开始 他 的 研究 ,但 直到 很 久 以 
后 也 没有 发 表 他 的 成 果 . 

在 非 线性 一 阶 方程 学 科 中 首要 的 是 :Monge 不 仅 引 进 几 何 解 
FE ,而 且 还 强调 一 个 新 概念 :特征 曲线 @. 他 关于 特征 的 思想 以 及 
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et de phys. math. , 2, 238 ~ 272 = (Fuvres , (2),12,272— 309, 
© Hist. de l'Acad. des Sci. , Paris, 1784,85~117,118~192, pub. 1787. 
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积分 作为 包 络 的 思想 没有 被 他 的 同时 代 人 所 理解 ,还 被 称 为 形 而 
上 学 的 原理 ,但 是 ,在 后 来 的 研究 中 特征 理论 却 变 成 了 一 种 非常 重 
要 的 主题 . 在 他 的 讲义 和 随后 的 著名 的 出 版 物 《4 关 于 把 分 析 应 用 于 
几何 的 活页 论文 》(Feuilles d'analyse appliquée à la géométrie, 
1795) 中 ,Monge 把 他 的 思想 发 展 得 更 加 完整 . 这 思想 最 好 用 他 自 
己 的 例子 来 说 明 . 

考虑 半径 是 常数 民 , 中 心 在 z-y 平面 上 无 论 何 处 的 双 参 数 球 
面 族 . 这 个 族 的 方程 是 


(80) (r—a)-dc(y»—5-Tcz-—R., 
这 个 方程 是 非 线 性 一 阶 偏 微分 方程 
(81) (po +g +1) -R 


的 完全 积分 ,因为 (80) 包 含 两 个 任意 常数 a AO 3E B. AA UE 
(81). $ b = 此 a) 来 引进 任 一 子 球面 族 ,这 是 中 心 在 zx-y 平面 上 
的 曲线 y = $(x) 上 的 球面 族 . 这 个 单 参 数 球面 族 的 包 络 (管状 曲 
面 ) 也 是 (81) 的 一 个 解 . 这 个 特 解 可 从 


(82) (z—a) +(y—#(a))? +2? =R 
及 (82) 对 a 的 偏 导数 , 即 
(83) (x — a) t (y — 9(4))$ (a4) = 0 


两 式 中 消去 a 得 到 . 对 每 一 特别 选 定 的 a, HE (82) RI (S3) RAB 
张 特定 的 曲面 ,因此 , 联 立 考察 两 曲面 就 表示 一 条 曲线 , 称 为 特征 
曲线 . 这 条 曲线 也 是 该 子 族 中 两 “ 相 邻 "曲面 的 交 线 . 特征 曲线 的 集 
合 填 满 包 络 :也 就 是 , 包 络 与 子 族 中 每 一 成 员 沿 一 条 特征 线 相 切 
fth. 通 积 分 是 特征 曲线 集合 生成 的 每 一 曲面 ( 单 参数 族 的 包 络 ) 的 
总 体 . (80) 的 全 体 解 的 包 络 ,也 就 是 , 奇 解 z =R ,可 从 (80) 与 
(80) 分 别 对 a, 2 的 偏 导数 中 消去 a Ale 而 得 到 . 

特征 曲线 也 以 另 一 种 方式 表现 出 来 . 考察 两 个 球面 子 族 ,它们 
各 自 的 包 络 沿 任 一 球面 相 切 . 我 们 可 称 这 样 的 包 络 是 相 邻 包 络 . 两 
相 邻 包 络 的 交 线 是 球面 上 的 特征 曲线 , 它 与 通过 考虑 各 子 族 的 相 
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邻 成 员 得 到 的 特征 曲线 是 相同 的 . 任 一 球面 可 属于 包 络 完全 不 同 
的 无 穷 多 个 相 异 的 子 球面 族 , 所 以 在 同一 球面 上 将 有 不 同 的 特征 
曲线 .所 有 这 些 特 征 曲线 都 是 垂直 平面 中 的 大 圆 . 
Monge 建立 了 特征 曲线 的 微分 方程 的 分 析 形 式 , 它 相当 于 方 
程 (79) 确 定 (69) 的 特征 曲线 这 一 事实 . (Monge 利用 全 微分 方程 
表示 特征 曲线 的 方程 . ) 
Monge 还 引进 了 (1784) 特 征 锥 的 概念 . 在 空间 任 一 点 (zx，y， 
z)( 图 22.4) 可 考虑 一 平面 , 它 
(p.q. D 的 法 线 有 方向 数 p, q, —1.X 
一 固定 的 (z，y，*) ,满足 
(84) F(z, y, 2, p,q) =0 
的 p 和 g 的 集合 确定 一 全 部 通 
Ilr, y, z) KEAR M ik. 
图 22.4 这 个 平面 集 是 一 个 项 点 在 (zx， 
3，z) 的 锥 的 包 络 . 这 就 是 (zx,，y, xz) 的 特征 锥 或 Monge 锥 . WER 
们 现在 来 考察 方程 为 z = g(r, y) 的 曲面 S, 则 它 在 每 一 (z，y， 
z) 有 一 个 切 平面 . 这 样 一 张 曲面 是 下 = 0 的 积分 曲面 的 必要 充分 
条 件 是 :在 每 点 (x,y, z) E, F EDHE, y, z)Rb Monge 锥 
的 切 平面 . 积分 曲面 S 上 的 曲线 C 称 为 特征 曲线 ,如 果 C 上 每 点 
的 切线 是 Monge 锥 在 该 点 的 母线 . 这 些 特 征 曲 线 与 Monge 把 
《80) 看 成 完全 积分 推 得 的 是 同样 的 ,并 且 也 是 联 立方 程 (79) 的 解 . 
Monge 还 在 1802 年 的 收编 在 他 的 《分 析 在 几何 中 的 应 用 》(Ap- 
plication de l'analyse à la géométtrieD，1807) 中 的 一 篇 文章 中 指 
出 :每 一 积分 曲面 都 是 特征 曲线 的 轨迹 ,并 且 仅 有 一 条 特征 曲线 通 
过 这 一 积分 曲面 的 每 一 点 . 
特征 曲线 的 重要 性 在 于 :如 果 取 一 空间 曲线 xz(1), y(t), z) 
OX c 值 的 某 一 区 间 ) 不 是 特征 曲线 ,那么 恰好 存在 = 0 的 一 个 
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积分 曲面 通过 该 曲线 ; 即 ,恰好 存在 一 个 z = g(x, y) 使 得 z(t) = 
g(x(t), y(t)) (对 t 值 的 范围 ). 另 一 方面 ,如同 Monge 在 1806 年 
讲义 中 指出 的 :对 每 一 特征 曲线 都 能 有 充 穷 多 个 积分 曲面 通过 它 ， 
此 外 ,通过 该 曲线 的 无 穷 多 个 积分 曲面 都 沿 这 条 曲线 彼此 相 切 . 


7. Monge 和 非 线性 二 阶 方程 
除了 我 们 已 经 回顾 过 的 二 阶 线性 方程 外 ,18 世纪 的 数学 家 们 
还 有 需要 考虑 更 一 般 的 两 个 自 变量 的 线性 二 阶 方程 ,甚至 非 线性 
方程 . 例如 ， RBIS TE 
ae 


A +B +c? zap? E+ES S tFe+G=0, 


Ox” s 
(85) Ar + Bs + Ct + Dp + Eq - Fe A-G — 0, 


这 里 字母 r,s, t, pq 有 显然 的 意义 . Laplace 在 17730 年 证 明 
假如 Br 一 4AC AO ,方程 (85) 就 能 经 过 变量 替换 化 成 如 下 形式 ; 
(86) stapthigt+tete=0, 
这 里 a, b, c Mig 是 x 和 yy 的 函数 . 然后 他 用 无 穷 级 数 来 解 这 个 
方程 . 

Monge 在 他 的 《关于 把 分 析 应 用 于 几何 的 活页 论文 》 中 ,考察 
了 非 线 性 方程 
(87) Rr+Ss+Tr=V, 
EPR, S, THM Vir, y, x, Pp 和 g 的 函数 ,因而 ,方程 关于 二 
阶 导 数 r,s 和 上 是 线性 的 . 在 Lagrange 关于 极 小 曲面 ( 即 由 给 定 
的 空间 曲线 界 住 的 面积 最 小 的 曲面 ) 的 工作 中 出 现 了 这 类 方程 ,在 
那里 具体 的 微分 方程 是 (1 十 gr 一 2pgs 十 (1 十 pr)t 二 0( 也 可 见 


(D Hist. del'Acad. des Sci. , Paris, 1773, pub. 1777 = Œuvres , 9,5-~68. 


Il 282 第 22 章 18 世纪 的 偏 微分 方程 


第 24 章 第 4 节 ). 虽然 Monge 对 方程 (87) 曾 经 作 了 一 些 研究 ,但 
在 现在 的 文章 (1795) 中 ,他 才能 够 用 我 们 将 要 扼要 介绍 的 方法 深 


RHEE. 

利用 下 面 这 些 直 接 的 事实 : 
(88) dz = pdz + qdy, 
(89) dp = rdz + sdy, 
(90) dg = sdr + tdy, 


并 从 (87)、(89) 及 (90) 中 消去 r Ae, AE 

(91) s(Rdy? — Sdzdy + Tdx!) — (Rdydp+ Tdxdg — Vdzdy) = 
0. 

然后 ,他 的 论证 是 :每 当 可 以 联 立 地 求解 


(92) Rdy’ — Sdxdy 十 Tdx* = 0 
和 
(93) Rdydp + Tdrdq — Vdrdy = 0 


时 , 则 (91) 将 被 满足 ,从 而 (87) 也 将 被 满足 . 

方程 (92) 等 价 于 两 个 一 阶 方 程 
(94) dy—W, (x, y, z, p, q)dz—0 Fl dy W,(x, y, z, p, q)dx—0. 
方程 (88),(93) 与 (94) 的 任 一 个 一 起 ,组 成 五 个 变量 x+, y, z, pA 
4 的 三 个 全 微分 方程 的 方程 组 . 这 三 个 方程 能 解 时 ,就 可 求 得 两 
个 解 

w(x, y, z, 5, q) = CA 和 u(x, y, z, 5, 9) =C, 
于 是 
(95) u = $(uz) 
是 一 个 一 阶 偏 微分 方程 ,其 中 $ 是 任意 的 .方程 (95) 称 为 中 间 积 
分 , 它 的 通 解 是 (87) 的 解 . 如 果 (94) 的 另 一 方程 能 与 (88) 和 (93 ) 一 
起 用 ,我 们 就 得 到 另 一 苹 数 
(96) us = $(u). 
在 这 种 情形 (95) 和 (96) 能 联 立地 解 出 p Fg ,把 这 些 值 代 入 (88)， 
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那么 ,这 个 全 微分 方程 就 能 解 出 来 . 这 至 少 是 一 个 一 般 的 格式 , 虽 
然 还 有 很 多 细节 我 们 未 及 详 述 . Monge 关于 极 小 曲面 方程 的 积分 
法 是 他 为 之 自豪 的 成 就 之 一 ， 

对 于 方程 (87), Monge 也 引进 了 特征 理论 . 特征 的 全 微分 方 
程 是 (92), 即 

Rdy! — Sdzdy + Tdr’ = 0. 

早 在 他 的 1784 年 的 工作 中 中 就 出 现 了 这 个 方程 , 它 在 积分 曲面 的 
每 一 点 上 定义 该 点 的 两 个 特征 方向 . 积分 曲面 的 每 一 点 都 有 两 条 
特征 曲线 通过 , 沿 其 中 每 一 条 都 有 两 个 相 邻 的 积分 曲面 彼此 相 切 . 


8. 一 阶 偏 微分 方程 组 

18 世纪 在 流体 动力 学 和 水 力学 研究 中 首次 提出 了 偏 微分 方 
程 组 . 诸如 :设计 船 身 以 减少 它 在 水 中 运动 的 阻力 ,以 及 潮汐 .河水 
的 流动 ,从 喷 口 射出 的 水 流 , 水 对 船 航 的 压力 的 计算 等 实际 问题 推 
动 了 对 不 可 讨 缩 流体 ,例如 水 的 研究 工作 . 对 可 压缩 流体 ,特别 是 
空气 的 研究 工作 ,是 为 了 要 分 析 空 气 在 船 帆 上 的 作用 ,设计 风车 叶 
片 和 了 解 声音 的 传播 . 我 们 早 些 时 候 研 究 过 的 声音 传播 方面 的 工 
作 , 在 历史 上 是 把 水 力学 上 的 研究 特殊 化 ,使 之 适用 于 小 振幅 波动 
的 一 个 应 用 . 

Euler 在 1752 年 一 篇 题 为 《流体 运动 原理 》@ 的 文章 中 处 理 了 
个 可 压缩 流体 ,之 后 ,他 在 1755 年 一 篇 题 为 《流体 运动 的 一 般 原 
理 ? 包 的 文章 中 ,推广 了 前 一 个 工作 . 这 里 他 给 出 了 至 今 仍然 著名 
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的 关于 理想 (无 粘性 ) 可 压缩 和 不 可 压缩 流体 的 流体 流 的 方程 . 流 
体 被 认为 是 连续 的 ,其 质点 是 数学 上 的 点 . 他 考察 了 受到 压力 为 
,密度 为 p 以 及 单位 质量 上 分 量 为 P,Q, R 的 外 力作 用 的 流体 
小 体积 上 的 作用 力 . 

Euler 创立 的 流体 动力 学 的 两 种 方法 之 一 ,文献 中 称 之 为 空 
问 描写 ,其 中 流体 速度 的 分 量 u, vile 在 流体 中 每 一 点 由 
(97) u-u(r, y, z, t), v=v(2, y, z, t), w—w(z, y, z, t) 


给 出 . 这 里 


du du du du 
du — 元 dz 十 Jy + 元 dz 十 ETE 


在 时 间 d ,质点 (z，y, 2)TE x Jr IE ERR EI udt, YE > 方向 走 过 距 
A vdt, 在 xz 方向 走 过 wdi. 于 是 在 du 的 表示 式 中 的 实际 变化 量 
dr, dy 及 dz 就 由 这 些 量 给 出 ,因而 

du = dt + vdt 十 stew de 十 Du di 
或 者 

du du du a Ju 

(98) d ap TY ay "alt apo 
对 dudt 和 dw/dt 也 有 相应 的 表达 式 . 这 些 量 给 出 现在 称 为 (x， 
y，x) 处 的 速度 变化 的 对 流 率 ,或 对 流 加 速度 . 计算 (zx，y, z) 处 质 
点 上 的 作用 力 ,并 应 用 牛顿 第 二 定律 ,Euler 得 到 微分 方程 组 


_ lap du 

上 Pax dt’ 

_ lap dv 

(99) p ay dt’ 
_ ldap dw 

R p az dt’ 


Euler 还 推广 了 d'Alembert 的 连续 性 微分 方程 (45) ,并 且 得 
到 关于 可 压缩 流 的 方程 l 


IP , 9(0u) , A(ev) ，a(orm) 
ant ax + dy + az — 


(100) 0. 
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数 一 一 状态 方程 必须 指定 . 

在 1755 年 的 文章 中 Euler 说 :“ 如 果 我 们 不 能 洞察 关于 流体 
运动 完全 的 知识 的 话 ,那么 归结 其 原因 ,不 在 于 力学 ,或 不 在 于 已 
知 的 运动 原理 不 够 充分 ,这 里 是 分 析 本 身 抛 弃 了 我 们 ,因为 流体 运 
动 的 全 部 理论 正好 被 化 归 成 分 析 公 式 的 解 . ”不幸 的 是 ,要 很 好 地 
处 理 这 些 方程 ,分析 仍 嫌 无 能 为 力 . 于 是 ,他 动手 讨论 某 些 特殊 的 解 
ik. 在 这 个 题目 上 他 还 写 了 一 些 别 的 文章 ,处理 船 受到 的 阻力 和 船 
的 推力 . Euler 的 方程 并 不 是 水 力学 的 最 终 的 方程 . Euler 忽略 了 的 
粘性 是 70 年 后 由 Navier 和 Stokes 引进 的 (第 28 章 第 7 节 ). 

Lagrange 也 从 事 流体 运动 的 研究 . 在 他 的 《分 析 力 学 》 第 一 版 
中 ,包括 一 些 这 类 的 研究 ,他 给 出 了 Euler 的 基本 方程 并 推广 了 它 
们 . 这 里 ,他 把 荣誉 归于 d'Alembert, 而 没有 归于 Euler. 他 也 说 流 
体 运动 方程 用 分 析 来 处 理 是 太 困 难 了 ,能 严密 计算 的 只 是 无 穷 小 
运动 的 情况 . 

在 偏 微分 方程 组 领域 中 ,在 18 世纪 里 水 力学 方程 是 这 门 学 科 
数学 研究 的 主要 启发 . 实际 上 ,18 世纪 在 方程 组 的 解 方面 成 就 甚 少 . 


9. 这 一 门 数学 学 科 的 产生 
直到 1765 年 偏 微分 方程 只 在 解决 物理 问题 中 出 现 . 贡献 给 偏 
微分 方程 的 纯 数 学 研究 的 第 一 篇 论文 是 Euler $8: 05 2 
ddz ddz b (dz 
(ae) (Res) TR) 
的 积分 法 研究 》 OAPI Euler 在 他 的 《积分 学 原理 》@ 第 三 卷 中 发 


(D Mise. Taur. , 32,1762/1765,60~91, pub. 1766 = Opera , (1),23,47~73. 
Q 1770 = Opera , (1),13. 
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表 了 这 个 题目 的 一 篇 论文 . 

在 d'Alembert 1747 年 弦 振 动 的 工作 以 前 , 偏 微分 方程 是 作 
为 条 件 方程 为 人 所 知 的 ,并且 只 是 求 特 解 . 在 这 个 工作 和 和 
d'Alembert 关于 风 的 一 般 成 因 的 书 (1746) 以 后 ,数学 家 才 认 识 到 
特 解 和 遂 解 之 间 的 区 别 . 但 是 ,一 旦 意识 到 了 这 个 差别 ,他 们 似乎 
相信 通 解 更 为 重要 . Laplace 在 1799 年 《天 体力 学 》 第 一 卷 中 还 抱 
怨 说 球 坐 标的 位 势 方程 不 能 用 一 般 形式 求 积分 . 在 这 个 世纪 里 没 
有 意识 到 下 述 事 实 :Euler 和 d'Alembert 对 振动 驴 得 到 的 那 种 通 
解 并 不 像 满足 初 值 和 边界 条 件 的 特 解 那么 有 用 . 

数学 家 们 确实 认识 到 了 偏 微分 方程 并 没有 包含 什么 新 的 运算 
技巧 , 它 与 常 微分 方程 不 同 之 处 只 在 于 ,在 解 中 可 以 出 现任 意 函 
数 . 他 们 期 望 把 偏 微分 方程 化 为 常 微分 方程 去 确定 这 些 任意 函数 . 
Laplace(1773) 和 Lagrange(1784) 明 确 地 说 ,他 们 认为 一 个 偏 微分 
方程 被 化 成 常 微分 方程 问题 时 ,这 个 偏 微分 方程 就 已 被 积分 出 来 
T. 男 一 种 方法 ,如 像 Daniel Bernoulli 对 波动 方程 及 Laplace 对 
位 势 方 程 那样 ,用 的 是 寻求 特殊 函数 的 级 数 展开 式 . 

18 世纪 在 偏 微分 方程 研究 中 的 主要 成 就 是 揭示 了 它们 对 于 
弹性 力学 ,水 力学 和 万 有 引力 问题 的 重要 性 .除了 Lagrange 在 一 
阶 方程 方面 的 工作 外 ,普遍 的 方法 没有 发 展 起 来 ,人 们 也 没有 意识 
到 特殊 函数 展开 法 的 潜力 . 人 们 的 努力 方向 是 求解 物理 问题 中 提 
出 的 特殊 方程 , 偏 微分 方程 解 的 理论 还 有 待 形成 ,这 门 学 科 整 个 说 
来 还 处 在 它 的 幼年 时 代 . 
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第 23 章 
18 世纪 的 解析 几何 和 微分 几何 


几何 看 来 有 时 候 要 领先 于 分 析 ,但 事实 上 ,几何 的 先行 于 分 
析 ,只 不 过 像 一 个 仆人 走 在 主人 的 前 面 一 样 ,是 为 主人 开 
路 的 . 


James Joseph Sylvester 


1. 引 A 

物理 问题 的 探索 不 可 避免 地 要 导致 去 寻求 关于 曲线 和 曲面 的 
更 多 的 知识 ,因为 运动 物体 经 过 的 路 径 都 是 曲线 ,而 物体 本 身 则 是 
由 曲面 界 住 的 三 维 体 . 早已 热衷 于 坐标 几何 的 方法 和 微 积分 的 力 
最 的 数学 家 们 曾经 用 这 两 个 主要 工具 研究 过 几何 问题 . 在 已 经 建 
立 起 来 的 坐标 几何 领域 以 及 由 于 把 微 积分 应 用 到 几何 问题 中 去 而 
创立 的 新 领域 一 一 微分 几何 方面 ,在 18 世纪 得 到 了 令 人 难忘 的 
结果 . 


2. 基本 解析 几何 

18 世纪 广泛 地 探讨 了 二 维 解析 几何 . 初等 平面 解析 几何 的 改 
善 是 容易 总 结 的 . Newton 和 James Bernoulli 对 于 特殊 的 曲线 从 
本 质 上 说 已 经 引进 并 使 用 了 所 谓 的 极 坐标 系 ( 第 15 章 第 5 节 ) ,而 
Jacob Hermann 则 在 1729 年 不 仅 正式 宣布 了 极 坐 标的 普遍 可 用 ， 
而 且 自 由 地 应 用 极 坐 标 去 研究 曲线 . 他 还 给 出 了 从 直角 坐标 到 极 
坐标 的 变换 公式 . 确切 地 讲 ,Hermann 把 p, cos, sin 9 当 作 变量 
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来 使 用 ,而 且 用 >, n Alm RRA Pp, cos 6 Fil sin 8. Euler 扩充 了 极 
坐标 的 使 用 范围 而 且 明 确 地 使 用 三 角 函 数 的 记号 , Euler 那个 时 
候 的 极 坐 标 系 实际 上 就 是 现代 的 极 坐 标 系 . 

虽然 一 些 17 世纪 的 数学 家 一 一 例如 Jan de Witt (1625 一 
1672) 在 他 的 《曲线 初步 》(Elementa Curvarum Linearum , 1659) 
中 一 一 确 曾 把 xz 和 y 的 某 些 二 次 方程 化 为 标准 型 ,James Stirling 
在 他 的 《牛顿 的 三 次 曲线 》(Lineae Tertii Ordinis Neutonianae, 
1717) 中 则 把 ac RI y 的 一 般 的 二 次 方程 化 为 几 种 标准 型 . 

在 Euler (5/46) (Introductio, 1748) 中 ,他 引进 了 曲线 的 参 
数 表示 ,那里 xz 和 yy 是 用 第 三 个 变量 表示 出 来 的 . 在 这 本 著名 的 
教科 书 中 Euler 系统 地 讨论 了 平面 坐标 几何 . 

就 我 们 所 知道 的 ,在 Fermat, Descartes 和 La Hire 的 著作 中 
能 找到 关于 三 维 坐 标 几何 细微 的 迹象 , 但 真正 的 发 展 是 18 世纪 的 
工作 , 尽管 菜 些 早期 的 工作 ,例如 Pitot 的 和 Clairaut 的 工作 ,是 和 
微分 几何 的 发 展 有 联系 的 ,但 我 们 在 这 里 将 只 讨论 真正 的 坐标 
几何 . 

第 一 件 工作 是 改善 La Hire 关于 三 维 坐 标 系 的 建议 . John 
Bernoulli 在 1715 年 给 Leibniz 的 一 封 信 中 引进 了 我 们 现在 通用 
的 三 个 坐标 平面 . 通过 Antoine Parent( 1666—1716),John Ber- 
noulli, Clatraut 和 Jacob Hermann AK) DIRK (A T TASIE, BA 
作 详 细 介绍 ) , SET TE AS AERA 
这 个 观念 . Clairaut 在 他 的 《关于 双重 曲率 曲线 的 研究 》( Recherche 
sur les courbes à double courbure, 1731 年 ) 一 书 中 不 仅 给 出 了 一 
些 曲 面 的 方程 ,而 且 弄 清楚 了 描述 一 条 空间 曲线 需要 两 个 曲面 方 
程 , 他 还 看 出 过 一 条 曲线 的 两 个 曲面 方程 的 某 种 组 合 ,例如 ,两 个 
方程 相 加 ,给 出 过 这 条 曲线 的 另 一 曲面 的 方程 . 利用 这 个 事实 ,他 
说 明 怎样 能 够 得 到 这 些 空间 曲线 的 投影 的 方程 ,也 就 是 求 垂直 于 
投影 平面 的 柱 面 的 方程 . 
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二 次 曲面 ,例如 球面 、 柱 面 .抛物 面 . 双 叶 双 曲面 和 椭 球 面 , 当 
然 在 1700 年 前 就 已 经 从 几何 上 知道 了 ;事实 上 ,这 些 曲 面 中 的 某 
些 已 出 现在 Archimedes I] € fErb. Clairaut 在 他 1731 年 的 书 中 
给 出 了 这 些 曲面 中 某 几 个 的 方程 . 他 还 说 明了 r, y 和 z 的 齐 次 方 
程 (各 项 的 次 数 都 相同 ) 表 示 顶 点 在 原点 的 一 个 锥 面 . 对 于 这 个 结 
果 ,Jacob Hermann 在 1732 年 的 一 篇 论文 中 中 加 上 一 条 , 即 方程 
十 y = f(z) 是 绕 z 轴 的 一 个 旋转 曲面 . Clairaut 和 Hermann 
首先 都 关心 地 球 的 形状 ,在 化 们 那个 时 代 , 人 们 都 相信 地 球 是 某 种 
形状 的 椭 球 . 

尽管 Euler 对 曲面 方程 已 经 做 过 一 些 早期 工作 ,但 是 系统 地 
致力 于 三 维 坐 标 几 何 ,还 是 在 他 的 《 引 论 》(1748 年 ) 第 二 卷 第 5 X 
的 附录 名 中 . 他 介绍 了 许多 早已 做 过 的 工作 ,然后 研究 了 一 般 的 三 
个 变量 的 二 次 方程 
(1) az 十 的 +cz? + dxy d- exz + fyz d- gx d hy - Ex =l. 
他 企图 通过 坐标 变换 把 这 个 方程 化 
成 这 样 的 形式 ,使 (1) 所 表示 的 二 次 
曲面 的 主轴 正好 是 坐标 轴 . 他 引进 
了 从 zyz- 坐 标 系 到 zy z“ -坐标 系 
的 变换 ,其 方程 是 用 角 #$, YOR 
不 出 来 的 (图 23. 1). 角 #$ 是 x-y 平 
Hi EM x 轴 到 结 点 线 ( 即 z-y “平面 
, Fl x-y ^F Ti RS) 3c £x) ERRER, A 9 
结 点 线 是 zy 平面 上 x 轴 和 结 点 线 闻 的 


图 23.1 夹 角 , 角 9 就 是 图 中 所 示 > 和 x 的 


38. 因此 包括 平移 在 内 的 变换 方程 是 


T= 加 十 (cos ¢cos $ — cos gsin Psin $) 
— y (cos sin $+ cos Osin dsin $) + 2’ sin bsin $, 


D Comm, Acad. Sci. Petrop. , 6,1732/1733,36--67, pub. 1738. 
Q (Opera (1),9. 
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(2) y= yo +x (sin ¢cos $+ cos 6cos Ysin $) 


— y' (sin ¢sin $ — cos Ocos Ysin $) — z'sin 6sin $, 
z = z x'sin sin $ + y'sin cosh + z/cos 8. 
Euler 就 用 这 个 变换 把 (1) 化 成 标准 形 ,而且 得 到 了 六 种 曲面 : 锥 
TE] ETE . 椭 球 面 . 单 叶 和 双 叶 双 曲 面 . 双 曲 抛物 面 (这 是 他 发 现 的 ) 
以 及 抛物 柱 面 . 和 Descartes 一 样 ,Euler 主张 按 方程 的 次 数 来 进 
行 分 类 是 正确 的 原则 ;Euler 的 理由 是 ,次 数 是 线性 变换 下 的 不 
变量 . 

在 对 坐标 轴 变 换 问题 继续 进行 工作 之 后 , Euler 写 了 另 一 篇 
论文 加 ,文中 研究 了 把 二 十 y 十 xz? Bae Ey? 十 的 变换 . 在 
这 篇 文章 中 Euler 一 一 稍 后 一 点 Lagrange 在 一 篇 关于 球体 引力 的 
论文 中 @ 一 一 给 出 了 轴 的 旋转 的 对 称 形式 的 变换 , 即 齐 次 线性 正 
交 变换 


x = àz 十 Ky +x’, 
y— Ax 十 Ly yz’, 
z = Ax 十 py Hz ， 
其 中 
A AU AU = d, Aer AT! +A" = 0, 
B HE? put 一 l, Atay’ +a” = 0, 
y dy yn l, My d- uy! +24” = 0. 
这 些 带 撤 和 不 带 撒 的 +, x, v, 用 现代 的 术语 来 说 ,当然 就 是 方向 
SR. 
Gaspard Monge 的 写作 包含 大 量 的 三 维 解析 几何 的 内 容 . 他 
fr 1802 年 和 他 的 学 生 Jean-Nicolas-Pierre Hachette (1769— 


1834) 一 起 写 的 一 篇 论文 《代数 在 几何 中 的 应 用 》(Application de 


(D Novi Comm. Acad. Sci, Petrop. , 15,1770,75~106, pub. 1771 = Opera, 
(1),6,287~315. 
(D Nouv. Mém. del’ Acad. de Berlin, 1773,85~120=(CEuures, 3,619~658, 


fl 292 第 23 章 ”18 世纪 的 解析 几何 和 微分 几何 


l'algébre à la géométrie) 中 可 以 找到 他 对 解析 几何 本 身 的 突出 贡 
BRO. 作者 们 证 明 二 次 曲面 的 每 一 个 平面 截 口 是 一 条 二 次 曲线 ,还 
证 明了 平行 截面 截 得 的 是 相似 的 二 次 曲线 而 且 其 放 法 也 是 相似 
的 . 这 些 结果 可 与 Archimedes 的 几何 定理 相 比 . 作者 还 证 明了 单 
叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 面 是 直 纹 曲面 , 即 它们 都 能 用 一 根 直 线 按 两 
种 不 同 的 方式 运动 而 得 到 ,或 者 说 ,它们 是 由 两 组 直线 族 构 成 的 . 
关于 单 叶 双 曲 面 的 结果 ,Christopher Wren 大 约 在 1669 年 就 知道 
T. 他 说 单 叶 双 曲 面 的 图 形 能 够 通过 一 条 直线 绕 另 一 条 和 它 不 在 
同一 平面 上 的 直线 旋转 而 得 到 . 由 于 Euler，Lagrange 和 Monge 
的 工作 ,解析 几何 变 成 了 一 个 独立 的 而 且 充满 活力 的 数学 分 支 . 


3. 高 次 平面 曲线 

至 此 所 述 解析 几何 还 是 专门 讲述 一 次 和 二 次 曲线 .曲面 的 . 当 
然 研究 高 次 方程 表示 的 曲线 是 自然 的 . 事实 Descartes 早 就 讨 
论 过 一 些 高 次 方程 及 其 所 代表 的 曲线 . 次 数 高 于 2 的 曲线 的 研究 
变 成 众所周知 的 高 次 平面 曲线 理论 ,尽管 它 是 坐标 几何 的 组 成 部 
分 , 18 世纪 所 研究 的 曲线 都 是 代数 曲线 , 即 它们 的 方程 由 f(x, y) 
一 0 给 出 ,其 中 了 是 z 和 y 的 多 项 式 . 曲线 的 次 数 或 阶 数 就 是 项 的 
最 高 次 数 . 

Newton 第 一 个 对 高 次 平面 曲线 进行 了 广泛 的 研究 . Des- 
cartes 按照 曲线 方程 的 次 数 来 对 曲线 进行 分 类 的 计划 深 深 地 打动 
了 Newton, 于 是 Newton 用 适合 于 各 该 次 曲线 的 方法 系统 地 研究 
了 各 次 曲线 ,他 从 研究 三 次 曲线 着 手 . 这 个 工作 出 现在 他 的 《三 次 
曲线 例 举 》(Enumeratio Linearum Tertii Ordinis) rh ,这 是 作为 他 
的 Opticks(《 光 学 》) 英 文 版 的 附录 在 1704 年 出 版 的 ,但 实际 上 大 


(D Jour. del’ Ecole Poly. , 11 cahier, 1802,143— 169, 
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约 在 1676 年 就 做 出 来 了 . 虽然 在 La Hire 和 Wallis 的 著作 中 使 用 
了 负 z 值 和 负 y 值 , 但 Newton 不 仅 用 了 两 个 坐标 轴 和 负 工 负 y 
值 ,而 且 还 在 所 有 四 个 象限 中 作 图 . 

Newton 证 明了 怎样 能 够 把 一 般 的 三 次 方程 
(3) ax? tbr ytery tdy ex +frytgy thatjytk=0 
所 代表 的 一 切 曲 线 通过 坐标 轴 的 变换 化 为 下 列 四 种 形式 之 一 : 

(a) xy? +ey = ax? bx! -Fex d, 

(b) xy = ax? +r? ter d, 

(c) y! = ar? the? tertd, 

(d) y = ax? tbr’ -- cx +d. 
Newton 把 第 三 类 曲线 叫做 发 散 抛 物 线 (diverging parabolas), © 
包括 图 23. 2 所 示 的 五 种 曲线 . 这 五 种 曲线 是 根据 等 式 右边 三 次 式 
的 根 的 性 质 来 区 分 的 :全 部 是 相 异 实 根 ; 两 个 根 是 复 根 ; 都 是 实 根 
但 有 两 个 相等 而 且 重 根 大 于 或 小 于 单 根 ; 三 个 根 都 相等 . Newton 
断言 , 先 从 一 点 出 发 对 这 五 种 曲线 之 一 作 射 影 ,然后 取 射 影 的 交 线 
就 能 分 别 得 到 每 一 个 三 次 曲线 . 


7 < 


图 23,2 
Newton 对 他 在 《 例 举 ?中 的 许多 断言 都 没有 给 出 证 明 . James 
Stirling 在 他 的 《三 次 曲线 》 中 证 明了 或 用 别 的 方法 重新 证 明了 
Newton 的 大 多 数 断言 ,但 是 没有 证 明 射 影 定 理 ,射影 定理 是 
Clairaut® 和 Francois Nicole(1683 一 1758)@ 证 明 的 . 其 实 New- 


(D Mém. del’ Acad. des Sci, , Paris, 1731,490— 493, pub. 1733. 
Q Mém. del’ Acad. des Sci. , Paris, 1731,494— 510, pub. 1733. 
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ton 识别 了 72 种 三 次 曲线 ,Stirling 加 上 了 4 种, 修道院 院 长 Jean- 
Paul de Gua de Malves ,在 他 1740 年 题 为 《利用 Descartes 的 分 析 
而 不 借助 于 微 积分 去 进行 发 现 ……: )(Usage de l'analyse de Des- 
cartes pour découvrir sans le secours du calcul différential =>) 
的 小 书 里 又 如 上 了 25. 

Newton 关于 三 次 曲线 的 工作 激发 了 关于 高 次 平面 曲线 的 许 
多 其 他 研究 工作 . 按照 这 个 或 那个 原则 对 三 次 和 四 次 曲线 进行 分 
类 的 课题 继续 使 18 和 19 世纪 的 数学 家 们 感 兴趣 . 随 着 分 类 方法 
的 不 同 所 找到 的 分 类 数目 也 不 同 ， 

从 Newton 的 5 种 三 次 曲线 的 图 形 显然 可 见 , 高 次 方程 所 代 
表 的 曲线 呈现 着 许多 在 一 次 和 二 次 曲线 中 没有 发 现 过 的 特性 . 称 
为 奇 点 的 初等 特性 是 拐点 和 多 重点 . 在 继续 讲 下 去 以 前 ,我们 先 来 
看 一 下 这 些 奇 点 是 什么 样子 的 . 

抛 点 在 微 积分 里 是 熟悉 的 . 在 曲线 上 一 点 处 , 若 有 两 条 或 多 条 
可 以 重合 的 切线 ,这 样 的 点 就 叫做 多 重点 . 在 这 样 的 点 上 曲线 有 两 

个 或 多 个 分 支 相 交 . 如 果 有 了 两 条 分 支 曲 线 交 于 多 重点 ,这 种 点 就 叫 

做 二 重点 . 如 果 三 条 分 支 曲 线 交 于 多 重点 , 则 这 种 点 叫 向 三 重点 ， 
如 此 等 等 . 

如 果 我 们 把 一 条 代数 曲线 的 方程 取 作 

f(r, y) = 0, 

fx, y 的 一 个 多 项 式 ,我 们 总 可 以 通过 一 个 平移 把 常数 项 消 
A. 如 采 消 去 了 常数 项 ,又 如 果 了 中 有 一 次 项 . 记 作 aa thy , 那 
么 wz 十 py 二 0 给 出 了 曲线 在 原点 处 的 切线 方程 . 这 时 原点 不 是 
多 重点 . 如 果 曲 线 没有 -- 次 项 ,又 如 果 asa! 十 各 zy bey! BOK 
项 ,那么 就 会 出 现 几 种 情形 . DFE air! +b cy tey 二 0 可 以 代表 
两 条 不 周 的 直线 . 这 两 条 直线 与 曲线 在 原点 相 切 (这 是 可 以 证 明 
的 ) ,而 因为 有 两 条 不 同 的 切线 ,所 以 原点 就 是 -个 二 重点 ,这 个 点 
叫做 结 点 (node). 例如 双 纽 线 (图 23. 3) 的 方程 是 
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图 23.3 双 纽 线 图 23.4 Descartes 叶 形 线 

(4) a(y ~x)+(y +2°) =0, 
而 由 二 次 项 得 到 y* 一 x* =H 0 ,于 是 y cy = 一 x 是 切线 的 方 
RE. 类 似 地 ,Descartes 叶 形 线 的 方程 是 (图 23. 4) 
(5) r? +y -—3ary, 
切 于 原点 的 切线 由 x 二 0 Ay = 025 APA. 

当 两 条 切线 重合 时 ,这 一 条 直线 看 做 是 二 重 切 线 ,而 曲线 的 两 
个 分 支 就 在 相 切 的 点 上 互相 接触 ,这 种 点 叫 尖 点 (cusp). (有 时 把 
类 点 包括 在 二 重点 中 . ) 例 如 半 立 方 抛物 线 (图 23. 5) 


(6) ay = x 
在 原点 有 -一 个 尖 点 ,而 两 条 重合 的 切线 的 方程 是 y — 0. T d 
i (y— c)! = x^ {图 23.6), 原 点 是 一 个 尖 点 .这 里 曲线 的 两 个 分 


支 都 位 于 二 重 切线 y = 0 的 同一 侧 . De Gua 在 他 的 《利用 Descartes 
的 分 析 》 中 曾 试 图 证 明 不 会 出 现 这 种 类 型 的 尖 点 ,但 是 Euler 给 


y 


E 23.5 半 立 方 抛物 线 23.6 


(D Mem. del'Acad, de Berlin, 5,1749,203-—221, pub. 1751 = Opera . (1), 
27,236 —252. 
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出 了 有 这 种 尖 点 的 许多 例子 . 尖 点 也 叫做 平稳 点 或 逆行 点 ,因为 一 
个 沿 着 曲线 移动 的 点 ,在 尖 点 处 继续 其 运动 之 前 一 定 要 停顿 一 下 . 

当 两 条 切线 是 虚 的 时 候 ,二 重点 叫做 共 斩 点 . EE BI AP e 
足 曲线 的 方程 ,但 是 这 个 点 和 曲线 的 其 余部 分 隔离 开 来 . 例如 曲线 
y = x (2x —1) (图 23.7) 在 原点 有 一 个 共 辆 点 . 这 里 二 重 切线 的 
方程 是 y 二 一 x ,而 切线 都 是 虚线 . 


23.7 图 23.8 
曲线 ay’ 一 3ax^y 二 x' (图 23. 8) 在 原点 有 一 个 三 重点 . 这 三 
条 切线 的 方程 是 


ay? —3ax!y = 0, 
BK oy = 0 fly SBa. 
曲线 ay' — az^ y? 一 二 (图 23.9) 在 原点 有 一 个 四 重点 . 在 这 
y 里 原点 是 结 点 和 人 尖 点 的 结合 . 切线 是 y 
—0,y-—0,»y-—czr. 
三 次 ( 阶 ) 曲 线 可 以 有 一 个 二 重点 
” ( 它 可 以 是 尖 点 ), 但 没有 别 的 多 重点 . 
当然 存在 没有 二 重点 的 三 次 曲线 . 
回 到 纯粹 的 历史 角度 来 看 , Leibniz 
图 23.9 及 其 后 继 者 研究 了 曲线 上 许多 这 种 样 


子 特别 的 或 奇异 的 点 . 至 于 出 现 这 种 点 的 解析 条 件 一 一 诸如 在 揭 
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点 处 和 — 0 ,在 二 重点 处 六 不 确定 一 一 甚至 微 积 分 的 葛 基 者 们 者 


Clairaut 在 上 面 引 用 过 的 1731 年 的 书 中 假设 了 一 条 三 次 曲 


《利用 》 中 证 明了 , SER — Ae — RRA cn RBA, Ut PAL 38 
点 的 连 线 一 定 过 第 三 个 拐点 . 人 们 常常 把 这 个 定理 归功 于 Ma- 
claurin，De Gua 也 研究 了 二 重点 ,而 且 给 出 了 二 重点 的 条 件 , 即 
如 果 Sr, y) = 0 是 曲线 的 方程 , 则 在 二 重点 处 A 和 了 ,一定 等 
于 0.& 重 点 由 所 有 直到 (& 一 1 阶 导数 都 等 于 零 来 表征 . 他 证 明了 


中 点 ,曲线 延伸 到 无 穷 的 分 支 的 形式 ,以 及 这 种 分 支 的 性 质 . 
Maclaurin 在 他 19 岁 时 写 的 《有 机 的 几何 学 》(Geometria Or- 
ganica ，1720) 中 证 明了 ,一 条 次 不 可 约 曲 线 的 二 重点 的 最 多 个 


BUE (Qi— 0 — 2/2 ,为 此 他 把 一 个 重点 当 作 《人 二 号 个 一 


重点 , 他 还 给 出 了 各 类 更 高 重 数 多 重点 的 个 数 的 上 界 . 然后 他 引进 
了 代数 曲线 亏 数 (deficiency ,后 来 时 做 genus) 的 概念 , 即 二 重点 的 
最 大 可 能 的 个 数 减 去 实际 二 重点 的 个 数 . 亏 数 为 0 或 具有 最 大 可 
能 二 重点 个 数 的 曲线 受到 了 很 大 的 注意 . 这 些 曲线 也 叫做 有 理 曲 
线 或 单行 (unicursal) 曲 线 . 几何 上 ,一 条 单行 曲线 可 以 由 一 个 动 点 
的 连续 运动 描 出 (但 是 可 以 通过 无 穷 远 点 ). 例如 圆锥 曲线 ,包括 双 
曲线 ,都 是 单行 曲线 . 

Newton 在 他 的 《 流 数 法 》 中 ,给 出 了 在 一 个 多 重点 上 ,确定 
曲线 各 分 支 的 级 数 表 示 的 方法 ,通常 叫做 Newton 图 或 Newton 
平行 四 边 形 ( 第 20 章 第 2 节 ). De Gua 在 《利用 》 中 用 一 个 代数 三 
角形 (triangle algebrique) 来 代替 Newton 平行 四 边 形 . 因此 ,如 果 
原点 是 奇 点 , 则 对 于 小 的 zx, 代数 曲线 的 方程 就 分 解 成 形 如 y" — 
Ax" HAT Hp m 是正 整数 而 是 整数 .nn 是正 整 数 的 那些 因 
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子 给 出 了 曲线 的 分 支 . Euler 注意 到 (1749)de Gua 忽略 了 虚 的 
4 X. 

Gabriel Cramer(1704 一 1752) 在 他 的 《代数 曲线 的 解析 引 论 》 
(Introduction à l'analyse des lignes courbes algébriques, 1750) 
中 ,为 了 确定 曲线 的 每 个 分 支 的 级 数 表达 式 ,特别 是 确定 延伸 到 无 
穷 远 的 分 支 的 级 数 表 达 式 ,他 还 解决 了 当 > 和 =z 之 间 的 关系 是 由 
隐 函 数 即 f(a, y) = 0 给 出 时 ,> 用 = 来 展开 口 问题 .他 把 > 展 成 
x HF ER AK EE RK. 和 de Gua 一 样 ,他 也 用 三 角形 来 代替 
Newton 的 平行 四 边 形 , 他 也 和 别 的 作者 一 样 忽 略 了 曲线 的 虚 
5 x. 

对 于 曲线 在 一 个 多 重点 上 的 各 分 支 ,由 于 求 得 了 它们 的 级 数 
展开 而 产生 的 结论 ,在 更 晚 一 些 时 候 由 Victor Puiseux(1820 一 
1883) 包 推 得 ,因而 通常 叫做 Puiseux 定理 :代数 平面 曲线 上 一 点 
(xo。， yo) 的 全 邻 域 能 表 为 有 限 个 展开 
(7) y — yo = aix — to) ^ 4+ ay (ar — xy )* 十 … 

x ES RE JE E ze 的 某 个 区 间 内 收敛 而 且 所 有 的 9 没有 公 因 子 . 每 
一 个 展开 给 出 的 那些 点 就 叫做 这 条 代数 曲线 的 一 个 分 支 . 

曲线 和 直线 的 交点 ,以 及 两 条 曲线 的 交点 ,是 另 一 个 受到 很 大 
注意 的 课题 . Stirling 在 他 1717 年 写 的 《三 次 曲线 》 中 证 明了 ,(z 
和 y 的 )n 次 代数 曲线 由 该 曲线 的 n(n 十 3)/2 个 点 所 决定 ,因为 这 
种 曲线 有 n(n 十 3)/2 个 本 质 系数 .他 还 断言 , 任 两 平行 线 切 制 一 条 
给 定 的 曲线 ,它们 的 交点 ( 实 的 或 虚 的 ) 个 数 相同 ,而 且 他 证 明了 ， 
延伸 到 无 穷 远 的 曲线 的 分 支 个 数 是 偶数 . Maclaurin 的 《有 机 的 几 
何 学 》 创 立 了 高 次 平面 曲线 交 的 理论 . 他 的 工作 推广 了 由 特殊 情形 
所 得 到 的 结果 ,而 且 在 此 基础 上 得 出 结论 :m 次 方程 和 nn 次 方程 交 
于 zz à. 


1748 年 Euler 和 Cramer 企图 证 明 这 个 结果 ,但 都 没有 给 出 


D Jour. de Math. , 13, 1850, 365—480. 
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正确 的 证 明 . Euler 依靠 一 种 类 比 的 论证 ; 认识 到 他 的 这 种 论证 
是 不 完全 的 ,他 说 人 们 应 该 把 这 种 方法 用 到 特殊 的 例子 上 去 . Cra- 
mer 在 他 的 1750 年 的 书 中 的 “证 明 " 完 全 依靠 例子 ,这 种 证 明 无 疑 
是 不 能 接受 的 . 两 个 人 都 考虑 了 具有 虚 坐 标的 交点 和 无 穷 远 的 公 
共 点 ,而 且 注 意 到 , 仅 当 两 种 类 型 的 点 都 包括 在 内 而 且 两 条 曲线 没 
^H ax + by 那样 的 公 因 子 时 ,交点 个 数 才 能 达到 mn. 然而 ,两 个 人 
都 没 能 确定 若干 类 型 交点 的 特有 的 相 重 数 . 1764 年 Etienne 
Bezout(1730 一 1783) 对 这 个 定理 给 出 了 一 个 较 好 的 证 明 , 但 是 在 
计算 无 穷 远 点 和 多 重点 的 相 重 数 方面 ,证 明 也 是 不 完全 的 . 真正 计 
算 相 重 数 的 问题 是 由 Georges-Henri Halphen (1844—1889 ) 在 
1873 年 解决 的 名. 

Cramer 在 他 1750 年 的 书 中 重新 研究 了 Maclaurin 在 他 的 
《几何 》 中 已 经 注意 到 的 一 个 涉及 两 条 曲线 的 交点 个 数 的 悖 论 . 一 
条 nn 次 曲线 由 n(n 十 3)/2 个 点 决定 .两 条 次 曲线 相交 于 n? 个 
A. 如 果 现 在 n 是 3, 则 由 第 一 旬 话 ,这 条 曲线 应 该 由 九 个 点 决定 . 
但 是 由 于 两 条 三 次 曲线 相交 于 九 个 点 ,这 九 个 点 不 能 唯一 地 决定 
一 条 三 次 曲线 , 4 n 二 4 时 产生 了 类 似 的 悖 论 . Cramer 关于 这 个 
悖 论 (现在 被 看 作 是 他 的 ) 的 解释 是 :确定 n 个 交点 的 到 个 方程 
不 是 独立 的 . 通过 一 条 给 定 三 次 曲线 上 八 个 固定 点 的 所 有 三 次 曲 
线 都 一 定 通 过 该 曲线 上 第 九 个 固定 点 , 即 第 九 个 点 是 依赖 于 头 八 
个 点 的 . Euler 在 1748 年 给 出 了 同样 的 解释 @. 

1756 年 Matthieu B，Goudin (1734 一 1817) 和 Achille-Pierre 
Dionis du Séjour (1734 一 1794) 写 成 了 《代数 曲线 论 》CTraitE des 
courbes algébriques ). 该 书 的 新 特点 是 :一 条 n BY OR) MARTE — 


(D Mém. del’ Acad. de Berlin, 4,1748, 234 ~ 248 = Opera ,(1),26,46~59, 

© Bull. Soc. Math. de France, 1, 1873, 130 — 148; 2, 1873, 34 — 52, 3,1875, 
76 ~92 = (Euvres ,1,98—157,171—193,337— 357, 

D Mem. det Acad. de Berlin, 4,1748,219— 233, pub. 1750 = Opera ,(1).26, 
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定 方向 不 可 能 有 多 于 n(n 一 1) REIR, Eur t BEST n 
条 . 就 像 Maclaurin 已 经 指出 过 的 那样 ,他 们 指出 一 条 渐 近 线 与 曲 
线 相交 ,交点 不 能 多 于 一 2 个 . 

18 世纪 关于 高 次 平面 曲线 成 果 的 两 本 最 好 的 简明 而 广泛 的 
著述 ,是 Euler 的 《6 引 论 》 第 二 卷 (1748) 和 Cramer 的 《代数 曲线 论 》 
(Lignés courbes algébriques ). 后 一 本 书 有 统一 的 观点 ,出 色 地 作 
了 详细 的 阐述 ,并 包括 许多 好 的 例题 . 这 本 书 经 常 被 引用 ,以 至 把 
原来 并 非 Cramer 的 结果 也 当 作 是 Cramer W T. 


4. 微分 几何 的 开端 

当 解 析 几 何 正在 发 展 的 时 候 , 微 分 几何 也 就 开始 了 ,而 且 这 两 
门 学 科 的 发 展 常常 是 交织 在 一 起 的 . 18 世纪 后 期 对 代数 曲线 理论 
的 兴趣 疼 落 了 ,但 是 就 几何 而 言 ,微分 几何 变 得 更 加 重要 了 . 微分 
几何 是 研究 曲线 和 曲面 逐 点 变化 的 那些 性 质 的 ,因此 只 有 用 微 积 
分 的 技巧 才能 掌握 .“ 微 分 几何 "这 个 术语 是 Luigi Bianchi(1856 一 
1928) 在 1894 年 第 一 次 使 用 的 . 

微分 几何 在 很 大 程度 上 是 微 积 分 本 身 的 问题 的 自然 产物 . 曲 
线 的 法 线 .拐点 和 曲率 的 研究 实际 上 就 是 平面 曲线 的 微分 几何 . 但 
是 ,17 世纪 后 期 和 18 世纪 早期 的 许多 新 问题 ,关于 平面 和 空间 曲 
线 的 曲率 ,曲线 族 的 包 络 .曲面 上 的 测 地 线 .光线 及 光 的 波 阵 面 的 
研究 . 沿 着 曲线 以 及 曲面 施加 约束 的 运动 的 动力 学 问题 ,尤其 是 地 
图 绘制 方面 的 知识 都 导致 关于 曲线 和 曲面 的 问题 ,显然 所 有 这 一 
切 必须 应 用 微 积分 . 

尽管 分 析 的 论证 优 于 图 形 , 但 18 世纪 甚至 19 世纪 前 期 的 微 
分 几何 的 研究 家 都 把 几何 论证 和 分 析 论 证 结合 在 一 起 使 用 . 分 析 
仍 是 粗粮 的 . 自 变 量 的 无 穷 小 (infinitesimal) 或 微分 (differential) 
被 认为 是 一 个 极 小 的 常数 . 应 变量 的 增 量 及 其 微分 之 间 没 有 作出 
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实质 的 区 别 . 考虑 了 高 阶 微分 ,但 认为 它们 都 是 小 量 而 且 可 以 自由 
地 略 掉 . 如 果 曲 线 上 相 邻 两 点 间 的 距离 充分 小 ,数学 家 们 就 说 它们 
是 曲线 上 的 相 邻 点 或 说 是 曲线 上 靠近 的 点 ,好 像 两 个 相 邻 点 之 间 
再 也 没有 别 的 点 似 的 ;因此 曲线 的 切线 是 连接 曲线 上 一 点 及 其 相 
邻 点 的 连 线 . 


S. 平面 曲线 

微 积分 对 曲线 研究 的 第 一 个 应 用 是 处 理 平面 曲线 . Christian 
Huygens 引进 了 后 来 用 微 积分 处 理 的 几 个 概念 ,他 用 的 是 纯 几 何 
方法 . 他 对 光线 研究 和 摆 钟 设计 的 兴趣 推动 了 他 在 这 方面 的 工作 . 
1673 年 ,在 他 的 《钟表 的 振动 》(Horologium Oscillatorium ) 第 三 
总 中 他 引进 了 平面 曲线 C mad m 
£x. 设想 一 -条 绳子 从 P 点 往 右 绕 
在 C 上 ( 见 图 23. 10). 端点 P, 固定 
在 C 上 , 强 的 另 一 端 不 绕 在 C 上 但 
使 绳子 保持 绷 紧 . 自由 端的 轨迹 C 
xe C 的 一 条 渐 伸 线 . Huygens 证 明 
了 ,在 绳子 的 自由 端 ,绳子 垂直 于 轨 
xh C'. 强 的 每 一 点 也 描 出 一 条 渐 伸 图 23. 10 
线 , 例 如 C 也 是 一 条 渐 伸 线 . 但 Huygens 证 明了 各 条 渐 伸 线 不 能 
互相 接触 . 由 于 绳子 在 它 刚 要 离开 C 的 点 处 与 C 相 切 ,由 此 可 见 
曲线 切线 族 的 每 一 个 正 交 轨道 是 曲线 的 一 条 渐 伸 线 . 

然后 Huygens 讨论 了 平面 曲线 的 渐 屈 线 . 设 在 曲线 上 P 点 处 
给 了 一 条 固定 的 法 线 , 当 一 条 相 邻 的 法 线 移 向 这 固定 的 法 线 时 ,这 
两 条 法 线 的 交点 在 固定 法 线 上 达到 一 个 极限 位 置 , 它 就 叫做 曲线 
在 已 点 的 曲率 中 心 , Huygens 证 明了 ,曲线 上 的 点 沿 国定 法 线 到 
这 极限 位 置 的 距离 (用 现代 的 记号 ) 是 
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[1+ (dy/dx)* ^? 
d! y/dx* ' 
这 个 长 度 是 曲线 在 已 点 的 曲率 半径 . 连接 每 一 法 线 上 的 曲率 中 心 
的 轨迹 叫做 原 曲线 的 渐 届 线 . 因此 ,前 面 所 说 的 曲线 C 就 是 它 的 
(£— B ER AO ER. 在 这 部 著作 中 Huygens 证 明了 摆 线 的 渐 届 


线 还 是 摆 线 ,或 者 更 确 

切 地 说 ,图 23. 11 中 下 

7 方 摆 线 的 左 半 部 分 的 渐 
GS 屈 线 是 上 方 摆 线 的 右 半 
/ 部 分 . Euler 在 1764 年 
gon 解析 地 证 明了 这 个 定 


SEO, 对 于 Huygens 的 摆 钟 工作 来 说 , 摆 线 的 重要 意义 就 在 于 : 沿 
THE 9012 55 32 96 ,不论 其 振幅 是 大 是 小 , 作 一 次 完全 摆动 所 用 
的 时 间 是 完全 相同 的 . 由 于 这 个 缘故 , 摆 线 又 叫做 等 时 曲线 . 

Newton 在 他 的 《解析 几何 》(Geometria Analytica ) 中 (虽然 
该 书 的 大 部 分 大 约 写 于 1671 年 ,但 出 版 于 1736 年 ) 也 引进 了 曲率 
中 心 ,作为 P 点 的 法 线 及 其 邻 点 法 线 的 交点 的 极限 点 . 然后 New- 
ton 说 ,圆心 在 曲率 中 心 .半径 等 于 曲率 半径 的 圆 是 在 已 点 与 曲线 
最 密 接 的 圆 ;就 是 说 ,在 曲线 和 最 密 接 圆 之 间 , 不 会 有 别 的 圆 在 P 
SURE EAE VD. 这 个 最 密 接 的 圆 叫 做 密切 圆 , Leibniz 在 1686 年 的 
一 篇 文章 @ 中 已 经 用 了 “密切 "这 个 术语 . 密切 圆 的 曲率 是 其 半径 
的 倒数 而 且 是 曲线 在 P 点 的 曲率 . Newton 也 给 出 了 曲率 的 公式 ， 
并 计算 了 一 些 曲线 ,包括 摆 线 在 内 的 曲率 . 他 注意 到 曲线 在 拐点 处 
的 曲率 为 零 . 这 些 结果 都 是 重复 Huygens 的 结果 ,但 可 能 是 New- 
ton 想 表 明 他 能 用 解析 方法 来 建立 这 些 结果 . 

1691 年 John Bernoulli 着 手 研究 平面 曲线 的 课题 ,并 得 到 了 


(D Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. ,10,1764,179— 198, pub. 1766 — Opera , 
(1),27,384—400, 
@ Acta Erud. ,1686, 289 ~ 292 = Math . Schriften,7 ,326— 329. 
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关于 包 络 的 一 些 新 结果 . Tschirnhausen 在 1682 年 兽 引进 过 光线 
族 的 焦 散 (caustic) , 即 光 线 族 的 包 络 . 在 1692 年 的 《教师 学 报 》 中 ， 
Bernoulli 得 到 了 某 些 焦 散 的 方程 ,例如 当 一 东平 行 光 线 投 射 到 球 
面 镜 上 时 ,从 球面 镜 上 反射 出 来 的 光线 的 焦 散 的 方程 中 然后 他 解 
决 了 Fatio de Duillier 向 他 提出 的 问题 , 即 要 找 出 一 族 抛物 线 的 包 
络 , 这 族 抛物 线 是 一 门 大 炮 以 相同 的 初速 度 但 以 不 同 的 仰角 发 身 
的 炮弹 的 路 径 . Bernoulli 证 明了 ,这 包 络 是 一 条 以 炮 位 为 焦点 的 
抛物 线 . 这 个 结果 是 Torricelli 曾经 从 几何 上 证 实 了 的 . 在 1692 年 
和 1694 年 的 《教师 学 报 》 上 @, Leibniz 给 出 了 求 一 族 曲 线 的 包 络 
的 普遍 方法 . 设 曲线 族 (用 我 们 的 记号 ) 是 由 .上 zy，a) 一 0 给 出 ， 
其 中 是 曲线 族 的 参数 ,这 个 方法 要 求 在 /=0 和 5jvaoa=0 间 消 
E a. L'Hospital KA #5 (Jo 83 AN 43 BT) CL’ Analyse des infini- 
ment petits，1696) ,帮助 完成 并 传播 了 平面 曲线 的 理论 . 


6. 空间 曲线 

Clairaut 开创 了 空间 曲线 的 理论 一 一 三 维 微分 几何 的 第 一 个 
重大 发 展 . Alexis-Claude Clairaut(1713 一 1765) 是 早熟 的 . 早 在 12 
岁 时 他 就 号 了 一 本 关于 曲线 的 很 好 的 书 . 1731 年 他 发 表 了 《关于 
双重 曲率 曲线 的 研究 》(Recherche sur les courbes à double courbu- 
re) APS T 1729 年 , 那 时 他 只 有 16 岁 . 在 该 书 中 他 论述 了 曲面 
和 空间 曲线 的 解析 学 (第 2 节 ). Clairaut 的 另 一 篇 论文 使 他 在 17 
岁 这 样 前 所 未 有 的 年 龄 被 选 进 了 法 国 科 学 院 . 1743 年 他 出 版 了 他 
关于 地 球形 状 的 经 典 著作 . 这 里 他 以 比 Newton 或 Maclaurin 更 
完全 的 形式 论述 了 旋转 体 的 形状 ,例如 当地 球 在 其 各 部 分 相互 间 


Q Opera,1,52—59. 
© Page 311;tb 9) Math. Schriften,2,166;3,967,969. 
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的 万 有 引力 作用 下 所 取 的 形状 , 他 还 在 三 体 问题 方面 进行 过 工作 ， 
主要 是 研究 月 球 的 运动 (第 21 章 第 7 节 ) 而 且 写 了 几 篇 关于 这 个 
问题 的 论文 ,其 中 有 一 篇 得 到 了 彼得 堡 科学院 1750 年 的 奖金 . 
1763 年 他 发 表 了 《关于 月 球 的 理论 》(Théorie de la lune). Clairaut 
具有 伟人 的 魅力 而 且 是 巴黎 社会 中 的 一 个 知名 人 物 ， 

在 他 1731 年 的 著作 中 ,他 解析 地 论述 了 空间 中 曲线 的 基本 问 
» 他 把 空间 曲线 叫做 “ 双 曲 率 曲线 ", 因 为 他 信奉 Descartes ,考虑 

空间 曲线 在 两 个 垂直 平面 上 的 投影 . 于 是 空间 曲线 就 分 享 了 两 
AMAA 几何 上 他 把 一 条 空间 曲线 看 作 是 两 个 曲面 的 
交 线 ;分 析 上 每 个 曲面 的 方程 表 为 一 个 三 变量 的 方程 (第 2 节 ). 然 
后 Clairaut 研究 了 双 曲 率 曲 线 的 切线 . 他 领悟 到 一 条 空间 曲线 在 
一 个 垂直 于 切线 的 平面 上 可 以 有 无 穷 多 条 法 线 . 空间 曲线 弧 长 的 
表达 式 以 及 其 些 曲面 面积 的 求 积 公式 也 是 属于 他 的 . 

虽然 Clairaut 在 空间 曲线 的 理论 方面 迈 出 了 几 步 ,但 是 在 
1750 年 前 后 在 空间 曲线 理论 或 曲面 理论 方面 所 做 的 工作 是 微 不 足 
道 的 . 这 一 点 反映 在 Euler1748 年 的 《 引 论 》 中 ,该 书 介 绍 了 平面 和 空 
间 图 形 的 微分 几何 .平面 部 分 相当 完全 ,但 空间 部 分 是 不 够 的 . 

空间 曲线 微分 几何 发 展 中 的 第 二 个 重大 步 又 是 由 Euler 采取 
的 . Euler 在 力学 中 应 用 了 曲线 和 曲面 ,推动 了 他 在 微分 几何 方面 
的 许多 工作 . 他 29 岁 时 写 的 《力学 》(Mechanica,1736)@ 是 对 力学 
分 析 基 础 的 一 个 重大 贡献 . 在 他 的 《固体 或 刚体 的 运动 理论 》 
(Theoria Motus Corporum Solidorum seu Rigidorum , 1765) 
中 ,他 给 出 了 关于 这 个 课题 的 另 一 种 处 理 . 在 该 书 中 他 导出 了 通常 
所 用 的 沿 一 条 平面 曲线 运动 的 质点 的 加 速度 的 径 向 和 法 向 分 量 的 
极 坐 标 公 式 , 即 


D Opera,(2),1 和 2. 
© Opera,(2),3 和 4. 
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ar de dt dr 

他 在 1774 年 开始 在 空间 曲线 理论 方面 进行 写作 . 对 扭曲 橡皮 
带 所 取 形 状 的 研究 很 像 是 推动 Euler 去 研究 空间 曲线 理论 的 一 个 
特殊 问题 ,这 个 问题 是 :开始 是 直 的 橡皮 带 , 在 两 端 压力 作用 下 扭 
弯 成 一 条 扭曲 的 曲线 , 求 这 曲线 所 到 的 形状 . 为 了 处 理 这 个 问题 ， 
他 在 1774 年 引进 了 一 些 新 的 概念 下 . 然后 他 在 1775 年 提出 的 一 
篇 论文 名 中 给 出 了 关于 扭曲 线 理 论 的 完整 论述 . 

Euler 用 参数 方程 x = x(s) , y = y(s) , z = z(s) 表示 空间 
曲线 ,其 中 ;是 弧 长 ,他 和 18 世纪 的 其 他 作者 一 样 用 球面 三 角 来 
进行 分 析 . 从 参数 方程 他 得 到 

dz = pds, dy — qds, dz = rds, 
其 中 p, q 和 r 都 是 逐 点 变化 的 方向 余弦 ,当然 要 pt +e 二 1. 
E ds, 即 自 变量 的 微分 ,他 是 作为 一 个 常量 看 待 的 . 

为 了 研究 曲线 的 性 质 ,他 引进 了 球面 指标 线 , 围绕 曲线 的 任 一 
Alr, y, z), Euler 画 了 一 个 半径 为 1 的 球 . 可 以 把 球面 指标 线 定 
义 为 单位 球 上 那样 一 些 点 的 轨迹 ,从 中 心 D 射 
向 这 些 点 的 位 置 向 量 ,就 等 于 (xz,，y, zx) 点 的 单 ds 
位 切 向 量 和 (z，y，z) 的 邻近 点 的 单位 切 向 量 . 
比如 图 23. 12 中 的 两 个 半径 就 表示 曲线 在 (>， 

y, ZZ) 点 的 单位 切 向 量 和 其 一 个 邻近 点 的 单位 图 23. 12 
切 向 量 . 设 ds 是 曲线 上 相距 ds 的 两 点 的 两 个 相 邻 切线 间 的 弧 或 
角 . Euler 关于 该 曲线 的 曲率 半径 的 定义 便 是 


ds 
ds’ 


= (L), ar 


D Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. .19,1774,3410— 370, pub. 1775 = Opera , 
(2),11,158— 179, 

@ Acta Acad. Sci. Petrop. ,1,1782,197-57 pub, 1786 = Opera ,(1),28,348~ 
381. 
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然后 他 推导 了 曲率 半径 的 一 个 解析 表达 式 : 


ds _ 1 
8) = UGJTU mu 
通过 ds 和 中 心 O 的 平面 就 是 Euler 的 关于 曲线 在 (z，y>，z) 点 的 
密切 平面 的 定义 . John Bernoulli 他 引进 了 密切 平面 这 个 术 
语 认为 密切 平面 是 由 三 个 “重合 "的 点 决定 的 . Euler 给 出 的 
密切 平面 的 方程 是 

x(rdq — qdr) + y( pdr — rdp) + z(qdp — pdg) 一 

其 中 上 是 由 曲线 与 密切 平面 的 交点 (z，y，z) 确 定 的 . 这 个 方程 等 
价 于 现今 我 们 用 向 量 记 与 写 的 方程 

(R—r)-r' xr! «90, 
其 中 r(s) Æ HRS at UCET BS) e eR XT as [8] cé B) iz BLAU RE, fn 
R 是 密切 平面 上 任 一 点 的 位 置 向 量 .r 的 向 量 形式 由 

r(s)i-FyG)J-- z(S)K 
给 出 ,而 R 的 形式 为 Xi 十 YJ -Zk ,其 中 (X,Y, 2Z) 是 RR 的 坐标 . 

Clairaut 曾经 引进 了 空间 曲线 有 两 个 曲率 的 想法 . 其 中 的 一 

个 曲率 由 Euler 以 刚才 叙述 过 的 方式 加 以 标准 化 . 另 一 个 曲率 , 现 
Tr" ER” ,几何 上 表示 一 条 曲线 从 (z，y，z) 点 处 的 一 个 平面 离 
开 的 速率 ,是 由 工程 师 和 数学 家 Michel-Ange Lancret (1774— 
1807) 用 分 析 方 法 求 出 它 的 显 式 表示 的 , Lancret 是 Monge 的 学 生 
而 且 按 Monge 的 精神 进行 研究 工作 . 他 在 曲线 的 任 一 点 处 选 出 了 
三 个 主 方向 中. 第 一 个 主 方向 是 切线 方向 “逐次 的 "切线 位 于 密切 
平面 内 . 位 于 密切 平面 内 的 法 线 是 主 法 线 ,第 二 个 主 方向 是 主 法 线 
方向 . 垂直 于 密切 平面 的 法 线 是 次 法 线 ,次 法 线 方向 是 第 三 个 主 方 
向 . BER KER KT 3L IN AE (63. Lancret 用 了 逐次 密切 
E t 865 35 RE CHlexion) &k KR RIES 3S AGB. 


@ Mém. divers Savans, 1,1806,416--454. 
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Lancret 用 
x= $(z), y = Wz) 
表示 一 条 曲线 ,并 把 dy 叫做 逐次 法 平面 之 间 的 夹 角 ,而 把 dy 叫做 
逐次 密切 平面 之 疗 的 夹 角 . 于 是 用 近代 的 记号 来 写 便 有 
dye 1 dr 1 


ds pe’ ds T’ 
其 中 2 是 曲率 半径 ,而 * 是 挠 率 半径 ， 

Cauchy 在 他 著名 的 《无 穷 小 计算 在 几何 上 的 应 用 教程 》 
(Lecons sur les applications du calcul infinitésimal a la 
géométrie, 1826) HAGE FRESH BR fu BIA T aS a Re 
中 的 许多 问题 中 . 他 抛弃 了 常量 无 穷 小 dy, 并 且 纠 正 了 存在 于 增 量 
和 微分 间 的 混乱 , 他 指出 4 AIS F 

ds? = da? + dy! + dz’ 
时 ,就 应 该 理解 为 , 
(ae) = (Gr) + (Ge) + (GE) 
Cauchy 育 欢 把 曲面 写成 w(x, y, 2) = 0 来 代替 不 对 称 的 形式 z 
= f(x, y) ,他 把 通过 点 (#, 7, 5) 的 直线 方程 写作 
《一 工 Hy 一 > 


cosa cos B T Cos y? 
其 中 cos a, cos8 和 cosy 是 直线 的 方向 余弦 ,不 过 Cauchy 更 常用 
方向 数 来 代替 方向 余弦 . 

Cauchy 发 展 的 曲线 的 几何 理论 实际 上 是 现代 的 . 他 在 证 明 中 
摆脱 了 球面 三 角 学 ,但 他 也 把 弧 长 取 作 自 变量 . 他 得 到 了 任 一 点 处 
切线 的 方向 余 纺 

A Z, E al), y G) el). 
证 明了 主 法 线 的 方向 数 是 


D Cuvres,(2),5, 
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dix d'y dz > Hp HM, v . 
dé" ds?’ ds? ak x (3). y (s), ~ (s), 


而 且 曲 线 的 曲率 《是 
k= > =V FOV FR’). 


然后 他 证 明了 ,如 果 切 线 的 方向 余弦 是 cos a, cos P Hl cos y, M) 
Qo d(cos a) __ cosa y= d(cos £) _ cos # 


ds po! ds o7 
(9) 
wv _ d(cos y) | cosy 
~ ds po 


其 中 是 已 经 介绍 过 的 曲率 半径 ,而 cos A, cos » 和 cos v 是 一 条 
法 线 的 方向 余弦 ,这 条 法 线 他 取 为 主 法 线 . 其 次 他 证 明了 
1 do 


p ds’ 
共 中 心 是 相 邻 切线 问 的 夹 角 ， 
他 把 切线 和 主 法 线 决定 的 平面 作为 密切 平面 . 这 个 平面 的 法 
线 足 次 法 线 , 而 次 法 线 的 方向 余 强 cos L, cos M 和 cos N 由 下 列 
公式 给 出 ， 
cos L u cos M _ cos N 
dyd'z —dzd'y — dzd'r —dzd'z | dxd'y— dyd x’ 


然后 他 能 证 明 


dcos L cosà deos M cos# dcos N _ cos y 
( 10) — ? UU , , 
ds T ds T ^ds T 


其 中 二 是 挠 率 ,并 证 明 挠 率 等 于 dn/ds, 这 里 0 是 密切 平面 间 的 
kf. 
公式 (9) 和 (10) 是 三 个 著名 的 Serret-Frenet 公式 中 的 两 个 ， 


第 二 个 公式 是 


dcos À Cosa cos L 
ds p T 


, 
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dcos# _ cosp cosM 


(11) ds p T 
dcos» | cosy cos N 
ds p T 


其 中 r 是 挠 率 而 le 是 曲率 . 公式 (9)，(10) 和 (11) 分 别 给 出 了 
切线 ,次 法 线 和 法 线 的 方向 余弦 的 导数 ,它们 是 由 Joseph. Alfred 
Serret (1819—1885) TE 1851 年 中 和 Fréderic-Jean Frénet (1816— 
1900) 7E 1852 FOL RAN. HRA RHR MEF EVES [nd Ht 
线 的 两 个 根本 的 性 质 . TE 23 FR RI B] AL EE SE RE EB FE T 
后 ,除了 曲线 在 空间 的 摆 法 外 ,曲线 就 完全 被 决定 了 . 这 个 定理 在 
Serret-Frénet 公式 的 基础 上 是 容易 证 明 的 . 
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和 和 空间 曲线 的 理论 一 样 ,曲面 理论 也 经 历 了 一 个 漫长 的 开端 . 
曲面 理论 是 从 曲面 (主要 是 地 球 ) 上 的 测 地 线 的 研究 开始 的 . 在 
1697 年 的 《博学 者 杂志 》(Journal des Scavans ) 中 ,John Bernoulli 
提出 了 在 一 凸 曲面 上 求 两 点 间 最 短 强 的 问题 久 . 他 在 1698 年 写 信 
给 Leibniz 指出 , 测 地 线 上 任何 一 点 处 的 密切 平面 (密切 圆 平面 ) 
在 该 点 垂直 于 曲面 .1698 年 James Bernoulli 解决 了 柱 面 、 锥 面 和 
旋转 曲面 上 的 测 地 线 问题 . 尽管 在 1728 年 John Bernoulli? 用 
James 的 方法 取得 了 某 种 成 功 并 且 求 得 了 另外 几 类 曲面 的 测 地 
线 , 但 James 的 方法 是 有 局 限 性 的 方法 . 

1728 年 Euler® 给 出 了 曲面 上 测 地 线 的 微分 方程 . Euler 用 的 


Jour, de Math. ,16,1851,193—207. 

Jour, de Math. ,17,1852,437-— 447. 

Opera ,1,204— 205, 

Opera ,4,108— 128. 

Comm. Acad. Sci. Petrop. ,3,1728,110— 124, pub. 1732 = Opera ,(1),25, 


e eeogoco 


1712. 
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征 他 在 变 分 法 中 引进 的 方法 ( 见 第 24 章 第 2 节 ),1732 年 Jacob 
Hermann® 也 求 出 了 一 些 特殊 曲面 上 的 测 地 线 . 

Clairaut 在 他 1733 年 和 1739 年 @ 关 于 地 球形 状 的 著作 中 更 
充分 地 讨论 了 旋转 曲面 上 的 测 地 线 . 他 在 1733 年 的 论文 中 证 明 
了 ,对 于 任何 旋转 曲面 来 说 , 测 地 线 和 穿 过 这 测 地 线 的 任何 子午 线 
(任何 位 置 的 母 曲 线 ) 的 夹 角 的 正弦 同 交 点 到 旋转 轴 的 垂直 距离 成 
反比 . 在 另 一 篇 论文 咏 中 ,他 还 证 明了 一 个 漂亮 的 定理 , 即 在 旋转 
曲面 的 任何 一 点 M 处 ,如 果 一 平面 通过 M 点 且 垂 直 于 曲面 和 过 
M 点 的 子午 面 , 则 这 平面 与 曲面 的 交 线 在 M 点 的 曲率 半径 等 于 法 
线 在 M 点 和 旋转 轴 之 间 的 长 度 . Clairaut 用 的 是 分 析 的 方法 ,但 
他 和 他 的 大 多 数 前 辈 一 样 , 他 没有 使 用 现在 与 变 分 法 联系 在 一 起 
的 那些 思想 . 

1760 年 Euler 在 他 的 《关于 曲面 上 曲线 的 研究 》(Recherches 
sur la courbure des surfaces ) 外 中 建立 了 曲面 的 理论 . 这 本 著作 是 
Fuler 对 微分 几何 最 重要 的 贡献 ,而 且 是 微分 几何 发 展 史 中 的 一 个 
里 程 碑 . 他 把 曲面 表 为 > = f(x, y) 而 且 引 进 了 现代 的 标准 符号 


dz dz ae . az u dz 


PS an? 1 Fy = ag Fry ay’ 
然后 他 说 ,“ 我 从 决定 曲面 的 任何 平面 截 线 的 曲率 半径 开始 ,然后 
把 这 种 做 法 应 用 到 曲面 在 任 一 给 定点 处 的 垂直 截 线 上 去 ,最 后 我 
在 这 些 截 线 的 相互 倾斜 程度 方面 比较 它们 的 曲率 半径 ,这 种 倾斜 
程度 就 使 我 们 能 够 建立 曲面 曲率 的 真正 概念 . " 
他 首先 对 曲面 的 任何 平面 截 线 的 曲率 半径 得 到 一 个 相当 复杂 


D Comm. Acad. Sci, Petrop. .6,1732/1733 ,36~67, 

© Hist. del’ Acad. des Sci. , Paris, 1733, 186~ 194, pub. 1735 和 1739,83— 
96,pub. 1741. 

@ Mém. del' Acad. des Set. » Paris,1735,117— 122, pub. 1738. 

@ Mém. del’ Acad. de Berlin, 16,1760,119—143, pub. 1767 = Opera ,(1), 
28,1~ 22. 
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的 表达 式 . 然后 把 这 个 结果 用 到 法 向 截面 (包含 曲面 的 一 条 法 线 的 
平面 ) 上 去 ,将 所 得 的 结果 特殊 化 . 对 于 法 截 线 ,曲率 半径 的 一 般 表 
达 式 稍稍 简化 了 一 点 . 其 次 他 把 垂直 于 x-y 平面 的 法 向 截面 定义 
为 主 法 向 截面 . (“ 主 " 的 这 种 用 法 今天 是 不 用 了 . ) 设 法 向 截面 和 
主 法 向 截面 的 夹 角 为 $, 则 法 截 线 的 曲率 半径 的 公式 为 
1 
(12) L + Mcos 24+ Nsin 2¢ ” 


Hip L, MAIN 是 x Ly 的 图 数 . 为 了 得 到 过 曲面 上 一 点 的 所 有 
法 截 线 的 最 大 和 最 小 曲率 (或 者 , 当 (12) 中 分 母 的 形式 是 不 定时 ， 
为 了 得 到 两 个 最 大 曲率 ) SO EF ON ERS SS ACE 
两 种 情形 都 ) 得 到 tan 2% = N/M. 存在 两 个 相差 90" 的 根 , 所 以 有 
两 个 互相 垂直 的 法 平面 . 我 们 把 这 两 个 平面 上 相应 的 曲率 叫做 主 
曲率 e 和 ues. 

从 Euler 的 结果 推 得 ,任何 一 个 和 主 曲 率 所 在 法 截面 之 一 成 a 
角 的 法 截面 ,其 上 截 线 的 曲率 «为 


(13) K = «cos a tH k» sina. 
这 个 结果 叫做 Euler 定理 . 


Monge 的 学 生 ,Jean-Baptiste-Marie-Charles Meusnier de La 
Place (1754—1793) ,在 1776 年 以 更 加 精细 的 方式 得 到 同样 的 结 
有 果 , 他 和 Lavoisier 一 起 还 在 流体 静 力 学 和 化 学 方面 进行 工作 . 然 
后 Meusnier 处 理 了 非法 截 线 的 曲率 , Euler 对 此 曾经 得 到 过 一 
个 非常 复杂 的 表达 式 . Meusnier 的 结果 ,也 叫 Meusnier 定理 ,说 ， 
曲面 在 P 点 的 平面 截 线 的 曲率 是 通过 在 P 点 的 同一 切线 的 法 截 
线 的 曲率 除 以 原平 面 和 PP 点 的 切 平面 之 夹 角 的 正弦 . 由 此 得 到 一 
个 河 亮 的 结果 , 即 如 果 考 虑 通过 曲面 上 同一 条 切线 MM" 的 平面 
族 , 这 些 平面 截 曲 面 所 得 各 截 线 的 曲率 中 心 就 都 位 于 一 个 贺 上 ,这 
个 圆 所 在 的 平面 垂直 于 MM , 它 的 直径 就 是 法 截 线 的 曲率 半径 . 


(D Mém, divers Savans ,10,1785,477~485. 
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然后 Meusnier 证 明了 这 样 一 个 定理 :两 个 主 曲率 处 处 相等 的 曲面 
只 有 平面 和 球面 . 他 的 论文 异常 简单 而 且 内 容 丰 富 , 这 有 助 于 使 
18 世纪 所 达到 的 许多 结果 直观 化 . 

曲面 论 的 一 个 主要 方面 是 由 于 绘制 地 图 的 需要 而 发 展 起 来 
的 ,这 总 是 研究 可 展 曲 面 , 即 可 以 将 其 平 捧 在 平面 上 而 不 产生 畸变 
的 曲面 , 因为 球面 不 能 切 开 来 这 样 摊 平 ,于 是 问题 就 要 求 寻 找 一 张 
形状 与 球面 接近 而 又 能 不 发 生 畸 变 地 铺 开 的 曲面 . Euler 是 研究 
这 个 问题 的 第 一 个 人 . 这 个 工作 包含 在 他 的 《 论 表 商 可 以 展 平 的 立 
tk) (De Solidis Quorum Superficiem in Planum Explicare Licet)® 
中 ,在 18 世纪 ,曲面 被 认为 是 固体 的 边界 ,这 就 是 为 什么 Euler 要 
说 立体 的 表面 可 以 展 平 在 一 张 平面 上 的 原因 . 在 这 篇 论文 中 他 引 
进 了 曲面 的 参数 表示 ,有 即 

x= r(t, u), y= y(t, u), z= z(t, u), 

并 卫 寻 求 : 要 使 曲面 可 以 展开 在 平面 上 ,这些 函 数 必 须 满足 什么 样 
的 条 件 . 他 的 方法 是 把 上: 和 w 表 为 平面 上 的 直角 坐标 ,然后 形成 一 
个 小 的 直角 三 角形 (1, u), (1 十 dt, u), (t, uo du) .因为 曲面 是 
可 展 的 ,所 以 这 个 三 角形 一 定 和 曲面 上 的 一 个 小 三 角形 全 等 . 如 果 
H] 4, m ln Xm x, y 和 x 关于 1 的 偏 导 数 ,用 4, B v ADR, y 
Ale RY ou 的 偏 导数 ,那么 在 曲面 上 相应 的 三 角形 是 (z，y，z)， 
(c tldt, yt+mdt, z+ndt) Fi (x +adu, y 十 Ldu,z 十 vdu) .从 两 
个 三 角形 的 全 等 Euler 推导 出 
(14) EP +m +r = 1, V+ dy, =l, mti ny — 0. 
这 些 就 是 可 展 性 的 分 析 的 必要 充分 条 件 . 这 个 条 件 等 价 于 要 求 曲 
面 上 的 线 元 素 与 平面 上 的 线 元 素 相等 . 分 析 上 ,决定 一 个 曲面 是 否 
可 展 的 间 题 就 是 寻求 曲面 的 一 个 参数 表示 rlt, u), y(t, ou 
z(t, 4) ,使 得 它们 的 偏 导数 满足 条 件 (14). 


© Novi Comm, Acad. Sei. Petrop. ,16,1771,3-— 34, pub. 1772 — Opera ,(1), 
28,161 186. 
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然后 Euler 研究 了 空间 曲线 和 可 展 曲面 之 间 的 关系 并 且 证 明 
了 ,任何 空间 曲线 的 切线 族 填 满 或 构成 一 可 展 曲 面 . 他 试图 证 明 每 
个 可 展 曲 面 都 是 直 纹 面 ,就 是 说 ,由 直线 移动 而 生成 的 曲面 ,并 且 
道 定理 也 对 ,但 是 没有 成 功 . 事实 上 , 逆 定 理 是 不 对 的 ， 

Gaspard Monge 独立 地 研讨 了 可 展 曲面 的 课题 . 在 Monge 那 
里 几何 和 分 析 是 相辅相成 的 . 他 把 同一 个 问题 的 几何 方面 和 分 析 
方面 统 括 起 来 并 且说 明 既 从 几何 上 又 从 分 析 上 进行 思考 的 好 处 . 
在 18 世纪 ,尽管 有 Euler 和 Clairaut 的 解析 几何 和 微分 几何 ,但 
是 因为 分 析 支 配 着 这 一 世纪 ,所 以 Monge 的 双重 观点 的 效果 是 把 
几何 置 于 至 少 各 分析 同等 的 基础 上 ,从 而 鼓舞 了 纯粹 几何 的 复活 . 
Monge 是 继 Desargues 之 后 在 综合 几何 方面 第 一 个 真正 的 革 
新 者 . 

Monge 在 画 法 几何 (这 原先 是 为 建筑 学 服务 的 )、 解 析 几 何 、 
微分 几何 、 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 方面 范围 广阔 的 工作 赢得 了 
Lagrange AJ III X R. Lagrange 在 听 了 Monge 的 一 次 讲演 后 
对 他 说 :“ 我 亲爱 的 同事 ,你 刚才 提出 了 许多 第 一 流 的 成 果 , 要 是 我 
能 够 做 出 来 就 好 了 . " Monge 对 物理 学 .化 学 .冶金 学 (锻造 问题 ) 
和 机 械 学 都 作 了 许多 贡献 . 在 化 学 方面 他 和 Lavoisier 一 起 工作 . 
Monge 看 到 了 工业 发 展 对 科学 的 需求 ,而 且 提倡 把 工业 化 作为 改 
善 生活 的 一 个 途径 , 也 许 是 因为 他 懂得 出 身 插 贱 的 苦难 ,所 以 他 热 
衷 于 活跃 的 社会 事务 . 正 因为 这 个 原因 ,他 支持 法 国 革命 并 在 革命 
以 后 的 政府 中 担任 海军 部 长 和 公众 健康 委员 会 的 委员 . 他 设计 过 
武器 装备 ,还 用 技术 思想 来 指导 政府 职员 . 由 于 他 对 Bonaparte 的 
钦佩 ,使 他 成 为 Bonaparte 反革命 措施 的 一 个 追随 者 . 

Monge 帮助 组 织 了 多 科 工 艺 学 校 ,在 那里 作为 一 个 教授 建立 
了 一 个 几何 学 派 . 他 是 一 个 伟大 的 教师 而 且 是 一 支 鼓舞 19 世纪 数 
学 活动 的 力量 . 他 的 生气 勃勃 内 容 丰 富 的 讲演 激 起 了 学 生 们 的 积 
极 性 ,在 他 们 中 间 至 少 有 12 人 是 19 世纪 早期 最 著名 的 人 物 ， 
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Monge 在 三 维 微分 几何 方面 开创 的 结果 远 远 超过 Euler. 他 

1771 年 的 论文 《关于 曲率 半径 以 及 重 曲 率 曲 线 的 各 种 拐点 的 论 
文 》(Memoire sur les développées, les rayons de courbure, et les 
différents genres d'inflexions des courbes à double courbure), 发 
表 得 很 晚 中 ,之 后 是 他 的 《关于 把 分 析 应 用 于 几何 的 活页 论文 》 
( Feuilles d'analyse appliquée à la géométrie, 1795, 第 二 版 
1801).《 活 页 论文 > 中 微分 几何 的 分 量 和 解析 几何 及 偏 微 分 方程 的 
DRAED. 这 篇 论文 ,在 讲演 笔记 的 基础 上 ,把 一 些 老 的 结果 加 
以 系统 化 并 作 了 扩充 ,提出 了 有 某 种 重要 性 的 一 些 新 结果 ,并 把 曲 
线 和 曲面 的 各 种 性 质 翻 译 成 偏 微分 方程 的 语言 . 在 寻求 分 析 思 想 
和 几何 思想 的 对 应 关系 时 ,Monge 认识 到 一 族 具有 共同 几何 性 质 
或 用 同一 种 生成 方法 定义 的 曲面 应 满足 一 个 偏 微分 方程 (参看 第 
22 章 第 6 节 ). 

Monge 的 第 一 个 重要 工作 , 即 关于 双重 曲率 曲线 的 可 展 曲 面 
的 论文 ,研究 了 空间 曲线 及 与 之 相 联 系 的 曲面 . 那 时 Monge 并 不 
知道 Euler 关于 可 展 曲 面 的 工作 . 他 把 空间 曲线 或 者 作为 两 曲面 
的 交 线 , 或 者 用 它们 在 两 个 互相 重 直 的 平面 上 的 投影 来 处 理 , 即 由 
y= $(x) 和 zz 二 WX) 给 出 .在 任 一 寻常 点 处 ,有 无 穷 多 条 法 线 ( 垂 
直 于 切线 ) 位 于 同一 平面 一 一 法 平面 上 . 在 这 个 法 平面 上 有 一 条 
线 , 他 称 之 为 ( 极 ) 轴 , 就 是 该 法 平面 和 相 邻 法 平面 交 线 的 极限 位 
A. 当 沿 着 曲线 移动 时 , 诸 法 平面 的 包 络 是 一 可 展 曲 面 , 叫 做 配 极 
可 展 曲面 . 诸 法 平面 的 轴 也 扫 过 这 曲面 .从 已 点 到 已 点 处 法 平面 
的 轴 的 垂 线 就 是 主 法 线 ,而 垂 足 Q 就 是 曲率 中 心 . 

为 了 求 得 配 极 可 展 曲面 的 方程 ,他 求 出 了 法 平面 的 方程 ,并 从 
这 一 -方程 及 其 对 r 的 偏 导数 之 间 消 去 r. 他 还 给 出 了 求 任何 单 参 
数 平面 族 的 包 络 的 一 个 法 则 ,这 个 法 则 我 们 现在 还 在 使 用 . 这 个 法 
则 同样 适用 于 单 参数 曲面 族 ,用 我 们 的 记号 这 个 法 则 就 是 : 取 
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F(z, y, z, a) = 0 为 单 参 数 平面 族 . 为 了 求 得 这 族 平面 和 “一 个 
无 限 靠近 的 曲面 "相交 在 什么 地 方 , 他 求 39F/3a = 0. 这 两 曲面 的 
交 线 叫 特征 线 ,在 下 = 王 0 和 9Fvaa = 0 间 消 去 a 就 求 得 包 络 的 方 
程 . 他 应 用 这 种 方法 去 研究 其 他 的 可 展 曲面 ,他 把 每 一 张 这 样 的 可 
展 曲 面 都 看 成 是 一 个 单 参数 平面 族 的 包 络 . 

Monge AMA f up RE di if ij 2$ £x (arête de rebroussement), 
这 是 由 生成 曲面 的 一 组 直线 形成 的 . 任意 两 条 相 邻 直线 的 交 是 一 
个 点 ,而 这 种 点 的 轨迹 就 是 消 线 .于 是 与 工 相 切 的 直线 都 是 母线 
或 者 说 厂 是 生成 直线 族 的 包 络 . 疹 线 把 可 展 曲 面 分 成 两 叶 , 就 像 
平面 曲线 上 的 尖 点 把 曲线 分 成 两 部 分 一 样 . Monge (8 8| T FARM 
方程 . 在 空间 曲线 的 配 极 可 展 曲面 的 情形 PS Ra AT) AR 
曲率 中 心 的 轨迹 . 

1775 年 Monge FABER SABRE REL EX 
于 在 影子 和 半 阴 影 (shadows and penumbras) 理 论 中 碰 到 的 可 展 
曲面 的 论文 中. 用 了 可 展 曲 面 能 摊 平 在 平面 上 而 不 发 生 畸 变 这 一 
定义 ,他 直观 地 论述 了 可 展 曲 面 是 直 纹 面 (但 是 反之 不 真 ) ,在 这 直 
纹 面 上 两 条 相 邻 直线 是 共 点 的 或 是 平行 的 ,而 且 论 述 了 任何 可 展 
曲面 等 价 于 由 空间 曲线 的 切线 生成 的 曲面 . 正 是 在 1775 年 的 这 篇 
文章 中 ,他 给 出 了 可 展 曲面 的 一 个 一 般 表 示 . 它们 的 方程 总 有 这 样 
的 形式 : 


z = a[ F(q) — gF'(q)]+ f(g) — qf'(q), 
其 中 gq = 2z/2y ,而 且 , 除 了 垂直 于 x-y 平面 的 柱 面 外 ,这 种 曲面 
满足 的 偏 微分 方程 总 是 
ZaZy — By = 0. 
然后 Monge 研究 了 直 纹 面 并 且 给 出 了 直 纹 面 的 一 个 一 般 表 
T. 他 还 给 出 了 直 纹 面 满足 的 三 阶 偏 微分 方程 ,并 且 对 它们 进行 了 


D Mém. divers Savans ,9,1780,382~440. 
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积分 . 然后 他 证 明了 可 展 曲 面 是 一 种 特殊 的 直 纹 面 . 

在 1776 年 《关于 开 挖 和 回填 的 理论 的 论文 》(Mémoire sur la 
théorie des déblais et des remblais)© rh, Monge 研究 了 在 城堡 的 
建筑 中 出 现 的 问题 ,这 个 问题 涉及 到 把 土 或 其 他 材料 从 一 个 地 方 
输送 到 另 一 个 地 方 ,并 且 要 寻找 一 种 最 有 效 的 办 法 来 做 这 件 事 , 即 
输送 的 材料 乘 上 输送 的 距离 应 该 达到 极 小 . 对 于 曲面 的 微分 几何 
而 言 ,这 个 工作 只 有 一 部 分 是 重要 的 ;事实 上 ,这 个 实际 问题 的 结 
果 并 不 太 现 实 . 而 正如 Monge 所 说 ,他 发 表 这 篇 论文 是 为 了 发 表 
论文 中 的 几何 结果 . 文中 他 从 处 理 依赖 于 两 个 参数 的 一 族 直 线 或 
线 汇 这 个 课题 着 手 . 然后 遵循 Euler 和 Meusnier 的 工作 ,他 考虑 
了 曲面 S$ 的 法 线 族 ,它们 也 构成 一 个 线 汇 . 特别 考虑 了 沿 一 条 曲 
率 线 的 法 线 , 曲 率 线 是 曲面 上 这 样 一 条 曲线 ,在 该 曲线 的 每 一 点 上 
有 一 个 主 曲率 .在 曲率 线 的 这 些 点 
上 的 曲面 法 线 构成 一 个 可 展 曲 面 ， 
叫做 法 可 展 曲 面 . 类 似 地 , 沿 垂直 于 
第 一 条 曲率 线 的 曲面 法 线 也 构成 一 
个 可 展 曲面 因为 在 曲面 上 有 两 族 
曲率 线 , 所 以 有 两 族 可 展 曲 面 ,一 族 
中 的 可 展 曲 面 与 另 一 族 中 的 可 展 曲 
面相 互 正 交 . 事实 上 ,任意 两 个 这 样 
的 可 展 曲面 的 交 线 上 的 点 都 在 一 曲 
面 法 线 上 . 在 每 一 条 法 线 上 有 两 点 ， 


它们 到 曲面 的 距离 等 于 两 个 主 曲 率 

的 大 小 . 每 一 个 由 主 曲 率 之 一 确定 

e 的 点 集 , 在 垂直 于 曲率 线 的 法 线 上 

图 23. 13 的 那个 点 集 , 位 于 由 那个 法 线 族 构 


成 的 可 展 曲面 的 养 线 上 , 所 以 法 线 和 那 条 普 线 相 切 .一 族 可 展 曲面 


(D Mém. del’ Acad. des Sci. . Paris. 1781.666~704.pub, 1784. 
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Bg 4 BETT £X 4] p, ih TD, Hc HC HIR. 于 是 有 两 张 这 样 的 中 心 曲 
面 (图 23. 13). 每 族 可 展 曲面 的 包 络 叫做 焦 曲 面 . 


Monge 关于 曲面 族 , 满足 非 线性 和 线性 一 阶 、 二 阶 甚至 三 阶 
偏 微分 方程 的 曲面 族 的 研究 工作 的 进一步 细节 对 于 偏 微分 方程 课 
题 来 说 意义 更 大 . 

Monge 往往 喜欢 通过 对 许多 具体 的 曲线 和 曲面 的 充分 论述 
来 前 明 他 的 思想 . 他 的 思想 的 推广 和 运用 是 由 19 世纪 的 数学 家 们 
去 实现 的 . Monge 总 是 面向 实际 ,他 以 一 个 怎样 能 把 他 的 理论 应 
用 到 建筑 上 去 的 设想 ,特别 是 用 于 大 会 议 厅 的 建造 的 设想 来 结束 
他 的 《活页 论文 》. 

对 曲面 论 的 一 些 别 的 方面 的 贡献 是 由 Monge 的 一 个 学 生 
Charles Dupin (1784 一 1873) 做 出 的 . Dupin 作为 一 个 造船 工程 师 
毕业 于 多 科 工 艺 学 校 , 他 和 Monge 一 样 ,经 常 把 几何 的 应 用 记 在 
心里 . 他 的 教科 书 《4 几 何 学 的 发 展 》( Développements de 
géométrie ,1813) 加 了 一 个 副标题 “在 船 舰 的 稳定 性 、 开 控 和 回填 、 
防御 工事 、 光 学 等 方面 的 应 用 ” ,在 其 他 著作 中 值得 注意 的 是 他 的 
《几何 学 和 力学 的 应 用 》(Applications de géométrie et de 
mécanique , 1822) ,他 做 出 了 许多 在 几何 和 力学 上 的 应 用 . 我们 将 
复 叙 述 的 头 几 个 结果 是 在 1813 年 的 书 中 . 

Dupin 的 贡献 之 一 叫做 Dupin 指标 线 , 它 总 结 并 澄清 了 Euler 
和 Meusnier 先前 的 结果 . 给 定 了 曲面 在 一 点 M 的 切 平面 ,他 在 切 
平面 的 每 一 个 方向 上 从 M 开始 画 出 一 线段 , 它 的 长 等 于 曲面 在 该 
方向 的 法 截 线 的 曲率 半径 的 平方 根 . 这 些 线段 的 端点 的 轨迹 是 一 
条 圆锥 曲线 指标 线 , 它 给 出 曲面 在 M 周围 的 形式 的 一 个 一 阶 
近似 (因为 它 几 乎 相似 于 这 曲面 被 M 附近 的 一 个 平行 于 M 点 处 
切 平面 的 平面 所 截 出 的 截 线 ). 曲面 在 一 点 的 曲率 线 , 即 曲面 上 通 
过 M 点 的 具有 极 ( 最 大 或 最 小 ) 曲 率 的 曲线 ,是 在 M 点 以 指标 线 
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的 轴线 作为 切线 的 曲线 . 

在 王 维 直 角 华 标 系 中 ,坐标 面 是 三 族 平 面 x = const., y = 
const. 和 z = const .假定 有 三 族 曲 面 ,每 一 族 都 由 xz, y 和 xz 的 一 
个 方程 给 出 . 如 果 一 族 中 的 每 一 曲面 都 和 另 两 族 的 曲面 正 交 ,那么 
这 三 族 曲面 就 叫做 正 交 的 . Dupin 在 这 方面 的 最 突出 的 结果 , 写 在 
他 的 《几何 学 的 发 展 》 中 ,就 是 如 下 的 定理 ;三 族 正 交 曲面 相互 交 截 
于 每 个 曲面 的 曲率 线 ( 有 最 大 或 最 小 法 曲率 的 曲线 ). 

Dupin 还 推广 Monge 关于 线 汇 的 结果 . 如 果 线 汇 一 一 双 参 数 
族 与 一 族 曲 面 正 交 ,就 像 在 光学 中 , 线 是 光线 而 曲面 是 波 前 ， 
那么 这 线 汇 承 叫做 正 交 的 . 法 国 物 理学 家 Etienne-Louis Malus 
(1775 一 1812) 显 然 利 用 了 Monge 的 结果 一 一 虽然 他 没有 引证 这 
些 结果 一 一 证 明了 外 从 一 点 (一 个 同心 集 ) 发 出 的 法 向 线 汇 在 曲面 
上 反射 或 折射 后 (按照 折射 定律 ) 仍 然 是 一 个 法 向 线 汇 . 1816 fp o 
Dupin 证 明了 ,这 一 定理 对 于 任何 法 向 线 汇 经 任意 多 次 反射 后 仍然 
成 立 . 后 来 Lambert A. J，Queteiet(1796 一 1874) 证 明了 法 向 线 汇 经 
任意 多 次 折射 后 仍 为 法 向 线 汇 人 @. 线 汇 和 线 从 ,由 Malus 引进 的 依赖 
于 三 个 参数 的 曲面 族 , 是 19 世纪 许多 数学 家 从 事 研究 的 课题 . 


8. 映射 问题 ~- 

18 世纪 的 微分 几何 很 多 是 受 大 地 测量 和 地 图 绘制 问题 推动 
的 . 但 是 绘制 地 图 的 问题 包含 着 推动 数学 进展 的 特殊 考虑 和 困难 ， 
主要 是 出 现在 许多 数学 学 科 中 的 保 角 变换 或 保 角 映射 的 发 展 中 的 
困难 . 地 图 的 绘制 当然 要 比 微分 几何 早 得 多 ,和布 映射 的 数学 方法 其 


(D Jour. del’ Ecole Poly. , Cahier 14,1808,1—44,84— 129, 
@ Annales de Chimie et de Physique ,5,1817,85 —88, th Æ ftf) 1822 年 的 Applica- 
trons 1, 195—197, 
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至 还 要 早 . 在 这 些 映射 方法 中 , 球 极 平面 射影 和 别 的 方法 起 源 于 
Ptolemy( 第 7 章 第 5 节 ), 而 Mercator 射影 要 追 湖 到 16 世纪 (第 
12 章 第 2 节 ). 早 在 18 世纪 之 前 人 们 可 能 已 从 直观 上 清楚 不 能 把 
球面 如 实地 映射 到 平面 上 ,就 是 说 ,不 能 把 球面 映射 到 平面 上 而 保 
持原 来 的 长 度 . 假如 这 样 做 是 可 能 的 话 ,那么 所 有 的 几何 性 质 都 会 
保持 着 . 只 有 可 展 曲面 才能 这 样 映 射 ,而 这 种 曲面 ,18 世纪 的 工作 
揭示 了 它们 就 是 柱 面 (不 必 是 贺 柱 面 ) 、 锥 面 以 及 任何 由 空间 曲线 
的 切线 生成 的 曲面 . 因 球面 到 平面 的 映射 不 能 保持 全 部 儿 何 性 质 ， 
所 以 注意 力 便 直接 集中 到 保持 角度 的 映射 上 去 了 . 

在 保持 角度 的 映射 中 ,如 果 在 一 个 曲面 上 有 两 条 曲线 ,交角 为 
a, 而 在 男 一 曲面 上 ,对 应 的 两 曲线 的 交角 也 是 a, 并 设 还 保持 角度 
的 方向 ,那么 这 映射 就 叫做 保 角 的 . 球 极 平面 射影 和 Mercator BY 
XC ADAE RR RO. 保 角 性 并 不 意味 着 两 个 对 应 的 有 限 图 形 是 相似 的 ， 
因为 角度 的 相等 是 在 一 点 处 成 立 的 性 质 . 

J. H. Lambert 在 理论 制图 学 方面 开创 了 一 个 新 纪元 . 他 是 
第 一 个 以 充分 的 一 般 性 研究 球面 到 平面 的 保 角 映射 的 人 ;而 且 在 
1772 年 的 书 一 一 《关于 设计 地 图 和 天 图 的 注 记 和 附 记 》( An- 
merkungen und Zusätze zur Entwerfung der Land-und Him- 
melscharten ) 中 ,他 得 到 了 这 种 映射 的 公式 . Euler 在 这 方面 也 作 
出 了 许多 贡献 ,而 且 事 实 上 画 了 一 幅 俄国 地 图 , Euler 在 1768 年 
提交 圣彼得堡 科学 院 的 一 篇 论文 中 局, 利用 复 变 函数 ,设计 了 一 种 
从 一 个 平面 到 另 一 平面 的 保 角 映射 的 表示 方法 . 但 是 他 没有 利用 
这 种 方法 . 后 来 ,在 1775 年 提出 的 两 篇 论文 中 四 ,他 证 明了 球面 不 
可 能 全 等 地 映 入 平面 . 这 里 他 再 一 次 用 了 复 变 函数 而 且 讨 论 了 相 
当 一 般 的 保 角 表示 . 他 也 给 出 了 Mercator 射影 和 球 极 平面 射影 的 
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完整 的 分 析 . 1779 年 Lagrange 得 到 了 地 球 表 面 的 一 部 分 映 到 一 
平面 区 域 并 且 把 纬 贺 和 经 圆 都 变 为 圆 弧 的 全 部 保 角 变 换 ， 

在 映射 问题 ,特别 是 在 保 角 映射 方面 的 进一步 发 展 ,还 有 待 于 
微分 几何 和 复 变 函数 论 的 发 展 . 
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第 24 章 
18 世纪 的 变 分 法 


因为 宇宙 的 结构 是 最 完善 的 而 且 是 最 明智 的 上 帝 的 创造 ， 
因此 ,如果 在 宇宙 电 没 有 某 种 极 大 或 极 小 的 法 则 , 那 就 根本 
不 会 发 生 任 何事 情 . 


Leonhard Euler 


1. 最 初 的 问题 

如 问 在 级 数 和 微分 方程 的 领域 里 -- 样 , 变 分 法 的 早期 工作 几 
平 不 能 和 微 积 分 本 身 区 分 开 来 .但 是 在 1727 年 Newton 逝世 之 后 
儿 年 内 ,很 清楚 ,一 个 全 新 的 具有 自己 的 特征 问题 和 方法 论 的 数学 
分 支 已 经 产生 了 . 这 个 新 学 科 , 对 于 数学 和 科学 来 说 ,其 重要 性 几 
乎 可 以 和 微分 方程 相 比 , 它 为 整个 数学 物理 提供 了 一 个 最 重要 的 
F. 

为 了 获得 变 分 法 本 质 的 某 些 初步 概念 ,让 我 们 来 研究 一 下 把 
数学 家 们 引入 变 分 法 的 那些 问题 . 历史 上 第 一 个 重要 问题 是 由 
Newton 提出 并 解决 的 . Newton 在 他 的 《原理 ?第 二 册 中 ,研究 了 
物体 在 水 中 的 运动 ;然后 在 第 三 版 的 命题 34 的 附注 中 ,他 研究 了 
企 轴 向 以 党 速度 运动 而 使 运动 阻力 最 小 的 旋转 曲面 必须 具有 的 形 
状 . Newton 假定 物体 表面 任何 一 点 上 的 流体 阻力 和 垂直 于 物体 
变 面 的 速度 分 量 成 正比 . 在 《原理 》 中 他 只 给 出 了 所 要 曲面 形状 的 
儿 何 特征 ,但 是 在 他 1694 年 大 概 是 与 给 David Gregory 的 一 封 信 
中 给 出 了 他 的 解法 . 

写成 现代 的 形式 , Newton 的 门 题 就 是 要 选择 适当 的 函数 
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y(Z) ,使 得 积分 GOL GOT 
= [e xalay COP. 
J =|" EDGE 


取 最 小 值 ,这 里 y Go) on Se ac 轴 旋 转生 成 曲面 的 曲线 (图 24. 1). 
这 个 问题 (以 及 一 般 说 来 变 分 法 问题 的 ) 的 特点 在 于 它 提出 了 一 个 


积分 , 它 的 值 依赖 于 被 积 函 数 中 出 现 的 yix) 
KAMAR, fF. 2 8 EX “PR ER RE, x» 
积分 达到 极 大 或 极 小 . 

尽管 Newton 在 解法 中 采用 了 引进 图 24.1 


TPRI y(z) 的 部 分 形状 的 改变 这 个 想法 一 一 这 几乎 就 是 变 分 
法 的 本 质 方法 所 包含 的 一 切 , 但 是 Newton 的 方法 不 是 变 分 法 的 
典型 技巧 ,所 以 这 里 不 去 深入 研究 . 重要 的 也 许 是 :适合 要 求 的 
y(z) 的 参数 方程 是 

一 rit +py, y= atc(—log p+ vis). 


其 中 p 是 参数 . 关于 这 个 工作 ,Newton 说 :我 想 可 以 把 这 个 命 是 
用 到 船舶 的 建造 中 去 . "这 种 性 质 的 问题 不 仅 在 船舶 设计 中 而 且 在 
洪水 艇 和 飞机 的 设计 中 都 已 经 变 得 很 重要 了 . 
: 在 1696 年 6 月 号 的 《教师 学 
HR) OE ,作为 向 其 他 数学 家 的 挑 
战 ,John Bernoulli 提出 了 现在 著 
名 的 最 速 降 线 问题 . 这 个 问题 是 
求 从 一 给 定点 到 不 是 在 它 垂直 
下 方 的 男 一 点 的 一 条 曲线 ,使 得 
一 质点 沿 这 曲线 从 给 定点 下 滑 
图 24.2 所 用 时 间 最 短 . 在 P. 处 的 初速 
Ef 是 给 定 的 (图 24. 2) ,摩擦 和 空气 阻力 都 忽略 . 用 现代 的 方式 


WU) Page 269— Opera .1.161. 
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来 表达 ,这 个 问题 就 是 要 使 表示 下 降 时 间 的 积分 J BRE, HH 


1 f^ /1 x} 
I= Fall Saye 
这 里 g 是 重力 加 速度 而 a = y 一 viz28 . xx IB USA S PEACPTER 
数 中 的 y(z) 使 得 取 最 小 值 . Galileo(1630 年 和 1638 年 ) 兽 系统 
地 表述 而 错误 地 解决 过 这 个 问题 ,他 给 出 的 答案 是 圆 弧 . 正确 的 答 
案 是 联结 P 和 第 二 点 P K EMER ARONA 
线 ! 必须 在 给 定 的 下 落 初 始点 的 上 方正 好 在 y 二 a 的 高 度 上 . 于 是 
有 且 只 有 一 条 旋 轮 线 通过 这 两 点 . 

Newton, Leibniz, L’Hospital, John Bernoulli 和 他 的 哥哥 
James 求 得 了 正确 的 解答 . 所 有 这 些 解法 都 发 表 在 1697 年 5 月 号 
的 《教师 学 报 》 上 . Bernoulli 兄弟 的 解法 值得 进一步 解释 . John 的 
方法 出 是 看 出 了 最 速 下 降 路 径 是 和 光线 在 具有 适当 选择 过 的 变 折 
HR nl, y) = c/Vy 一 a 的 介质 中 所 取 的 路 径 相同 的 . 在 不 同 介 
质 交 界面 处 的 折射 定律 (Snell 定律 ) 是 已 知 的 ,所 以 John 把 介质 
分 成 有 限 个 数 的 层 , 从 一 层 到 另 一 层 折 射 率 有 明显 的 变化 ,然后 让 
EU TA. James 的 方法 台 麻 烦 得 多 而 且 更 为 几何 化 . 但 是 
James 的 方法 也 更 一 般 化 ,而 且 是 在 变 分 方法 的 方向 上 迈 出 的 一 
个 较 大 的 步伐 . 

通过 Huygens 和 其 他 人 关于 钟 摆 问 题 的 工作 (第 23 章 第 5 
节 ), 旋 轮 线 (cycloid) 已 经 是 众所周知 的 了 . 当 Bernoulli 兄弟 发 现 
旋 轮 线 也 是 最 速 降 线 问题 的 解 时 他 们 感到 惊奇 . John Bernoulli 
说 @,“ 我 们 的 确 佩服 Huygens, 因 为 他 第 一 个 发 现 一 个 重 质点 不 
论 起 点 怎样 ,总 以 相同 的 时 间 描 出 一 条 旋 轮 线 . 但 是 当 我 说 正 是 这 
问 一 条 旋 轮 线 一 一 Huygens 的 等 时 曲线 一 一 就 是 我 们 正在 寻求 


© Acta Erud. , 1697, 206 ~ 211 = Opera ,1,187~193, 
Q Acta Erud. , 1697, 211 ~ 217 = Opera ,2,768~778. 
@ Opera, 1,187 —193. 
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的 最 速 降 线 的 时 候 , 你 们 将 感到 惊奇 .” 

另 一 类 重要 的 问题 是 要 求 测 地 线 , 即 曲面 上 两 点 间 长 度 最 短 
的 路 径 . 如 果 曲 面 是 平面 ,那么 水 及 的 积分 是 


J = [P AFD (x)] dz, 


而 且 答 案 当 然 是 一 段 直线 . 18 世纪 最 使 人 感 兴趣 的 测 地 线 问 题 与 
地 球 表面 上 的 最 短路 径 有 关 ,虽然 数 学 家 们 相信 地 球 表面 是 某 种 
形状 的 椭 球 面 , 布 县 很 像 一 个 旋转 酉 球面 ,但 是 人 们 并 不 知道 地 球 
表面 的 确切 形状 . 早先 提 到 的 (第 23 章 第 7 节 ) 关 于 测 地 线 的 早期 
工作 没有 用 到 变 分 法 ,但 是 特殊 的 方法 显然 不 足以 解决 一 般 的 测 
地 线 问题 

在 分 析 上 ,到 现在 为 止 提 出 的 问题 都 属于 形式 


J = [ft y, y )dz, 


而 且 要 寻求 从 (zi , yA Ge, ye) v(x), EJ 达到 极 大 或 极 小 . 
另 一 类 问题 , 称 为 等 周 问题 ,在 17 世纪 末 也 进入 到 变 分 法 的 历史 
中 来 了 . 这 类 问题 的 先驱 一 一 在 给 定 周 长 的 所 有 封闭 平面 曲线 中 
求 一 条 曲线 ,使 得 它 所 围 的 面积 最 大 ， BY LAGE BA EY A AB VA AT BY 
时 代 . 有 一 个 故事 说 :古代 Tyre 的 Phoenician 城 的 公主 Dido 离开 
白 己 的 家 园 定 居 在 北非 的 地 中 海 沿岸 . 在 那里 她 指望 得 到 一 些 土 
地 ,并 且 同 意 付 给 一 笔 固定 的 金额 来 换取 用 一 张 公牛 皮 能 围 起 来 
的 土地 . 精明 的 Dido 把 公牛 皮 切 成 非常 细 的 条 ,把 条 和 条 的 端点 
结 起 来 再 去 围 出 一 个 面积 ,其 周 长 正 好 等 于 这 些 牛 皮条 的 总 长 . 而 
有 卫 她 选 的 十 地 都 是 靠 海 的 ,所 以 沿海 岸 不 用 牛皮 条 . 根据 传奇 所 
载 ,Dido 决定 牛皮 的 总 长 应 围 成 一 个 半圆 一 一 围 出 最 大 面积 的 正 

除了 Zenodorus 的 工作 以 外 (第 5 章 第 7 节 ), 直 到 17 世纪 
末 ,对 等 周 问题 实际 上 没有 做 什么 工作 .在 1697 年 5 月 的 《教师 学 
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JR) Och , James Bernoulli 提出 了 一 个 包含 几 种 情形 的 相当 复杂 的 
等 周 问题 ,向 他 弟弟 挑战 并 使 其 弟弟 为 难 . 对 于 完满 的 解 ,James 
甚至 愿 给 John 一 笔 50 个 金币 的 奖金 . John 给 出 了 几 种 解法 ,其 
中 之 一 是 在 1701 年 得 到 的 @@ ,但 都 是 错误 的 . James 给 出 了 一 个 正 
确 的 答案 多. 兄弟 俩 为 各 自 解 法 的 正确 性 而 争论 着 . 事实 上 ,就 像 
在 最 速 降 线 中 的 情形 一 样 ,James 的 方法 是 朝 着 不 久 就 要 形成 的 
一 般 技 巧 前 进 的 一 个 重大 步骤 . 1718 E John? 大 大 地 改进 了 他 哥 
哥 的 解法 . 

分 析 地 说 ,基本 的 等 周 问题 是 这 样 提出 的 . 容许 曲线 用 参数 表 
示 为 

r= x(t), y — yt), ti Stn, 
又 因为 它们 都 是 闭 曲 线 , 故 (n) —x(5), y(6) = y(ts) .而 且 曲 
线 都 不 能 自 交 . 于 是 等 周 问题 就 是 要 求 确定 (OM y(t), EG 
MK 
L= | VY Tora 


等 于 给 定 的 常数 而 且 使 面积 积分 
J= f (zy — x'y)dt 


取 极 大 值 . 这 种 等 周 问题 有 两 个 新 的 特征 . 一 是 利用 了 参数 表示 ， 
但 这 不 是 主要 的 , 另 一 是 出 现 了 工 必须 等 于 常数 这 样 一 个 辅助 
条 件 . 

James f£ 1697 年 5 月 号 的 《学 报 》 上 提出 了 另 一 类 问题 :决定 
曲线 的 形状 ,使 得 一 个 质点 从 给 定点 已 以 给 定 的 初速 度 w 沿 这 
曲线 滑 向 一 条 直线 2 的 任 一 点 (图 24. 3) 时 所 花 的 滑动 时 间 最 小 . 


Page 214, 

Mém. de l'Acad. des Sci. , Paris, 1706, 235 = Opera ,1,424. 

Acta Erud. , 1701, 213 ff. = Opera ,2,897~920. 

Mém. de l'Acad. des Sci. , Paris, 1718, 100 ff, = Opera ,2,235~269, 
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这 个 问题 和 前 面 的 问题 不 同 之 处 在 于 容许 曲线 不 是 从 固定 点 伸 向 
另 一 国定 点 ,而 是 从 一 固定 点 到 某 条 直 P, l 
线 . H James 在 1698 年 的 4 学报》 上 给 出 

的 这 个 问题 的 答案 (尽管 John 在 1697 年 

就 有 了 这 个 解 ,但 他 没有 发 表 ) 是 一 条 与 

直线 2 正 交 的 旋 轮 线 弧 . 后 来 这 个 问题 被 

推广 为 /是 任意 给 定 的 曲线 ,给 定点 已 图 24.3 

改 成 给 定 的 另 一 曲线 ,从 而 问题 就 是 要 决定 从 一 条 给 定 曲线 上 的 
某 -一 点 到 另 ~- 条 给 定 曲线 上 某 点 的 一 条 路 径 ,使 质点 沿 这 条 路 径 
消 动 所 需 的 时 间 最 少 . 这 类 问题 叫做 “具有 变动 端点 的 问题 ” 


2. Euler 的 早期 工作 

1728 年 John Bernoulli 向 Euler 提议 利用 测 地 线 的 密切 平面 
与 曲面 正 交 ( 第 23 章 第 7 节 ) 这 个 性 质 来 得 到 曲面 上 的 测 地 线 的 
问题 . 这 个 问题 使 Euler 开始 从 事变 分 法 的 研究 . 1728 年 他 解决 
了 这 个 问题 0. 1734 年 Euler 推广 了 最 速 降 线 问题 ,使 得 极 小 化 的 
EAS REST T] f e o ES EE ,并 且 考 虑 了 阻尼 介质 马 . 

然后 Euler 着 手 寻 找 关 于 这 种 问题 的 更 一 般 的 方法 . 他 的 方 
法 是 James Bernoulli 的 方法 的 简化 ,用 有 限 和 代替 问题 中 的 积 
分 ,用 差 商 代替 被 积 函 数 中 的 导数 ,这 样 就 把 积分 作成 由 驱 y Cc) 
的 有 限 个 坐标 构成 的 一 个 函数 . 然后 Euler 变动 一 个 或 几 个 任意 
选择 的 坐标 ,并 计算 积分 中 的 变 差 . 通过 令 积分 的 变 差 等 于 零 并 用 
一 个 粗糙 的 极限 过 程 来 变换 所 得 到 的 差分 方程 ,他 就 得 到 了 极 小 
化 骂 所 必须 满足 的 微分 方程 . 


(D Comm, Acad, Sci. Petrop. , 3,1728,110~124, pub, 1732 —Opera ,(1) ,25,1—12. 
@ Comm. Acad. Sci. Petrop. , 7,1734/1735,135 — 149, pub. 1740 — Opera , 
(1),25,41—53. 
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把 上 述 方法 应 用 到 如 下 形式 的 积分 : 

(1) J = |" f(r, y, ydr, 

Euler 成 功 地 证 明了 使 J BORARMAN GC y Cr 25 RE 

微分 方程 

(2) f= ÈU) = 0. 


这 里 的 记号 必须 按 如 下 意义 去 理解 . 就 f, Sy KR AD EUR 
f(x, y, y E BEBE T, y 和 yy 的 函数 .但 是 df;/dz 必须 理解 为 
/关于 工 的 导数 ,其 中 fy haz, yHy KR c. 就 是 说 ,Euler 
的 微分 方程 等 价 于 
(3) 太一 太一 一 六 = 0. 
因为 了 是 已 知 的 ,这 个 方程 是 关于 y(z) 的 二 阶 常 微分 方程 ,一 般 
说 来 还 是 非 线性 的 . Euler 在 1736 年 中 发 表 的 这 全 有 名 的 方程 迄 
今 仍 是 变 分 法 的 基本 微分 方程 , 后 面 我 们 将 会 更 清楚 地 看 到 , 它 是 
极 大 化 或 极 小 化 函数 必须 满足 的 必要 条 件 . 

然后 Euler 解决 了 包含 特殊 边界 条 件 ( 如 在 等 周 问 题 中 那样 ) 
的 更 难 的 问题 ,但 是 他 的 方法 仍然 是 去 解 微分 方程 (3), 以 便 先 求 
得 可 能 的 极 大 化 或 极 小 化 ,然后 从 (2) 或 (3) 的 通 解 中 的 常数 个 
数 去 决定 他 能 应 用 什么 边界 条 件 . 他 解决 的 这 些 问题 之 一 是 由 
Daniel Bernoulli 1742 年 的 一 封 信 而 引起 他 的 注意 的 . Bernoulli 
建议 去 找 一 根 在 两 端 受到 压力 作用 的 弹性 杆 的 形状 ,假定 杆 经 弯 
曲 后 所 取 曲 线 的 沿线 曲率 的 平方 , 即 | a/R, 达到 极 小 ,其 中 s 
AE LR 是 曲率 半径 . 这 个 条 件 相当 于 假定 存 贮 在 弯曲 后 的 杆 中 
的 势能 是 最 小 的 . 

当 极 大 化 或 极 小 化 积分 中 的 被 积 函 数 比 (1) 的 被 积 了 图 数 更 复 


(D Comm. Acad. Sci. Petrop. , 8,1736,159 — 190, pub. 1741 = Opera ,(1), 
25,54~80. 
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杂 时 ,微分 方程 (3) 不 是 正常 的 微分 方程 .在 1736 年 到 1744 年 间 ， 
Euler 改进 了 他 的 方法 ,对 大 量 的 问题 求 得 了 类 似 于 (3) 的 微分 方 
程 . 这 些 成 果 发 表 在 1744 年 的 一 本 书 《 寻 求 具 有 某 种 极 大 或 极 小 
性 质 的 曲线 的 技巧 》( Methodus Inveniendi Lineas Curvas Maxi- 
mi Minimive Proprietate Gaudentes ) rH, Euler 在 这 本 书 中 的 工 
作 是 繁琐 的 ,因为 他 用 了 几何 考虑 ,逐次 差 商 与 级 数 ,还 把 导数 变 
成 差 商 ,积分 变 成 有 限 和 . 换 句 话说 ,他 在 最 有 效 地 利用 微 积分 方 
面 是 失败 了 . 但 是 Euler 以 应 用 极为 广泛 的 简单 而 又 漂亮 的 公式 
结束 他 的 书 , 而 且 , 他 处 理 了 大 量 的 例子 ,来 证 明 他 的 方法 的 方便 
和 一 般 性 . 其 中 一 个 例子 是 处 理 极 小 旋转 曲面 . 这 问题 是 :决定 位 
TG, 6) 和 (xz ，yi) 间 的 平面 曲线 y = f(x), HAE x 轴 旋 
转 所 生成 的 曲面 面积 为 最 小 . 要 求 最 小 值 的 积分 是 

(4) A = [2x TF y dz 


Euler WEH] f RR f Cx) 4 20 ER E £I] — A ER SURE E pie BN ath 
Ej i] SS fil. 在 Euler 1744 年 书 的 一 个 附录 中 ,Euler 还 给 出 了 上 
面 说 过 的 弹性 杆 问题 的 一 个 确定 的 解 . 他 不 仅 推导 出 杆 的 形状 取 
顶 融 积分 的 形式 ,而 且 还 给 出 了 不 同类 型 端点 条 件 的 解 . 这 本 书 立 
即 给 他 带 来 了 声誉 ,把 他 看 作 是 当时 活着 的 最 伟大 的 数学 家 . 

BE Euler 这 本 书 的 出 版 , 变 分 法 作为 一 个 新 的 数学 分 支 诞 
生 了 . 但 是 广泛 使 用 的 是 几何 的 论证 ,把 几何 和 分 析 结 合 起 来 的 论 
证 不 仅 是 复杂 的 ,而且 几乎 不 能 提供 一 个 系统 的 一 般 方法 . Euler 
是 充分 意识 到 这 种 限制 的 . 


3. 最 小 作用 原理 
正当 变 分 问题 的 解 取得 进展 的 时 候 , 物 理学 给 这 一 课题 的 工 


D Obpera,(1),24. 
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作 直 接 提 供 了 一 个 新 的 推动 力 . 同时 代 的 发 展 是 最 小 作用 原理 .为 
了 说 明 这 个 原理 的 基础 ,我 们 必须 往 回 追溯 一 下 . Euclid 在 他 的 
《反射 光学 》(Catopurice)( 第 7 章 第 7 节 ) 中 已 经 证 明 ,光线 从 P 
0 ”点 到 镜面 然后 到 Q 点 所 取 的 路 径 是 使 

^ Z1 = Z2 (图 24. 4). 后 来 亚历山大 城 的 
Heron 证 明了 光线 实际 取 的 路 径 PRQ 比 

任何 一 个 能 够 想象 的 路 径 , 警 如 PR'Q ,都 


镜 
AA Sg. 因为 光线 取 最 短 的 路 径 , 如 果 在 直 
图 24.4 线 RR' 上 方 的 介质 是 均匀 的 ,那么 光线 就 


以 常 速 行进 ,从 而 取 花 时 间 最 少 的 路 径 . Heron 把 这 个 最 短路 径 和 
最 少时 间 原 理应 用 到 耳 和 凸 的 球面 镜 的 反射 问题 上 去 . 

根据 这 种 反射 现象 ,还 根据 哲学 .神学 和 审美 的 原则 ,在 希腊 
时 代 以 后 的 哲学 家 和 科学 家 们 提出 了 一 种 学 说 ,就 是 大 自然 以 最 
短 捷 的 可 能 途径 行动 ,或 者 如 Olympiodorus( 公 元 6 世纪 ) 在 他 的 
《反射 光学 》 中 所 说 的 :自然 不 做 任何 多 余 的 事 或 者 任何 不 必要 的 
工作 . "Leonardo da Vinci 说 ， 自然 是 经 济 的 ,并 且 自 然 的 经 济 是 
定量 的 ,而 Robert Grosseteste 相信 ,自然 总 是 以 数学 上 最 短 和 最 
好 可 能 的 方式 行动 . 在 中 世纪 时 代 , 自 然 是 以 这 一 方式 行动 的 观点 
是 普遍 地 为 人 们 所 接受 的 . 

17 世纪 的 科学 家 至 少 是 容易 接受 这 种 观念 的 ,但 是 ,作为 科 
学 家 ,他 们 企图 把 这 种 观念 和 支持 这 种 观念 的 现象 联系 起 来 . Fer- 
mat 知道 反射 时 光线 取 需 时 间 最 少 的 路 径 ,而 且 相 信 自 然 确实 是 
简单 而 又 经 济 地 行动 的 ,在 1657 年 和 1662 年 的 信件 中 @, 他 确认 
了 他 的 最 小 时 间 原 理 ,这 个 原理 说 ,光线 永远 取 花 时 间 最 少 的 路 径 
行进 . 他 曾经 怀疑 过 光 的 折射 定律 的 正确 性 (第 15 章 第 4 节 ) ,但 
当 他 在 1661 年 包 发 现 他 能 够 从 他 的 原理 导出 光 的 折射 定律 时 ,他 


D Œuvres, 2,354~359,457~463. 
© Œuvres, 2,457~463. 
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不 但 解除 了 对 折射 定律 的 怀疑 ,而 且 更 加 确信 他 的 原理 是 正确 
的 了 . 

Fermat 的 原理 在 数学 上 有 几 种 等 价 的 陈述 形式 . 按照 折射 
定律 


sini  U 


其 中 mm 是 光 在 第 一 介质 中 的 速度 ,ws 是 光 在 第 二 介质 中 的 速度 . 
常用 nn 表示 wi 对 之 比 ,叫做 第 二 种 介质 相对 于 第 一 种 介质 的 
折射 率 ; 如 果 第 一 种 介质 是 真空 , 则 n 叫做 非 真 空 介质 的 绝对 折射 
率 . 如 果 c 表示 光 在 真空 中 的 速度 ,那么 绝对 折射 率 ” = c/w ,其 中 
v 是 光 在 介质 中 的 速度 . 如 果 介 质 的 特性 是 逐 点 变化 的 , 则 nw 和 wvw 
都 是 z, y Mz RAR. 因此 光线 沿 着 曲线 rl), y(o), z(o) 从 点 
P, 行进 到 P 所 需要 的 时 间 为 


je iSo Pia 3f scs s ETI FE, 


其 中 a o dE P. 的 值 而 oz X o dE Pi 的 值 . 因此 Fermat 原理 
说 :光线 从 P. 行进 到 P. 所 取 的 实际 路 径 是 使 BRD 
曲线 中 

大 约 在 18 世纪 初期 ,数学 家 们 已 经 有 了 几 个 给 人 印象 深刻 的 
例子 ,说 明 自 然 的 确 试图 使 某 些 重要 的 量 极 大 或 极 小 化 . 最 初 曾经 
反对 过 Fermat 原理 的 Huygens 证 明了 ,光线 在 具有 变 折 射 率 的 
介质 中 传播 时 Fermat 原理 也 是 成 立 的 . 甚至 Newton 的 第 一 运动 
定律 (该 定律 说 直线 或 最 短 距离 的 运动 是 物体 的 自然 运动 ) 也 表明 
自然 界 的 欲望 是 要 求 经 济 化 . 这 些 例子 暗示 着 可 能 存在 某 种 更 一 
般 的 原理 . 

当 Pierre-Louis Morean de Maupertuis(1698 一 1759) 于 1744 


中 有 -- 些 例子 ,例如 光线 从 止 面 镜 的 反射 ,这 时 光线 所 取 路 径 需 要 极 大 的 时 
[B]. 这 个 事实 为 Fermat 所 知 ,并 由 William R. Hamilton 明确 叙述 过 . 
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年 在 光 的 理论 方面 进行 工作 时 ,他 在 一 篇 题 为 4 直到 现在 看 起 来 还 
是 不 能 并 存 的 不 同 法 则 的 协调 性 》(Accord des différentes lois de 
la nature qui avaient jusqu'ici paru incompatibles ) O RS # pf h fd 
出 了 他 的 著名 的 最 小 作用 原理 . 他 从 Fermat 原理 出 发 ,但 是 由 于 
那 时 候 对 光速 究竟 是 像 Descartes 和 Newton 所 相信 的 那样 和 折 
射 率 成 正比 ,还 是 像 Fermat 所 相信 的 那样 和 析 射 率 成 反比 ,有 不 
问 意 见 ,所 以 Maupertuis 放弃 了 最 小 时 间 . 事实 上 他 不 相信 最 小 
时 间 总 是 正确 的 . 

Maupertuis 说 ,作用 是 质量 .速度 和 所 经 距离 的 乘积 的 积分 ， 
白 然 界 中 的 任何 改变 都 是 要 使 作用 最 小 . Maupertuis 27b A 
涂 , 因 为 他 没有 规定 m, v Als 的 乘积 是 在 什么 时 间 区 间 上 取 的 ， 
又 因为 他 在 光学 和 某 些 力学 问题 的 每 个 应 用 中 对 作用 赋予 不 同 的 

尽管 Maupertuis 有 一 些 物理 方面 的 例子 支持 他 的 原理 ,但 是 
他 提倡 这 个 原理 还 是 出 于 宗教 的 原因 . 物质 行为 的 各 种 规律 必须 
共有 上 帝 创 造 的 完美 性 ;而 最 小 作用 原理 看 起 来 好 像 满足 这 个 准 
则 ,因为 这 个 原理 表明 自然 界 是 经 济 的 . Maupertuis 宣称 他 的 原 
理 是 自然 界 的 普遍 规律 各 上帝 存 在 的 第 一 个 科学 证 明 . Euler 在 
1740 和 1744 年 间 曾 在 这 一 课题 方面 同 Maupertuis 通过 信 ,同意 
Maupertuis 的 观点 :上 帝 一 定 已 经 按照 某 种 这 样 的 基本 原理 构造 
了 宇宙 ,而 这 种 原理 的 存在 就 证 实 了 上 帝 的 安排 . 

Euler 在 他 1744 年 的 书 的 第 二 个 附录 中 把 最 小 作用 原理 作 
为 一 个 精确 的 动力 学 定理 作 了 详细 的 阐述 . 他 只 限于 讨论 单个 质 
点 沿 平 面 曲 线 的 运动 . 此 外 ,他 假定 速度 依赖 于 位 置 ,或 者 用 现代 
的 术语 来 说 , 力 可 以 从 位 势 导 出 . 然而 Maupertuis 写 为 


mus = min. , 


而 Euler 则 写作 


(D Mem. del'Acad. des Sci. , Paris,1744. 
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a vd = 0, 
意思 是 对 于 路 径 改变 的 积分 , 它 的 变化 率 必 须 为 零 . 因为 ds = 
vdt, Euler 还 写 下 
| od = 0, 


这 里 ,Euler 即使 应 用 他 的 变 分 法 技巧 正确 地 把 这 个 原理 用 于 特 
殊 问题 ,但 是 恰恰 在 积分 的 变化 率 是 什么 意思 的 问题 上 他 是 模糊 
的 , 至少 Euler 证 明了 对 于 沿 着 平面 曲线 的 运动 ,Maupertuis 的 作 
用 是 最 小 的 . 

在 相信 一 切 自 然 现 象 都 是 为 了 使 某 个 函数 达到 极 大 或 极 小 ， 
因而 基本 的 物理 原理 应 该 表达 某 个 函数 被 极 大 化 或 极 小 化 这 一 点 
上 ,Euler EE, Maupertuis 走 得 更 远 , 特别 是 在 研究 物体 在 力 的 推动 
下 的 运动 的 动力 学 中 这 种 原理 应 该 是 正确 的 . Euler 离开 真理 并 
AK. 


4. Lagrange 的 方法 论 

Euler 的 工作 引起 了 Lagrange 的 注意 . Lagrange 自己 在 1755 
年 还 只 19 岁 的 时 候 就 开始 关心 变 分 法 的 问题 . 他 放弃 了 Bernoul- 
li 兄弟 和 Euler 的 几何 -分 析 的 论证 ,引进 了 纯 分 析 的 方法 . 1755 
年 他 得 到 了 一 个 一 般 的 方法 ,对 于 范围 很 广 的 一 类 问题 ,这 方法 是 
系统 而 统一 的 ,他 为 这 方法 工作 了 若干 年 . 他 关于 这 一 课题 的 著名 
出 版 物 是 4 论 确定 不 定 积分 公式 的 极 大 和 极 小 的 一 个 新 方法 》(Es- 
sai d une nouvelle méthode pour déterminer les maxima et les 
minima des formules intégrales indéfinies) D, E 1755 年 8 月 给 


Euler 的 一 封 信 中 Lagrange 讲 了 这 个 方法 ,他 称 之 为 变 分 方法 


(D Misc. Taur. , 2,1760/1761,173~195, pub. 1762 = Œuvres ,1,333~362. 
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(the method of variation) ,但 是 Euler 在 1756 年 提交 给 柏林 科学 
院 的 一 篇 论文 中 中 把 这 种 方法 命名 为 变 分 法 (the calculus of vari- 
ation). 

我 们 来 解释 一 下 变 分 法 基本 问题 的 Lagrange 方法 ,问题 就 是 
使 积分 


(6) J= | Fa, y, y )dx 
极 大 或 极 小 化 ,其 中 y(x) 是 待定 的 , Lagrange 的 一 个 改革 是 引进 
y(x) + 8y(x) iB ibm Ga. yi) Al (22, y ) 的 新 曲 
线 而 不 是 去 改变 极 大 或 极 小 化 曲线 的 
7O DA 个别 的 坐标 . Lagrange 把 这 些 新 的 曲 
"n^ (0 BRIER y(x) + dy (x) (B 24.5), 
图 24.5 6 是 Lagrange 引进 的 一 个 特殊 符号 ， 


用 来 表示 整个 曲线 y(z) 的 变 分 . 在 (6) 的 被 积 函 数 中 引进 了 一 条 
新 的 曲线 当然 就 改变 了 J 的 值 . 因此 J 的 增 量 , 记 为 AJ ,是 

AJ =|" \f(z, y+dy, y +dy’) — f(x, y, y’)} dz. 
现在 Lagrange 把 f 看 作 是 三 个 自 变 量 的 函数 ,但 因 x 是 不 变 的 ， 
所 以 对 一 个 双 变 量 函 数 应 用 Taylor 定理 就 能 把 被 积 函数 展开 . 展 
开 式 给 出 oy 和 6y 的 一 次 项 ,这 些 增 量 的 二 次 项 ,等 等 .于 是 La- 
grange 5 F 
(7) AJ = HEJ t REI 
其 中 OJ 表示 8y 和 6y 的 一 次 项 的 积分 ,8 了 三 表示 二 次 项 的 积分 ， 
等 等 . 这 样 就 有 


à = | “fay + fyðy )dr， 


D 变 分 计算 初步 (Elementa Calculi Variationum), Novi Comm. Acad. Sci. 
Petrop. , 10,1764,51~93, pub, 1766 = Opera, (1),25,141~176, 
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EJ = [fs Gy 25, Gy) y) + fay Gy Y M dz. 
8J WHAT RESE 4I S ACE ER. 

Lagrange 接着 论证 道 , 因 为 6 中 包含 小 的 变 分 6y 和 8y 的 
一 阶 项 ,所 以 oF 的 值 控制 了 (7) 的 右 端 ,从 而 当 oy 是 正 或 负 时 ， 
AJ 将 是 正 或 负 的 . 但 是 在 /的 极 大 值 或 极 小 值 处 ,和 单 变量 函数 
f(z) 通常 的 极 大 或 极 小 的 情形 一 样 ,AJ 必须 有 相同 的 符号 ,所 以 
对 于 极 大 化 函数 y(z) 0) 一 定 等 于 0. 此 外 ,Lagrange 说 


(8) dy’ = L, 


即 运算 d 和 o 的 次 序 可 以 交换 . 这 是 正确 的 ,虽然 对 于 Lagrange 
的 同辈 人 来 说 理由 是 不 清楚 的 ,后 来 Euler 阐明 了 理由 . | 容易 看 
出 这 是 正确 的 ,因为 如 果 我 们 把 y 十 6y SE y tnlx) ,其 中 n(x) 
是 y(x) 的 变 分 ,那么 5y = y+ n(x) — y = n(x) ,而 且 6y = y + 
n(x) — y = W(x) Gr) = ER 一 SO) | 利用 (8),La- 
grange 把 一 次 变 分 写成 
- d 

bj = f | fay + fy 4; GO») Jae, 
对 第 二 项 分 部 积分 并 且 利用 8y 在 c 和 z 处 必须 等 于 0 这 一 事 
实 ,就 得 到 
(9) àJ =|" (fey - (ir, Jay )dz. 
现在 对 一 切 变 分 6y, OJ 都 必须 为 0. 因此 Lagrange 下 结论 说 :6y 
的 系数 必须 为 09 ,或 即 
(10) L-E =0. 


(D 在 Lagrange 的 工作 之 后 的 一 百年 里 ,6y 的 系数 必须 等 于 0 这 件 事实 一 直 为 
这 方面 的 每 一 位 作者 直观 地 接受 或 者 错误 地 证 明 过 . 甚至 Cauchy 的 证 明 也 是 不 充分 
的 . 第 一 个 正确 的 证 明 是 由 Pierre Frédéric Sarrus(1789—1861) Hy A) (Mém. divers 
Savans ,(2) ,10,1848,1— 128). 这 个 结果 就 是 现在 众所周知 的 变 分 法 基本 引 理 . 
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这 样 ,Lagrange 达到 了 Euler 曾经 得 到 的 y(z) 的 同一 个 常 微分 方 
E. Lagrange 推导 (10) 的 方法 (除去 他 用 了 微分 外 ), 其 至 他 的 记 
号 ,至 今 还 在 使 用 . 当然 ,(10) 是 关于 y(z) 的 必要 条 件 而 不 是 充分 
条 件 . 
Lagrange 在 1760/1761 年 的 这 篇 论文 中 还 第 一 次 推导 出 具 
有 变动 端点 问题 的 极 小 化 曲线 必须 满足 的 端点 条 件 . 他 还 找到 了 
在 极 小 化 曲线 和 固定 曲线 或 曲面 的 交点 
处 必须 成 立 的 模 截 性 条 件 ,比较 曲线 的 
端点 容许 在 这 些 固定 的 曲线 或 曲面 上 变 
动 (图 24. 6). 
24.6 虽然 关于 形式 (6) 的 极 大 或 极 小 化 
积分 还 有 很 多 东西 要 说 ,但 是 就 历史 而 言 ,Lagrange 采取 的 第 二 
步 是 在 他 1760/1761 年 这 篇 论文 和 以 后 的 一 篇 论文 ?中 所 研究 的 
导致 重 积分 的 问题 . 需要 极 大 化 或 极 小 化 的 积分 具有 形式 
(11) J = [rx y, z, p, gdrdy, 


其 中 z 是 z,y KR, p= 33r, q = 9z/9y .积分 展 布 在 cy 
平面 的 某 个 区 域 上 . 于 是 问题 就 是 要 求 使 /的 值 达 到 极 大 或 极 小 
的 函数 m (x. y). 在 这 类 重 积 z 

分 的 许多 问题 中 最 重要 的 一 个 
是 在 边界 以 某 种 方式 固定 的 所 
有 曲面 中 求 面积 最 小 的 曲面 . 
譬如 可 以 假定 在 空间 给 出 两 条 
不 自 交 的 闭 曲 线 ,然后 求 由 这 
两 条 曲线 界 住 的 面积 最 小 的 曲 y 
面 . 作为 极 小 曲面 问题 的 一 个 图 24.7 

特殊 情形 ,这 两 条 曲线 可 以 是 平行 于 yz 平面 而 中 心 在 x 轴 上 的 


(D Misc. Taur. , 4, 1766/1769 = Œuvres ,2,977-63. 
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圆周 (图 24. 7). 那么 可 能 的 极 小 曲面 一 定 是 由 这 两 个 圆周 界 住 的 
旋转 曲面 ,而 问题 就 是 求 使 面积 最 小 的 旋转 曲面 . 这 后 一 个 问题 ， 
正如 上 文 已 指出 的 ,是 早已 由 Euler 在 1744 年 解决 了 的 . 但 是 旋 
转 曲面 的 这 一 特殊 情形 ,可 以 采用 适合 于 积分 (11) 的 理论 来 处 理 ， 

Lagrange 按照 他 对 较 简单 的 积分 (6) 曾 经 用 过 的 类 似 方法 ， 
得 到 了 使 (11) 取 极 小 的 函数 zx(z，y) 必 须 满足 的 微分 方程 . 如 果 


采用 通常 的 记号 
MER 
ar Peay 7 3:28 l zay Y ay , 

那么 方程 是 

(12) Rr+Ss+Tt =U, 


HHR, S, THU 都 是 x, y, z, pq 的 函数 , 这 个 非 线 性 二 阶 
偏 微分 方程 , 称 为 Monge 方程 ,是 不 容易 求解 的 ,这 种 形式 的 方程 
曾经 是 Euler 以 前 时 代 的 研究 课题 (第 22 章 第 7 45). 

在 极 小 曲面 问题 的 情形 中 ,积分 (11) 变 成 


(13) Ja +a) zay, 
而 且 , 对 于 这 类 特殊 问题 , 偏 微分 方程 (12) 变 成 
(14) (l4+q)r—2pgs 4- (1 d- p?)t = 0. 


这 个 方程 是 由 Lagrange 在 他 1760/1761 年 的 论文 中 给 出 的 (虽然 
不 完全 是 这 种 形式 ) 而 且 是 极 小 曲面 理论 的 一 个 主要 的 分 析 结 果 . 
几何 上 ,如 Meusnier 在 1785 年 的 一 篇 论文 0 中 指出 的 ,这 个 偏 微 
分 方程 表示 如 下 事实 :在 极 小 化 曲面 的 任 一 点 上 , 主 曲率 半径 是 相 
等 而 反 向 的 ,或 说 平均 曲率 ( 即 主 曲率 的 平均 值 ) 为 零 . 

Lagrange 在 后 来 (1770 年 ) 的 一 篇 论文 中 还 研究 了 被 积 函 
BOTE EI T SS) AS BAS). 这 个 课题 自 Lagrange 时 代 之 
后 得 到 很 好 的 发 展 ,现在 是 变 分 法 的 标准 内 容 , 但 是 ,因为 它 的 原 


(D Mém. divers Savans, 10,1785,477~ 485. 
@ Nouv. Mém. de l'Acad. de Berlin, 1770 = Œuvres ,3,157~186. 
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理 和 已 经 讨论 过 的 原理 没有 什么 差别 ,所 以 这 里 就 不 深入 讨论 了 . 
Lagrange 关于 变 分 法 的 论文 的 内 容 编 进 了 他 的 《分 析 力 学 》 中 . 

变 分 法 并 没有 很 好 地 为 Lagrange 和 Euler B3 [E] 3E A FE f£. 
Euler 在 许多 著作 中 曾 明 了 Lagrange 的 方法 ,并 用 这 个 方法 重新 
证 明了 几 个 老 的 结果 . 虽然 他 认识 到 变 分 法 是 一 个 新 的 分 支 ,或 者 
如 他 所 说 ,是 用 新 的 运算 符 6 进行 符号 化 了 的 新 的 技巧 ,但 他 像 
Lagrange 一 样 ,试图 在 普通 微 积 分 的 基础 上 建立 变 分 法 的 逻辑 . 
Euler 的 思想 0 是 引进 一 个 参数 1, 使 得 变 分 问题 中 的 曲线 族 随 着 t 
而 变化 , 即 对 于 某 个 区 间 中 的 每 个 1, 应 该 有 一 条 曲线 yi C. 然后 
Euler 就 说 dy = (dy/dx)dx, dy = (dy/dr)dt .因此 变 分 dy 表 成 
了 关于 + 上 的 偏 微 商 . 然后 他 用 这 个 关于 上 的 微 商 的 新 概念 确切 陈 
述 了 变 分 法 的 技巧 . 当然 他 最 终 得 到 的 结果 和 早先 得 到 的 结果 是 
相同 的 . 

Euler 继续 研究 具有 极 大 或 极 小 性 质 的 空间 曲线 (1779 
年 ) 包 ,而 且 研 究 了 在 三 维 室 间 中 有 外 力 (在 通常 的 问题 中 是 重力 ) 
作用 时 或 存在 阻尼 介质 时 最 速 降 线 问题 的 推广 (1780 F), 


5. Lagrange 和 最 小 作用 

Lagrange 把 变 分 法 用 到 了 动力 学 上 . 他 从 Euler 那里 接 过 最 
小 作用 原理 ,成 了 第 一 个 用 具体 形式 把 这 个 原理 表示 出 来 的 人 ,这 
种 具体 形式 就 是 对 于 单个 质点 而 言 ,质量 .速度 和 两 个 固定 点 之 间 
的 距离 的 乘积 的 积分 是 一 个 极 大 值 或 极 小 值 的 原理 ; 即 对 于 这 个 


@ NoviComm. Acad. Sci. Petrop. , 16,1771,35 — 70, pub. 1772 = Opera , 
(1),25,208— 235. 

Q  Mém. del'Acad. des Sci. de St. Peters. , 4,1811,18 — 42, pub. 1813 = 
Opera ,(1),25,293— 313. 

Q Mém. del'Acad. des Sci. de St. Peters, , 8,1817/1818,17— 45, pub. 1822 
= Opera ,(1),25,314— 342. 
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质点 所 取 的 实际 路 径 而 言 ，| mods 必须 是 极 大 或 者 极 小 . 换 句 话 
说 ,因为 ds = vdr ,那么 | me^ dt 必须 是 极 大 或 极 小 . E m| 今天 
ime’ | 叫做 动能 ;在 Lagrange 时 代 叫 做 活力 . Lagrange 还 断 


言 , 对 于 质点 组 而 言 这 个 原理 也 是 正确 的 ,甚至 对 广义 质量 也 是 对 
的 ,虽然 他 对 于 广义 质量 的 情形 并 不 清楚 . 

利用 最 小 作用 原理 和 变 分 法 的 方法 ,Lagrange 得 到 了 他 的 著 
名 的 运动 方程 . 我 们 来 考虑 动能 是 *，y Mr 的 函数 的 情形 . 于 是 ， 
对 于 单个 质点 ,动能 全 是 
(15) T= Lm ri). 


Lagrange 还 假定 使 物体 运动 的 作用 力 都 可 从 一 个 依赖 于 zx，y 和 
z WARA V 推导 出 来 . 于 是 附加 的 一 个 条 件 是 TT 十 V = const., 
即 总 能 量 是 不 变 的 . Lagrange 的 作用 是 

(16) f Tae, 

他 的 最 小 作用 原理 说 的 是 ,这 个 作用 必须 是 一 个 极 小 值 或 极 大 值 ， 
也 就 是 

(17) af" Tdt = 0. 


在 一 个 极 小 化 或 极 大 化 的 作用 中 ,即使 运动 是 在 空间 的 两 个 固定 
点 间 和 两 个 确定 的 时 刻 to 和 之 间 发 生 , 空 间 和 时 间 变 量 也 一 定 
是 变化 的 

把 变 分 法 的 方法 用 到 作用 积分 上 ,Lagrange 导出 了 与 Euler 
方程 (2) 类 似 的 方程 , 即 


E asco 


以 及 关于 y 和 <z 的 两 个 相应 的 方程 ,这 些 方程 都 等 价 于 Newton 
第 二 运动 定律 . 
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Lagrange 进一步 引进 了 现在 所 谓 的 广义 坐标 . 就 是 说 ,可 以 
用 极 坐 标 或 者 用 实际 上 为 了 确定 质点 (或 广义 质量 ) 位 置 所 必需 的 
EMERE q, o, qg 来 代替 直角 坐标 . 于 是 
rc rd, Gs Ys), 
y= yl, a. a), 
z= 2(%, Gg, g), 
其 中 9 都 是 1 的 函数 ,用 新 的 坐标 来 表示 ,T 就 成 为 gq; 和 g; 的 函 
数 , 而 V 成 为 g; 的 函数 ,于 是 方程 (18) 变 成 
d aT oT aV — 
a (aa, )- ag, | aq; 
这 是 关于 9 的 三 个 二 阶 常 微分 方程 的 联 立 方程 组 . 它们 都 是 作用 
积分 的 Euler 特征) 方程 . 如 果 确 定 运动 物体 的 位 置 需 用 ”个 坐 
标 ,例如 两 个 质点 需 用 6 个 坐标 , 那么 方程 组 (19) 就 及 个 
方程 中 
这 些 广义 坐标 不 一 定 要 有 几何 或 物理 意义 . 今天 这 些 坐 标 都 
看 做 是 构 形 空间 的 坐标 ,从 而 (2) 就 是 构 形 空间 中 一 条 路 径 的 方 
Fz. 因此 Lagrange 已 经 认识 到 变 分 原理 , 即 作 用 必须 是 极 小 或 极 
大 的 原理 ,可 以 使 用 任何 坐标 组 ,而 且 认 识 到 相对 于 任何 坐标 变 
换 ,Lagrange 运动 方程 (19) 的 形式 是 不 变 的 . 
虽然 Lagrange 原理 相当 于 Newton 第 二 运动 定律 ,但 是 La- 
grange 原理 比 Newton 第 二 运动 定律 的 陈述 有 几 个 优点 . 首先 , 任 
何 一 种 方便 的 坐标 系 , 都 可 以 说 已 被 纳入 Lagrange 原理 的 结构 
rh. 第 二 ,处 理 有 约束 的 运动 问题 更 容易 了 . 第 三 ,代替 一 系列 分 立 
的 微分 方程 ( 当 系统 包含 很 多 质点 时 ,这 种 方程 可 以 有 很 多 个 ) 现 


(19) 


(D Lagrange 明白 ,T 和 V 中 变量 的 数目 正好 是 决定 该 力学 系统 的 位 置 所 需要 变 
量 的 数目 . 因此 如 果 有 N 个 互相 无 关 的 质点 ,每 一 个 质点 在 空间 的 路 径 需 用 三 个 坐标 
Gri, yi, zi) 来 描述 ,那么 共 需 要 3N 个 坐标 . 这 时 将 有 3N 个 坐标 gj ,3N 个 把 g; 与 直 
角 坐 标 联系 起 来 的 方程 ,3N 个 形 为 (19) 的 方程 . 互相 独立 的 坐标 的 数目 或 者 像 物理 学 
家 所 谓 的 自由 度 的 数目 ,依赖 于 所 要 讨论 的 系统 和 运动 中 的 约束 . 
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在 有 了 ,至 少 是 开始 有 了 一 个 原理 ,由 它 可 以 求 得 微分 方程 . 最 后 
一 点 ,虽然 Lagrange 原理 要 假定 问题 的 动能 和 势能 的 情况 ,但 并 
不 需要 知道 作用 力 . Lagrange 用 他 的 原理 推出 了 力学 的 主要 定 
律 ,并 解决 了 一 些 新 的 问题 ,尽管 这 些 还 不 足以 包括 力学 所 涉及 到 
的 所 有 问题 . Lagrange 关于 作用 原理 的 工作 在 他 的 《分 析 力 学 》 中 
有 充分 的 阐述 . 他 还 开始 了 从 变 分 原理 推出 其 他 物理 分 支 的 定律 
的 运动 ,而 这 种 变 分 原理 应 该 是 最 小 作用 原理 的 类 似 物 . 他 本 人 对 
广泛 的 一 类 流体 动力 学 问题 给 出 了 一 种 变 分 原理 . 在 研究 19 世纪 
的 变 分 法 时 我 们 将 继续 讲述 有 关 这 方面 的 内 容 . 

从 数学 的 观点 说 来 ,Lagrange 关于 最 小 作用 的 工作 赋予 变 分 
法 以 重大 的 价值 . 特别 是 Lagrange 曾 对 被 积 函数 包含 一 个 自 变 量 
但 有 几 个 应 变量 及 其 导数 的 积分 导出 了 Euler 方程 . 这 是 原来 变 
分 法 问题 的 一 种 推广 ,原来 变 分 问题 的 积分 中 只 包含 一 个 应 变量 
及 其 导数 . 在 这 种 推广 中 ,Euler 方程 是 q 的 二 阶 常 微分 方程 组 . 


6. 二 次 变 分 

正如 Euler 和 Lagrange 意识 到 的 , Euler 微分 方程 只 是 使 积 
分 取 极 大 或 极 小 的 解 所 应 满足 的 一 个 必要 条 件 . 他 们 用 微分 方程 
来 求解 ,然后 凭借 直观 或 物理 背景 来 决定 这 个 解 是 否 提 供 一 个 极 
大 或 极 小 . Euler 方程 的 作用 完全 类 似 于 普通 微 积分 中 的 条 件 
f(x) = 0.18 y — f(x) 取 极 大 或 极 小 的 z 值 一 定 满足 a) = 
0 ,但 反 过 来 不 一 定 对 ， 

Euler 方程 的 解 必 须 满足 什么 样 的 附加 条 件 才能 真正 使 一 个 依 
RT y(z) 的 积分 取 到 极 大 或 极 小 ,这 个 问题 Laplace 在 1782 年 曾 处 
理 过 ,但 没有 成 功 . 以 后 Legendre 在 1786 年 着 手 解决 这 个 问题 @. 


(D Hist. del'Acad. des Sci. » Paris, 1786,7~37, pub. 1788. 
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普通 微 积分 中 ,在 使 (2) = 0 H x AS (a NA SREB 
A(z) 是 否 取 极 大 或 极 小 . 正 是 以 这 个 事实 为 指导 ,Legendre 研 究 
了 二 次 变 分 FI) ,重新 改造 了 二 次 变 分 的 形式 ,并 且 得 到 结论 说 
对 于 满足 Euler 方程 并 且 通 过 (ze ，w) 和 (zi，2) 的 曲线 >(z) ,只 
要 沿 y(z) 的 每 一 点 xz 处 fy XO, an 取 极 大 ;类 似 地 ,对 于 同样 
的 曲线 y(z) ,只 要 沿 y(z) 的 每 一 点 z+ 处 fy 之 0 , 则 J 取 极 小 . 
然后 Legendre GS RH AIR ERE LE 但 是 ， 
Legendre 在 1787 年 认识 到 ,关于 fy, 的 条 件 仅仅 是 使 y(z) 成 为 
极 大 或 极 小 曲线 的 一 个 必要 条 件 . 寻求 使 (6) 的 积分 达到 极 大 或 极 
小 的 曲线 >(z) 的 充分 条 件 的 问题 ,在 18 世纪 没有 得 到 解决 . 
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第 25 章 
18 世纪 的 代数 


我 介绍 高 等 分 析 的 时 候 , 它 还 是 个 孩子 ,而 你 正在 把 它 带 大 
成 人 . 
John Bernoulli, 4 Euler 的 一 封 信 


L 数 系 的 状况 

虽然 在 18 世纪 时 很 难 把 代数 和 分 析 互 相 区 别 开 来 ,因为 极限 
概念 的 深刻 含义 在 当时 依然 是 模糊 的 ,但 是 按照 我 们 现代 的 观点 ， 
把 这 两 个 活动 领域 分 开 还 是 合适 的 . 17 世纪 的 时 候 , 代 数 是 人 们 
兴趣 的 一 个 重要 中 心 ;但 到 了 18 世纪 , 它 变 成 从 属于 分 析 , 而 且 除 
了 数论 以 外 ,促进 代数 研究 的 因素 ,大 部 分 来 自分 析 . 

因为 代数 的 基础 是 数 系 , 所 以 让 我 们 先 来 看 一 下 数 系 发 展 的 
状况 . 在 1700 年 左右 ,我 们 所 熟悉 的 数 系 的 所 有 成 员 一 一 整数 、 分 
数 、 无 理 数 、 人 负数 和 复数 一 一 都 已 被 人 们 熟知 了 .但 是 ,在 整个 这 世 
纪 中 ,都 有 人 反对 更 新 类 型 的 数 . 典型 的 是 英国 数学 家 Baron 
Francis Maseres(1731 一 1824) 的 反对 意见 ,他 是 剑桥 大 学 克莱尔 
(Clare) 学 院 的 研究 员 和 皇家 学 会 会 员 . 正 是 这 位 写 过 一 些 有 价值 
的 数学 论文 和 有 关 人 寿 保 险 理论 的 实质 性 论文 的 Maseres, 在 
1759 年 发 表 了 《 专 论 在 代数 中 使 用 人 负 号 》( Dissertation on the Use 
of the Negative Sign in Algebra). 他 说 明 如 何 避 开 负数 (除了 要 
表示 从 较 小 的 数 减 去 较 大 的 数 所 得 的 差 以 外 ) ,尤其 是 避 开 方程 
的 负 根 , 他 把 二 次 方程 仔细 分 类 ,使 得 有 负 根 的 方程 单独 进行 考 
虑 ;当然 , 负 根 必须 舍 去 . 对 于 三 次 方程 他 也 同样 处 理 . 然后 他 说 
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到 负 根 : 


eun 就 我 所 能 判断 的 而 言 , 它 们 只 会 把 方程 的 整个 理论 
搞 糊 涂 , 而 且 把 一 些 就 其 本 质 说 来 是 出 奇 地 明显 简单 的 
FR WE ah 44 BS E AE RM ee 因此 很 希望 代数 里 决 
不 窜 许 有 负 根 ,或 者 说 再 一 次 把 它们 从 代数 里 驱逐 出 去 . 
因为 如 果 这 样 做 了 ,那么 就 有 很 好 的 理由 去 设想 ,那些 现 
在 被 许多 知识 沸 博 .机敏 过 人 的 人 用 来 进行 代数 运算 的 、 
模糊 不 清 并 和 一 些 几 乎 是 不 能 理解 的 概念 纠 纺 在 一 起 的 
东西 ,从 此 将 从 代数 中 清除 掉 , 一定 会 使 代数 (或 普遍 的 
算术 ), 就 其 本 性 而 言 ,在 简洁 明了 和 证 明 能 力 方面 ,成 为 
不 亚 于 几何 的 一 门 科学 . 


确实 的 ,直到 现代 ,负数 才 算 被 真正 透彻 地 理解 了 . 在 18 世纪 
后 半 叶 ,Euler 仍然 深信 负数 比 ce 大 . 他 还 论证 (一 1) - (一 1) = 十 1 
说 ,这 个 乘积 必定 是 十 1 或 者 一 1, 但 因为 1. (一 1) = 一 1 ,所 以 
(一 1) 71) = 十 1. 著名 的 法 国 几何 学 家 Carnot 认为 ,负数 的 使 
用 导致 谬误 的 结论 . 在 1831 年 这 样 晚 的 时 候 , 伦 敦 大 学 学 院 的 数 
学 教授 .著名 的 数理 逻辑 学 家 、 对 代数 有 贡献 的 Augustus De 
Morgan(1806 一 1871) 在 他 的 《 论 数学 的 研究 和 困难 》(On the 
Study and Difficulties of Mathematics ) 中 说 :“ 虚 数 式 VV 二 a 和 
负数 式 一 6 有 一 种 相似 之 处 , 即 只 要 它们 中 的 任 一 个 作为 问题 的 
解 出 现 , 就 说 明 一 定 有 某 种 矛盾 或 廖 误 . 只 要 -- 涉 及 到 实际 的 含 
义 , 两 者 都 是 同样 的 虚构 ,因为 0 一 za 和 v 一 < 同样 是 不 可 思议 的 .” 

De Morgan 举 一 个 问题 来 解释 他 的 话 . 父亲 56 岁 ,他 的 儿子 
29 岁 , 间 什么 时 候 , 父 亲 的 岁数 将 是 儿子 的 2 倍 ? 他 解 方程 56 十 z 
= 2(29+ 2) ,得 z= 一 2 .因此 他 说 ,这 个 结果 是 荒唐 的 . 接着 他 
又 说 ,但 是 ,如 果 把 z 换 成 一 z, 解 方程 56 一 z = 2(29 — x) ,我们 


] 346 第 25 章 18 世 纪 的 代数 


就 得 到 xz 二 2 .他 总 结 道 ,由 于 最 初 问题 的 提 法 是 错误 的 ,所 以 导 
致 不 能 接受 的 负 答 数 . De Morgan 固执 地 认为 考虑 比 0 小 的 数 是 
AVE. 

18 世纪 时 ,虽然 在 弄 清 楚 无 理 数 概念 方面 没有 什么 成 就 ,但 
是 对 无 理 数 本 身 还 是 作出 了 某 些 进展 . 1737 年 ,Euler 基本 上 证 明 
T efile’ 是 无 理 数 ,Lambert uEBH T s 是 无 理 数 (第 20 章 第 6 
75). 由 于 要 求 圆 的 面积 ,大 大 地 刺激 了 对 x 的 无 理性 的 研究 . 
Legendre 猜 测 说 x 可 能 不 是 有 理 系 数 方程 的 根 , 他 的 猜测 导致 了 
无 理 数 的 分 类 . 任何 有 理 系数 代数 (多 项 式 ) 方 程 的 任何 一 个 根 (不 
管 是 实 的 还 是 复 的 ) 叫 做 一 个 代数 数 . 这 样 ,方程 

aox" tax”! +s++a,,r+a, = 0 

的 根 叫做 代数 数 ,其 中 a; 是 有 理 数 . 因此 ,所 有 的 有 理 数 和 一 部 分 
无 理 数 是 代数 数 ,这 是 因为 , 任 一 有 理 数 c 是 方程 x 一 c = 0 的 根 ， 
而 V2 是 a^ — 2 = 0 的 根 .不 是 代数 数 的 数 叫 做 超越 数 ,因为 Euler 
说 过 , “它们 超越 了 代数 方法 的 能 力 . ”Euler 至 少 旱 在 1744 年 就 
认识 到 了 代数 数 与 超越 数 之 间 的 这 一 差别 . 他 猜测 说 ,以 有 理 数 为 
底 的 有 理 数 的 对 数 ,必定 或 者 是 有 理 数 ,或 者 是 超越 数 . 然而 ,18 
世纪 时 还 不 知道 有 哪 一 个 数 是 超越 数 ,因而 证 明 超 越 数 存在 的 问 
题 仍 旧 没 有 解决 . 

对 于 18 世纪 的 数学 家 来 说 ,复数 更 是 一 个 祸根 . 这 些 数 自从 
被 Cardan 引进 之 后 ,直到 1700 CGR E XR JC ATER. 后 来 (第 19 
章 第 3 节 ) 用 部 分 分 式 法 求 积分 时 用 到 了 复数 , 随 之 就 产生 了 关于 
复数 以 及 负数 和 复数 的 对 数 的 元 长 的 论争 . RF Euler 正确 地 解 
决 了 复数 的 对 数 问题 ,但 是 无 论 是 他 还 是 别 的 数学 家 ,对 这 些 数 都 
是 不 清楚 的 . 

Euler 试图 理解 复数 究竟 是 什么 ,在 他 的 《对 代数 的 完整 的 介 
2H) (Vollstándige Anleitung zur Algebra ,这 本 书 1768 一 1769 年 
在 俄国 第 一 次 出 版 ,1800 年 在 德国 出 版 ,是 18 世纪 最 好 的 一 本 代 
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数 教科 书 ) 中 说 : 


因为 所 有 可 以 想象 的 数 都 或 者 比 0 大 ,或 者 比 0 小 ,或 者 
等 于 0, 所 以 很 清楚 ,负数 的 平方 根 不 能 包括 在 可 能 的 数 
[实数 ] 中 . 从 而 我 们 必须 说 它们 是 不 可 能 的 数 . 然而 这 种 
情况 使 我 们 得 到 这 样 一 种 数 的 概念 ,它们 就 其 本 性 说 来 
是 不 可 能 的 数 , 因 而 通常 叫做 虚数 或 者 幻想 中 的 数 , 因 为 
它们 只 存在 于 想象 之 中 . 


Euler 在 使 用 复数 时 犯 了 错误 . 在 这 本 《代数 》 中 他 写 道 : 
v 一 1:v 一 4=V4 = 2 ,因为 Vav2 = Vb .他 还 给 出 i 二 0. 207 879 
576 3, 但 遗漏 了 这 个 量 的 其 他 数值 . 他 最 初 是 在 1746 年 给 Gold- 
bach 的 一 封 信 中 ,而 后 在 1749 年 一 篇 谈 Leibniz 和 John Bernoul- 
li 之 间 争 吵 的 文章 中 (第 19 章 第 3 节 ) 给 出 了 这 个 数值 . 虽然 Eu- 
ler 把 复数 叫做 不 可 能 的 数 ,但 他 说 它们 是 有 用 的 . 他 心目 中 的 用 
处 发 生 在 当 我 们 着 手 处 理 一 个 不 知道 是 否 有 解 的 问题 的 时 候 . 例 
如 ,如 果 要 把 12 分 成 两 部 分 ,使 它们 的 乘积 等 于 40 ,我 们 就 会 得 
到 这 两 部 分 是 6 十 /一 4 和 6 一 VY 一 4 ,他 说 ,从 而 我 们 认识 到 这 个 
问题 是 不 能 解 出 的 . 

除了 Euler 作出 的 关于 复数 的 对 数 的 正确 结论 以 外 ,复数 的 
研究 确实 前 进 了 几 步 ,但 是 它们 在 18 世纪 的 影响 是 有 限 的 . 在 
John Wallis 的 书 《 代 数 》(1685 ,第 66~69 章 ) 中 ,他 说 明 怎样 几何 
地 表示 实 系 数 二 次 方程 的 复 根 . Wallis 说 ,实际 上 ,复数 并 不 比 负 
数 更 不 合理 ,而 且 因 为 负数 能 在 直线 上 表示 出 来 ,所 以 在 平面 上 表 
示 复 数 也 应 该 是 可 能 的 . 他 从 画 一 条 轴 出 发 ,根据 一 个 实数 与 原点 
的 关系 在 轴 上 把 这 个 实数 标 出 来 ,在 这 条 轴 上 到 原点 的 距离 表示 
根 的 实 部 ,根据 实 部 的 正 或 负 , 这 个 距离 分 别 在 轴 的 正方 向 或 负 方 
向 上 量 出 来 . 过 实 轴 上 这 样 定 出 的 这 一 点 , 作 一 条 垂直 于 实 轴 的 直 


线 , 它 的 长 度 就 表示 与 V 一 1 相 乘 的 那个 数 , 即 给 出 了 根 的 虚 部 ,这 
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条 直线 根据 这 个 数 的 正 负 分 别 在 不 同 的 方向 画 出 (他 没有 引进 y 
轴 本 身 作为 虚 轴 ). 接着 , Wallis 作出 了 方程 ax? + be +o = 0 RS 
根 都 是 实 根 和 都 是 复 根 时 的 几何 图 像 . 他 的 这 项 工作 是 正确 的 ， 
但 是 对 于 其 他 用 途 来 说 , 它 不 是 zx 十 iy 的 一 个 有 用 的 表示 形式 ， 
18 迭 纪 时 还 有 一 些 人 试图 用 别 的 方法 几何 地 表示 复数 ,但 这 些 
方法 的 用 途 不 广泛 . 当时 还 没有 一 个 几何 表示 形式 使 复数 更 能 
被 人 接受 . 

18 世纪 初期 ,大 多 数 数 学 家 都 相信 ,不 同 的 复数 根 将 会 引进 
不 同类 型 或 不 同 阶 的 复数 ,都 相信 可 能 存在 理想 的 根 , 这 些 根 的 性 
质 他 们 还 不 能 详细 说 明 ,但 大 概 可 以 设法 把 它们 算出 来 . 但 是 
dAlembert, 在 他 的 得 奖 著 作 《 关 于 风 的 一 般 成 因 的 考虑 》 
(Réflexions sur la cause générale des vents, 1747) 中 断言 :每 一 
^r Bi fi cest Poe TE (HUE E ACE Bui E AL) Ee EE IRE 
子 都 是 一 个 形 为 A+ BV 一 1 的 复数 . 在 证 明 这 个 结论 的 过 程 中 他 
过 到 的 一 个 困难 是 (a + 01) 的 情形 , 他 的 关于 这 个 结论 的 证 明 
还 必须 经 过 Euler, Lagrange 和 其 他 人 的 修补 . 在 《百科 全 书 》 中 ， 
d'Alembert 一 反常 态 , 对 复数 保持 了 沉默 . 

在 整个 18 世纪 中 ,复数 的 卓有成效 的 应 用 已 足以 使 数学 家 对 
它们 建立 起 一 些 信心 (第 19 章 第 3 节 ; 第 27 章 第 2 节 ). 不 管 什么 
地 方 ,在 数学 推理 的 中 间 步 又 中 用 了 复数 ,结果 都 被 证 明 是 正确 

的 ,这 个 事实 产生 了 有 力 的 反响 . 当然 还 存在 一 些 怀疑 ,怀疑 推理 
的 可 靠 性 . 甚至 常常 怀疑 结论 的 正确 性 . 

1799 年 Gauss 对 代数 基本 定理 作出 了 他 的 第 一 个 证 明 , 而 因 
为 这 必须 依赖 于 对 复数 的 承认 ,所 以 Gauss 就 巩固 了 复数 的 地 
位 . 后 来 ,19 世纪 勇敢 地 带 着 复 值 函 数 向 前 冲 . 但 是 ,即使 在 复 函 
数论 在 流体 动力 学 中 发 展 了 并 应 用 了 好 长 一 段 时 间 之 后 ,剑桥 大 
学 的 教授 们 仍然 保持 “一 种 对 讨厌 的 v 一 1 抱 不 可 动 扬 的 大 恶心 
理 , 采 用 举办 法 去 杜绝 它 的 出 现 , 或 用 之 于 一 切 可 能 的 地 方 . ” 
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甚至 到 了 1831 年 那样 晚 的 时 候 , 人 们 对 复数 的 普遍 看 法 ,还 
可 以 从 De Morgan 的 著作 《 论 数学 的 研究 和 困难 》 中 了 解 到 . 他 说 
他 这 本 书 把 当时 牛津 和 剑桥 使 用 的 最 好 的 书本 中 的 一 切 东西 都 包 
OLOR. 谈 到 复数 ,他 说 : 


我 们 已 经 证 明了 记号 /一 a 是 没有 意义 的 ,或 者 甚至 是 自 
相 邓 盾 或 藻 唐 可 笑 的 .然而 ,通过 这 些 记 号 ,代数 中 极其 
有 用 的 一 部 分 便 建 立 起 来 了 . 它 依 赖 于 一 件 必须 用 经 验 
来 检验 的 事实 , 即 代 数 的 一 般 规则 可 以 应 用 于 这 些 式 子 
[复数 ], 而 不 会 导致 任何 错误 的 结果 . 要 把 这 个 性 质 求助 
于 经 验 , 那 是 与 本 书 开 头 写 下 的 一 些 最 重要 的 原理 相 违 
背 的 .我 们 不 能 否认 实际 情况 确 是 这 样 ,但 是 必须 想到 这 
只 不 过 是 一 门 很 大 的 学 科 中 的 一 个 小 小 的 和 弧 立 的 部 
分 , 对 于 这 门 学 科 的 其 余 一 切 分 支 ,这 些 原理 将 完整 地 得 
到 上 应 用 . 


上 文中 的 “原理 ”, 他 指 的 是 数学 真理 应 该 由 公理 经 过 演绎 推理 得 
HX. 
接着 ,他 把 负 根 和 复 根 加 以 比较 . 


于 是 ,在 负 的 结果 和 虚 的 结果 之 间 就 有 截然 的 区 别 . YR 
个 问题 的 管 案 是 负 的 时 候 , 在 产生 这 个 结果 的 方程 里 变 
换 一 下 工 的 符号 ,我 们 就 可 以 或 者 发 现形 成 那个 方程 的 
方法 有 错误 ,或 者 证 明 问 题 的 提 法 太 局 限 ,因而 可 以 扩 
展 , 使 之 容许 一 个 令 人 满意 的 答案 . 但 当 一 个 问题 的 答案 
是 虚 的 时 候 , 情 形 就 不 是 这 样 了 …… 对 于 支持 和 反对 这 
种 问题 (如 用 负 的 量 ,等 等 ) 的 所 有 论据 ,我 们 不 殉 成 采用 

介入 的 办 法 来 阻止 学 生 的 进步 ,这 些 论据 他 们 不 能 
理解 ,而 且 论 据 本 身 在 两 方面 都 无 确定 结果 ;但 是 学 生 也 
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许 会 意识 到 困难 确实 存在 ,这 些 困 难 的 性 质 可 以 给 他 们 
指明 ,然后 他 们 也 许 会 通过 充分 多 的 (分 类 处 理 的 ) 例 子 
的 考虑 ,而 相信 法 则 所 引 人 向 的 结果 . 


在 Morgan 写 这 番 话 的 时 候 , 人 们 正在 弄 清 楚 复 数 和 复 国 数 
的 概念 . 但 是 新 知识 的 传播 是 缓慢 的 . 确实 ,整个 18 世纪 和 19 世 
纪 上 半 时 都 在 热烈 地 争论 着 复数 的 意义 . John Bernoulli, 
d'Alembert 和 Euler 的 所 有 论点 都 被 不 断 地 改头换面 重复 出 现 . 
甚至 20 世纪 的 三 角 教 科 书 也 通过 不 包含 v 一 1 的 证 明 , 补 充 介绍 
了 应 用 复数 的 材料 . 

这 里 我 们 注意 到 另外 一 点 , 它 的 重要 性 与 它 的 简洁 性 几乎 
成 反比 ,根据 简洁 性 , 它 可 以 叙述 如 下 :18 世纪 时 没有 人 为 实数 
系 和 复数 系 的 逻辑 操心 . Euclid 在 《4 原 本》 第 V 卷 中 为 建立 不 可 
遂 约 量 的 性 质 而 曾 做 过 的 说 明 被 漠视 了 . 产生 这 种 漠视 的 部 分 
解释 是 :因为 那 种 说 明 依 赖 于 几何 ,而 18 世纪 时 ,算术 与 代数 已 
经 独立 于 几何 了 . 其 次 ,这 种 逻辑 的 发 展 ,即使 适当 地 修改 一 下 
使 它 能 从 几何 中 解脱 出 来 ,也 不 能 建立 起 负数 和 复数 的 逻辑 基 
础 ,而 这 也 可 以 使 数学 家 们 断绝 任何 想 要 严密 地 建立 数 系 的 企 
图 . 最 后 ,该 世纪 主要 关心 的 是 在 科学 中 使 用 数学 ,而 且 因为 运 
算法 则 (至 少 对 实数 来 说 ) 直 观 上 是 可 靠 的 ,所 以 没有 一 个 人 真 
正 地 担心 数 系 的 基础 . 典型 的 例子 是 d'Alembert 在 《百科 全 书 》 
中 关于 负数 的 条 目 里 所 说 的 一 段 话 . 这 一 条 目 写 得 一 点 儿 也 不 
清楚 ,他 下 结论 道 :“ 对 负数 进行 运算 的 代数 法 则 ,任何 一 个 人 都 
是 赞同 的 ,并 认为 是 正确 的 ,不 管 我 们 对 这 些 量 有 什么 看 法 . "各 
种 类 型 的 数 从 来 没有 合适 地 介绍 给 社会 ,然而 在 18 世纪 的 数学 
界 却 争 得 了 一 个 比较 稳固 的 地 位 . 
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2. 5 & i 

从 17 世纪 延续 下 来 的 几乎 没有 一 点 中 断 的 一 门 科学 研究 是 
解 多 项 式 方程 . 这 个 课题 在 数学 中 是 基本 的 课题 ,所 以 ,要 获得 解 
任意 次 方程 的 较 好 方法 ,要 得 到 求 方程 近似 根 的 较 好 方法 ,要 完成 
方程 的 理论 一 一 特别 是 证 明 每 一 个 n 次 多 项 式 方程 有 x 个 根 ,对 
这 些 间 题 有 兴趣 是 很 自然 的 . 男 外 ,在 积分 中 采用 部 分 分 式 法 就 提 
出 了 这 样 的 问题 :是 不 是 任何 实 系 数 多 项 式 都 能 分 解 成 线性 因 式 
的 乘积 ,或 分 解 成 实 系 数 的 一 次 因 式 和 二 次 因 式 的 乘积 ,以 避免 使 
用 复数 ? 

我 们 在 第 19 章 (第 4 节 ) 中 已 看 到 ,Leibniz 不 相信 每 一 个 实 
系数 多 项 式 能 分 解 成 实 系数 的 一 次 因 式 和 二 次 因 式 的 乘积 . Euler 
的 看 法 是 正确 的 . 他 在 1742 年 10 月 1 日 给 Nicholas Bernoulli 
(1687 一 1759) 的 信 中 断言 (但 没有 证 明 ): 任 意 次 数 的 实 系数 多 项 
式 是 能 够 这 样 表示 的 . Nicholas 不 相信 这 一 结论 是 正确 的 ,并 举 了 
一 个 例子 :他 说 多 项 式 

tt — 4r +27? +4744 


的 零点 是 1 二 V2 十 Vv 一 3, 1 一 V2+v 一 3 1+V2- 一 vv 二 3 和 1 一 


V2 —/— 3 ,这 是 与 Euler 的 结论 相 了 矛盾 的 . Euler 在 1742 年 12 
月 15 日 写 给 Goldbach 的 信 中 (Fuss, 第 1 3858 169 —171 页 ) 指 
出 , 复 根 是 以 共 轿 形式 成 对 地 出 现 的 ,所 以 x 一 (a 十 5 V/— 1) 和 
r—(a—b4 —1) 的 乘积 (其 中 a 二 5bV 一 了 和 a 一 bpV 二 1 BAH 
思 ) 是 一 个 实 系数 的 二 次 多 项 式 . 接着 Euler 证 明 这 对 于 Bernoulli 
的 例子 也 是 正确 的 . 但 是 Goldbach 也 拒绝 接受 这 种 思想 ,不 认为 
每 一 个 实 系数 多 项 式 能 分 解 成 实 系数 因 式 的 乘积 ,并 给 出 例子 x 
十 72z 一 20 .后 来 Euler 4 Goldbach 证 明 后 者 做 错 了 ,并 说 明 他 自 
己 的 定理 对 于 直到 六 次 多 项 式 都 成 立 . 但 是 Goldbach 仍 不 相信 ， 
因为 Euler 没有 成 功 地 作出 他 断言 的 一 般 性 证 明 . 

把 一 个 实 系数 多 项 式 因 式 分 解 成 实 系数 的 一 次 和 二 次 因 式 的 
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问题 ,关键 在 于 证 明 每 一 个 这 样 的 多 项 式 至 少 有 一 个 实 根 或 一 个 复 
TR. 因此 这 件 事 的 证 明 (叫做 代数 基本 定理 ) 就 成 了 一 个 主要 的 目标 . 

D'Alembert 和 Euler 的 证 明 是 不 完全 的 . 1772 年 中 ,La- 
grange 在 一 个 又 长 又 详细 的 论证 中 ,完成 ”了 Euler 的 证 明 ， 但 是 
Lagrange 像 Euler 以 及 他 的 同时 代 人 一 样 ,随便 地 把 数 的 一 般 性 
质 应 用 于 想象 为 方程 的 根 上 ,而 没有 证 明 多 项 式 方程 的 根 在 最 坏 
的 情况 下 是 复数 . 因为 不 知道 根 的 性 质 ,所 以 他 的 证 明 实 际 上 是 不 
完全 的 . 

基本 定理 的 第 一 个 实质 性 证 明 是 Gauss 在 他 1799 年 于 赫 尔 
姆 施 泰 特 (Helmstidt) 写 的 博士 论文 中 作出 的 @@, 虽 然 从 现代 的 标 
准 来 看 ,这 个 证 明 依 然 是 不 严格 的 , 他 批评 了 d'Alembert, Euler 
和 Lagrange 的 工作 ,然后 作出 了 自己 的 证 明 . Gauss 的 方法 不 是 
去 计算 一 个 根 ,而 是 去 证 明 它 的 存在 . 他 指出 P(x 十 iy) = 0 的 复 
TR a +ib 相应 于 平面 上 的 点 (a, b), WR P(z 十 iy) — ulz, y) + 
iv(x, y) ,那么 (a, 5) 必 定 是 曲线 — 0 和 w= 0 的 交点 .通过 对 
这 些 曲 线 作 定性 的 研究 ,他 证 明 一 条 曲线 上 的 一 段 连续 弧 连 结 着 
两 个 不 同 区 域 上 的 点 ,而 这 两 个 区 域 是 被 男 一 条 曲线 隔 开 的 . 所 以 
曲线 u = 0 必定 与 曲线 v — 0 相交 . 这 个 论证 是 有 高 度 创造 性 的 . 
但 是 他 依靠 了 这 些 曲线 的 图 形 ,证 明 它们 必然 相交 ,而 这 些 图 形 是 
有 点 复杂 的 . 在 同一 篇 论文 中 ,Gauss 证 明了 次 多 项 式 能 表 成 一 
次 和 二 次 实 系 数 因 式 的 乘积 ， 

Gauss 还 作出 了 这 定理 的 三 个 别 的 证 明 . 在 第 二 个 证 明 中 人 @， 
他 不 用 几何 的 论据 . 其 中 他 还 证 明了 每 两 个 根 之 差 的 乘积 (我 们 遵 
Ai Sylvester 的 说 法 ,把 它 叫做 判别 式 ) 能 表 成 多 项 式 和 它 的 导数 
的 线性 组 合 ,所 以 多 项 式 和 它 的 导数 有 公共 根 的 充 要 条 件 是 判别 


(D Nouv. Mém. del'Acad. de Berlin, 1772, 222 ff, = Œuvres ,3,479~516. 
©  Werke,3,1 730; HAF Euler 的 Opera. (1) ,6,151~169. 
@ Comm. Soc. Gott. ,3,1814/1815, 107 ~ 142 = Werke ,3.33 一 56. 
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式 等 于 零 , 但 是 ,这 第 二 个 证 明 假定 了 当 多 项 式 在 z 的 两 个 不 同 
的 值 之 间 没 有 零点 时 , 它 在 这 两 个 值 处 不 可 能 改变 符号 . 这 件 事实 
的 证 明 超 过 了 当时 数学 的 严密 程度 . 

第 三 个 证 明 中 其 实 使 用 了 我 们 现在 所 谓 的 Cauchy 积分 定理 
(第 27 章 第 4 节 ) 久 .第 四 个 证 明 吕 ,就 其 涉及 到 的 方法 而 言 ,是 第 
一 个 证 明 的 变种 . 但 是 ,在 这 个 证 明 中 ,Gauss 更 自由 地 使 用 了 复 
数 ,他 说 ,这 是 因为 它们 现在 已 属于 普通 的 知识 了 . 值得 指出 的 是 ， 
在 许多 证 明 中 ,这 条 定理 都 不 是 在 最 一 般 的 情形 下 证 明 的 . Gauss 
的 前 三 个 证 明和 后 来 Cauchy，Jacobi 和 Abel 的 证 明 都 假定 了 ， 
(文字 的 ) 系 数 表示 实数 ,但 整个 定理 却 包 括 复 系数 的 情况 . Gauss 
的 第 四 个 证 明确 实 容 许 了 多 项 式 的 系数 是 复数 . 

Gauss 探讨 代数 基本 定理 的 方法 开创 了 探讨 数学 中 整个 存在 
性 问题 的 新 的 途径 , 古 希 腊 人 聪明 地 认识 到 ,数学 研究 对 象 的 存在 
性 必须 建立 在 与 它们 有 关 的 定理 之 前 . 他 们 关于 存在 的 准则 就 是 
可 构造 性 . 在 以 后 各 世纪 的 写 得 更 清楚 的 正式 著作 中 ,存在 性 都 是 
通过 实际 获得 或 显示 出 问题 中 的 量 而 建立 起 来 的 . 例如 ,二 次 方程 
的 解 的 存在 性 ,是 通过 把 满足 方程 的 量 显示 出 来 而 建立 起 来 的 . 但 
是 在 方程 的 次 数 高 于 四 次 的 情况 下 ,这 种 方法 就 失去 效用 了 . 当 
然 , 像 Gauss 那 种 存在 性 的 证 明 , 对 于 计算 其 存在 性 已 建立 的 对 
象 说 来 也 许 是 一 点 用 处 也 没有 的 . 

当 最 终 证 明 每 一 个 实 系 数 多 项 式 方程 至 少 有 一 个 根 的 工作 正 
在 进行 的 时 候 , 数 学 家 们 还 在 大 力 推进 用 代数 方法 求解 四 次 以 上 
的 方程 . Leibniz 和 他 的 朋友 Tschirnhausen 是 第 一 批 作出 认真 


(D Comm. Soc. Gott. ,3, 1816 = Werke ,3,59~64. 

QU) 对 于 Gauss 的 第 三 个 证 明 的 讨论 见 M，Becher 的 《代数 基本 定理 的 高 斯 的 第 
三 个 证 明 》(CGauss's Third Proof of the Fundamental Theorem of Algebra, Amer. 
Math. Soc. , Bull. , 1,1895,205~209), 第 三 个 证 明 的 译文 可 以 看 H. Meschkowski 
的 《大 数学 家 的 思想 方法 》(Ways of Thought of Great Mathematicians, 1964 年 ， 
Holden-Day). 

@ Abhand. der Ges, der Wiss. zu Gött. , 4,1848/1850,3—34 — Werke ,3,73~102. 
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努力 的 人 . Leibniz 重新 考虑 了 不 可 约 的 三 次 方程 ,并 且 深 信和 解 
这 种 类 型 的 方程 不 可 能 不 用 到 复数 . 接着 ,他 着 手 求 五 次 方程 的 
解 ,但 是 没有 成 功 . Tschirnhausen® 认为 他 已 经 解决 了 这 个 问题 ， 
他 借助 于 变换 y = Plc), 把 给 定 的 方程 变换 成 新 的 方程 ,这 里 
P(Xz) 是 一 个 适当 的 四 次 多 项 式 . 这 个 变换 消去 了 方程 中 除 SG 
常数 项 以 外 的 所 有 的 项 . 但 是 Leibniz 证 明了 ,要 求 出 P(x) 的 系 
数 ,必须 解 一 个 次 数 高 于 五 次 的 方程 ,所 以 这 个 方法 是 没有 用 的 . 

有 一 段 时 期 , 解 n 次 方程 的 问题 集中 在 解 二 项 方程 x* 一 1 = 0 
的 特殊 情形 . Cotes 和 De Moivre 通过 用 复数 证 明 , 解 这 个 问题 相 
当 于 把 圆周 分 成 n 个 等 分 . 为 了 用 开 根 求解 (三 角 解 未 必 是 代数 
R) ,只 要 考虑 ”是 奇 素数 的 情况 就 够 了 ,因为 如 果 ? = pm ,其 中 
是 一 个 素数 , 那 就 可 以 考虑 (x")* — 1 = 0. 如 果 这 个 方程 可 以 
对 zx” 求 解 ,那么 x” 一 A = 0 就 能 解 出 来 ,其 中 A 是 前 面 已 解 出 的 
方程 的 任何 一 个 根 . Alexandre-Théophile Vandermonde (1735— 
1796) 1771 年 的 一 篇 论文 中 人 @ 断 言 ,每 一 个 形 为 xz" 一 1 = 0 的 方 
程 是 可 以 用 开 根 解 出 来 的 ,其 中 n ERM. 但 是 , Vandermonde {X 
验证 了 对 于 11 以 下 的 素数 ,这 种 做 法 是 行 得 遂 的 . 关于 二 项 方 
程 的 有 决定 意义 的 工作 是 Gauss 做 出 来 的 (第 31 章 第 2 节 ). 

解 四 次 以 上 高 次 方程 的 主要 精力 集中 在 解 一 般 性 的 方程 上 ， 
而 入 在 朝 着 这 一 目标 前 进 的 过 程 中 ,一 些 关 于 对 称 函数 的 辅助 性 
工作 被 证 明 是 重要 的 , 代数 式 ae 十 -za tar, Ba, x 和 X3 
的 对 称 函数 ,因为 在 整个 式 子 里 若 用 n 代替 任何 x, HE xs RE 
x, , 则 整个 式 子 保持 不 变 . 17 世纪 的 代数 学 家 注意 到 ,而 且 
Newton 证 明了 ,多 项 式 根 的 乘积 的 各 种 和 可 以 用 方程 的 系数 表 
示 出 来 的 时 候 , 研 究 对 称 函 数 的 兴趣 就 产生 了 . GG, on = 3 时 ， 


(D Georg Olms 重印 ) 的 4《G，W，Laeibniz 和 数学 家 们 的 书信 来 往 》(Der Brie fwech- 
sel von Gottfried Wilhelm Leibniz mit Mathematikern , 1961), #1 #6 ,547~564 页 . 

© Acta Erud. , 2,1683,204~207, 

© Hist. del'Acad, des Sci. , Paris, 1771 ,365~416, pub. 1774, 
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把 方程 的 根 两 两 相 乘 ,它们 的 和 


aia, T aza; 十 aiai 
是 一 个 初等 对 称 函 数 ,如 果 方 程 写成 
roar torao = 0, 

那么 上 面 的 和 就 等 于 co. Vandermonde 在 1771 年 的 文章 中 作出 的 进 
展 就 是 证 明了 根 的 任何 对 称 函 数 都 能 用 方程 的 系数 表示 出 来 . 

经 过 很 多 人 ,其 中 包括 Euler 的 努力 多 之 后 ,18 世纪 在 用 开 根 
解 方程 的 问题 方面 ,杰出 的 工作 是 Vandermonde 在 1771 年 的 论 
文中 和 Lagrange 在 他 的 长 篇 论文 《关于 方程 的 代数 解法 的 思考 》 
(Réflexions sur la résolution algébrique des equations) 包 中 作出 
的 . Vandermonde ff] & ARAB IE MB AE 40 05 (BE BERE hig ,那样 
清晰 .所 以 我 们 将 介绍 Lagrange 的 做 法 . Lagrange 给 自己 提出 了 
一 个 任务 :分析 解 三 次 方程 和 四 次 方程 的 各 种 方法 ,看 看 为 什么 这 
些 方法 能 把 方程 解 出 来 ,看 看 这 些 方 法 对 于 解 更 高 次 的 方程 能 够 
提供 什么 线索 . 

对 于 三 次 方程 
(1) rT 二 nr 十 pp 二 0， 
Lagrange 注意 到 如 果 引 进 变换 (第 13 章 第 4 节 ) 
(2) z= y—(n/3y), 
就 得 到 辅助 方程 
(3) y + py? ~ n'/27 =0. 
这 个 方程 也 叫 简化 方程 ,因为 它 是 y 的 二 次 方程 , 若 设 + 一 y， 
方程 就 变 为 
(4) r+ pr—n'/27 =0., 


@ Comm. Acad. Sci. Petrop. , 6, 1732/1733, 216~ 231, pub, 1738 = Opera , 
(1),6,1~19 和 Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. , 9,1762/1763,70— 98, pub, 1764 = 
Opera ,(1),6,170— 196. 

© Nouv, Mém. de l'Acad, de Berlin, 1770, 134 — 215, pub. 1772 53 1771, 
138—254,pub. 1773 = Œuvres , 3,205 — 421. 
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现在 我 们 看 到 ,我 们 能 够 借助 原 方程 的 系数 算出 这 个 方程 的 
Her, Mr, BEA r ER y 必须 引进 立方 根 或 解 方程 
y-r-0. 
因此 MRS o 是 单位 立方 根 (一 1 十 VY 一 3)/2 ,那么 y 的 值 就 是 
Vn we ry. af ry. ro. m Ts. ov 
因而 方程 (1) 的 各 个 解 就 是 
站 = 十 ov 二 ov 
这 样 原 方程 的 解 就 是 通过 简化 方程 的 解 得 到 的 . 

Lagrange 证 明 他 的 前 辈 们 所 用 的 各 种 不 同方 法 都 相当 于 上 
面 的 方法 . 然后 他 指出 ,我 们 应 该 把 我 们 的 注意 力 不 是 集中 在 x 
Ey 值 的 水 数 上 ,而 是 集中 在 y 是 xz 的 函数 上 ,因为 可 以 让 我 们 
全 部 解 出 来 的 正 是 简化 方程 ,这 个 奥秘 一 定 是 隐藏 在 把 简化 方程 
的 解 用 原先 提出 的 方程 的 解 表示 出 来 这 一 联系 之 中 ，. 

Lagrange 注意 到 当 r, x; 和 zs 按 特 定 的 顺序 取出 时 ,每 一 
个 > 值 都 能 写成 (因为 1 十 w 十 吧 = 0 ) 形 式 
(5) y= Fn tar 十 oz) 


检查 这 个 式 子 能 使 我 们 发 现 简化 方程 (未 知 量 是 >) 的 两 条 性 质 . 
第 一 条 性 质 是 :在 y 的 表达 式 中 , 根 r, r 和 zs 不 是 n, xe 和 
za 的 一 个 固定 的 选择 ,因而 这 个 表达 式 可 以 说 是 意义 含糊 的 . 所 
以 三 个 z 值 中 的 任 一 个 可 以 是 x ,其 他 两 个 中 的 任 一 个 可 以 是 zs 
等 等 .但 是 这 些 z+ 有 31 种 置换 ,所 以 有 6 个 y 值 ,因而 y 应 满足 
一 个 六 次 方程 . 因此 简化 方程 的 次 数 是 由 原 方程 的 根 的 置换 的 个 
数 决定 的 . 

第 二 条 性 质 是 ;关系 式 (5) 还 说 明 为 什么 能 把 六 次 的 简化 方程 
化 简 为 二 次 方程 , 因为 在 这 六 种 置换 中 ,三 种 (包括 恒 等 置 换 ) 来 自 
于 交换 所 有 的 六 , 另 三 种 来 自 于 只 交换 两 个 而 固定 一 个 . 但 是 这 
样 一 来 ,由 于 w 的 值 的 缘故 ,所 得 到 的 y 的 6 个 值 ,就 有 关系 
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(6) Yi — ow ys = Os V = ys = ws » 
并 且 取 立 方 , 还 有 
yi = MH yi. ya = Me 
这 个 结论 的 另 -- 种 说 法 是 ,函数 
Gri t ar: Hw xi) 
在 x, , xo Wü cs 的 所 有 六 种 置换 下 只 能 取 2 个 值 , 这 正 说 明 为 什 
么 y 所 满足 的 方程 一 定 是 y* 的 二 次 方程 .另外 ,> 所 满足 的 六 次 
方程 的 系数 是 原 三 次 方程 系数 的 有 理 函 数 . 
对 于 工 的 一 般 四 次 方程 ,Lagrange 考虑 
y — ye. 十 sd， 
这 一 四 个 根 的 函数 在 四 个 根 的 所 有 24 种 置换 下 只 取 三 个 不 同 的 
值 .因此 应 当 有 y 所 满足 的 一 个 三 次 方程 ,而 且 这 个 方程 的 系数 
应 该 是 原 方 程 系数 的 有 理 图 数 . 这 些 叙 述 确实 适用 于 四 次 方程 . 
然后 ,Lagrange 着 手 处 理 一 般 的 次 方程 
(7) x +a! +e tanata, = 0. 
这 个 方程 的 系数 假定 是 无 关 的 ,就 是 说 ,a 之 间 必 须 没 有 任何 关 
系 成 立 . 于 是 所 有 根 必定 也 是 无 关 的 ,因为 如 果 根 之 间 有 一 个 关系 
式 成 立 , 就 可 以 证 明 它 对 于 系数 也 是 对 的 (因为 实际 上 系数 是 根 的 
对 称 函 数 ). 所 以 一 般 方程 的 x 个 根 必须 考虑 为 是 无 关 的 变量 , 它 
们 的 每 一 个 函数 都 是 一 些 无 关 变 量 的 函数 . 
为 了 理解 Lagrange 解决 问题 的 计划 ,让 我 们 首先 来 看 
Tr 十 br+c=0. 
我 们 知道 它 的 根 的 两 个 函数 , 即 n Har: 和 zz 它们 是 对 称 函 数 ， 
就 是 说 ,两 个 根 互相 交换 时 ,基数 保持 不 变 . 一 个 函数 在 它 的 变量 
进行 置换 时 不 变 ,我 们 就 说 这 个 函数 容许 置换 . 例如 函数 x, rs 
容许 z 和 zi 的 置换 ,但 函数 x, 一 x。 却 不 容许 . 
接着 Lagrange 证 明了 两 个 重要 的 命题 . 如 果 一 般 的 n 次 方程 
EAR II SPA Cn. ce, ot, on AYERS BR Gn, x, 
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+, xS) PRA 2, 的 所 有 的 置换 (可 能 还 容许 少 所 不 容许 的 一 
be) ,那么 函数 有 可 以 用 清和 一 般 方 程 (7) 的 系数 有 理 地 表示 
出 来 . 例如 二 次 方程 根 的 函数 xi 容许 函数 x r 所 容许 的 所 有 

置换 (只 有 一 个 , 即 恒 等 署 换 ) ,于 是 

ne — bd (a2 — x) 
2 . 
Lagrange 关于 这 个 命题 的 证 明 还 说 明了 如 何 把 $$ 表达 成 出 的 有 
理 函 数 . 

Lagrange 的 第 一 个 命题 叙述 如 下 :如果 一 般 方程 的 根 的 一 
PAR PCr, te. tn RATE RRR O(a, r, e, .所 容许 的 所 
有 置换 ,但 是 在 少 所 容许 的 置换 下 取 > 个 不 同 的 值 ,那么 $ 是 一 个 
r 次 方程 的 根 ,这 个 方程 的 系数 是 和 给 定 的 一 般 n 次 方程 的 系 
BHT Fi EE aL. 这 个 r 次 方程 可 以 构造 出 来 .比如 zi 一 zz 不 容许 
x, 十 zs 所 容许 的 所 有 置换 ,但 在 这 些 置换 下 取 两 个 值 : x 一 x 和 
2 一 2 于 是 二 一 了 是 一 个 二 次 方程 的 根 ,这 个 方程 的 系数 是 x 
十 zz 以 及 65 和 c HARAR PXE, AK 9 —4ac = (n m», 
所 以 x — x2 是 方程 

t—(b —4c) =0 
IHR. FATE E, BIO? — 4c ,我 们 可 以 通过 前 面 关 于 z 的 
方程 来 求 得 xn. 

类 似 地 考虑 三 次 方程 区 十 pr 十 g 二 0 , 式 子 ( 即 $) 

(zi Har: tw rs)’, 
其 中 = (一 1 十 iY3)/2 ,在 根 的 六 种 可 能 的 置换 下 取 两 个 值 ,但 
Ente ta, ( 即 急 容许 所 有 这 六 种 置换 . 如 果 那 两 个 值 记 为 4 
和 BB, 那么 可 以 证 明 A 和 B 是 一 个 二 次 方程 的 根 ,这 个 方程 的 系 
Boe p 和 g WAFER (AA x 十 xz; 十 x 二 0 ). 如 果 我 们 解 出 这 
个 二 次 方程 , 求 得 根 是 A AB, ARAM 
TI 十 Ts 十 XT 二 0， 


2, 5 程 de 359 I 
a tar, ter, = VA, 
ry tw us tary = VB, 

我 们 就 能 求 得 n, x: 和 xy. 对 于 四 次 方程 ,Lagrange 从 函数 
(8) LyX. 十 LyX 
出 发 ,这 个 函数 在 根 的 24 种 可 能 的 置换 下 取 3 个 不 同 的 值 , 但 是 
xy Ea deas deo 容许 所 有 的 这 24 种 置换 . 因此 (8) 是 一 个 三 次 方 
程 的 根 , 这 个 方程 的 系数 是 原 方程 系数 的 有 理 函 数 . 而 且 事 实 上 ， 
一 般 的 四 次 方程 的 辅助 方程 (或 简化 方程 ) 就 是 三 次 的 ， 

对 于 一 般 系 数 的 n 次 方程 ,Lagrange AE A MAR DOT ERR 
数 各 出 发 ,这 个 函数 容许 根 的 所 有 的 n! 个 置换 . 他 指出 ,这 样 一 
PABA AIM ay Ra bo 十 7. 然后 他 选择 一 个 函数 和 加, 它 只 容 
许 某 些 置换 . 假定 加 在 n! 个 置换 下 取 r 个 不 同 的 值 ,那么 各 就 是 
一 个 7 次 方程 的 根 ,这 个 方程 的 系数 是 加 和 给 定 的 一 般 方程 的 系 
数 的 有 理 函 数 . 这 个 7 次 方程 可 以 构造 出 来 . 再 进一步 ,如 果 和 FN 
为 根 和 系数 的 一 个 对 称 消 数 ,那么 由 给 定 的 一 般 方程 的 系数 ,这 个 
r 次 方程 的 系数 就 完全 知道 了 . 如 果 这 个 7 次 方程 可 以 用 代数 方 
法 解 出 来 ,那么 依据 原 方程 的 系数 ,加 也 就 求 得 了 . 然后 再 选择 一 
^P ER X 如 ,使 它 只 容许 加 所 容许 的 根 的 置换 的 一 部 分 ,和 在 各 所 
容许 的 置换 下 假定 取 * 个 不 同 的 值 . 那么 如 就 将 是 一 个 次 方程 
的 根 , 这 方程 的 系数 是 加 和 给 定 的 一 般 方程 系数 的 有 理 函 数 . 如 
SORA r AAE 是 它 的 一 个 根 ) 能 够 解 出 来 ,那么 这 个 ; 次 方 
程 的 系数 也 就 知道 了 . 如 果 这 个 次 方程 可 以 用 代数 方法 解 出 来 ， 
那么 根据 原 方 程 的 系数 ,加 也 就 知道 了 . 

如 此 继续 下 去 ,选择 和 ,和 9， … 直 到 最 后 一 个 了 梁 数 ,选择 为 
,于 是 ,如 果 这 些 7 次 ,s 次 ,… 方 程 都 能 用 代数 方法 解 出 来 ,那么 
根据 给 定 的 一 般 方程 的 系数 ,x 也 就 知道 了 . 其 他 的 根 zy， 
ty, tt, ty FTA RE ot RE HT EB E r Rs 次 ,… 的 方程 
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Lagrange 的 方法 对 于 求解 一 般 的 二 次 .三 次 和 四 次 方程 都 卓 
有 成 效 . 他 试图 用 这 种 方法 去 解 五 次 方程 ,但 发 现 工作 是 如 此 艰 
难 ,以 至 不 得 不 放弃 . 对 于 三 次 方程 他 只 要 解 一 个 二 次 方程 ,但 对 
于 五 次 方程 ,他 就 必须 解 一 个 六 次 方程 . Lagrange 徒劳 地 寻求 一 
个 预 解 函数 (在 他 对 这 个 术语 的 解释 下 ) ,使 它 能 满足 一 个 次 数 低 
于 五 次 的 方程 . 但 是 ,他 的 工作 没有 给 出 选择 各 的 任何 准则 ,使 这 
些 $ 满足 一 个 代数 可 解 的 方程 , 另外 ,他 的 方法 只 能 用 于 一 般 的 
方程 ,因为 他 的 两 个 基本 命题 都 假定 根 是 无 关 的 . 

Lagrange 被 迫 得 出 结论 说 ,用 代数 运算 解 一 般 的 高 次 方程 
(n > 4) 看 来 是 不 可 能 的 (对 于 特殊 的 高 次 方程 ,他 贡献 很 少 ). 他 判 
断 说 ,或 者 足 这 个 问题 超越 了 人 的 智力 范围 ,或 者 是 根 的 表达 式 的 
性 质 必定 不 同 于 当时 所 知道 的 一 切 . Gauss 在 他 的 1801 年 的 《专题 
ie XC) (Disquisitiones) th ,也 声称 这 个 问题 也 许 是 不 能 解决 的 . 

Lagrange 的 方法 尽管 很 少 成 功 , 但 它 确 实 给 出 了 洞察 这 过 4 
时 成 功 而 >”4 时 失败 的 道理 ;这 种 洞察 力 为 Abel 和 Galois 所 利 
用 (第 31 章 ). 另外 ,Lagrange 的 思想 是 必须 考虑 一 个 有 理 函 数 当 
它 的 变量 发 生 置换 时 所 取 的 值 的 个 数 , 这 个 思想 引导 到 置换 或 代 
换 群 的 理论 . 其 实 , 他 已 实际 上 得 到 了 这 样 的 定理 ;一 个 群 的 子 群 
的 阶 (元 素 的 个 数 ) 必 定 是 该 群 的 阶 的 因子 . Lagrange 的 著作 是 一 
切 关 于 群 论 的 著作 的 先导 ,上 述 定理 在 其 中 所 取 的 形式 是 :由 所 
取 的 值 的 个 数 En! 的 因子 . 

受 Lagrange 的 影响 , Paolo Ruffini(1765 一 1822) 在 1799 到 
1813 年 之 间作 过 好 几 种 尝试 ,要 证 明 四 次 以 上 的 高 次 方程 应 是 不 
能 用 代数 方法 解 出 的 . (Paolo Ruffini 是 一 个 数学 家 ,医生 .政治 


(D Lagrange 对 国 数 风 的 特殊 形式 用 了“ 预 解 "这 个 记 , 而 不 是 指名 所 满足 的 方 
程 .例如 ,对 于 三 次 方程 ,xi 十 wrz bates E Lagrange 意义 下 预 解 的 -… 种 形式 ， 
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家 ,是 Lagrange 的 一 个 热忱 的 弟子 . ) 在 他 的 《4 方程 的 一 般 理 论 》 
(Teoria generale delle equazioni )OM, Ruffini 用 Lagrange 所 创 
的 方法 成 功 地 证 明了 不 存在 一 个 预 解 永 数 (在 Lagrange 的 意义 
TO ,能 满足 一 个 次 数 低 于 5 次 的 方程 .事实 上 ,他 证 明了 当 z= 4 
时 ,不 存在 一 个 元 有 理 函 数 ,在 个 元 素 发 生 置换 时 取 3 个 或 4 
个 值 . 后 来 ,在 他 撰写 的 《用 一 般 的 代数 方法 解 方程 的 一 些 想 法 》 
(Riflessioni intorno alla soluzione delle equazioni algebraiche 
generali ) rp, fh K ARIS FAL, ARAD ER n> 4 的 一 般 方 
程 是 办 不 到 的 . 虽然 一 开始 Ruffini 就 相信 这 个 结论 是 正确 的 ,但 
他 的 努力 没有 达到 目标 . Ruffini 用 了 (但 没有 证 明 ) 这 样 一 条 辅助 
定理 (现在 叫做 Abel 定理 ) :如 果 一 个 方程 能 用 开 根 解 出 来 ,那么 
根 的 表达 式 就 能 写成 这 样 一 种 形式 ,其 中 的 根 式 是 已 知 方程 的 根 
和 单位 根 的 有 理 系数 的 有 理 函 数 ， 


3. 行列 式 和 消 元 法 理论 

线性 方程 组 的 研究 是 在 1678 年 以 前 由 Leibniz 开创 的 ,我 们 
今天 把 方程 组 写成 
(9) no May. ici. 2, 


其 中 r 是 已 知 量 ,而 y; 是 未 知 量 . 1693 年 , Leibniz® 用 指标 数 的 
系统 集合 ,表示 含 两 个 未 知 量 x 与 y 的 三 个 线性 方程 所 组 成 的 系 
统 的 系数 . 他 从 三 个 线性 方程 的 系统 中 消去 两 个 未 知 量 ,得 到 一 
行列 式 , 现 在 叫做 方程 组 的 结 式 . 这 个 行列 式 等 于 零 就 意味 着 存在 
一 组 和 y ,满足 所 有 的 这 三 个 方程 . 

用 行列 式 的 方法 解 含 有 两 个 、 三 个 和 四 个 未 知 量 的 联 立 线性 


© 1799 = Opere Mat, , 1,1~324. 
© 1813 = Opere Mat. , 2,455~268. 
@ Math. Schriften, 2,229,238~ 240,245, 
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方程 ,可 能 在 1729 年 ,是 由 Maclaurin 开创 的 ,并 发 表 在 他 的 遗 作 
《代数 论著 》(Treatise of Algebra ,1748) 中 .虽然 书 中 的 记 法 不 太 
好 ,但 是 他 的 法 则 是 我 们 今天 所 使 用 的 法 则 ,Cramer 把 它 发 表 在 
ft. B (ex Pk ALLY Er Sj Introduction à l'analyse des lignes 
courbes algébriques, 1750) H3. Cramer 给 出 了 一 条 法 则 ,用 于 确定 
经 过 五 个 点 的 一 般 的 二 次 曲线 A+ By + Cr + Dy? + Exy +2? = 
0 的 系数 . 他 的 行列 式 , 和 现在 一 样 , 是 这 样 一些 乘 积 的 和 ,这 些 乘 
积 是 在 每 一 行 和 每 一 列 中 取 一 个 且 只 取 一 个 元 素 组 成 :每 一 个 乘 
积 的 符号 是 这 样 确定 的 , 即 从 标准 次 序 出 发 ,得 到 这 些 元 素 的 排列 
所 需 的 重 排 数 ,如果 这 个 数 是 偶数 , 则 符号 是 正 的 ,否则 就 是 负 的 . 
1764 年 ,Bezout 把 确定 行列 式 每 一 项 的 符号 的 手续 系统 化 了 . 
给 定 了 含 个 未 知 量 的 ”个 齐 次 线性 方程 , Bezout 证 明 : 系 数 行 
列 式 等 于 零 ( 结 式 等 于 零 ) 是 这 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 . 

Vandermonde 包 是 第 一 个 对 行列 式 理论 作出 连贯 的 逻辑 的 阅 
述 ( 即 把 行列 式 理论 与 线性 方程 组 求解 相 分 离 ) 的 人 ,虽然 他 也 把 
它 应 用 于 解 线性 方程 组 . 他 还 给 出 了 一 条 法 则 ,用 二 阶 子 式 和 它们 
的 余子 式 来 展开 行列 式 . 从 集中 到 对 行列 式 本 身 进行 研究 这 一 点 
来 说 ,他 是 这 门 理论 的 黄 基 人 . 

参照 Cramer 和 Bezout 的 工作 ,Laplace 在 1772 年 的 论文 《对 
积分 和 世界 体系 的 探讨 ? 包 中 ,证 明了 Vandermonde 的 一 些 规则 ， 
并 推广 了 他 的 展开 行列 式 的 方法 ,用 > 行 中 所 含 的 子 式 和 它们 的 
余子 式 的 集合 来 展开 行列 式 ,这 个 方法 现在 仍然 以 他 的 名 字 命 
名 出 . 

譬如 说 ,含有 两 个 未 知 基 的 三 个 非 齐 次 线性 方程 组 成 的 方程 


(D Hist. de l'Avcad. des Sci. Paris, 1764,288~388, 

© Mèm. del'Acad, des Sci., Paris, 1772,516~532, pub. 1776. 

Mèm, de l'Acad. des Sci., Parts, 1772 ,267~376 , pub. 1776 = Œuvres ,8, 
365 406, 

CD BA M. Bocher 的 Dutroduction to Higher Algebra , Dover (reprint) , 1964 , p. 26, 
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组 ,有 公共 解 的 条 件 是 结 式 等 于 零 ,这 个 条 件 还 表示 从 三 个 方程 消 
去 工 和 y 得 到 的 结果 . 但 是 消 元 法 的 问题 在 向 别 的 方向 伸展 . 给 
定 两 个 多 项 式 
f = aor" tHe tan, 
E — ba" tee tb, 

ER f-050g —0 f ABBATE. 因为 这 个 条 件 涉 及 这 样 一 个 
事实 , 即 至 少 存在 zx 的 一 个 值 既 满足 了 =0 又 满足 & 王 0 ,所 以 把 
从 f= 二 0 解 得 的 xz 值 ,代入 gg, 就 得 到 a; 和 6; 所 应 满足 的 条 件 . 这 
个 条 件 ,或 者 消去 式 ,或 者 结 式 ,是 Newton 第 一 个 进行 研究 的 , 在 
他 的 《普遍 的 算术 3 中 他 给 出 了 从 两 个 方程 (次 数 可 以 是 二 次 到 四 
Am mas ae mm s ul. 

Euler 在 他 的 《 引 论 ? 第 二 卷 第 19 章 中 给 出 了 两 个 消 元 的 方 
法 . 第 二 个 方法 是 Bezout 的 乘 数 法 的 前 驱 , Euler 在 1764 年 的 论 
文山 中 对 这 个 方法 作 了 更 好 的 描述 . Bezout 的 方法 证 明 是 得 到 最 
广泛 认可 的 一 种 方法 ,因此 我 们 将 对 它 进行 考察 . 在 他 的 《数学 教 
f#) (Cours de mathématique, 1764—1769) f , Bezout 考虑 两 个 
次 方程 ; 

f(x) = ax" +a, ia" ++ +a 一 0， 
P(r) = ba" +H brir! +o +6, = 0. 

第 一 步 ;f RUA bn, PR a, RIGA; BH sf FEV oux + 
bn PRA a,c basa ,然后 相 减 ;第 三 步 : 了 乘 以 bz + brir t 
bno PRN aux! Harir tan ,然后 相 减 ;…… 这 样 得 到 的 每 个 
方程 都 是 zz 的 n 一 1 次 方程 . 可 以 认为 这 组 方程 是 未 知 量 为 xz”!， 
T, 0, LS n PARRA RNA. 这 个 线性 方程 组 的 结 式 
( 即 未 知 量 系数 的 行列 式 ) 是 最 初 两 方程 /天 0 和 Y#= 0 的 结 式 . 当 


(10) 


(D Mém. del'Acad. de Berlin, 20,1764, 91~104, pub. 1766 = Opera (1),6, 
197~211. 
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两 个 方程 的 次 数 不 同 时 ,Bezout 也 给 出 了 一 个 求 结 式 的 方法 由， 

消 元 法 理论 也 适用 于 次 数 高 于 1 的 两 个 方程 : f(x, y) = 0 
和 g(xz，y) 二 0 . 解 这 个 间 题 的 动机 是 出 于 要 确定 两 个 方程 的 公 
共 解 的 个 数 ,或 者 从 几何 角度 来 讲 ,是 求 出 相应 于 这 两 个 方程 的 曲 
线 的 交点 的 个 数 . 从 f(a, y) = 030 g(x, y) — 0 消去 一 个 未 知 量 
HU n IUS TE, Xe HH. Bezout 第 一 个 在 1764 年 的 文章 中 勾 出 大 致 轮廓 ， 
而 在 他 的 《代数 方程 的 一 般 理 论 》( Théorie générale des équations 
algébriques, V779) i x th T XX IJ. Bezout 的 想法 是 :把 f(x， y) 和 
sz，y) 分 别 乘 上 适当 的 多 项 式 F(z) 和 G(x), 就 能 作出 
(11) Ry) = F(x)fGx, y) c GGG, y). 
男 外 ,他 还 寻求 下 和 G ,使 得 RR(y) 的 次 数 尽 可 能 地 低 . 

结 式 的 次 数 的 问题 也 由 Bezout 在 他 的 《代数 方程 的 一 般 理 
论 》 中 作出 了 回答 (Euler 在 1764 年 的 论文 中 也 独立 地 回答 了 这 
个 间 题 ). 两 人 的 答案 都 是 mn, 即 f Ale 的 次 数 的 乘积 ,两 个 人 都 
把 问题 归结 为 从 一 个 辅助 的 线性 方程 组 中 进行 消 元 的 问题 ,从 而 
证 明 这 条 定理 . 上 述 的 这 个 乘积 也 是 两 条 代数 曲线 的 交点 数 . Ja- 
cobi? 和 Minding® 对 于 两 个 方程 的 组 合 也 给 出 了 Bezout 的 消 元 
法 .但 是 他 们 谁 也 没有 提 到 Bezour. 也 许 是 他 们 并 不 知道 Bezout 
的 工作 . 


4， 数 论 

数论 在 18 世纪 留 下 来 一 系列 互 不 关联 的 成 果 . 在 这 门 学 科 中 
最 主要 的 著作 是 Euler 的 《代数 指南 》( Anleitung zur Algebra , 
1770 年 德 文 版 ) 和 Legendre 的 《数论 随笔 》(Essai sur la théorie 


O -种 解说 可 以 在 W. S. Burnside 和 A. W Panton 的 The Theory of Equa- 
tions, 1960 年 Dover( 重 印 ) 的 第 2 卷 第 76 页 上 找到 . 

®© Jour. für Math. , 15,1836, 101 ~ 124 = Gesam . Werke ,3,297 ~ 320. 

@ Jour. für Math. , 22,1841,178~183, 
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des nombres, 1798). 后 者 的 第 二 版 于 1808 年 出 版 , 书 名 是 《数论 》 
(Théorie des nombres) ,增补 了 的 第 三 版 ,分 成 两 卷 ,于 1830 年 问 
世 . 这 里 要 叙述 的 问题 和 结果 ,只 是 已 完成 的 工作 中 抽出 来 的 一 部 
分 小 小 的 样品 . 

1736 年 ,Euler 证 明了 Fermat 的 小 定理 名 , 即 如 果 pp 是 一 个 
素数 ,a 和 pp 5 35.852. a^ —a 可 以 被 p 整除 . 18 和 19 两 个 世纪 的 
其 他 一 些 人 对 这 一 定理 作出 了 许多 种 证 明 . 1760 年 , Euler 5| xit $ 
销 数 ,或 者 叫做 的 totient, 用 来 推广 这 条 定理 @,$(n) 是 小 于 
而 与 > 互 素 的 整数 的 个 数 ,所 以 当 n 是 素数 时 ,$(n) 就 等 于 一 1. 
[记号 $(1) Æ Gauss 引进 的 , ] 接 着 ,Euler 证 明 , 如 果 a 和 nn BH, 
那么 

gt) —] 
可 以 被 n 整除 . 

至 于 Fermat 对 x"+ y" = 2" 所作 的 著名 猜测 ,Euler HEA OY 
n 二 3 和 7 一 4 时 , 它 是 正确 的 ;2 一 4 的 情形 是 已 经 由 Frenicle de 
Bessy 证 明了 的 . Euler 的 这 个 工作 必须 由 Lagrange, Legendre 和 
Gauss 来 完成 . 接着 Legendre 对 于 = 5 证 明了 这 个 猜测 @. 我 们 
将 要 看 到 ,努力 去 证 明 Fermat 猜测 的 历史 是 很 长 久 的 . 

Fermat 还 曾 猜测 说 (第 13 章 第 7 节 ), 对 于 值 的 一 个 不 定 


的 集合 ,由 式 子 
27 十 1 
得 到 的 数 是 素数 . WH n= 0, 1, 2, 3 和 4, 这 都 是 对 的 . 但 是 1732 


(Q Comm, Acad, Sci. Petrop. , 8,1736,141~146, pub. 1741 = Opera ,(1),2, 
33—37. 

Q Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. , 8,1760/1761, 74 ~ 104, pub. 1763 = 
Opera ,(1),3,531—555, 

@ Algebra, Part J] , Second Section. 509 ~ 516 = Opera ,(1),1,484~489(for 
n= 3 ) f Comm. Acad. Sci. Petrop. , 10,1738,125~146, pub. 1747 = Opera , (1), 
2,38—59(for n = 4). 

QD Mém, del'Acad. des Sci. , Paris, 6,1823,1--60, pub. 1827. 
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年 Euler UHD H n = 一 5 时 ,这 个 数 不 是 素数 , 它 的 一 个 因子 是 641. 
RKE ,现在 知道 对 许多 其 他 的 二 值 ,由 这 个 式 子 得 到 的 数 不 是 素 
数 , 但 没有 发 现 过 一 个 比 4 大 的 数 , 代 入 后 得 到 的 数 是 素数 . 然而 ， 
这 个 式 子 的 重要 性 在 于 它 重 新 出 现在 Gauss 论 正 多 边 形 的 可 作 图 
性 的 著作 中 (第 31 章 第 2 节 ). 

一 个 有 许多 分 支 的 研究 课题 涉及 到 把 各 种 类 型 的 整数 分 解 成 
其 他 类 型 的 整数 . Fermat 曾经 断言 :每 一 个 正 整数 是 不 多 于 四 个 平 
方 数 的 和 (一 个 平方 数 重复 出 现 ,比如 8 = 4 十 4 ,是 容许 的 ,只 要 把 
CERRAR E). Æ 40 年 以 上 的 长 时 间 里 ,Euler 一 直 试 图 证 明 
这 个 定理 ,并 作出 了 一 部 分 结果 名, Lagrange? 用 了 Euler 的 一 部 分 
工作 ,证 明了 这 条 定理 . 不 管 是 Euler 还 是 Lagrange, 都 没有 得 到 一 
个 正 整数 究竟 能 表 成 几 个 平方 数 的 和 

在 刚才 提 到 的 Euler 1754/1755 年 的 论文 和 同一 本 杂志 @ 的 另 
一 篇 文章 中 , Euler 证 明了 Fermat 的 断言 , 即 每 一 个 形 为 4a 十 1 的 素 
数 能 唯一 地 分 解 成 两 个 平方 数 的 和 . 但 是 Euler 没有 按照 递 降 法 去 
做 ,这 一 递 降 法 是 Fermat 为 这 个 定理 勾画 出 来 的 一 种 方法 . 在 另 一 
REXHO, Euler 还 证 明了 两 个 相对 互 质 的 平方 数 之 和 的 每 一 个 因 
子 , 古 两 个 平方 数 之 和 . 

Edward Waring (1734 一 1798) 在 他 的 《代数 沉思 录 》(Meditatio- 
nes Algebraicae ，1770) 中 叙述 了 一 条 定理 ,现在 称 之 为 “Waring 定 
理 " ,定理 说 每 一 个 整数 ,或 者 是 一 个 立方 数 ,或 者 是 至 多 9 个 立方 
数 之 和 ;另外 ,每 一 个 整数 ,或 者 是 一 个 四 次 方 数 ,或 者 是 至 多 19 个 


© Comm. Acad. Sei. Petrop. , 6,1732/1733,103~ 107 —Opera , (1) ,2,17-5. 

Q) Nou Comm, Acad. Sci. Petrop. , 5, 1754/1755,13~58, pub. 1760 = Opera , 
(1),2,338~ 372. 

@ Nouv. Mém. del'Acad. de Berlin, 1,1770,123~133, pub. 1772 = Gres ,3, 
189~ 201, 

@ = 5,1754/1755,3~13, pub. 1760 = Opera ,(1),2,328~337. 

© Novi Comm, Acad, Sci. Petrop. , 4,1752/1753,3 — 40, pub. 1758 = Opera , 
(1),2,295 —327. 
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四 次 方 数 之 和 . 他 还 猜测 说 每 -一个 正 整 数 可 以 表 成 至 多 r ik 
之 和 ,其 中 > 依赖 于 & DOPE TE BR Ath ARBOR EA. 

普鲁士 派 往 俄罗斯 的 一 位 公使 Christian Goldbach, Œ 1742 年 6 
月 7 日 给 Euler 的 信 中 ,叙述 了 一 个 结论 ,但 没有 作出 证 明 . 他 说 ,每 
一 个 偶 整 数 是 两 个 素数 之 和 ,每 一 个 奇 整数 或 者 是 一 个 素数 ,或 者 是 
三 个 素数 之 和 . 这 个 断言 的 第 一 部 分 现在 称 为 Goldbach 猜想 ,仍然 是 
一 个 未 解决 的 问题 . 断言 的 第 二 部 分 其 实 可 以 从 第 一 部 分 推出 ,因为 
如 果 是 奇数 ,那么 从 nn 减 去 任意 一 个 素数 p, 2 一 户 就 是 偶数 ， 

在 有 关 数 的 分 解 的 某 些 更 专门 化 的 成 果 中 ,包含 有 Euler 证 
明 的 z' 一 y FI a H y* 4RBEXESE 7333 £5 18 9. Euler 和 Lagrange 
证 明了 Fermat 的 许多 断言 . 这 些 断 言 大 意 是 说 某 些 素数 能 用 特 
殊 的 方式 表示 出 来 . 例如 ,Euler 证 明了 令 形 为 3n 十 1 的 素数 能 唯 
一 地 表 成 形式 x 十 3y: . 

亲 和 数 和 完全 数 继续 吸引 着 数学 家 们 . Euler? 给 出 了 62 对 
亲 各 数 ,其 中 包括 已 经 知道 的 3 对 ,还 有 2 对 是 错 的 . 在 一 篇 死 后 
出 版 的 论文 中 人 @, 他 还 证 明了 Euclid 定理 的 逆 定 理 :每 一 个 完全 侦 
数 是 形 为 2*'(2? 一 1) 的 数 , 其 中 第 二 个 因子 是 素数 . 

John Wilson(1741 一 1793) 是 剑桥 大 学 学 数学 的 一 个 得 奖 学 
生 , 但 后 来 当 了 律师 和 法 宫 , 他 叙述 了 一 条 定理 ,现在 仍 以 他 的 名 
字 命 名 :对 每 一 个 素数 p.h (o 一 1)! 十 1 能 被 p 整除 ;而 且 , 如 果 


(D ”一般 性 的 定理 是 由 David Hilbert 证 明 的 (Math. Ann, , 67,1909,281~ 300). 

© Comm. Acad. Sci. Petrop. , 10,1738,125~ 146, pub. 1747 = Opera ,(1), 
2,38~59; 3 Algebra (1770) ,Part [I], Ch. 13, arts. 202 ~ 208 = Opera ,(1),1,436— 
443. 

(D Novi Comm. Acad. Sci, Petrop. , 8,1760/1761,105 一 128, pub. 1763 = 
Opera ,(1),2,556—575. 

@ “De numeris amicabilibus" , Opuscula varii argumenti, 2,1750, 23 ~ 107 = 
Opera ,(1),2,86~ 162. 

@ “De numeris amicabilibus". Comm. Arith. , 2, 1849, 627 ~ 636 = Opera 
postuma ,1,1862, 85 ~ 100 = Opera ,(1),5,353— 365. 
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这 个 最 能 被 " 整除 ,那么 4 就 是 一 个 素数 . Waring 在 他 的 《代数 沉 
轧 录 ) 中 公布 了 这 条 定理 ,Lagrange 在 1773 EIT EO, 

求 方程 2 —Ay’ = 1 的 整数 解 的 问题 已 经 讨论 过 了 (第 13 章 第 
7 节 ). Euler 在 1732/1733 年 的 一 篇 论文 中 ,错误 地 把 它 叫 做 Pell 方 
程 , 这 个 名 称 就 这 样 固定 下 来 了 . Euler 开始 对 这 个 方程 感 兴趣 , 因 
为 他 需要 用 这 个 方程 的 解 去 求 ax? 十 Bx 十 c = y 的 整数 解 . 关于 后 
面 这 个 题目 他 写 过 几 篇 文章 . 1759 年 ,他 通过 把 VA 表 成 一 个 连 分 
式 马 ,给 出 了 一 种 解 Pell 方程 的 方法 . 他 的 想法 是 :满足 方程 的 x 和 
> 的 值 是 使 得 zy 收 化 到 (在 连 分 式 的 意义 下 )V 4 的 值 . 在 证 明 他 
的 方法 总 能 求 出 解 来 ,而 且 它 的 所 有 的 解 都 是 由 VA 的 连 分 式 展开 
给 出 的 时 候 ,他 失败 了 . Pell 方程 解 的 存在 性 是 Lagrange 在 1766 年 
证 明 的 多 ,在 后 来 的 几 篇 论文 中 他 的 证 明 更 简单 了 @. 

Fermat 曾 断 言 ,他 能 够 确定 更 一 般 的 方程 xr? 一 Ay* = BHA, 
时 候 有 整数 解 ,并 说 在 可 解 的 时 候 , 他 就 能 够 把 它 解 出 来 . 这 个 方 
程 是 由 Lagrange 在 刚才 提 到 的 那 两 篇 论文 中 解 出 来 的 . 

求 一 般 方程 

ar? + 2bry «cy! +2dx + 2ey + f — 0 

(其 中 系数 都 是 整数 ) 的 所 有 整数 解 的 问题 也 解决 了 . Euler 给 出 
了 解 的 不 完整 的 类 ;后 来 Lagrange® 给 出 了 完全 的 解 . 在 (纪要 》@ 
的 下 卷 里 ,他 作出 了 一 个 更 简单 的 证 明 . 


(D Nouv Mém, del'Acad. de Berlin, 2, 1771, 125 ff. , pub, 1773 = Œuvres , 
3,425 — 438. 

@ Novi Comm. Acad. Sci, Petrop. , 11,1765,28— 66, pub. 1767 — Opera ,(1),3, 
73— 111. 

@ Mis. Taur., 4,1766/1769, 19 ff. = Œuvres , 1,671— 731. 

(D Mém. del'Acad. de Berlin, 23,1767 ,165 — 310, pub. 1769, and 24,2768,181— 
256, pub. 1770 = Œuvres .2,377~535 和 655 ~ 726; ZASE Lagrange 翻译 的 Euler 的 
Algebra 的 补充 部 分 中 ; 见 参考 书目 ， 

© Mém. del'Acad. de Berlin , 23,1767,165— 310, pub, 1769 = (Œuvres ,2,377 
7-585. 

(& 24,1768,181—256, pub. 1770 = Œuvres ,2,655~726, 
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是 二 次 互 反 律 . 它 用 了 二 次 剩余 的 概念 . 这 里 ,我 们 采用 由 Euler 
在 1754/1755 年 的 一 篇 论文 中 引入 ,后 由 Gauss 采用 的 说 法 :如 果 
存在 一 个 zx, 使 得 2° — p ER q 整除 ,那么 就 说 p 是 g MOK 
R MRA r 不 存在 ,那么 就 说 p 是 g D) URGES A. Leg- 
endre(1808 年 ) 发 明了 一 个 记号 ,现在 用 于 表示 上 面 提 到 的 两 种 
情况 中 的 任意 一 种 . 这 个 记号 是 (po) , 它 的 意义 如 下 :对 于 任意 
数 p 和 任意 素数 g， 


(p/q) = 


， 当 p 是 g 的 二 次 剩余 时 ， 
一 1， 当 p 是 g 的 二 次 非 剩 余 时 . 
还 可 以 认为 ,如 果 户 恰好 能 被 9 整除 , 则 (p/g) — 0. 
在 这 种 记号 下 ,二 次 互 反 律 说 ,如 果 p 和 g 是 不 同 的 奇 素数 ， 


那么 
(b/q)(g/p) = (= 1) Dien, 


这 个 意思 就 是 ,如 果 ( 一 1) 的 指数 是 偶数 ,那么 ,p 是 g HORA 
余 , 同 时 g 是 p 的 二 次 剩余 ;或 者 哪 一 个 也 不 是 另 一 个 的 二 次 剩 
余 . 如 有 果 ( 一 1) 的 指数 是 奇数 ,这 在 p 和 g 是 形 为 4k 十 3 的 素数 时 
出 现 ,那么 其 中 一 个 素数 是 另 -一 个 素数 的 二 次 剩余 ,但 第 二 个 数 则 
不 是 第 一 个 数 的 二 次 剩余 . 

这 一 定理 的 历史 须 详细 说 一 下 . Euler 在 1783 年 的 一 篇 论 
文中 给 出 了 四 条 定理 和 第 五 条 总 结 性 的 定理 ,非常 清楚 地 叙述 
了 二 次 互 反 律 .但 是 ,对 这 些 定理 他 没有 进行 证 明 . 这 篇 论文 里 的 
工作 注 明 是 从 1772 年 开始 做 的 ,而 且 被 编 进 了 甚至 更 早 一 些 的 著 
作 里 . Kronecker 在 1875 年 @ 注 意 到 ,这 条 定理 的 叙述 实际 上 已 包 
含 在 Euler 很 早 以 前 写 的 论文 中 了 @. 但 是 Euler 的 “证 明 ” 是 建立 


D Opuscula Analytica, 1,1783, 64 ~ 84 = Opera ,(1),3,497—512. 

C Werke, 2,3~10. 

CQ Comm. Acad. Sei. Petrop. 14,1744/1746,151~181, pub. 1751 = Opera , 
(1).2,194— 222. 
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在 计算 的 基础 上 的 . 1785 年 Legendre 在 他 关于 这 个 课题 的 论文 
中 独立 地 宣布 了 这 一 定律 ,虽然 他 引用 了 Euler 在 《 短 论 》 的 同一 
卷 里 的 另 一 篇 文章 . 他 的 证 明了 是 不 完全 的 . 在 他 的 《数论 }@ 中 他 
再 一 次 叙述 了 这 条 定律 ,并 给 了 另外 一 个 证 明 . 但 是 ,这 一 证 明 仍 
然 是 不 完全 的 ,因为 其 中 假定 了 在 某 一 算术 级 数 中 存在 无 穷 多 个 
素数 . 要 发 现 这 一 定律 后 面 究竟 陷 藏 着 什么 ,从 它 究竟 可 以 引申 出 
多 少 含意 ,这 些 问题 曾经 成 了 1800 年 后 数论 研究 的 关键 性 课题 ， 
而 且 导 致 了 一 些 重 要 的 发 现 ,其 中 的 一 部 分 我 们 将 要 在 后 面 章 
中 讨论 . 

18 世纪 数论 方面 的 工作 是 以 Legendre 1798 年 的 名 著 《 数 论 》 

结束 的 . 虽然 这 本 书包 含 了 一 HARKER, 有 些 是 数论 方面 
由 也 有 些 是 其 他 方面 的 (比如 椭圆 积分 方面 


本 的 ), 但 是 a n 
没有 作出 重大 的 新 发 现 . 入 们 可 以 指责 他 ,介绍 了 一 大 堆 命 题 

中 本 来 可 以 抽象 出 一 些 一 般 性 概念 ,但 他 却 没有 这 样 做 . Mon 
是 由 他 的 后 继 者 们 完成 的 ， 
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第 26 章 
18 世纪 的 数学 


当 我 们 不 能 用 数学 指南 针 或 经 验 的 火炬 时 ,…… 肯 定 的 ,我 
fn bt REED BU Va dE. 


Voltaire 


1. 分 析 的 兴起 

如 果 17 世纪 曾经 正确 地 被 称 为 天 才 的 世纪 ,那么 ,18 世纪 就 
可 以 称 为 发 明 的 世纪 . 虽然 这 两 个 世纪 都 是 多 产 的 ,而 有 卫 18 世纪 
的 人 并 没有 引进 像 微 积分 那样 新 闫 ,那样 基本 的 概念 ,但 他 们 施展 
了 高 超 的 技巧 ,发 据 并 增进 了 微 积分 的 威力 ,从 而 产生 了 现在 比较 
重要 的 --: 些 分 支 :无 穷 级 数 . 常 微 分 方程 和 偏 微分 方程 .微分 几何 
和 变 分 法 . 在 把 微 积分 扩展 到 这 几 个 领域 的 过 程 中 ,他们 建立 了 现 
在 数学 中 最 广阔 的 一 个 领域 ,我 们 把 它 叫 做 分 析 ( 虽 然 , 这 个 鹿 现 
在 的 含意 还 包括 18 世纪 的 人 几乎 未 曾 接 触 过 的 两 个 另外 的 分 
X). 另 一 方面 , 付 标 几何 与 代数 的 进展 , 同 它 们 在 17 世纪 开始 被 
引进 时 的 情况 比 起 来 ,只 不 过 是 一 个 小 小 的 扩展 . 即使 是 代数 中 的 
重大 间 题 , 即 解 x 次 方程 的 | WE 也 只 是 了 由于 人 > 析 中 (例如 ,用 部 分 
分 式 法 求 积分 时 ) 要 用 到 它 , 才 受 到 人 们 的 注意 . 

差不多 在 这 一 世纪 的 前 三 分 之 一 的 时 期 内 ,几何 方法 是 到 处 
被 使 用 着 的 ;但 是 Euler 和 Tagrange ,认识 到 分 析 方 法 具有 更 大 的 
有 效 性 之 后 ,他 们 就 慎重 地 .逐渐 地 把 几何 论证 换 成 分 析 论 证 . 
Euler 的 许多 教科 书 都 说 明 怎 样 使 用 分 析 . 接近 这 一 世纪 末尾 的 
时 候 , Monge 确实 复兴 了 纯粹 几何 ,虽然 他 大 最 地 使 用 几何 是 为 
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了 给 分 析 中 的 工作 赋予 直 党 的 意义 并 作出 指导 . Monge 常 被 看 
成 是 一 个 几何 学 家 ,但 这 是 因为 ,他 正 工作 在 几何 已 经 枯竭 的 时 
代 , 他 指出 了 几何 的 重要 性 (至 少 是 为 了 上 述 目 的 ), 给 几何 注入 
了 新 的 生命 力 . 事实 上 , 当 他 觉察 到 几何 之 所 以 还 能 够 发 展 是 因 
为 能 用 分 析 对 它 进行 研究 时 ,在 1786 年 发 表 的 一 篇 论文 中 ,他 
含蓄 地 承认 分 析 有 更 大 的 重要 性 . 和 其 他 人 一 样 ,他 基本 上 没有 
去 探索 新 的 几何 的 思想 . 他 的 主要 兴趣 和 最 后 成 果 都 是 在 分 析 
工作 方面 . 

关 十 分 析 重 要 的 最 精彩 叙述 ,是 Lagrange 在 他 的 《分 析 力 学 》 
(1788) 中 作出 的 ,在 书 的 序言 中 他 写 道 ， 


我 们 已 经 有 了 力学 方面 的 各 种 专著 ,但 是 本 书 的 计划 是 
完全 新 的 . 我 曾 致力 于 将 这 门 科学 [力学 ], 以 及 解决 与 它 
有 关 的 问题 的 技巧 ,化 归 为 一 般 性 的 公式 ,这 些 公式 的 简 
单 推导 就 给 出 解决 每 一 个 问题 所 必需 的 全 部 方程 …… 在 
这 项 工作 中 找 不 到 图 形 . 我 在 其 中 所 阅 明 的 方法 , 既 不 要 
求 作 图 ,也 不 要 求 几何 的 或 力学 的 推理 ,而 只 是 一 些 遵照 
一 致 而 正规 的 程序 的 代数 分析] 运算 .喜欢 分 析 的 人 将 
高 兴 地 看 到 力学 变 为 它 的 一 个 新 的 分 支 , 并 将 感激 我 扩 
大 了 它 的 领域 . 


Laplace 也 强调 分 析 的 力 其 ,在 他 的 《宇宙 系 浅说 ) 中 ,他 说 ， 


代数 分 析 把 我 们 的 注意 力 集 中 到 抽象 组 合 上 去 ,很 快 使 
我 们 忘记 [我 们 研究 的 ] 主 要 目标 ,只 是 到 最 后 才 又 回 到 
原来 的 目标 , 但是, 当 一 个 人 沉 酒 在 分 析 运 算 中 时 ,他 就 
被 这 个 方法 的 普遍 性 和 它 的 不 可 估量 的 优越 性 引导 着 ， 
这 个 优越 性 体现 在 它 把 力学 推理 转变 成 几何 往往 达 不 到 
的 一 些 结果 ,分析 是 如 此 地 多 产 ,只 需 把 一 些 特殊 的 真理 
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译 成 这 个 普遍 的 语言 ,就 会 看 到 从 它们 本 身 的 表达 中 又 
出 现 众多 新 的 出 乎 预料 的 真理 . 没有 另外 一 种 语言 是 如 
此 优美 ,而 这 些 优美 之 处 都 是 从 一 长 串 互 相连 结 并 全 部 
出 自 于 同一 个 基本 概念 的 表达 式 中 产生 出 来 的 . 因此 这 
个 世纪 的 几何 学 家 [数学 家 ] 被 它 的 [分 析 的 ] 优 越 性 折服 
之 后 ,马上 圭 致 力 千 扩大 它 的 领域 ,并 把 它 的 边界 往 后 
HO, 


分 析 的 几 个 特点 值得 提 … 下 ,一 方面 ,Newton 对 导数 和 反 微 
分 法 的 强调 仍 被 保留 着 ,所 以 很 少 用 到 求 和 的 概念 . 但 另 一 方面 ， 
Leibniz 的 概念 , 即 导数 的 微分 形式 ,以 及 他 的 记 法 都 变 成 标准 的 
了 (尽管 整个 世纪 中 Leibniz 的 微分 始终 没有 确切 的 意义 ). 一 个 
函数 y = f(x) 的 一 阶 微分 dy 和 dz 是 在 19 世纪 (第 40 章 第 3 
节 ) 合 法 化 了 的 ,但 是 18 世纪 的 人 们 自由 地 使 用 的 高 阶 微分 ,甚至 
到 今天 都 还 没有 建立 在 一 个 严密 的 基础 之 上 . Leibniz 形式 地 运用 
分 析 式 子 的 传统 在 18 世纪 延续 下 来 了 ,事实 上 ,还 更 加 强调 了 这 
种 做 法 . 

赋予 分 析 的 这 种 重要 性 隐 含 着 18 世纪 的 人 们 所 没有 重视 的 一 
些 东 西 . 它 进 一 步 把 数 从 几何 里 分 离 出 来 ,并 且 含 贰 地 强调 了 数 系 、 
代数 以 及 分 析 本 身 的 真正 的 基础 . 这 个 问题 在 19 世纪 开始 变 得 更 
为 突出 . 特别 是 ,18 世纪 的 数学 家 仍然 自称 为 几何 学 家 ,这 个 名 词 在 
先前 的 年 代 中 是 流行 的 , 那 时 候 , 几 何在 数学 中 占 着 统治 地 位 ， 


2. 18 世纪 工作 的 推动 力 
18 世纪 的 数学 工作 , 远 较 其 他 世纪 更 为 直接 地 受到 物理 问题 


(D Book V, Chap. 5 = Œuvres, 6,465 ~ 466. 
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的 激励 . EERE. TVA SÉ T. PES Ea d CE , mE RER 
数学 是 达到 物理 日 的 的 一 种 方法 . Laplace( 昌 然 也 许 是 一 种 极端 
的 情况 ) 和 确实 认为 数学 只 是 物理 的 一 个 工具 ,而 且 他 自己 所 关心 的 
完全 是 数学 对 天 文学 的 价值 . 

物理 研究 的 主要 领域 当然 是 力学 ,特别 是 天 体力 学 . 大 体 上 和 
Leonardo 预言 的 一 样 ,力学 成 了 数学 的 福地 ,因为 它 提出 了 如 此 
多 的 研究 方向 . 数学 与 力学 问题 的 牵连 是 如 此 地 广泛 , 以 至 
d'Alembert 在 《百科 人 全书》 中 以 及 Denis Diderot(1713 一 17841 在 
他 的 《关于 自然 界 的 解释 的 思想 》( Pensées sur l'interprétation de 
la nature，1754) 中 都 写 了 从 17 世纪 数学 时 代 到 力学 时 代 的 转 
变 . 实际 上 ,他 们 相信 像 Descartes, Pascal 和 Newton 那样 的 人 的 
数学 工作 已 经 过 时 了 ,而 力学 应 该 是 数学 家 的 主要 兴趣 . 按照 他 们 
的 观点 , 那 就 只 有 当 数 学 为 物理 服务 时 , 才 是 普遍 有 用 的 . 18 世纪 
集中 精力 于 离散 质量 系统 的 力学 和 连续 介质 的 力学 . 光学 暂时 被 
推 入 幕后 . 

但 是 ,实际 发 生 的 情况 同 Diderot 和 d'Alembert 所 坚持 的 恰 
AT 3HRC. Lagrange 说 ,爱好 分 析 的 人 们 会 高 兴 地 看 到 力学 变 为 它 
的 一 个 分 支 .证 诸 于 后 来 的 发 展 ,我 们 认为 , Lagrange 这 样 说 ,是 
作出 了 比较 合乎 事实 的 解释 . 更 概观 地 说 ,由 Galileo 开创 并 由 
Newton 继承 的 工作 方法 (即将 基本 的 物理 原理 表 为 定量 的 数学 
陈述 ,然后 利用 数学 的 论证 推导 出 新 的 物理 成 果 ) ,已 被 不 可 估量 
地 向 前 推进 了 . 物理 越 来 越 数 学 化 ,至少 对 于 那些 物理 原理 已 被 充 
分 了 解 的 领域 是 如 此 . 物理 的 主要 分 支 日 益 增 多 地 组 织 到 数学 结 
构 中 去 ,建立 了 数学 物理 . 

数学 不 仅 开始 把 科学 包括 进去 ,而 且 ,部 分 地 是 因为 在 科学 和 
我 们 今天 称 之 为 工程 学 之 间 没 有 明确 的 界限 ,所 以 数学 家 们 从 事 
于 工业 技术 上 的 问题 ,这 是 理所当然 的 事情 . 比如 , Euler 研究 船 
的 设计 、 帆 的 作用 ,弹道 学 、 地 图 学 以 及 其 他 一 些 实际 问题 . Monge 
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研究 挖掘 .填塞 并 设计 风车 的 叶片 ,其 认真 程度 与 研究 任何 微分 几 
何 或 微分 方程 中 的 问题 一 样 . 

J. F. (Jean-Etienne) Montucla(1725—1799) Æ Hh (RS EY 
( Histoire des mathématiques ,第 二 版 ,1799 一 1802) 中 把 数学 分 
成 两 部 分 ,一 部 分 “由 那些 纯粹 的 抽象 的 东西 组 成 , 另 一 部 分 由 
被 称 为 混合 物 , 或 更 通常 地 叫做 物理 -数学 的 那些 东西 组 成 . "他 
的 第 二 部 分 包括 那些 能 用 数学 方法 进行 研究 和 处 理 的 领域 ,也 
就 是 力学 .光学 、 天 文学 ,军用 和 民用 建筑 .保险 业 、 声 学 和 音乐 . 
他 把 光 的 折射 甚至 验光 .反光 学 和 透视 画 法 都 包括 在 光学 之 内 . 
力学 包括 动力 学 和 静 力 学 ,流体 动力 学 和 流体 静 力 学 ;天 文学 包 
括 地 理学 .理论 天 文学 .天体 天 文学 MIN AR (gn EL ED) .年 代 学 
和 航海 学 , Montucla 还 把 占星 学 ,天文台 的 建筑 和 船 的 设计 都 包 
ThA. 


3. 证 朋 的 问题 

物理 问题 推动 了 数学 的 大 部 分 工作 ,当然 并 不 是 18 世纪 才 特 
别 这 样 ,但 是 在 这 一 世纪 中 数学 与 物理 的 合并 是 有 决定 意义 的 .我 
们 已 经 看 到 ,主要 的 发 展 是 分 析 . 但 是 微 积分 基础 本 身 不 仅 不 清 
楚 , 而 且 几 乎 从 17 世纪 它 诞生 之 日 起 就 一 直 受 到 攻击 . 18 世纪 的 
思想 确实 是 不 严密 的 、 直 观 的 . 分 析 的 任何 一 个 较 细 致 的 问题 ,如 
级 数 与 积分 的 收敛 性 .微分 与 积分 次 序 的 交换 .高 阶 微分 的 使 用 、 
以 及 微分 方程 解 的 存在 性 问题 等 等 ,几乎 无 人 问津 , 数学 家 们 之 所 
以 能 进行 工作 ,完全 归功 于 运算 法 则 是 清楚 的 . 把 物理 问题 用 数学 
形式 表达 出 来 之 后 ,学 者 们 就 开始 工作 ,新 的 一 套 方法 和 结论 就 涌 
现 出 来 .数学 本 身 肯定 是 纯 形式 的 . Euler 完全 被 公式 迷 住 了 ,以 
至 他 一 看 到 公式 ,就 情不自禁 地 要 对 它们 进行 演算 . 数学 家 们 怎么 
能 够 敢于 只 应 用 法 则 ,而 又 敢于 断言 他 们 的 结论 是 可 靠 的 呢 ? 
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数学 的 物理 意义 引导 着 数学 的 步骤 ,而 且 时 常 提供 部 分 论据 ， 
以 填补 那些 非 数学 的 步骤 . 推理 本 质 上 无 异 于 一 条 几何 定理 的 证 
时 ,其 中 使 用 了 一 些 从 图 形 看 来 完全 是 显然 的 事实 ,尽管 没有 公理 
或 定理 作为 它们 的 依据 . 最 后 ,结论 在 物理 上 的 正确 性 保证 了 它 在 
数学 上 也 必定 是 正确 的 . 

18 世纪 的 数学 思想 中 有 另外 一 个 因素 支持 了 这 种 论证 . 人 们 
对 符号 的 信任 远 远 超过 对 逻辑 的 信任 . 因为 无 穷 级 数 对 于 z 的 一 
切 值 都 有 同一 个 符号 形式 ,所 以 对 应 于 级 数 收敛 的 x 值 ,和 对 应 
于 级 数 发 散 的 x 值 之 间 的 区 别 , 看 来 不 需要 注意 . 而 且 即 使 他 们 
认识 到 有 些 级 数 , 例 如 1 十 2 十 3 十 … ,有 一 个 无 穷 大 的 和 ,但 他 们 
宁愿 试图 给 和 数 赋予 一 种 意义 ,而 不 愿意 对 求 和 法 提出 疑问 . 

同样 地 ,复数 的 自由 使 用 也 是 立足 于 对 符号 的 信任 . 因为 二 次 
A ax’ 十 br 十 c 在 其 零点 是 实数 时 可 以 表 成 线性 因 式 的 乘积 ,所 
以 ,同样 清楚 的 是 : 当 零 点 是 复数 时 ,也 应 该 有 线性 因 式 存在 . 尽管 
数学 家 们 意识 到 他 们 自己 对 微 积分 的 一 些 概念 还 不 太 清楚 ,但 是 
微 积分 (微分 与 反 微分 ?的 形式 运算 却 被 扩大 到 新 的 函数 . 对 形式 
主义 的 这 个 依赖 性 或 多 或 少 地 莫 帝 了 他 们 . 例如 在 他 们 扩大 他 们 
的 函数 概念 时 就 遇 到 了 困难 ,这 是 由 于 他 们 对 函数 必定 能 用 公式 
表 出 这 一 点 泰 若 神明 的 缘故 . 

18 世纪 的 人 们 完全 清楚 数学 上 对 证 明 提出 的 要 求 .我 们 已 经 
看 到 ,Euler 就 曾 试图 证 明 他 使 用 发 散 级 数 是 正当 的 ,Lagrange 以 
及 其 他 一 些 人 也 曾 表示 要 给 微 积分 提供 一 个 基础 . 不 过 ,这 为 数 很 
少 的 想 要 达到 严密 性 的 努力 ,并 没有 使 这 一 世纪 的 工作 逻辑 化 ,但 
它们 还 是 值得 注意 的 ,因为 它们 表明 了 严密 化 的 标准 是 随时 代 而 
变 的 . 而 且 人 们 差不多 总 是 持 这 样 的 意见 :没有 办 法 的 事 就 得 妨 
耐 . 他 们 完全 陶醉 于 已 取得 的 物理 成 就 ,以 至 在 绝 大 部 分 情况 下 ， 
对 失去 的 严密 性 无 动 于 刘 . 令 人 吃惊 的 是 ,在 理论 完全 没有 保证 的 
情况 下 , 却 还 极端 地 相信 结论 . 因为 18 世纪 的 数学 家 们 在 没有 四 
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dit SCHEDE 6 P ,愿意 如 此 勇敢 地 冲 杀 向 前 ,所 以 这 段 时 期 被 称 为 

或 许 是 由 于 使 微 积分 严密 化 的 少数 努力 没有 成 功 ,而 且 随 后 
的 分 析 工 作 又 提出 了 其 他 一 些 毫 无 希望 获得 解决 的 严密 性 问题 ， 
所 以 有 些 数学 家 放弃 了 这 方面 的 努力 , 正 像 寓言 中 的 狐狸 对 葡萄 
那样 ,有 意 地 嘲笑 希腊 人 的 严密 性 , Sylvestre-Francois Lacroix 
(1765 一 1843) 在 他 的 第 二 版 (1810 一 1819) 的 三 卷 本 《 微 积分 学 教 
程 》 第 一 卷 的 序言 (第 11 页 ) 中 与 道 ,希腊 人 所 烦恼 的 这 种 琐碎 的 
东西 ,我 们 不 再 需要 了 . "这 个 世纪 的 典型 态度 是 :为 什么 要 自 找 麻 
和 烦 , 用 深奥 的 推理 来 证 明 那 些 人 们 根本 没有 怀疑 过 的 东西 呢 ? 或 
者 用 不 太 显然 的 东西 去 证 明 较 为 显然 的 东西 呢 ? 

REKILE AHER Se ,理由 是 在 一 些 没 有 一 个 人 认 
为 有 必要 的 地 方 , 提供 了 证 明 . Clairaut 在 他 的 《几何 要 义 》 
(Eléments de géométrie ,1741) 中 说 : 


Euclid 自 找 麻烦 地 去 证 明 什 么 两 个 相交 的 图 的 圆心 是 不 
间 的 足 , 什 么 一 个 被 围 于 另 一 三 角形 内 的 三 角形 ,其 各 这 
之 和 小 于 外 围 三 角形 的 各 边 之 和 啦 , 这 是 不 足 为 怪 的 . 这 
位 几何 学 家 必须 去 说 服 那些 顽固 不 化 的 诡辩 论 者 ,而 这 
些 人 是 以 拒绝 最 明显 的 真理 而 自豪 的 . Eb. ewe eM 
样 ,几何 必须 依赖 形式 推理 去 反 台 他 们 …-… 但 现在 局 面 

倒转 过 来 了 .所 有 那些 涉及 到 常识 早已 熟知 的 事情 的 扒 
理 , 只 能 掩盖 真理 ,使 读者 厌倦, 在 今天 人 们 对 它 已 不 必 
一 顾 了 . 


Josef Maria Hoene-Wronski(1778 一 1853) 也 表达 过 这 种 18 
世纪 的 看 法 ,他 是 一 个 计算 方法 学 家 ,但 不 关心 数学 的 严密 
te. 他 的 一 篇 论文 被 巴黎 科学 院 的 一 个 委员 会 批评 为 缺乏 严密 
HE. Wronski 回答 说 ,这 是 “ 迁 腐 ,一 种 偏爱 手段 而 忽视 目的 的 
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总 的 说 来 ,人 们 是 知道 他 们 对 严密 性 掉以轻心 的 . 1743 年 
d'Alembert 说 ,“ 直 到 现在 …… 表现 出 更 多 关心 的 是 去 扩大 建筑 ， 
而 不 是 在 入 口 处 张 灯 结彩 ;是 把 房子 盖 得 更 高 些 , 而 不 是 给 基础 补 
充 适 当 的 强度 . "由 此 ,18 世纪 开垦 了 新 的 处 女 地 . 鉴于 做 工作 的 
大 数 有 限 ,这 个 世纪 中 伟大 的 创造 大 大 超过 其 他 任何 一 个 世纪 . 19 
和 20 世纪 的 人 们 倾向 于 看 不 起 18 世纪 粗糙 的 .常常 是 经 不 住 考 
验 的 归纳 性 工作 ,强调 数量 过 于 庞大 , 抓 住 其 中 的 错误 ,来 尽量 贬 


4. 形而上学 的 基础 

虽然 数学 家 们 确实 认识 到 他 们 的 创作 并 没有 用 Euclid 的 演 
绎 模式 重新 系统 地 陈述 出 来 ,但 他 们 坚信 数学 的 真理 . 这 个 信念 的 
部 分 依据 ,就 是 前 已 指出 的 ,结论 在 物理 上 的 正确 性 ,部 分 依据 是 
哲学 和 神学 的 理由 . 因为 数学 只 不 过 是 把 宇宙 的 数学 设计 揭示 出 
来 ,所 以 它 的 真理 是 无 可 怀疑 的 . 17 世纪 后 期 和 18 世纪 的 哲学 主 
Ef ,主要 是 由 Thomas Hobbes, John Locke 和 Leibniz 阐述 过 的 ， 
是 理智 与 白 然 界 之 间 预 先 建立 的 协调 一 致 性 , 这 个 教义 从 希腊 时 
代 以 来 确实 是 没有 争议 的 , 那么 ,如 果 这 样 清楚 地 适用 于 自然 界 的 
数学 定律 却 缺 乏 纯 数学 证 明 的 确切 性 , 那 不 需 要 一 个 通 词 吗 ? 虽 
AX 18 世纪 揭示 的 仅仅 是 一 些 零 碎 的 东西 ,但 它们 是 基础 真理 的 碎 
Fr. 数学 演绎 法 的 非凡 的 准确 性 ,特别 表现 在 天 体力 学 上 ,是 这 个 
世纪 相信 宇宙 数学 设计 的 一 个 光荣 的 坚信 礼 ， 

18 世纪 的 人 们 同样 相信 某 些 数 学 原理 必定 正确 ,因为 宇宙 的 
数学 设计 一 定 已 经 把 它们 吸收 进去 了 . 警 如 说 ,由 于 一 个 完美 的 字 
宙 个 会 容忍 浪费 ,所 以 它 的 行动 是 达到 目的 所 必需 的 最 少 的 行动 . 
因此 ,Maupertuis 所 断言 的 并 由 Euler 在 他 的 《发 明 方 法 》 中 所 支 
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持 的 最 小 行动 原理 ,是 勿 容 置疑 的 . 

世界 是 按照 数学 进行 设计 的 这 一 信念 来 自 科 学 与 神学 早期 的 
联系 .我 们 可 以 回忆 一 下 ,16 和 17 世纪 的 领袖 信物 不 仅 笃 信和 宗 
教 ,而 且 还 在 他 们 的 神学 观点 中 寻找 对 他 们 的 科学 工作 生死 依 关 
的 启示 和 信念 . Copernicus 和 Kepler 确信 日 心 说 必定 是 正确 的 ， 
是 因为 他 们 确信 上 帝 更 喜爱 数学 上 比较 简单 的 理论 . Descartes 相 
信 我 们 的 天 赋 观 念 (其 中 包括 数学 公理 ) 是 正确 的 ,而 且 我 们 的 推 
理 是 正确 的 ,是 基于 他 深信 上 帝 不 会 欢 骗 我 们 ,因而 否定 数学 的 真 
理 及 其 清晰 性 就 是 否定 上 帝 . 我 们 已 经 提 到 过 ,Newton 认为 他 的 
科学 成 就 的 主要 价值 在 于 对 上 帝 的 工作 的 研究 和 对 天 启 教 的 支 
持 . 他 著作 中 的 许多 段落 是 对 上 帝 的 赞美 ,他 的 《原理 》 第 三 卷 末 尼 
的 总 注释 的 大 部 分 是 对 上 帝 的 颂 词 ( 它 使 人 联想 到 Kepler 对 上 帝 
KAH). Leibniz 关于 真实 世界 与 数学 世界 之 间 一 致 性 的 解释 ,和 
他 对 于 他 的 微 积 分 可 以 应 用 到 现实 世界 的 最 后 的 辩护 词 是 :世界 
与 上 帝 是 统一 的 . 因此 现实 的 规律 不 能 偏离 数学 的 理想 的 规律 . F 
宙 是 尽善尽美 的 ,是 所 有 可 能 有 的 世界 中 最 美好 的 世界 ,而 且 是 理 
性 的 思想 揭示 了 它 的 规律 . 

虽然 仍 提 相信 自然 界 是 数学 地 设计 的 ,但 18 世纪 最 终 抛弃 了 
这 个 信念 的 哲学 及 宗教 的 基础 . 整个 哲学 思想 的 核心 , 即 宇宙 是 上 
帝 设 计 的 这 一 教义 ,逐渐 地 被 纯粹 数学 -物理 的 解释 削弱 了 它 的 基 
Ai. 甚至 推动 数学 工作 的 宗教 方面 的 势力 在 17 世纪 时 就 开始 失去 
HLA. Galileo 曾 响 亮 地 号 召 来 一 个 决裂 . 他 在 一 封 信 中 说 道 : “可 
是 ,对 我 说 来 ,关于 神圣 经 典 的 任何 讨论 都 可 能 是 永远 没有 用 的 谎 
话 连篇 ,没有 一 个 正 正 经 经 的 天 文学 家 或 科学 家 曾 做 过 这 类 事 
TB. "JAK Descartes 主张 自然 规律 是 不 变 的 ,因而 含蓄 地 限制 了 
上 帝 的 作用 . Newton 把 上 帝 的 行动 限制 为 :保持 世界 按 计 划 行 
F. 他 用 了 一 个 比喻 : 造 表 的 人 负责 表 的 修理 . 于 是 归于 上 帝 的 作 
用 越 来 越 受 到 限制 . 当 对 天 上 和 地 上 的 运动 都 适合 的 普遍 定律 (这 
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是 Newton Cdn) Fee RW RG LA RBZ, rf 
预言 和 观察 不 断 相符 说 明 这 些 规律 是 完善 的 时 候 , 上 帝 就 越 来 越 
退 到 幕后 ,而 宇宙 的 数学 规律 开始 成 为 注意 力 的 焦点 . Leibniz & 
到 Newton 的 《原理 》 中 隐 含 了 一 个 按照 计划 运转 或 者 说 没有 上 帝 
的 世界 ,就 指责 这 本 书 是 反 基 督 的 . 但 是 18 世纪 的 数学 越 往 前 发 
Fe ,来自 宗教 的 对 数学 的 启示 和 推动 就 越 来 越 后 退 . 

问 Maupertuis 和 Euler 不 一 样 ,Lagrange 否定 在 最 小 作用 原 
理 中 隐 含 有 任何 形而上学 的 东西 . 关心 得 到 物理 上 意义 重大 的 结 
果 代 芋 了 关心 上 帝 的 设计 . 对 于 数学 物理 说 来 ,完全 抛弃 上 帝 及 任 
何 建立 在 它 的 存在 性 上 的 形而上学 原理 是 Laplace 作出 的 . 有 这 
样 一 个 被 人 们 熟知 的 故事 : 当 Laplace 送 给 Napoleon 一 部 他 著 的 
《天 体力 学 ?时 , Napoleon i: " Laplace 先生 ,他 们 告诉 我 ,你 写 了 
这 部 关于 宇宙 系统 的 大 作 , 而 从 头 到 尾 没 有 一 处 提 到 它 的 创造 
者 . "据说 Laplace 答 道 :我 不 需要 这 个 假设 . "这 个 世纪 快 接近 尾 
声 的 时 候 , 对 一 段 议 论 贴 上 一 个 “形而上学 "的 标签 已 变 成 责备 的 
话 , 虽 然 这 个 标签 常 被 用 于 谴责 数学 家 们 不 理解 的 东西 . 如 
Monge 的 问 时 代 人 不 懂 他 的 特征 函数 理论 ,这 个 理论 就 被 称 为 是 
形而上学 的 . 


5. 数学 活动 的 扩张 

在 18 世纪 中 ,发 起 并 支持 数学 研究 的 ,与 其 说 是 大 学 ,不 如 
说 是 17 世纪 中 期 和 末期 建立 起 来 的 科学 院 . 科学 院 还 支持 办 杂 
志 , 使 其 成 为 发 表 新 的 工作 的 正式 渠道 . 科学 院 事务 方面 的 唯一 
变化 是 1795 年 巴黎 科学 院 改 组 为 法 兰 西学 院 下 设 三 个 分 支 中 
的 一 个 . 

1800 年 以 前 ,德国 的 大 学 不 作 研 究 . 它们 提供 两 年 人 文科 学 
的 必修 课 ,然后 是 法 律 , 神 学 或 医学 的 专门 化 课 . 大 数学 家 不 属于 
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大 学 ,而 是 归属 柏林 科学 院 . 但 在 1810 年 , Alexander von Hum- 
boldt(1769 一 1859) 建 立 了 柏林 大 学 并 提出 一 个 基本 的 思想 :教授 
应 该 讲授 他 们 想 讲 的 课程 ,而 学 生 可 以 学 习 他 们 喜欢 学 习 的 东西 . 
因此 教授 第 一 次 可 以 按照 他 们 的 研究 兴趣 授课 . 比如 Jacobi 从 
1826 t tà fr ENERE ( Koenigsberg) vt #2 f 19 X F Ai [B] b CIS] TE 
作 ,虽然 这 仍然 是 很 稀有 的 ,而 且 其 他 教员 必须 负担 自己 的 正规 课 
Fe. 19 世纪 时 德国 的 许多 王国 .公国 和 自由 城 都 设立 了 大 学 ,开始 
支持 搞 研 究 的 教授 . 

18 世纪 时 法 国 的 大 学 ,至 少 一 直到 大 革命 时 期 ,并 不 比 德国 
的 大 学 好 .但 是 新 政府 决定 建立 高 水 平 的 大 学 ,进行 教学 和 研究 . 
这 项 工作 的 组 织 者 是 Nicolas de Condorcet, 他 在 数学 方面 有 过 一 
些 活动 . 1794 年 建立 的 多 科 工 艺 学 校 ,以 Monge 和 Lagrange 作 
为 它 的 第 一 批 数 学 教授 . 学 生 为 被 录取 而 互相 竞争 ,他 们 接受 培养 
其 为 工程 师 或 军 寡 的 训练 . 事实 上 ,课程 的 数学 水 平 是 很 高 的 , 因 
而 毕业 生 能 够 从 事 数学 研究 . 通过 这 种 训练 和 出 版 的 讲义 ,这 所 学 
校 产生 了 广泛 而 有 为 的 影响 . 1808 年 法 国政 府 建 立 了 高 等 师范 学 
校 , 它 的 前 身 是 师范 学 校 , 建 于 1794 年 ,但 只 持续 了 几 个 月 , 这 所 
新 的 学 校 是 用 来 培养 教师 的 ,分 成 两 部 分 :人 文科 学 和 自然 科学 . 
在 这 里 ,学 生 也 为 被 录取 而 互相 觉 争 , 它 也 提供 高 深 的 课程 ,学 习 
与 研究 的 条 件 是 好 的 ,学 习 较 好 的 学 生 被 引导 去 搞 研究 . 

18 世纪 时 ,欧洲 各 国 在 出 数学 成 果 的 多 宥 方面 差别 相当 大 . 
领先 的 国家 是 法 国 , 其 次 是 瑞士 . 德国 ( 指 德意志 各 民族 而 言 ) 相 对 
说 来 不 太 活跃 ,虽然 Euler 和 Lagrange 是 受 柏 林 科 学 院 资助 的 . 
英国 也 没有 什么 活力 , Brook Taylor, Matthew Stewart (1717 一 
1785) 和 Colin Maclaurin 是 仅 有 的 几 位 卓越 的 数学 家 . 英国 的 这 
种 可 怜 的 状况 ,与 它 在 17 世纪 时 巨大 的 活动 性 相 比 ,是 令 人 难以 
置信 的 ,但 这 是 容易 找到 解释 的 . 英国 的 数学 家 ,不 仅仅 因为 
Newton 和 Leibniz 的 争吵 所 造成 的 后 果 ,而 把 他 们 每 一 个 人 孤立 
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于 大 陆 上 的 人 们 之 外 ,而 且 因 为 他 们 遵循 Newton 的 几何 方法 而 
受到 损害 . 英国 人 专心 致 志 于 研究 Newton, 而 不 是 研究 自然 界 . 
甚至 在 他 们 的 分 析 工 作 中 ,他们 用 Newton 表示 流 数 和 流量 的 记 
号 ,而 拒绝 阅读 任何 用 Leibniz 的 记号 写 的 东西 . 另外 ,在 牛津 和 
剑桥 ,甚至 不 容许 任何 一 个 犹太 人 或 不 信 英 国 国 教 的 人 入 学 . 大 
约 在 1815 年 前 后 ,英国 数学 已 冀 桩 一 息 了 ,天 文学 也 差不多 是 
这 样 . 

在 19 世纪 的 前 四 分 之 一 的 时 期 内 ,英国 数学 家 开始 对 在 大 陆 
上 迅猛 发 展 的 微 积分 及 其 扩展 的 工作 感 兴趣 . 1813 年 剑桥 成 立 了 
分 析 学 会 ,研究 这 项 工作 . George Peacock (1791—1858), John 
Herschel(1792—1871) , Charles Babbage 以 及 男 外 一 些 人 从 事 于 
人 研究“d- 主 义 ” 的 原理 一 一 即 微 积分 中 Leibniz 用 的 符号 (与 “点 - 状 
态 " 原 理 ,或 Newton 所 用 的 符号 相对 立 ). A LB dy/dx 代替 了 
3 ,而 且 瑞 国 的 学 生 开 始 能 得 到 大 陆 上 用 的 教科 书 . Babbage, Pea- 
cock 和 Herschel 翻译 并 在 1816 年 出 版 了 Lacroix 的 《教程 》 的 一 
卷 版 本 . 到 1830 年 前 后 ,英国 人 已 经 能 够 参加 到 大 陆 上 的 人 的 工 
ERAT. 英国 的 分 析 ,被 证 实 大 部 分 是 数学 物理 ,虽然 几 个 完全 
新 的 工作 方向 (代数 不 变量 理论 和 形式 逻辑 ) 也 是 在 这 个 国家 开 
创 的 . 


6. [s Bj 89 — € 

我 们 知道 ,到 18 世纪 末尾 的 时 候 , 数 学 家 们 已 开创 了 一 些 新 
的 数学 分 支 , 但 是 这 些 分 支 中 的 问题 变 得 极其 复杂 ,而 且 除 了 少数 
例外 ,都 没有 找到 解决 它们 的 一 般 的 方法 . 数学 家 们 开始 感到 山 穷 
水 尽 了 ,1781 年 9 H21 A, Lagrange 在 给 d Alembert 的 信 中 说 : 
“在 我 看 来 似乎 [数学 的 ] 矿 井 已 挖掘 很 深 了 .除非 发 现 新 的 矿脉 ， 
百 则 迟早 势必 放弃 它 , 现在 物理 和 化 学 提供 了 最 辉煌 的 财富 ,它们 
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也 比较 容易 开发 .我们 这 一 世纪 的 嗜好 看 来 也 是 完全 在 这 个 方向 
上 ,而 且 科 学 院 中 几何 学 的 处 境 将 会 有 一 天 变 成 目前 大 学 里 阿拉 
伯 语 的 处 境 一 样 , 那 也 不 是 不 可 能 的 . "中 Euler 和 d'Alembert F] 
意 Lagrange 的 意见 ,认为 数学 的 思想 已 差不多 快 穷尽 了 ,他 们 在 
到 没有 新 的 伟大 智能 的 人 物 从 地 平 线 上 出 现 . 这 种 恐惧 甚至 早 在 
1754 年 Diderot 在 《关于 自然 界 的 解释 的 思想 》 中 就 已 经 表述 过 : 
“我 地 说 ,不 出 一 个 世纪 ,欧洲 就 将 剩 不 下 三 个 大 的 几何 学 家 [数学 
家 ] 了. 这 门 科学 很 快 就 将 停滞 不 前 ,停留 在 Bernoulli 家 族 , Mauper- 
tuis 们 ,Clairaut 们 ,Fontaine 们 ,dAlembert 们 和 Lagrange 们 把 它 发 
展 到 的 那个 地 方 …… 我 们 将 不 能 越过 那个 地 方 .” 

Jean-Baptiste Delambre(1749 一 1822) 是 法 兰 西学 院 数学 和 物 
理 部 的 常设 书记 ,他 在 一 份 报告 《关于 1789 年 以 来 数学 科学 进展 
的 历史 及 其 现状 的 报告 》(Rapport historique sur le progrès des 
sciences mathématiques depuis 1789 et sur leur état actual, LB, 
1780) 中 说 :至 于 未 来 能 给 数学 的 进展 提供 什么 机 会 ,要 对 此 作 分 
Vr , 那 会 是 困难 的 和 轻率 的 ;在 它 的 几乎 所 有 的 分 支 里 ,人 们 都 被 
不 可 克服 的 困难 阻挡 住 了 ; 把 细微 末节 完善 化 看 来 是 剩 下 来 的 唯 
一 可 做 的 事情 了 . 所 有 这 些 困 难 好 像 是 宣告 我 们 的 分 析 的 力量 实 
际 上 已 经 穷竭 了 …… 27 

比较 聪明 的 预言 是 1781 年 Condorcet 作出 的 ,Monge 的 工作 
曾 给 他 以 深刻 的 印象 . 他 说 : 


Ue 虽然 如 此 多 的 工作 时 常 获得 圆满 的 成 功 , 但 是 我 们 
还 远 远 没有 穷尽 分 析 在 几何 上 的 所 有 的 应 用 ,不 应 该 相 
信 什 么 我 们 已 经 接近 了 这 些 科学 必定 会 停止 不 前 的 终点 
《因为 它们 已 经 达到 了 人 类 精神 力量 的 极限 ), 我 们 应 该 


D Lagrange, Œuvres, 13,368. 


6. 向 前 的 ~ 385 I 
公开 声称 ,我 们 仅仅 是 路 在 万 里 征途 的 第 一 步 上 . 这 些 
新 的 [实际 的 ] 应 用 (与 它们 对 自身 可 能 有 的 用 处 是 无 
KKH) ,一 般 说 来 对 分 析 的 进步 是 必需 的 :它们 产生 了 
人 们 也 许 想不到 要 提出 的 一 些 间 题 ;它们 要 求 创造 新 
的 方法 . 技术 解决 的 方法 是 应 运 而 生 的 ;对 于 最 抽象 的 
科学 的 方法 ,也 可 以 这 样 说 .但 是 我 们 把 更 高 级 的 一 种 
需要 归于 后 者 ,需要 发 现 新 的 真理 ,需要 更 好 地 了 解 自 
然 界 的 规律 ， 

于 是 人 们 看 到 长 期 搁置 不 用 的 一 些 卓 越 的 理论 忽然 
变 成 了 一 些 最 重要 的 应 用 的 基础 ,而 类 似 地 ,一 些 狐 似 简 
单 的 应 用 产生 了 最 抽象 的 理论 的 概念 ,对 于 这 些 概 念 也 
许 没有 人 感觉 到 有 需要 ,而 这 些 应 用 把 几何 学 家 [数学 
家 的 工作 引导 到 了 这 些 理 论 上 去 …… 


Condorcet 当然 是 正确 的 . 其 实 ,数学 在 19 世纪 的 扩展 还 
更 超过 了 18 世纪 . 1783 fF, Euler 和 d'Alembert 都 去 世 了 ,这 
一 年 ,Laplace 34 岁 ,Legendre 31 @, Fourier 15 岁 ,而 Gauss 只 
H3. 

至 于 新 的 数学 究竟 是 什么 ,我 们 将 在 随后 的 几 章 中 看 到 . 但 
在 这 里 我 们 将 提 到 一 些 传播 成 果 ( 这 些 成 果 , 我 们 将 在 以 后 谈 到 ) 
的 媒介 . 首先 是 科研 杂志 数量 的 一 个 巨大 的 膨胀 . 《多 科 工 艺 学 校 
杂志 》(Journal de l'Ecole Polytechnique ) 和 学 校 同时 创立 
(1794). 1810 年 Joseph-Diez Gergonne(1771 一 1859) 创 办 了 《纯粹 
与 应 用 数学 记事 》(Annales de Mathématiques Pures et 
Appliquées), — HARAR 1831 F. 这 是 第 一 个 纯 数学 的 杂志 . 与 
此 同时 August Leopold Crelle(1780—1855 ,他 是 一 个 值得 注意 的 
AJ ,因为 他 是 一 个 很 好 的 组 织 者 ,并 且 帮 助 许多 年 轻 人 获得 了 大 
学 里 的 位 置 ) 在 1826 年 创办 了 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》(Journal 
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fiir die reine und angewandte Mathematik ) O , Crelle 用 这 个 名 称 
是 想 表 示 他 愿意 扩大 数学 兴趣 的 范围 . 但 是 不 管 Crelle 的 意图 如 
fef ,这 个 保志 很 快 就 被 专业 化 的 数学 文章 全 部 占据 ,因而 曾 常常 被 
戏称 为 《纯粹 非 应 用 数学 杂志 》(Journal für reine unangewandte 
Mathematik ). 这 份 杂 志 也 被 叫做 《Crelle 28 3E (Crelle's Jour- 
nal), m HM 1855 年 到 1880 年 , 它 被 叫做 《Borchardt 的 杂志 》 
( Borchardt's Journal ). 1795 E (RE 2E Bt 2g 3E) ( Mémoires de 
l'Académie des Sciences) & 为 《法 兰 西 学 院 的 科学 院 纪要 》 
(Mémoires de l'Académie des Sciences de l'Institut de France). 
巴黎 科学 院 在 1835 年 也 创办 了 《周报 》(Comptes Rendus) ,在 4 页 或 
殉 少 一 些 的 纸 上 摘 要 写 出 新 的 成 果 , 有 一 个 未 曾 考证 确 溺 的 故事 
说 ,之 所 以 限制 为 4 页 ,是 要 限制 Cauchy, 因 为 他 总 是 写 得 很 多 . 

1836 年 Liouville 创办 了 与 《Crelle 杂志 》 类 似 的 法 文 杂志 《 纯 
粹 与 应 用 数学 杂志 》(Journal de Mathématiques Pures et 
Appliquées ) ,通常 被 叫做 《Liouville 48:5) (Liouville's Journal ). 
1864 年 Louis Pasteur(1822 一 1895) 创 办 了 《高 等 师范 学 校 科 学 纪 
Ji» (Annales Scienti fiques de l'Ecole Normale Supérieure ) ,1870 
年 Gaston Darboux (1842—1817) 创办 了 《数学 科学 通报 》(Le 
Bulletin des Sciences Mathématiques ). 在 浩 繁 的 其 他 杂志 中 ,我 
位 提 一 下 《数学 纪事 》(Mathematische Annalen ，1868),《 数 学 学 
dk) (Acta Mathematica , 1882 ) 和 《美国 数学 杂 SE) (American 
Journal of Mathematics), 这 是 美国 的 第 一 份 数 学 杂志 ,是 由 J.J. 
Sylvester 在 1878 年 建立 的 , 当时 他 是 约翰 - 雷 普 金 斯 大 学 
(Johns Hopkins University) 的 教授 . 

19 世纪 以 来 存在 着 另外 一 种 促进 数学 研究 积极 性 的 力量 . 有 
几 个 国家 的 数学 家 组 成 专业 性 的 学 会 ,例如 伦敦 数学 会 {这 是 第 一 
个 数学 会 ,建立 于 1865 年 ) .法 国 数学 会 (1872) .美国 数学 会 
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(1888) 和 德国 数学 会 (1890). 这 些 学 会 定期 开会 并 宣读 论文 ,每 一 
个 学 会 都 主办 一 个 或 几 个 杂志 ,除去 前 面 已 经 提 到 的 以 外 ,例如 还 
有 《法 国 数 学 会 通报 》( Bulletin de la Société Mathématique de 
France ) 和 《伦敦 数 学 会 会 报 》(Proceedings of the London Mathe- 
matical Society ). 

如 以 上 关于 新 的 组 织 和 新 的 出 版 物 的 概略 的 含义 所 示 , 在 19 
世纪 中 数学 巨大 地 扩展 了 . 这 个 扩展 之 所 以 有 可 能 ,主要 是 由 于 一 
个 个 小 的 数学 家 贵族 团体 被 一 个 个 范围 大 得 多 的 集体 所 代替 , 知 
识 的 传播 ,使 得 可 能 从 各 个 经 济 阶层 涌现 出 远 较 过 去 多 得 多 的 学 
者 . 这 个 趋势 甚至 在 18 世纪 就 已 经 开始 了 . Euler 是 一 个 牧羊 人 
的 儿子 ;d'Alembert 是 由 一 个 穷苦 家 庭 抚养 长 大 的 私生子 ;Monge 
是 一 个 小 商贩 的 儿子 ;而 Laplace 出 身 于 一 个 农民 家 庭 . 大 学 参与 
人 研究, 教科书 的 写作 ,以 及 由 Napoleon 开创 的 对 科学 家 的 系统 训 
练 , 这 一 切 造就 了 为 数 众 多 的 数学 家 . 
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第 27 章 
单 复 变 函 数 


实 域 中 两 个 真理 之 间 的 最 短路 程 是 通过 复 域 . 


Jacques Hadamard 


Dil 


1. 8| 

从 技术 观点 来 看 ,19 世纪 最 独特 的 创造 是 单 复 变 函数 的 理 
i£. 这 个 科目 时 常 被 称 为 函数 论 ,虽然 这 个 简称 隐 含 有 更 多 的 意 
B. 这 个 新 的 数学 分 支 统治 了 19 世纪 ,几乎 像 微 积分 的 直接 扩展 
统治 了 18 世纪 那样 . 函数 论 ,这 一 最 丰饶 的 数学 分 支 , 曾 被 称 为 这 
个 世纪 的 数学 享受 . 它 也 曾 被 欢呼 为 抽象 科学 中 最 和 谐 的 理论 
之 一 . 


2. 复 函 数论 的 开始 

我 们 已 经 看 到 ,复数 尤其 是 复 函 数 是 由 于 与 部 分 分 式 积分 法 ， 
确定 负数 与 复数 的 对 数 , 保 形 映射 ,以 及 实 系数 多 项 式 的 分 解 等 相 
联系 而 实际 进入 数学 的 . 实际 上 18 世纪 的 人 们 在 复数 及 复 函数 方 
面 所 做 的 工作 远 不 止 此 . D'Alembert 在 他 的 流体 力学 论文 《关于 
流体 阻力 的 一 个 新 理论 试 论 》(Essay on a New Theory of the 
Resistance of Fiuids，1752) 中 ,考虑 了 一 个 物体 经 过 各 向 同性 
的 .无 重量 理想 流体 的 运动 ,联系 这 一 研究 ,还 考虑 了 下 面 的 问题 . 
他 想 确 定 出 两 个 函数 p 及 g ,它们 的 微分 是 
(1) dg = Mdz + Ndy , dp = Ndz — Mdy. 
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由 于 量 N 及 M 在 dp 和 dg 中 都 出 现 , 故 立即 推 知 


3p_9g 9p_ ag 
(2) dx Ay’ Ay ax’ 


这 些 方 程 现在 称 为 Cauchy-Riemann 方程 . 方程 (2) 是 说 (第 19 章 
第 6 节 ) qdx + pdy FI pdr — gdy iE E Ue ER RU TA AAS. TEE 
达 式 (我 们 将 用 i 表示 V/—1, BOR Euler 只 是 偶尔 这 样 用 ,到 
Gauss 才 成 为 普遍 的 用 法 . ) 

qdr + pdy + i( pdz — gdy) = (gt+ip) (az 4 8), 


d 
gdr + pdy — i( pdx — gdy) = (q— ip) (dz — €?) 


i 
也 是 完全 微分 ,从 而 q- ip a m yi HRA, q—ip Ex — yit 
PI. D'Alembert 设 


(3) atip = ex 3 )+it(x+2), 


(4) g-ip= &(x-2)~it(x—=), 

其 中 “和 * 是 有 待 于 确定 的 函数 ,在 特殊 的 情形 下 ,d'Alembert 曾 
把 它们 确定 出 来 . 将 (3) 及 (4) 相 加 并 相 减 ,他 得 出 户 和 9. 这 一 点 
的 意义 是 表明 了 p 和 g 是 一 个 复 函 数 的 实 部 及 虚 部 . 

Euler 指出 了 如 何 利用 复 函 数 去 计算 实 积分 的 值 . 从 1776 年 
起 到 1783 年 逝世 时 止 ,他 写 了 一 系列 论文 ,这 些 论文 从 1788 年 起 
开始 发 表 . 其 中 有 两 篇 是 在 1793 年 和 1797 年 @ 发 表 的 . Euler 指 
出 := 的 任 一 图 数 , 若 对 = = x 十 iy 具有 形式 M HIN, 其 中 M,N 
为 实 函 数 ,那么 它 对 于 z= x 一 iy, 就 具有 形式 M 一 iN. 他 说 ,这 是 
复数 的 基本 定理 . 他 利用 这 个 断言 去 求实 积分 的 值 . 

假定 


(D Nova Acta Acad. Sci. Petrop, , 7,1789,99 —133, pub. 1793 — Opera , (1), 
19,1—44; ibid. , 10,1792,3—19, pub. 1797 = Opera , (1),19,268— 286, 
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(5) [z()ds = V， 

其 中 z 是 实 的 . 他 令 z= artiy, 从 而 V 变 为 P 十 iQ. 于 是 
(6) P+iQ= [(M+IN)(dz+idy), 

其 中 M 十 iN 现在 是 Z(z) 的 复 形式 . 根据 他 的 基本 断言 ， 
(7) P—iQ- |[(M—iN)(dz— idy), 

所 以 将 实 部 及 虚 部 分 开 , 就 有 

(8) P = [Mdz — Ndy, Q = | Ndz + Mdy. 


于 是 , Mdz 一 Ndy 与 Ndr + Mdy 分 别 是 已 与 Q 的 恰当 微分 , 随 


之 有 
aM | ƏN aN _ aM 


(9) dy dr’gdy Ax’ 


这 样 在 Z(z) hA z= 工 十 iy,“ 就 得 到 两 个 函数 M 和 NN ,它们 具 
有 值得 注意 的 性 质 : 3M/9y =— 9N/2x, AM/dx = 9N/9y; P 5 
Q 也 有 类 似 的 性 质 ”. 这 里 Euler 强调 了 一 个 复 函 数 的 实 部 和 虚 部 
Bl M 和 N ,满足 Cauchy-Riemann 方程 . 但 是 ,他 的 主要 点 是 利用 
积分 (8) 去 计算 (5) ,因为 PP 等 于 原来 的 V. 为 将 (8) 中 的 积分 化 为 
一 元 了 图 数 的 积分 ,Euler 在 (5) 中 把 x = xz 十 iy 换 为 z = r(cos 8+ 
isin 9) , 并 保持 ORE. 事实 上 这 就 是 沿 着 复 平 面 上 过 原点 的 一 条 
射线 积分 . 然后 他 用 他 的 方法 去 求 一 些 积分 的 值 . 

Laplace 也 使 用 了 复 函 数 去 求 积分 的 值 . 在 从 1782 年 起 到 他 
的 名 著 《 概 率 的 分 析 理 论 》( Théorie analytique des probabilités, 
1812) 为 止 的 一 系列 论文 中 ,他 像 Euler 那样 ,把 实 积分 转换 为 复 
积分 来 计算 实 积分 的 值 . Laplace 要 求 优先 权 , 因 为 Euler 的 论文 
发 表 得 比 他 晚 . 不 过 ,即使 是 上 面 提 到 的 1793 年 和 1797 年 的 论 
X ,就 已 在 1777 年 3 月 在 彼得 堡 科 学 院 宣读 过 . 在 这 一 工作 中 
Laplace 附带 地 引进 了 我 们 现在 称 之 为 解 微分 方程 的 Laplace 变 
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换 方法 . 

Euler, d'Alembert 和 Laplace 的 工作 构成 了 函数 论 的 重要 进 
展 . 不 过 ,在 他 们 的 工作 中 有 一 个 本 质 的 局 限 性 ,他 们 依靠 把 
f(z 十 iy) 的 实 部 和 虚 部 分 开 来 进行 他 们 的 分 析 工 作 . 复 函 数 实际 
上 不 是 基本 的 实体 . 显然 ,这 些 人 对 于 使 用 复 函 数 还 感觉 到 很 不 自 
然 . Laplace 在 他 1812 年 的 书 中 指出 :“ 这 个 由 实 到 虚 的 过 渡 可 以 
看 作 是 一 个 启发 式 的 方法 , 它 像 长 期 以 来 数学 家 所 用 的 归纳 法 . 但 
是 ,如 果 十 分 并 慎 地 有 约 东 地 使 用 这 个 方法 ,那么 所 得 到 的 结果 总 
是 可 以 证 明 的 . "他 的 确 强 调 ,结果 都 必须 验证 . 


3. 复数 的 几何 表示 

使 单 复 变 函 数理 论 的 建立 更 为 直觉 合理 的 一 个 重要 步 又 是 复 
数 及 其 代数 运算 的 几何 表示 . 许多 人 Cotes, De Moivre, 
Euler, 以 及 Vandermonde 一 一 确实 曾 把 复数 看 作 是 平面 上 的 点 ， 
这 可 以 由 下 述 事 实 来 说 明 ; 当 他 们 解 方 程 x* — 1 = 0 的 时 候 ,他 们 
都 把 这 些 解 


cos CEE + isin 28 
看 作 是 一 个 正 多 边 形 的 顶点 . 例如 ,Euler 把 x 1 y 几何 地 设想 为 
Q 坐标 平面 上 的 点 ,用 z 十 iy 代替 
r JH oy, RAR zx 十 iy BH 
r(cos9 十 isin9), 再 将 + 和 648 作 


VT 为 极 坐 标 画 出 来 . 因此 可 以 说 复 
数 作为 平面 上 点 的 坐标 的 表示 法 

0 在 1800 年 就 已 经 知道 了 . 不过， 
图 27.1 没有 作出 两 者 的 决定 性 的 同一 


化 ,也 没有 给 出 复数 的 代数 运算 的 任何 几何 意义 . 还 缺少 把 zz 十 iy 


3, 复数 的 几何 表示 5 W 
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1797 年 ,挪威 出 生 的 自学 的 测量 员 Caspar Wessel (1745— 
1818) 写 了 一 篇 论文 ,题目 是 《4 关于 方向 的 分 析 表 示 ; 一 个 尝试 》, 这 
篇 论文 刊载 在 丹麦 皇家 科学 院 1799 年 的 论文 集中 . Wessel 企图 
几何 地 表示 出 有 向 线段 (向 量 ) 以 及 它们 的 运算 . 在 这 篇 论文 中 , 除 
寻常 的 具有 实 单 位 1 的 z 轴 外 ,他 同时 引进 了 一 根 虚 轴 , 以 V 一 1 
(他 把 VV 一 1 写 为 e) 作 为 单位 . 在 Wessel 的 几何 表示 法 中 ,向 量 
OP( 图 27.1) 是 在 具有 单位 十 1 及 vw 一 1 的 平面 上 从 原点 O 画 出 线 
段 OP ,这 向 量 用 复数 4 十 6v 一 1 表示 . 类 似 地 ,向 量 OQ 是 线段 
OQ, 且 是 用 另 一 数 c 十 dv 一 1 Xm. 

然后 Wessel 利用 以 几何 术语 定义 的 复数 运算 来 定义 向 量 的 
运算 , 他 给 出 的 四 种 运算 的 定义 实际 上 就 是 我 们 今天 所 学 习 的 . 例 
如 4 十 而 与 c 十 di 的 和 是 相 邻 两 边 OP 与 OQ 所 决定 的 平行 四 边 形 
的 对 角 线 . a 十 i 与 c 十 di 的 积 是 一 个 新 的 向 量 OR ,使 得 OR 与 
OQ 的 比 等 于 OP 与 实 单位 之 比 ,而 OR 与 zx 轴 的 夹 角 是 OP 及 
OQ 5 r 轴 的 夹 角 之 和 . 显然 ,与 其 说 Wessel 将 复数 与 平面 上 的 
点 相 联系 ,还 不 如 说 他 想 的 是 将 平面 上 的 点 用 向 量 表示 . 他 把 他 的 
向 量 几何 表示 法 用 于 几何 问题 与 三 角 问 题 . Wessel 的 论文 尽管 有 
巨大 的 价值 ,但 一 直 未 被 注意 ,直到 1897 年 译 成 法 文 重新 发 表 , 才 
被 人 们 重视 . 

瑞士 人 Jean-Robert Argand(1768 一 1822) 给 出 了 复数 的 一 个 


B 


bi 


Æ 27.2 图 27.3 
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稍微 不 同 的 几何 解释 . Argand 也 是 自学 的 ,并 且 是 一 个 短 记 员 , 他 
曾 出 版 了 一 本 小 书 《 试 论 几何 作 图 中 虚 量 的 表示 法 》( Essai sur 
une maniere de représenter les quantités imaginatres dans les 
constructions géométriques , 1806) t, 他 注意 到 负数 是 正 数 的 一 
个 扩张 , 它 是 将 方向 与 大 小 结合 起 来 得 出 的 .于 是 他 问 ,我 们 能 
否 利用 增 凑 某 种 新 的 概念 来 扩张 实数 系 ? 考虑 序列 1，z， 一 1， 
我 们 能 否 找到 一 种 运算 ,将 1 转变 为 z, 再 把 它 应 用 到 x 上 又 将 
工 转变 为 一 1? 如 果 将 OP( 图 27. 2) 按 反 时 针 方 向 绕 O 转动 
90 ,然后 重复 这 个 转动 ,我 们 就 确实 由 于 两 次 重复 一 个 运算 而 
由 卫 到 了 Q. 但 是 ,Argand 注意 到 ,这 正 是 以 /一 1 乘 1, 然 后 又 以 
v 一 1 乘 此 乘积 时 所 发 生 的 事情 , 即 得 到 一 1. 所 以 我 们 可 以 把 
V 一 1 看 成 是 按 反 时 针 方向 转 过 90" 的 旋转 ,而 一 二 1 是 顺 时 针 
方向 转 过 90" 的 旋转 . 

利用 复数 的 这 个 运算 意义 ,Argand 决定 ,由 原点 出 发 的 一 个 
典型 线段 OB( 图 27. 3 ,他 称 它 为 有 向 线 ) 应 表 为 r( cosa 十 isina ), 
其 中 r AKE. ftd S3 a+b BEEST aK bi LT 
结合 OB. Argand f& Wessel 一 样 ,指出 如 何 将 复数 几何 地 相 加 或 
相 乘 ,并 应 用 这 些 几何 想法 去 证 明 三 角 、 几 何 及 代数 的 定理 . 虽然 
Argand 的 书 在 复数 的 几何 解释 方面 惹 起 一 些 争论 ,但 这 是 他 对 数 
学 所 作 的 唯一 贡献 ,他 的 工作 没有 多 大 的 冲击 ,然而 我 们 现在 仍然 
W Argand 图 解 ， 

在 使 人 们 接受 复数 方面 ,Gauss 做 得 更 为 有 效 . 他 在 代数 基本 
定理 的 几 个 证 明 中 ,用 了 复数 (第 25 章 第 2 节 ). 在 前 三 个 证 明 中 
(1799,1815 及 1816) ,他 预先 假定 了 直角 坐标 平面 上 的 点 与 复数 
的 一 一 对 应 . 这 里 没有 实际 画 出 x 十 iy, 而 是 将 x 和 y 作为 平面 上 


中 ”一 批 论 Argand 以 及 其 他 作者 的 关于 复数 几何 表示 的 思想 的 文章 ,可 以 在 
Gergonne 的 Annales des Mathématiques 的 第 四 卷 (1813 一 1814) 和 第 五 卷 (1814 一 
1315) 中 找到 . 


3. 复数 的 几何 表示 7 i 


一 点 的 坐标 . 此 外 ,在 证 明 中 并 没有 真正 用 到 复 函 数理 论 , 因 为 他 
HEE Be EUR ER AN SD Ay SCALE BE. 他 在 18119 年 给 Bessel 的 一 封 
信 中 说 得 更 明显 ,他 说 a 十 所 用 点 (a, 5) 表 示 , 并 说 在 复 平面 上 可 
以 沿 着 许多 路 径 从 一 点 到 男 一 点 . 毫 无 疑问 ,从 三 个 证 明 及 其 他 未 
发 表 的 工作 (其 中 有 一 些 我 们 随后 就 要 讨论 ) 中 所 表现 出 来 的 思 
想 , 可 以 判断 1815 年 Gauss 已 完全 掌握 了 复数 及 复 函 数 的 几何 理 
i£ ,虽然 在 1825 年 的 一 封 信 中 他 确实 说 了 “一 1 的 真正 奥妙 是 难 
以 捉摸 的 ”. 

然而 ,如 果 说 Gauss 仍旧 有 任何 顾虑 的 话 , 那 他 在 1831 年 
前 后 已 经 克服 了 它们 ,他 公开 描述 了 复数 的 几何 表示 . Gauss 在 
为 他 的 论文 《 双 二 次 剩余 理论 ?所 作 的 第 二 个 说 明 @ 中 以 及 在 他 
W 1831 年 4 H 23 H 的 《 格 丁 根 学 报 》( Géttingische gelehrte 
Anzeigen) 所 写 的 这 篇 论文 的 “摘要 "中 人 @ ,他 对 复数 的 几何 表示 
是 很 清楚 的 . 在 论文 的 第 38 节 中 他 不 仅 将 a 十 i 表示 为 复 平面 
上 一 点 (不 像 Wessel 和 Argand 那样 表示 为 一 向 量 ) ,而 且 阐 述 了 
复数 的 几何 加 法 与 乘法 . 在 “摘要 "@ 中 Gauss 说 , 双 二 次 剩余 理 
论 进入 复数 域 可 能 会 扰乱 了 不 熟悉 这 些 数 的 人 们 ,并 且 可 能 使 
他 们 对 剩余 理论 有 不 确定 的 印象 .所 以 他 重复 了 他 在 这 篇 论文 
中 对 复数 的 几何 表示 所 说 的 话 . 然后 他 指出 ,虽然 现在 对 于 分 
数 、 人 负数 及 实数 都 已 很 好 地 理解 了 ,但 对 于 复数 只 是 抱 了 一 种 容忍 
的 态度 ,而 不 顾 它们 的 巨大 价值 . 对 于 许多 人 来 说 ,它们 不 过 是 一 
种 符号 游戏 . 但 是 在 这 个 几何 表示 中 人 们 可 以 看 到 “复数 的 直观 意 
义 已 完全 建立 起 来 并 且 不 需要 再 增加 什么 就 可 以 在 算术 领域 中 采 
用 这 些 量 [着 重 号 是 添加 的 ]. "他 还 说 ,如 果 1, 一 1 和 一 了 原来 

© Werke, 8,90~92. 

© Comm, Soc. Gott. , 3, 1832 = Werke, 2,95~148; 这 篇 论文 的 主要 内 容 将 在 
第 34 章 第 2 节 中 讨论 . 


@ Werke, 2,169~178. 
@ Werke, 2,174 ff. 
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不 称 为 正 、 负 和 虚 单 位 而 称 为 直 、 反 和 侧 单位 ,那么 人 们 对 这 些 数 
就 可 能 不 会 产生 一 些 阴暗 神秘 的 印象 .他 说 几何 表示 使 入 们 对 虚 
数 真正 有 一 个 新 的 看 法 . 他 引进 术语 “复数 "中 以 与 虚数 相对 立 ,并 
HH REV 一 1 


4， 复 函数 论 的 基础 

Gauss 还 引进 了 有 关 单 复 变 函 数 的 一 些 基 本 概念 . 在 1811 年 
给 Bessel 的 信 中 加 ,针对 Bessel 的 一 篇 关于 对 数 积分 | daz 的 论 
文 ,Gauss 指出 将 虚 ( 复 ) 的 积分 限 考 虑 进去 的 必要 性 . 然后 他 间 : 
“ 当 上 限 为 a 十 后 时 | $(z)dz(Gauss 写 为 | de + dx) 的 意义 应 当 
是 什么 ”显然 ,如 果 要 求 有 清楚 的 概念 , 那 就 必须 假定 x 取 小 的 
增 量 ,从 使 积分 为 零 的 x 值 到 a 十 下 这 个 工 值 , 然 后 将 所 有 的 
$(z)dz 加 起 来 …… 但 是 在 复 平面 上 从 x 的 一 个 值 到 另 一 个 值 的 
连续 过 程 发 生 在 一 条 曲线 上 ,所 以 通过 许多 条 路 径 是 可 能 的 , 现在 
我 断言 积分 | #(zx)dz 只 有 一 个 值 ,即使 是 通过 不 同 的 路 径 ,只 要 
在 两 条 路 径 所 围 的 空间 内 $(x) 是 单 值 的 ,并 且 不 变 为 无 穷 . 这 是 
一 个 很 美丽 的 定理 , 它 的 证 明 并 不 难 ,我 将 在 一 个 适当 的 机 会 给 出 
这 证 明 . "Gauss 没有 给 出 这 个 证 明 . 他 还 断言 ,如 果 $(x) 变 为 无 
穷 ,那么 |$(z)dz 可 以 有 许多 值 ,取决 于 所 取 的 闭路 径 围 绕 BC) 
变 为 无 穷 的 点 一 次 .二 次 或 更 多 次 . 

然后 Gauss 回 到 [az 的 特殊 情形 并 且说 ,从 zx=1 出 发 , 走 
到 某 一 个 值 a 十 所 , 如 果 路 径 不 包围 z=0, 就 得 出 积分 的 唯一 的 一 
个 值 ;但 是 如 果 路 径 包围 x — 0, 那么 就 必须 对 从 过 = 1 Bla dbi 


O Werke, 2, 102, 
© Werke, 8,90~92, 
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不 包围 x = 0 的 路 径 所 得 之 值 加 上 2ri 或 一 2xi. 这 样 , 对 于 一 个 
已 给 的 ath, 就 有 许多 对 数 . 随后 在 这 信 中 ,Gauss 说 复 变 函数 
的 积分 的 研究 应 引导 到 最 有 趣 的 结果 . 所 以 ,甚至 在 Gauss AX 
他 的 代数 基本 定理 的 第 二 及 第 三 个 证 明 以 前 一 一 在 其 中 , 像 在 
第 一 个 证 明 中 一 样 ,他 避免 直接 应 用 复数 及 复 国 数 , 除 去 偶然 一 
次 写 出 a 十 bY 一 1 以 外 一 一 他 对 于 复 函 数 及 其 积分 已 有 很 明确 
的 概念 . 

Poisson 在 1815 年 注意 到 并 且 在 1820 年 的 一 篇 论文 中 中 讨 
iE T , 沿 着 复 平 面 上 的 路 径 所 取 的 复 函 数 的 积分 的 用 处 , 作为 一 个 
例子 ,他 给 出 了 
(10) . " 
在 这 里 他 令 r=”, 其 中 0 由 (2 十 1 )xr 变 到 0, 并 且 , 将 积分 作 
为 一 个 和 数 的 极限 处 理 , 得 到 值 一 (2n + 1)xi. 

于 是 他 指出 ,一 个 积分 , 沿 着 一 条 虚 路 径 同 沿 着 一 条 实 路 径 ， 
其 值 不 一 定 相 同 . 他 给 出 了 例子 


(11) T EI dr, 


其 中 a Mb RIE BM. th c — :十 大, 其 中 是 常数 且 是 正 的 ， 
NET kb, 他 得 到 nr(e “一 e*)/2x, ff E — b ET, ne *. 第 二 
MENT & = 0 也 是 正确 的 . 所 以 对 于 的 两 个 不 同 的 值 ( 意 味 着 
两 条 不 同 的 路 径 ) ,就 得 到 两 个 不 同 的 结果 . Poisson 是 第 一 个 沿 着 
复 平 面 上 的 路 径 实 行 积分 的 人 . 

虽然 Gauss 和 Poisson 的 这 些 观察 的 确 是 重要 的 ,但 他 们 都 
没有 发 表 过 较 重 要 的 关于 复 函 数理 论 的 文章 . 这 个 理论 是 Augus- 
tin-Louis Cauchy 建立 的 . 1789 年 ,他 生 于 巴黎 ,于 1805 年 进入 多 
科 工 艺 学 校 ,在 那儿 他 学 习 工 程 . 由 于 他 的 健康 情况 很 差 ， 


(D Jour, de l'Ecole Poly., 11,1820,295~341. 
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Lagrange 和 Laplace 就 劝 他 献身 于 数学 , 他 担任 了 多 科 工 艺 学 校 、 
巴黎 大 学 及 法 兰 西学 院 的 教授 . 政治 对 于 他 的 经 历 发 生 了 意料 不 
到 的 影响 . 他 是 一 个 热心 的 保皇 党 员 , 并 且 是 Bourbons 家 族 的 支 
持 者 . 1830 年 , 当 Bourbons 家 族 的 一 个 远 支 统治 法 国 时 ,他 拒绝 
发 拆 效 忠于 新 君主 政体 ,并 且 辞 去 了 多 科 工 艺 学 校 的 教授 职位 . 他 
出 走 到 都 灵 , 教 了 几 年 拉丁 文 和 意大利 文 . 1838 年 他 回 到 巴黎 ,在 
那里 当 了 几 个 教会 机 构 的 教授 ,一 直到 1848 年 的 革命 以 后 的 政府 
废弃 了 效忠 的 誓言 . 1848 年 Cauchy 主持 了 巴黎 大 学 理学 院 
(Faculté des Sciences of the Sorbonne) 的 数学 天 文学 讲座 . 虽然 
Napoleon 三 世 在 1852 年 恢复 了 上 鸭 言 ,但 他 允许 Cauchy 拒绝 宣 
蜀 . 对 于 皇 带 的 届 尊 姿态 ,他 的 回答 是 捐赠 他 的 薪金 给 他 曾 住 过 的 
地 方案 (Sceaux) 的 穷人 . Cauchy 是 一 个 令 人 和 钦佩 的 教授 和 一 位 最 
伟大 的 数学 家 ,他 于 1857 年 去 世 . 

Cauchy 具有 广泛 的 兴趣 . 他 熟悉 他 那 时 代 的 诗歌 并 且 是 一 本 
关于 Hebrew 作 诗 法 著作 的 作者 . 在 数学 方面 他 写 的 论文 超过 
700 篇 , 仅 次 于 Euler. 他 的 全 集 的 近代 版 有 26 卷 ,包含 数学 的 一 
切 分 支 . 在 力学 方面 ,他 写 了 关于 杆 和 弹性 膜 的 平衡 以 及 关于 弹性 
介质 中 的 波 等 重要 著作 . 在 光 的 理论 中 ,他 研究 了 Fresnel 开创 的 
波 的 理论 及 光 的 散射 和 极 化 . 他 大 大 地 发 展 了 行列 式 的 理论 ,建立 
了 常 微 分 方程 和 偏 微分 方程 的 一 些 基本 定理 . 

在 复 函 数理 论 方面 ,Cauchy 的 第 一 篇 重要 论文 是 他 的 《关于 
定 积 分 理论 的 报告 》( Mémoire sur la théorie des intégrales 
définies). 这 篇 论文 1814 年 宣读 于 巴黎 科学 院 . 但 直到 1825 年 才 
送 去 发 表 , 在 1827 年 出 版 ?. 出 版 时 Cauchy 增加 了 两 个 注解 , 相 
当 可 靠 地 反映 了 1814 年 到 1825 年 间 的 发 展 和 在 这 个 期 间 Gauss 
的 工作 的 可 能 影响 . 现在 我 们 来 看 一 下 这 篇 论文 本 身 . 在 序言 中 


(D Mém. des sav. étrangers, (2) 11,1827, 599 ~ 799 = Œuvres, (1),1,319 ~ 
506. 
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Cauchy 说 ,他 被 引导 到 这 个 工作 中 来 ,是 因为 他 致力 于 严密 化 如 
下 过 程 中 由 实 到 复 的 过 渡 , 这 过 程 是 Euler 从 1759 年 起 以 及 
Laplace 从 1782 年 起 用 来 计算 定 积分 的 值 的 . 事实 上 ,Cauchy 5| 
证 了 Laplace 的 工作 ,后 者 注意 到 方法 需要 严密 化 . 但 论文 本 身 并 
没有 处 理 这 个 问题 , 它 处 理 了 在 流体 力学 研究 中 出 现 的 二 重 积 分 
的 更 换 积分 次 序 的 间 题 . Euler 曾 在 1770 年 出 说 过 , 当 积 分 号 下 每 
个 变量 的 限 彼此 无 关 的 时 候 , 这 个 次 序 更 换 是 允许 的 ,至 于 La- 
place, 他 显然 是 同意 的 ,因为 他 屡次 用 了 这 个 事实 . 
具体 说 ,Cauchy 处 理 了 关系 式 
02) f ro. pasas = | Ar nani. 
其 中 ro, yo, X, Y 都 是 常数 (图 27.4). 4 f(x, VEKRA 
部 及 边界 上 是 连续 的 时 候 , 这 个 积分 次 序 更 换 成 立 . 然后 他 引进 了 
两 个 国 数 V(z，y) 与 S(z，y)， 
使 得 


aV | 9s 
(13) ay ax’ 
av aS 
ar” ay 
Euler 在 1777 年 就 已 经 指出 如 何 
得 到 这 样 的 函数 ( 见 参 考 书 目 图 27.4 
[5] , [8], [9]). 现在 Cauchy “habs SY 一 58 deii fr, 9). 


将 (12) 的 左边 f 换 为 93Y/ay, 在 右边 将 S HOS / ax. 于 是 有 


(14) LE =—dydz = LES Sdzdy, 
而 用 (13) 中 第 二 个 方程 ,他 便 得 到 


(D Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. , 14,1769,72--103, pub. 1770 = Opera, 
(1),17,289— 315. 
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这 些 等 式 可 以 用 来 在 任 一 次 序 下 计算 二 重 积 分 的 值 . 不 过 它们 并 
不 涉及 复 函 数 . 当 Cauchy 在 他 的 引言 中 中 说 ,他 将 “严格 地 并 且 直 
接地 建立 由 实 到 虚 ( 复 ) 的 过 渡 " 时 ,他 心中 想 的 是 方程 (13). 
Cauchy 说 @@ 这 两 个 方程 包含 了 由 实 到 虚 的 过 渡 的 全 部 理论 . 

上 述 一 切 都 是 在 1814 年 的 论文 的 正文 中 ,而 且 确 实 没 有 明显 
指出 复 函 数理 论 怎样 被 包括 在 内 . 另外 ,虽然 Cauchy 按照 Euler 
与 Laplace 的 同一 方式 ,用 复 函 数 来 计算 实 定 积 分 的 值 ,但 是 这 个 
用 法 并 未 把 复 函 数 作 为 基本 实体 . 一 直到 1821 年 ,在 他 的 《分 析 教 
#2) (Cours d'analyse) HÒ ,他 说 

cosa 十 vV 一 1sina， 

cosb+ y— Isin b, 

cos(a + 6) + /— lsin(a +b) 

“是 三 个 符号 式 , 它 们 不 能 按照 一 般 已 建立 的 常规 来 解释 ,并 且 不 
代表 任何 实 的 东西 . "他 说 ,上 面 的 第 一 与 第 二 式 的 乘积 等 于 第 三 
式 这 一 事实 ,并 不 具有 什么 意义 . 为 了 使 这 个 方程 具有 意义 ,必须 
令 实 部 与 /一 1 的 系数 相等 .“ 每 一 个 虚 方 程 仅仅 是 实 量 间 的 两 个 
方程 的 符号 表示 . ”如 果 我 们 按照 对 实 量 建立 的 法 则 来 对 复式 进行 
运算 ,我 们 得 到 时 常 是 重要 的 准确 结果 ， 

在 这 本 书 里 他 确实 处 理 了 复数 及 复 变 数 u+ lv, Rp a 
及 是 一 个 实 变数 的 函数 ,不 过 总 是 这 样 理解 , 即 两 个 实 的 部 分 是 
它们 的 有 意义 内 容 . 一 个 复 变 数 的 复 值 函 数 没有 被 考虑 . 

在 1822 这 一 年 , Cauchy 前 进 了 几 步 . 从 关系 式 (14) 和 (15) 
他 有 

D Œuvres, (1),1,330. 


© Œuvres, (1),1,338. 
© Œuvres, (2),3,154. 
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06) | Ver, Y) 7 VG. x21 
= | ISX, ») Slam, y)ldy, 


M 


an [tse Y) = scc »01à 


= 一 上 | [V(X, y) 一 V(xzo，y)]dy- 
现在 他 有 了 可 以 把 这 两 个 方程 结合 起 来 的 想法 ,因此 作出 了 关于 
F(z) = Flatiy) = S+ iV 的 一 个 陈述 . 例如 ,他 以 1 乘 (16) 并 将 
两 方程 相 加 ,得 到 
| F(x + iV)de— | F(x + iyy dr 
= | F(X + iy)idy = | F(a +iy)idy, 


整理 后 ,就 给 
Y X 
(18) [ FG +iydidy + | Fr d 
X Y 
= | FUrtiy)de+[ FOX iid. 


最 后 这 个 结果 是 沿 着 一 个 长 方形 边界 (图 27. 4) 的 复 积分 法 这 一 
简单 情形 下 的 Cauchy 积分 定理 . 这 个 结果 可 以 表示 为 
(19) | Flod =| Fide. 
即 是 说 ,积分 与 路 径 无 基 . 

以 上 这 些 想 法 ,是 Cauchy 在 1822 年 的 一 个 注解 中 ,在 他 《天 
于 无 穷 小 计算 课程 的 总 结 》 ( Résumé des le, ons sur le calcul 
infinitésimal A ,3£ HE 1827 年 发 表 的 1814 年 的 论文 的 一 个 脚 
注 中 给 出 的 , 从 这 些 较 晚 的 著作 ,我 们 看 到 Cauchy REM K ER 
TIUS] I gc. 

1825 Œ, Cauchy 写 了 田 一 篇 论文 《关于 积分 限 为 虚数 的 定 积 


D = Guvres(2), 4,13 ~ 256. 
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分 的 报告 》, 但 这 篇 文章 到 1874 EA REO. 这 篇 论文 被 许多 人 看 
作 是 他 的 最 重要 的 论文 ,并 且 是 科学 史上 最 瑰丽 的 一 篇 ,虽然 在 一 
段 时 间 内 Cauchy 本 人 并 没有 赏识 到 它 的 价值. 

在 这 篇 论文 中 ,他 又 考虑 了 将 常数 及 变数 用 复 值 代 蔡 的 方法 
来 计算 实 积分 的 问题 . 他 处 理 了 
(20) Jhon, 
其 中 = =r ti, 并 且 小 心地 定义 这 个 积分 为 和 数 


ies +iy,) ae — x) diua — »)] 


的 极限 ,其 中 xo, i.e. XAR yos yi，…,Y 是 沿 着 从 (xo， 
yo) 到 (站, Y) 的 路 径 的 分 划 点 . 这 里 rti 肯定 是 复 平面 上 的 一 
个 点 并 且 积 分 是 沿 着 一 条 复 的 路 径 的 . 他 还 证 明 , ADR x = 
At), y — Ht), 其 中 上 是 实 的 ,那么 结果 与 区 和 乡 的 选择 无 关 , 也 
就 是 说 ,与 路 径 无 关 , 条 件 是 在 两 条 不 同 的 路 径 之 问 没有 f(z) 的 
间断 点 . 这 个 结果 普遍 化 了 对 于 矩形 成 立 的 结 

Cauchy 正式 叙述 他 的 定理 如 下 :车 f(x 十 iy) 对 于 x <a < 
AI yo SV 瑟 Y 了 为 有 穷 并 连续 ,那么 积分 (20) 的 值 与 函数 x = 
PO) 和 yy = O(t) 的 形式 无 关 . 他 证 明 这 条 定理 用 了 变 分 的 方法 . 
他 考虑 了 一 条 可 供 选 择 的 路 径 $(1) 十 ex (1), VG) tev(t), 并且 证 
明 积 分 对 于 e 的 第 一 变 分 等 于 零 . 这 个 证 明 并 不 令 人 满意 , 在 其 中 
Cauchy 不 仅 用 了 f(z) 的 导数 的 存在 性 ,而 且 还 用 了 导数 的 连续 
性 ,但 他 在 定理 的 叙述 中 并 没有 作 任 何 假定 . 对 这 一 点 的 解释 是 ， 
Cauchy 相信 一 个 连续 函数 总 是 可 微 的 ,而 导数 只 能 在 函数 本 身 不 
连续 的 地 方才 不 连续 . Cauchy 的 信念 是 有 道理 的 ,因为 在 他 的 工 
作 的 早期 ,他 和 18 世纪 和 19 世纪 初期 的 其 他 的 人 一 样 ,都 把 函数 
理解 为 一 个 解析 表达 式 ， 因 而 导数 立即 可 以 通过 惯用 的 形式 微分 

(D Bul. des Sci. Math. , 7,1874,265~304, 5 8,1875,43—55,148— 159 33% 
篇 论文 未 收入 Cauchy 的 论文 集 . 
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法 则 得 出 . 

在 1825 年 的 论文 中 ,Cauchy 对 于 他 在 1814 年 的 论文 中 以 及 
在 该 论文 的 一 个 脚注 里 已 经 接触 到 的 一 个 较 重 要 的 概念 看 得 较 清 
楚 些 了 . 他 考虑 当 f(z) 在 和 矩形 (图 27.4) 的 内 部 或 边界 上 不 连续 
时 ,将 发 生 什么 事情 . 这 时 沿 着 两 条 不 同 路 径 的 积分 的 值 可 能 不 
间 . 如 果 在 z = a 十 这 处 ,f(z) 为 无 穷 ,但 极限 

F= lim(z— zı) f(x) 

存在 ,也 就 是 说 ,在 m 处 了 有 一 个 单 极点 , 那么 积分 的 差 是 
土 2xV 一 1F. 例如 对 于 函数 f(z) = D/(02-21), CE z —/— 1 &b 
为 无 穷 ,因而 a — 0, 5 — 1, 而 
(21) F=] Z 十 (7 一 1)w 一 工 
E [zc Gi V -— 1]Dx +y DV.—1] 
es 

"EE 
Cauchy 在 他 的 《数学 练习 》@ ( Exercices de mathématique ) 中 ,把 
量 下 本 身 称 为 积分 留 数 . 另外 , 当 一 个 图 数 在 两 条 积分 路 径 所 围 
的 区 域内 有 几 个 极点 时 ,Cauchy 指出 ,必须 取 留 数 之 和 来 得 到 沿 
着 两 条 路 径 的 积分 之 差 . 在 这 个 关于 留 数 的 特别 的 一 节 中 ,他 的 两 
条 路 径 仍 构 成 一 个 矩形 ,但 他 取 了 很 大 的 一 个 ,并 让 边 长 变 为 无 
穷 , 使 所 有 的 留 数 都 包含 在 内 . 

在 《练习 》 吕 中 ,Cauchy 指出 f(x) 在 = 的 留 数 也 是 /(z) 展 为 
z— z 的 医 级 数 展开 式 中 项 (x — m) 1! 的 系数 .很 入 以 后 ,在 1841 
年 的 一 篇 论文 及 中 ,Cauchy 给 出 了 在 一 个 极点 的 留 数 的 一 个 新 的 
表达 式 , 即 


FG) = ELS(2)], = ga | fede, 


(D Four vols. , 1826~1830 = Œuvres, (2) .6 一 9， 

@ Vol. 1,1826, 23 ~ 37 = Œuvres, (2),6,23 ~ 37. 

(D Exercices d'analyse et de physique mathématique, Vol. 2,1841, 48 ~ 112 = 
Œuvres, (2),12,48— 112. 
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其 中 积分 是 沿 着 一 个 包含 z = zs 的 小 圆 取 的 . 留 数 的 概念 及 发 展 
是 Cauchy 的 一 个 重要 贡献 . 到 此 为 止 ,他 所 给 出 的 所 有 结果 的 直 
接应 用 都 是 计算 定 积分 的 值 . 

从 Cauchy 在 他 1814 年 论文 的 脚注 中 增加 的 内 容 以 及 1825 
年 杰出 的 论文 中 写 的 东西 ,显然 看 出 ,他 一 定 是 通过 长 期 而 刻苦 的 
思考 才 认 识 到 ,引进 复 量 以 后 , 实 函 数 对 之 间 的 一 些 关系 就 获得 它 
们 的 最 简单 的 形式 . 至 于 他 从 Gauss 和 Poisson 的 工作 中 究竟 学 
到 了 多 少 东西 那 是 不 知道 的 . 

在 1830 年 到 1838 年 间 , 当 他 住 在 都 灵 及 布拉格 时 ,他 发 表 的 
工作 是 不 连贯 的 . fk fL BS (43 Vr 55 COE Y E 2 2] ) (Exercices 
d'analyse et de physique mathématique , 044: ,1840—1847 ) rh ,他 
引用 了 这 些 工作 , 且 将 其 中 的 大 部 分 重新 刊 入 . 

在 1831 年 写成 的 发 表 较 晚 的 一 篇 论文 中 中 ,他 得 到 下 述 定 
HE PR AL /(z) 可 以 按照 Maclaurin ZUR pk 29 — TRAM, Et 
所 有 这 样 的 > 收敛 , 即 z 的 绝对 值 小 于 那些 使 函数 或 其 导数 不 为 
有 穷 或 不 为 连续 的 z. (在 那 时 Cauchy 所 知道 的 奇 点 仅仅 是 我 们 
现在 称 为 极点 的 奇 点 . ) 他 证 明 这 个 级 数 逐 项 掖 绝对 值 小 于 一 个 收 
黎 的 几何 级 数 ,其 和 数 为 


Z 
Or 


其 中 Z 是 使 f(z) 不 连续 的 第 一 个 值 , F(z) 是 就 所 有 绝对 值 等 于 
121| 的 z 而 言 |f(z)| 的 最 大 值 . 这 样 Cauchy 就 给 出 了 函数 可 展 为 
Maclaurin 级 数 的 一 个 有 力 的 便于 应 用 的 判别 法 则 , 它 用 了 一 个 
现在 称 为 强 级 数 的 比较 级 数 . 

在 定理 的 证 明 中 ,他 首先 证 明 


© Comp. Rend. , 4., 1837, 216 ~ 218 = Œuvres, (1),4,38— 42; 75 N, Exerci- 
ces d'analyse et de physique mathématique, Vol. 2,1841, 48— 112 = Œuvres, (2),12, 
48-112. 
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f(z) = zr 

其 中 三 =| Z| er* 这 个 结果 下 际 上 就 是 我 们 现在 所 称 的 Cauchy 
积分 公式 . 然后 他 将 分 式 /(z 一 z) BA xz 的 医 的 几何 级 数 并 证 
明了 定理 本 身 . 

在 这 个 定理 中 Cauchy 还 假定 了 由 函数 本 身 的 连续 性 必然 推 
出 导数 的 存在 性 及 连续 性 . 在 他 把 这 个 材料 重新 写 在 他 的 《练习 》 
中 的 时 候 ,他 曾 与 Liouville 和 Sturm 通信 并 对 以 上 定理 的 叙述 增 
加 了 这 样 一 句 话 , 即 收敛 区 域 止 于 使 水 数 及 其 导数 不 再 为 有 穷 或 
连续 的 z 的 那个 值 . 但 他 还 是 没有 确信 必须 对 导数 加 些 条 件 ,而 且 
在 后 来 的 工作 中 他 把 它们 删 掉 了 . 

在 另 一 篇 比较 重要 的 关于 复 函 数论 的 论文 《关于 伸展 到 一 
闭 曲线 的 所 有 的 点 的 积分 》@ 中 ,Cauchy 将 [解析 的 ] f(z) = u+ 
i 记 沿 着 一 个 [ 单 连通 ] 区 域 边界 曲线 的 积分 和 展 布 在 这 个 区 域 上 的 
积分 联系 起 来 . Eu, ov y 的 函数 , 则 


(22) f(z 一 一 一 - sun = [odo fod 
INF Z2) dedy = [C ud) + fva, 


mm 而 单 积分 沿 着 边界 曲线 . 现在 ,考虑 
到 Cauchy-Riemann 方程 ( 见 参考 书目 [13]) ,左边 等 于 0, 两 个 等 
式 的 右边 就 是 出 现在 


| f(z) dz =| (u+iv)(dr+idy)= | (ude —vdy) +i | (udy--vdz) 
中 的 积分 . 所 以 [Gode = 0, 因而 Cauchy 得 到 了 与 路 径 无 关 的 


基本 定理 的 一 个 新 证 明 . 他 对 一 个 矩形 证 明了 这 定理 ,然后 ,推广 
到 不 自 交 的 闭 曲 线 . (这 个 定理 Weierstrass 在 1842 年 也 独立 地 得 


(D Comp. Rend. , 23,1846, 251 ~ 255 = Œuvres, (1),10,70~74, 
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到 . )Cauchy Æ AZ T Green 1828 年 的 工作 (第 28 章 第 4 节 ) 
才 得 到 他 早期 的 一 些 概念 的 比较 丰饶 的 公式 表示 ,这 点 是 不 能 肯 
定 的 ,但 这 样 的 征兆 是 有 的 ,因为 Cauchy 将 以 上 结果 推广 到 了 曲 
面 上 的 区 域 . 

在 以 上 提 到 的 1846 年 论文 和 同一 年 的 另 一 篇 论文 @ 中 ， 
Cauchy 改变 了 他 对 复 函 数 的 观点 ,与 他 1814,1825 及 1826 年 的 
工作 相对 立 . 现在 他 关心 的 不 再 是 实 积 分 及 其 计 值 ,而 转 到 复 函 数 
理论 本 身 , 并 为 这 个 理论 建立 基础 . 在 1846 年 的 第 二 篇 论文 中 ,他 
给 出 了 关于 沿 着 -条 任意 闭 曲线 的 积分 | f(z)dz 的 一 个 新 的 作 
述 : 如 果 曲 线 包围 着 一 些 极点 ,那么 积分 的 值 是 函数 在 这 些 极点 上 
的 留 数 之 和 的 2xi 倍 . 就 是 说 
(23) | Fedde = 2riEL f(z)], 

其 中 E[A(z)] 是 他 用 以 表示 留 数 之 和 的 记号 ， 

他 还 着 手 处 理 了 多 值 函 数 的 积分 .@ 论 文 的 第 一 部 分 (其 中 他 
处 理 了 单 值 函 数 的 积分 ) 氢 述 的 内 容 并 不 比 Gauss 在 给 Bessel 的 
信 中 关于 | dz/z 或 | aii) Bini s 这 些 积分 确 是 多 


值 的 ,而 且 它 们 的 值 与 积分 路 径 有 关 . 
但 Cauchy 更 进一步 考虑 积分 号 下 的 多 值 函数 , 在 这 篇 论文 
中 他 说 , 如 果 被 积 函数 是 一 个 代数 方程 或 超越 方程 的 根 , 例如 


[rds (Sth we! 一 <), 且 如 果 沿 着 一 条 闭路 径 积分 并 又 回 到 起 


所 ,那么 被 积 函数 现在 就 表示 另外 一 个 根 . 在 这 些 情形 中 沿 着 闭路 
径 积 分 的 值 依赖 于 起 点 ;而 沿 着 路 径 的 延 拓 产 生 积分 的 不 同 的 值 . 


@ “Sur les intégrales dans lesquelles la fonction sous le signe | change brusque- 


ment de valeur," Comp. Rend, , 23,1846, 537 与 557 — 569 = Œuvres , (12,10, 133— 
134 与 135—143. 

©  "Considérations nouvelles sur les intégrales définics qui s'étendent à tous les 
points d'une courbe fermée," Comp. Rend. , 23,1846, 689 ~ 702 = Œuvres, (1),10, 
153--168. 
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但 车 环绕 路 径 充 分 多 次 使 w 回 到 它 的 原始 值 , 那 么 积分 的 值 将 重 
复出 现 ,因而 积分 是 z 的 一 个 周期 函数 . 积分 的 周期 模 (indices de 
périodicité ) 不 再 像 单 值 贸 数 的 情形 那样 ,可 以 用 留 数 表示 了 . 
Cauchy 关于 多 值 函数 的 积分 的 概念 依然 是 模糊 的 . 

Ei 1821 年 以 后 ,差不多 25 年 中 ,Cauchy 单独 一 人 发 展 了 复 
ER HB ie. 1843 年 他 的 同 国 人 才 开 始 继续 他 的 工作 . Pierre- 
Alphonse Laurent(1813—1854) ,单独 工作 并 发 表 了 在 1843 年 得 
到 的 一 个 较 重 要 的 结果 外. 他 证 明 , 当 一 个 函数 在 一 孤立 点 上 不 连 
续 时 ,就 必须 用 变数 的 升 桥 及 降 圭 展开 式 来 代替 Taylor 展开 式 . 
如 果 函 数 和 它 的 导数 在 一 个 圆 环 内 单 值 并 连续 ,这 个 圆 环 的 中 心 
是 孤立 点 a, 则 函数 以 相反 方向 沿 着 圆 环 的 两 个 边界 圆 所 取 的 积 
分 适当 展开 后 就 给 出 的 升 笑 及 降 寡 的 一 个 展开 式 , 它 在 圆 环 内 
收敛 . 这 个 Laurent 展开 式 是 


(24) f(z) = 2 ja(z—ay, 
它 是 Taylor 展开 式 的 一 个 推广 . 这 个 结果 Weierstrass 在 1841 年 
就 已 知道 ,但 未 发 表 %. 

Victor-Alexandre Puiseux 研究 了 多 值 函数 的 问题 . 1850 年 
Puiseux 发 表 了 一 篇 著名 的 论文 肪 , 论 flu, z) = 0 给 出 的 复 代数 
AR, Ern f£ Iba 和 xz 的 多 项 式 . 他 第 一 次 搞 清 了 极点 与 支点 的 区 
All (Cauchy 几乎 没有 觉察 到 这 一 点 ) ,并 且 引 进 了 本 性 奇 点 (一 个 
无 穷 阶 的 极点 ) 的 概念 ,对 这 个 概念 Weierstrass 曾 独立 地 促使 人 
们 注意 . 这 样 的 点 可 以 用 e" Tk > = 0 作为 例子 . 虽然 Cauchy 在 
1846 年 的 论文 中 确实 考虑 了 简单 多 值 函数 沿 着 包围 支点 的 几 条 
路 径 的 变化 ,但 是 Puiseux t ES T ix Ae I] ER. 他 证 明了 如 果 us 


D Comp. Rend., 17 ,1843,348~349; 文章 全 文 发 表 在 Jour. de l'Ecole Poly., 
23 ,1863,75~ 204. 

D Werke, 1,51--66. 

Q Jour, de Math. , 15,1850,365~ 480, 
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是 flu, z) = 0 的 一 个 解 ,而 且 z 沿 着 某 一 条 路 径 变 化 , 则 u 的 最 
后 值 并 不 依赖 于 路 径 , 只 要 这 个 路 径 确 实 不 包围 使 u 为 无 穷 的 任 
何 点 ,也 不 包围 使 u 等 于 其 他 解 的 任何 点 ( 即 一 个 支点 ). 

Puiseux 还 证 明了 ,xz 的 函数 在 支点 z = a 处 附近 的 展开 式 必 
须 含 有 z 一 a a SUE. 于 是 他 改进 了 Cauchy 的 把 函数 展 为 
Maclaurin 级 数 的 定理 . Puiseux 得 到 flu, z) = 0 的 解 u 的 一 个 
展开 式 , 它 不 是 展 成 z 的 吞 而 是 展 成 z 一 的 宪 , 所 以 这 个 展开 式 
在 一 个 以 c 为 中 心 ,并 且 不 含 极点 或 支点 的 圆 内 是 正确 的 . 然后 
Puiseux it c 沿 着 一 条 路 径 变化 ,使 那些 收敛 圆 部 分 重 耕 ,并 使 在 
一 个 圆 内 的 展开 式 可 以 延伸 到 另 一 个 圆 . IURE LA, ua 在 一 点 的 值 开 
始 , 可 以 沿 着 任何 一 条 路 径 了 解 它 的 变化 . 

通过 他 对 于 多 值 兄 数 和 它们 在 复 平 面 上 的 支点 的 有 意义 的 研 
究 , 并 且 通 过 他 对 于 这 种 函数 的 积分 的 创始 性 工作 ,Puiseux 把 
Cauchy 在 函数 论 方面 的 先驱 性 工作 推进 到 可 以 称 为 第 一 阶段 的 
尽头 . 多 值 函数 和 它们 的 积分 的 理论 中 的 困难 尚 待 克服 . Cauchy 
的 确 写 了 关于 多 值 函 数 的 积分 的 其 他 论文 中 ,在 其 中 他 企图 跟 上 
Puiseux 的 工作 ;虽然 他 引进 了 分 支 切割 的 概念 ,但 他 对 极点 和 支 
点 的 区 别 仍然 混淆 不 清 . 代数 函数 及 其 积分 的 这 个 课题 要 由 Rie- 
mann 来 继续 进行 (第 8 35). 

在 1851 年 《报告 》(Comptes Rendus ) 的 另外 几 篇 论文 中 四 ， 
Cauchy 给 出 了 关于 复 函 数 性 质 的 一 些 更 谦 慎 的 氢 述 . 特别 地 ， 
Cauchy 肯定 了 复 函 数 本 身 及 其 导数 的 连续 性 对 于 震级 数 展开 式 
是 必需 的 . 他 还 指出 作为 z 的 函数 的 在 z = a 处 的 导数 与 x 十 iy 
平面 上 x 趋 于 a 的 方向 无 关 , 且 u 满足 Puar +H? uay = 0. 

Cauchy 在 1851 年 的 这 些 论文 中 引进 了 新 的 术语 . WFR 


(D Comp. Rend, , 32,1851,68~75 与 162 ~ 164 = Œuvres, (1),11,292~ 300 
£j 304—305. 
© Œuvres, (1),11. 
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区 域 中 * 的 每 一 个 值 , 当 函数 是 单 值 的 时 候 , 他 用 了 monotypique 
或 monodrome. 一 个 函数 是 monogen, 如果 对 于 每 一 个 z, CRA 
一 个 导数 ( 即 ,导数 与 路 径 无 关 ). 他 称 一 个 永 不 为 无 穷 的 , 恰 有 一 
个 导数 的 . 单 值 函 数 为 synectique. 后 来 Charles A. A. Briot 
(1817 一 1882) 和 Jean-Claude Bouquet(1819 一 1885) 引 进 了 “holo- 
morphic”( 全 纯 ) 代 替 synectique ,并 用 “meromorphic”( 亚 纯 ) 称 在 
区 域 中 只 有 极点 的 函数 . 


5. Weierstrass 探讨 函数 论 的 途径 

正当 Cauchy 在 由 解析 式 表示 的 函数 的 导数 和 积分 的 基础 上 
建立 函数 论 的 时 候 ,Karl Weierstrass 开辟 了 一 条 新 的 探讨 途径 . 
他 于 1815 年 出 生 在 威 斯 特 伐 利 亚 (Westphalia) ,在 波恩 大 学 学 习 
法 律 . 学 了 四 年 以 后 ,他 在 1838 年 转向 数学 的 学 习 , 但 未 完成 博士 
工作 ,而 是 得 到 许可 , 当 一 个 高 中 (gymnasium) 教 员 , 从 1841 年 到 
1854 年 他 教 年轻 人 的 写作 课 及 体育 课 . 这 些 年 间 他 与 数学 界 没有 
接触 ,但 他 刻苦 地 进行 数学 研究 , 在 这 段 时 间 内 他 发 表 的 少数 几 个 
结果 使 他 在 1856 年 获得 在 柏林 的 工学 院 讲授 技术 课程 的 位 置 . 同 
一 年 他 成 为 柏林 大 学 的 讲师 ,随后 在 1864 年 成 为 教授 ,一 直 担任 
这 一 职位 到 1897 FAH. 

他 是 一 个 有 条 理 而 又 苦 干 的 人 .不 像 Abel, Jacobi, Riemann 
那样 ,他 没有 直觉 的 闪光 . 事实 上 他 不 信任 直觉 ,而 是 致力 于 使 数 
学 推理 建立 在 一 个 牢固 的 基础 上 . 有 鉴于 Cauchy 的 理论 建立 在 
几何 的 基础 上 , Weierstrass 转 而 构造 实数 理论 ;这 个 工作 约 在 
1841 年 完成 之 后 (第 41 章 第 3 节 ) ,他 在 寡 级 数 的 基础 上 建立 起 
解析 函 数 的 理论 ,并 建立 起 解析 开拓 的 方法 , 矢 级 数 的 技巧 是 他 从 
他 的 老师 Christof Gudermann(1798 一 1852) 那 里 学 来 的 . 这 个 工 
作 是 在 19 世纪 40 年 代 完 成 的 ,虽然 当时 他 并 没有 发 表 . 他 在 函数 
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论 的 许多 其 他 方面 作出 了 贡献 ,并 研究 了 天 文学 中 的 n 体 问 题 和 
JEM. 

很 难 确定 Weierstrass 的 创作 的 日 期 ,因为 当 他 第 一 次 得 到 这 
些 创 造 时 发 表 的 并 不 多 . 通过 他 在 柏林 大 学 的 讲演 ,他 的 许多 工作 
才 被 数学 界 知道 . 当 他 在 19 世纪 90 年 代 出 版 他 的 《著作 集 》 
(Werke It ,他 并 不 担心 优先 权 , 因 为 他 的 很 多 结果 在 当时 已 被 其 
他 人 发 表 , 他 更 关心 的 是 阐明 他 发 展 函数 论 的 方法 . 

用 三 级 数 表示 已 用 解析 形式 给 出 的 复 函 数 ,自然 是 众所周知 
ff). 但 是 ,从 已 知 的 一 个 在 限定 区 域内 定义 一 个 函数 的 震级 数 出 
发 ,根据 需 级 数 的 有 关 定 理 ,推导 出 在 其 他 区 域 中 定义 同一 函数 的 
A- BEER iX T ALLE Weierstrass 解决 的 . 一 个 在 以 a HH 
LAr 为 半径 的 圆 C 内 收敛 的 = 一 a 的 震级 数 ,代表 一 个 函数 , 它 
ER C 内 的 每 一 个 z 值 上 解析 . 在 圆 内 选择 一 点 5 并 利用 原始 级 
数 所 给 出 的 函数 及 其 各 阶 导数 的 值 ,可 以 得 到 = 一 5 的 一 个 新 的 朝 
级 数 , 它 的 收敛 圆 C 55 $8 — 4 BL 2. 在 两 个 圆 的 公共 点 上 ,这 两 
个 级 数 给 出 函数 的 同一 个 值 . 但 是 ,对 于 CABE C 外 部 的 点 ,第 
二 个 级 数 的 值 是 第 一 个 级 数 定义 的 函数 的 一 个 解析 开拓 . 尽 可 能 
地 继续 下 去 ,从 C 接连 地 开 丘 到 其 他 的 圆 ,就 得 到 f(z) 的 全 部 解 
析 开 拓 ,完全 的 f(z) 便 是 在 所 有 的 贺 中 ,在 所 有 点 上 的 值 的 集合 . 
每 一 个 级 数 称 为 函数 的 一 个 元 素 . 

在 增加 越 来 越 多 的 收敛 圆 以 拓 广 函数 的 定义 域 的 过 程 中 ,一 
个 新 圆 也 许可 能 覆盖 链 中 不 直接 在 它 前 面 的 一 个 圆 的 一 部 分 ,并 
且 在 这 个 新 圆 和 前 面 一 个 圆 的 公共 部 分 中 函数 的 值 可 能 不 一 致 
iX INE A (E Te e f Rr. 

FETE RISE HEELS dr A ARE A) Dok SET EAR 
数 的 收敛 圆 的 边界 上 ,如果 一 个 奇 点 的 阶 是 有 穷 的 ,那么 它 是 由 
Weierstrass 包含 在 函数 之 中 的 ,因为 在 这 样 一 个 点 上 (2 一 zm) 
的 虎 级 数 展开 式 只 可 能 有 有 穷 个 负 指 数 的 项 . 为 了 得 到 在 > = co 
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附近 的 展开 式 , Weierstrass 使 用 1/z 的 级 数 . 如 果 函 数 元 素 在 全 
平面 收敛 , Weierstrass 就 称 它 为 一 个 整 函数 . 如 果 它 不 是 一 个 有 
理 整 冰 数 , 即 不 是 一 个 多 项 式 , 那 么 它 在 ce 处 便 有 一 个 本 性 奇 点 
(例如 sin z). 

Weierstrass 还 给 出 医 级 数 的 第 一 个 例子 , 它 的 收敛 圆 是 它 的 
自然 边界 , 即 贺 是 奇 点 曲线 ,并 且 给 出 了 一 个 解析 表达 式 的 一 个 例 
子 , 它 在 乎 面 的 不 同 部 分 可 以 代表 不 同 的 解析 函数 . 


6. 椭圆 函数 

在 这 个 世纪 前 半 时 ,可 与 复 函 数论 基本 定理 的 发 展 相提并论 
的 ,有 椭圆 函数 及 以 后 的 Abel 函数 的 特殊 发 展 . SEFC BE IA] , Gauss 
得 到 了 椭圆 函数 论 中 的 许多 关键 性 的 结果 ,因为 其 中 许多 是 在 他 
死 以 后 ,在 一 些 他 从 未 发 表 过 的 论文 中 找到 的 . Kab, AW 
函数 论 的 创始 人 是 Abel 和 Jacobi. 

Niels Henrik Abel(1802 一 1829) 是 一 个 穷 牧师 的 儿子 . 作为 
在 挪威 奥斯陆 学 习 的 一 个 学 生 , th A SE LA Berndt Michael 
Holmbóe(1795—1850) fE Zg 3E Ur. 后 者 看 出 Abel 的 天 才 , 并 预言 
Abel 17 岁 时 将 成 为 世界 上 最 大 的 数学 家 . 在 奥斯陆 和 哥本哈根 
学 习 完 以 后 ,Abel 得 到 了 一 笔 奖学金 ,使 他 能 够 出 外 旅行 . 在 巴黎 
他 被 介绍 给 Legendre, Laplace, Cauchy 及 Lacroix, 但 他 们 无 视 
他 ,用 完了 钱 以 后 ,他 到 柏林 去 和 Crelle 一 起 度 过 了 1825 一 1827 
年 . 他 自己 写 道 , 当 他 回 到 奥斯陆 时 极度 疲 疯 ,以 至 他 需 依 靠 在 一 
所 教堂 的 门 上 , 为 了 钱 ,他 给 年 轻 学生 教 课 . 通过 他 发 表 的 工作 ,他 
开始 引起 人 们 的 注意 ,Crelle 曾 想 ,他 也 许可 以 为 Abel 在 柏林 大 
学 谋 一 个 教授 的 位 置 .但 Abel 生 了 肺病 ,并 于 1829 EAH. 

Abel 知道 Euler, Lagrange, Legendre 在 椭圆 积分 方面 的 工 
作 ,他 从 事 于 这 一 工作 也 许 是 从 Gauss 所 作 的 评论 ,特别 是 他 的 
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《算术 研究 》( Disquisitiones Arithmeticae ) 中 的 陈述 得 到 启发 的 . 
他 自己 从 1825 年 起 开始 写 论文 ,他 把 他 关于 积分 的 重要 论文 于 
1826 年 10 月 30 日 送 到 巴黎 科学 院 , 以便 能 在 它 的 杂志 上 发 表 . 
这 篇 论文 是 4 关于 很 广 一 类 超越 函数 的 一 个 一 般 性 质 》, 包含 了 
Abel 大 定理 (第 7 节 ). 当时 科学 院 的 秘书 Fourier 读 了 论文 的 引 
言 ,然后 委托 Legendre 和 Cauchy 对 论文 作出 评价 ,后 者 是 主要 负 
PLA. 这 篇 论文 很 长 并 且 很 难 ,这 只 是 因为 它 包含 了 许多 新 的 概 
念 . Cauchy 把 它 放 在 一 旁 ,醉心 于 自己 的 工作 . Legendre 把 它 忘 
了 .Abel 去 世 以 后 , 当 他 已 经 有 了 名 望 时 ,科学 院 寻找 这 篇 论文 ， 
找到 之 后 于 1841 E E XU. Abel 在 《Crelle 人 杂志》 和 Gergonne 的 
《年 报 》 上 发 表 了 其 他 关于 方程 论 和 椭圆 函数 的 论文 . 这 些 论文 从 
1827 年 起 开始 刊 出 . 因为 Abel 1826 年 的 主要 论文 到 1841 EAE 
表 , 所 以 其 他 的 一 些 作者 , 读 了 这 段 时 期 内 发 表 的 限制 较 多 的 定 
理 , 独 立地 得 到 了 许多 Abel 1826 年 的 结果 . 

男 一 个 椭圆 函数 的 发 现 者 是 Carl Gustav Jacob Jacobi 
(1804—1851). 和 Abel 不 一 样 ,他 过 着 安静 的 生活 . 他 出 生 于 波 茨 
坦 (Potsdam) 的 一 个 犹太 人 家 庭 ,在 柏林 大 学 学 习 , 到 1827 年 成 
为 哥 尼 斯 堡 (Konigsberg) 的 一 个 教授 . 1842 年 ,由 于 健康 不 良 ,他 
放弃 了 他 的 职位 . 普鲁士 政府 给 了 他 退休 人 金 ,退隐 到 柏林 ,于 1851 
年 去 世 . 他 在 世 的 时 候 声 誉 就 很 高 ,他 的 学 生 把 他 的 思想 散播 到 各 
个 地 方 . 

Jacobi 讲授 椭圆 函数 多 年 . 他 对 这 一 课题 的 探讨 成 为 函数 论 
本 身 发 展 所 遵循 的 模式 . 他 还 研究 了 函数 行列 式 (Jacobi 行列 式 )、 
常 微分 方程 和 偏 微分 方程 .动力 学 .天 体力 学 .流体 动力 学 , 超 椭圆 
BUS A de A IBI DR. Jacobi 常 被 认为 是 一 个 纯粹 数学 家 ,但 是 , 像 
他 那个 世纪 和 前 一 些 世 纪 中 的 几乎 所 有 的 数学 家 一 样 ,他 最 认真 
地 研究 自然 界 . 


(D Mém. des. sav. étrangers, 7,1841, 176 ~ 264 = Œuvres, 145—211. 
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34 Abel 研究 椭圆 函数 的 时 候 ,jacobi( 他 也 已 经 读 过 Legen- 
dre 关 于 椭圆 积分 的 工作 ) 在 1827 年 开始 研究 椭圆 函数 . 他 送 了 一 
篇 没有 证 明 的 论文 给 《天 文 报 告 》(Astronomische Nachrichten ) . 
差不多 在 同一 时 间 ,Abel 独立 地 发 表 了 他 的 《关于 椭圆 函数 的 研 
HO 两 个 人 都 达到 了 从 椭圆 积分 的 反 函 数 着 手 研究 这 一 关键 性 
想法 ,这 个 想法 Abel 从 1823 年 就 已 经 有 了 . Jacobi 后 来 给 出 了 他 
在 1827 年 发 表 的 结果 的 证 明 ,发 表 在 1828—1830 年 的 《Crelle 杂 
志 》 的 几 篇 文章 中 . 此 后 两 个 人 都 发 表 了 关于 椭圆 函数 的 论文 ;不 
过 Abel 在 1829 年 就 去 世 , 而 Jacobi 活 到 1851 年 ,因而 能 够 发 表 
多 得 多 的 东西 .特别 地 ,Jacobi 1829 年 的 《椭圆 函数 基本 新 理论 》 
(Fundamenta Nova Theoriae Functionum Ellipticarum )® È T 
iA aR —-REBEN SE. 

通过 Jacobi 的 来 信 , Legendre 熟悉 了 Jacobi 和 Abel 的 工作 . 
1828 年 2 月 9 日 他 在 给 Jacobi 的 信 中 说 :“ 我 很 满意 地 看 到 两 个 
年 轻 数学 家 如 此 成 功 地 开辟 了 分 析 的 一 个 分 支 , 它 很 久 以 来 是 我 
育 爱 的 领域 ,但 在 我 自己 的 国家 中 它 却 没 有 受到 应 有 的 重视 . "后 
X Legendre RR T AL AY CHA E eR A EH) (Traité des fonctions 
elliptiques ,二 卷 ,1825 一 1826) 的 三 个 补 篇 ,其 中 他 叙述 了 Jacobi 


和 Abel 的 工作 . 
一 般 椭 圆 积 分 牵涉 到 
(25) u = [RG. JPU dz, 


其 中 P(z) 是 一 个 具有 不 同根 的 三 次 或 四 次 多 项 式 ,R(x, y) 是 x 
FI y 的 一 个 有 理 函数 . 企图 推断 z 的 函数 x 的 一 般 性 质 的 努力 失 
败 了 ,这 是 因为 对 于 Euler 和 Legendre 来 说 ,积分 的 意义 本 身 是 


@ Astron. Nach, , 6,1827, 33 ~ 38 = Werke, 1,31~36. 

Q Jour. für Math. , 2,1827,101—181 5j 3,1828, 160 ~ 190 = Œuvres. 263~ 
388. 

Q Werke, 1,49—239. 
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受到 限制 的 . P(z) 的 系数 是 实 的 ,z 的 取 值 范围 是 实 的 ,并 且 不 包 
含 P(z) =0 的 根 . 有 了 复 函 数理 论 的 更 多 知识 ,研究 z 的 函数 zx 
就 有 可 能 前 进一步 ,但 这 个 见解 没有 获得 效果 . 结果 证 明 ,Abel 和 
Jacobi 的 想法 较 好 . 
具体 地 说 , Legendre 引进 了 (第 19 BB 4 5) MARS 
F(R, $), E(k, 9$) & n(n, k, $). 1826 年 左右 ,Abel 注意 到 ,如 果 
(例如 考虑 FG, HFR 


dz 
(26) “一 小 SSS (1 —2*)(1 — kx’) , 
其 中 x = sing, BAe 


= arc sin x 


P 
时 出 现 的 同样 的 困难 . 较 好 的 关系 来 自 把 xz 作为 u 的 函数 来 研 
5t. 因此 Abel 建议 在 椭圆 积分 情形 中 ,把 x 作为 zx 的 函数 来 研 
究 . AF x = sing, 所 以 外 也 可 作为 x 的 函数 . 
Jacobi 引进 了 中 记号 
$ — amu. 
表示 (26) 定 义 的 u 的 函数 $. 他 还 引进 了 
cos $ = cos am u 和 Af = Aam u =v 1 — &'sin?$. 
这 个 记号 被 Gudermann 简化 为 
x = sin $ = sinam u = sn u, cos $ = cosam u = cn u, 
A$ = Aam u = dn u. 
我 们 立刻 有 
snz& 十 cnz& = 1, dn'u + k’ sru = 1. 
TUR $ 1879 —9, WI u 变 号 . 故 有 
am(— u) —— amu, sn(— u) —— snu, 


cn(— u) = cnu, dn(— u) = dn u. 


(D Fundamenta Nova , 1829. 
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由 下 式 定 义 的 量 天 RAS RERO x M 
dx [s 

K | TETTE z^) =f Dc Hei 
与 KK 联系 着 的 是 超越 量 K', 它 作为 的 函数 相间 于 K 作为 的 
Be He ABER EET = LEM OMe. 

关于 K RK’ ,重要 的 是 (在 这 里 不 证 明 ) 
sn(u+4K) = snu, cn(ut4K) = cnu, dn(wu+2K) = dnu. 
所 以 4K Se RA Bey sn u 和 cn u 的 周期 ,而 2K 是 dn u 的 周期 . 

到 此 为 止 ,函数 snu, cn u 和 dn u 都 只 对 实 的 z 和 w EN. 
Abel 已 有 了 把 每 一 个 函数 看 作 是 一 个 元 素 的 想法 ,因为 每 一 个 函 
数 只 是 对 实 值 有 定义 . 他 的 下 一 个 想法 便 是 引进 的 复 值 ,在 总 体 
上 来 定义 柄 圆 函数 . 关于 复 函 数 的 知识 ,Abel 在 他 访问 巴黎 时 就 
3A3& f Cauchy 的 工作 . 事实 上 ,他 曾 研 究 了 变数 和 指数 都 取 复 值 
的 二 项 式 定 理 . 首先 推广 到 纯 虚 值 是 利用 所 谓 Jacobi 的 虚 变 换 来 
完成 的 . Abel 引进 了 


sind = itg, cosd = a, aco, 4) = ELE) 
其 中 8 二 am iu, 从 而 有 
ys . sn(u, &') . u 1 
Or ata KY Oe DT cs ET 
dn(iu, k) = S : 


Abel 除了 允许 他 的 变量 取 纯 虚 值 以 外 ,还 建立 了 椭圆 函数 的 
加 法 定理 . 在 


z 1 
u = A(x) = dz 
T TTE 
的 情形 ,我 们 知道 这 个 积分 是 多 值 函 数 Alr) = arc sin x, 并 且 有 
(27) A(x) + A(x) = A(T y cay ) , 


其 中 y 和 > 是 相应 的 余弦 值 ; 即 y —/1— xl. 但 在 这 种 情形 下 
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引进 单 值 的 反 函 数 x = sin u 就 可 以 得 到 很 大 的 简化 ,替代 (27 )， 
我 们 有 熟知 的 正弦 函数 加 法 定理 . 疯 在 在 


“一 一 JES 


的 情形 (其 中 y! = R(z) 是 一 个 四 次 多 项 式 ) ,Euler 曾经 得 到 加 法 
定理 (第 19 章 第 4 节 ) 

E(xi) + E(zx;) = E(xz;), 
其 中 zi Æ t, m, y, y 的 一 个 已 知 的 有 理 沪 数 ,并 且 y= 
V R(x). Abel 认为 对 反 函 数 z = $u), 也 许 有 一 个 简单 的 加 法 定 
理 , 而 这 一 点 被 证 明 是 对 的 . 这 个 结果 也 出 现在 他 的 1827 年 的 论 
文中 .于 是 对 于 实 的 w 及 vw 有 


sn(u+v) = 92 pen edn g sn ven udn u 
对 于 cn(u+ v) 及 dn(u + v) 
d z+2iK' Z+4K+2iK" 亦 有 类 似 的 公式 . 这 些 就 是 椭 
[ER] pF B) DUET REC RE iot RUE 
分 加 法 定理 的 类 似 物 . 
i 244K 对 于 自 变 量 的 实 值 和 虚 
O x 1&oE X T MARRY, 
BB 27.5 Abel 借 助 于 加 法 定理 , 便 将 
定义 推广 到 复 值 . 因为 ,车 = = uiv, 则 由 加 法 定理 , sn xz — sn(u 
civ) RA TBM, BUR u FI iv ff] sn, cn 和 dn HHH. 
随 之 还 有 
(29) sn(iu + 2iK’, k) = sn(iu, k), 
cn(iu+4iK’, k) = cn(iu, k), 
dn(iu+4iK’, k) = dn(iu, k). 
所 以 ,sn z 的 周期 (不 是 唯一 的 ) 是 4K 及 21K’ sen z 的 周期 是 4K 
及 2K 十 2iK'; dn z 的 周期 是 2K 及 4iK'. 关于 周期 ,重要 的 一 点 


(28) 
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是 存在 两 个 周期 (它们 的 比 不 是 实数 ) ,因而 这 些 椭圆 函数 是 双 周 
期 的 . 这 是 Abel 的 伟大 发 现 之 一 . 这 些 函 数 是 单 值 的 ,所 以 只 须 在 
复 平 面 的 一 个 平行 四 边 形 中 (图 27. 5) 研 究 它 们 ,因为 它们 在 每 一 
个 全 等 的 平行 四 边 形 中 重复 它们 的 性 质 . 椭圆 函数 除去 是 单 什 
的 双 周 期 的 以 外 ,只 有 一 个 本 性 奇 点 ,在 c 处 .事实 上 可 以 用 这 
Et ME iE SCR IL ea. 在 每 一 个 周期 平行 四 边 形 中 ,它们 的 确 有 
UI 

Abel 引进 了 椭圆 积分 的 反 演 (Legendre 忽略 了 这 一 点 ,而 这 
被 证 明 是 探索 椭圆 积分 的 关键 ) ,尽管 他 是 从 Legendre 那里 取得 
可 能 是 他 一 生 工作 的 精华 的 ,但 Legendre 称赞 Abel 说 :“ 这 个 年 
轻 的 挪威 人 的 智力 是 多 高 啊 . "Charles Hermite 说 Abel 留 下 了 一 
些 思想 ,可 供 数 学 家 们 工作 150 年 ， 

Abel 所 得 到 的 结果 中 ,有 许多 被 Jacobi 独立 地 得 到 了 ,前 面 
已 指出 过 ,他 在 这 方面 的 第 一 篇 论文 ,出 现在 1827 年 . Jacobi 知道 
他 在 《新 基本 》(Fundamenta Nova ) 中 所 用 的 基本 方法 是 不 令 人 
满意 的 ,并 且 部 分 地 在 这 本 书 中 的 某 些 地 方 和 他 在 以 后 的 演讲 中 ， 
采用 了 不 同 的 起 点 . 他 的 演讲 从 未 全 部 发 表 , 但 通过 他 的 学 生 们 的 
信件 和 笔记 ,这 些 演讲 的 实质 内 容 相 当 全 面 地 被 知晓 了 . 在 他 的 新 
的 探讨 中 ,他 把 他 的 椭圆 函数 理论 建立 在 被 称 为 g 函数 这 一 辅助 
函数 的 基础 上 , 它 是 用 
(30) B(x) = Nem. 


为 例 来 说 明 的 ,其 中 z 及 上 是 复数 , 且 Re(t) 0. 这 个 级 数 在 * 平 
面 的 任何 有 界 区 域内 都 绝对 一 致 收敛 . Jacobi 引进 了 四 个 6 函数 ， 
然后 利用 这 些 函 数 来 表示 出 sn a, cnu 和 dn u. 0 BARE ALL BIS 
出 烦 圆 函数 的 最 简单 的 元 素 . 他 还 得 到 9 函数 的 各 种 无 穷 级 数 和 
无 穷 乘积 的 表示 式 . 对 于 Abel 工作 中 想法 的 进一步 研究 将 Jacobi 
引导 到 研究 0 函数 与 数论 之 间 的 关系 , 这 个 联系 随后 由 Hermite, 
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Kronecker 以 及 其 他 人 继续 进行 .9 e UT) & AA IDE XX LZ. IRI OX 
系 的 研究 是 19 世纪 数学 家 的 一 个 较 重要 的 活动 . 它 是 常见 的 贯穿 
在 数学 中 的 许多 流行 一 时 的 风尚 之 一 . 

TE 1835 年 的 一 篇 重要 论文 中 中 Jacobi 证 明了 单 变量 的 一 个 
单 值 函 数 ,如果 对 于 自 变 量 的 每 一 个 有 穷 值 具有 有 理 函 数 的 特性 
〈 即 为 一 亚 纯 函 数 ), 它 就 不 可 能 有 多 于 两 个 的 周期 ,而 周期 的 比 必 
须 是 一 个 非 实数 . 这 个 发 现 开 辟 了 一 个 新 的 研究 方向 , 即 , 找 出 所 
有 的 双 周 期 国 数 的 问题 . 就 在 1844 O, Liouville 在 给 法 国 科 学 
院 的 一 封 信 中 ,说 明 如 何 从 Jacobi 的 定理 出 发 建立 双 周 期 椭圆 函 
数 的 一 个 完整 的 理论 . 这 个 理论 是 椭圆 孔 数 方面 的 一 个 较 重要 的 
页 献 . 在 双 周 期 性 中 Liouville 发 现 了 椭圆 淆 数 的 一 个 实质 性 质 及 
其 理论 的 一 个 统一 观点 ,虽然 双 周 期 函数 是 比 Jacobi 称 之 为 椭圆 
蚊 数 的 更 广 的 一 类 函数 ,但 双 周 期 函数 的 确 具 有 燃 圆 函数 的 所 有 
的 基本 性 质 . 

Weierstrass 于 1860 年 左右 开始 研究 椭圆 函数 ,他 从 Guder- 
mann 那里 学 习 了 Jacobi 的 工作 ,并 从 Abel 的 论文 里 学 习 了 Abel 
的 工作 . 这 些 论 文 给 他 的 印象 如 此 之 深 , 以 至 于 后 来 经 常 督促 他 的 
学 生 们 读 Abel 的 著作 . 这 时 ,为 了 他 的 教员 证 明 书 ,他 研究 了 Gu- 
dermann 给 他 指定 的 一 个 问题 , 即 把 椭圆 函数 表示 成 为 客 级 数 的 
商 . 他 做 到 了 这 一 点 . 作为 一 个 教授 ,在 他 的 讲演 中 他 经 常 重新 作 
出 他 的 椭圆 函数 理论 . 

Legendre 曾 将 椭圆 积分 简化 成 含有 一 个 四 次 多 项 式 的 平方 
根 的 三 个 标准 形式 . Weierstrass 得 到 含有 一 个 三 次 多 项 式 的 平方 
根 的 三 个 不 同形 式 旦 , 即 


(D Jour. für Math. , 13,1835, 55 ~ 78 = Werke, 2,23~50, 

@ Comp. Rend., 19,1844,1261— 1263 与 32,1851,450— 452. 

@ Süzungsber. Akad. Wiss. zu Berlin, 1882, 443 ~ 451 = Werke, 2,245~ 
255; 亦 见 Werke , 5. 


6. Hi DU ee AY 31 sill 


| dr | zdz 
VAx!—gr— Hi SAX — Bor — £i 


| dx 

(r—a)/Ar — 22 — gs 

Ab FEL BOT” SB) AS} BT BE A EH eR. 就 
是 ,如果 


a= | dr 
0/4 grx — E. 

那么 u ER IRL PAY r 就 是 Weierstrass 的 

x = plu) = plu | 8: , 8s). 
为 了 使 p(w) 不 退化 为 一 个 指数 函数 或 三 角 函 数 , 必 须 有 判别 式 g 
— 278; £0, 换 句 话说 ,z 的 三 次 多 项 式 的 三 个 根 应 该 是 不 相等 
的 . Weierstrass 的 双 周 期 pa) 起 着 Jacobi 理论 中 sn u 的 作用 并 
且 提 供 了 最 简单 的 双 周 期 函数 . WEB T 8 — Al 2 CT DL fS 
助 于 p(w) 和 他 的 导数 很 简单 地 表示 出 来 . 在 Weierstrass 的 探讨 
中 ,椭圆 函数 的 “三 角 学 "比较 简单 ,但 Jacobi 的 函数 和 Legendre 
的 椭 加 积分 对 于 数值 计算 比较 好 . 

Weierstrass 实际 上 是 从 他 的 p(w}) 的 一 个 元 素 出 发 , 即 


1 
pu) = pt teu uS abes Qn. g 是 复 的 )， 


这 个 元 素 是 他 利用 解 以 上 积分 给 出 的 关于 dx/du 的 微分 方程 得 
到 的 . 然后 ,类 似 于 Abel 的 方式 ,利用 关于 p(w) 的 加 法 定理 得 出 
TE^ pa AL. Weierstrass 的 工作 完备 了 改写 了 并 且 美 化 了 椭圆 函 

虽然 我 们 将 不 进入 特殊 细节 的 讨论 ,但 在 我 们 离开 椭圆 函数 
这 个 课题 以 前 ,不 能 不 提 一 下 Charles Hermite(1822 一 1901) 的 工 
作 , 他 是 巴黎 大 学 理学 院 (Sorbonne) 和 多 科 工 艺 学 校 的 教授 . 他 
从 学 生 时 代 起 就 经 常 研究 椭圆 函数 . 他 在 1892 FSE: RARE 
离开 椭圆 领域 . 山羊 被 系 在 那里 ,就 必须 在 那里 吃 青草 . "他 创作 
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了 理论 本 身 中 的 基本 结果 ,并 研究 了 与 数论 的 联系 . 他 应 用 了 椭 
圆 函 数 解 五 次 多 项 式 方程 ,并 处 理 了 包含 这 种 函数 的 力学 问题 . 
他 也 由 于 对 e 的 超越 性 的 证 明和 他 引进 的 Hermite 多 项 式 而 闻 
ATH. 


7. 起 椭圆 积分 与 Abel 定理 

在 梯 贺 积分 (25) 和 相应 函数 的 研究 中 所 取得 的 成 功 鼓 励 着 数 
学 家 们 去 处 理 一 种 更 难 类 型 的 积分 超 椭圆 积分 . 

超 椭 贺 积分 具有 形式 
(31) fR, y)dz， 


其 中 R(x, ye rM y 的 一 个 有 理 函 数 , y = P(x), HA P(x) 
的 次 数 最 少 是 五 . 当 P(z) 是 五 次 或 六 次 时 ,这 种 积分 在 19 世纪 中 
期 ,被 称 为 超 椭 圆 积 分 . 为 了 强调 复 值 ,通常 把 它 写成 


(32) [RG., z)dz, 
而 P(z) 通 常 被 写成 
(33) w = P(z) = A(z—e)-(z-—e,). 


当然 4 是 z 的 一 个 多 值 函 数 ， 

在 形 如 (32) 的 积分 中 ,有 一 些 是 处 处 有 穷 的 . 这 些 基 本 的 积 
分 是 
G0 
其 中 由 (33) 给 出 ,而 p= (n—2)/2 KR (n—-1)/2, fk n BRA 
而 定 . wT n=6 (因而 p==2), 有 两 个 这 样 的 积分 .一 般 积分 (32) 
最 多 有 极点 和 对 数 奇 点 , 即 像 log z 在 z = 0 处 那样 的 奇 点 . 那些 
第 一 类 的 积分 , 即 那些 处 处 有 穷 因 而 没有 奇 点 的 积分 ,总 是 可 以 借 
助 于 线性 无 关 的 p 个 积分 (34) 表 示 出 来 . 


7. 超 椭 贺 积分 与 Abel 定理 33 Dn 
HF n= 6 (因而 p= 2 ) 的 情形 ,第 二 类 积分 的 范例 是 


(35) zdz zidz 
JKP(z) JJP(z) 
其 中 P(z) 是 一 个 六 次 多 项 式 . 对 于 n == 6, 第 一 类 和 第 二 类 积分 


每 个 都 有 四 个 周期 . 

超 椭圆 积分 是 上 限 z 的 函数 ,如 果 下 限 固定 的 话 . 假定 我 们 用 
w 表示 这 样 一 个 函数 . 那么 , 像 精 圆 积 分 的 情形 一 样 , 可 以 提出 什 
7, Æ w BJ BER ER e 的 问题 , Abel 处 理 了 这 个 问题 ,但 他 没有 解决 ; 
后 来 Jacobi 着 手 处 理 了 这 问题 0. 我 们 按照 Jacobi 那样 来 考虑 特 
殊 的 超 椭 圆 积分 


z= dz * zdz 

re et 
其 中 P(z) 是 一 个 五 次 或 六 次 多 项 式 . 在 这 里 ,要 将 * 确定 为 w 的 
单 值 函数 ,经 验证 明 是 没有 希望 的 . 事实 上 ,Jacobi 证 明 ,对 于 五 次 
的 P(z) ,这 种 积分 的 单纯 反 演 并 不 引 到 一 个 单 演 函 数 . 对 Jacobi 
说 来 , 反 函 数 是 不 合理 的 ,因为 在 每 一 种 情形 下 z 作为 w 的 函数 
是 无 穷 多 值 的 ;而 在 当时 这 种 函数 并 不 能 被 很 好 地 理解 . 

Jacobi 决定 考虑 这 种 积分 的 组 合 . 在 Abel 定理 (看 下 面 ) 的 指 
引 下 (这 个 定理 的 叙述 他 至 少 是 知道 的 ,因为 大 部 分 内 容 已 经 发 
表 ) Jacobi 的 做 法 如 下 :考虑 方程 


z dz 
37 产 一 一 一 一 一 ly» 
(37) | Tj + PG w 
(38) zdz *  zdz 


E. EUM 
Jacobi 成 功 地 证 明了 ,对 称 函数 zi 十 zz F ziz: 都 是 zw Mw, We 
值 渗 数 ,具有 四 个 周期 的 一 个 系统 . 于 是 就 得 到 两 个 变数 w Mw, 
的 函数 = 和 zx; ， 他 还 给 出 了 这 些 函 数 的 一 个 加 法 定理 , Jacobi it 


Q) Jour. für Math., 9,1832, 394 ~ 403 = Werke, 2,7-—16, 5j Jour. für 
Math. , 13,1835, 55 ~ 78 = Werke, 2,25~50 45 516—521. 
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留 下 许多 不 完全 之 处 ,他 说 :“ 对 于 Gauss 的 那 种 严密 性 ,我 们 没 
AY RI. " 

HEP BER] 5 BD OA h Galois 开始 的 ,不 过 较 重 
要 的 开创 性 步骤 是 Abel 在 1826 年 的 论文 中 作出 的 . 他 考虑 (32)， 
即 
(39) | Re, z)dz, 
但 原来 (33) 那 里 的 w 和 > FEHLER Du! = PG) 联系 
着 ,因而 代替 (33),Abel 考虑 一 个 一 般 的 含 = 和 w 的 代数 方程 


(40) flu, z)= 0. 
方程 (39) 和 (40) 定 义 一 个 Abel BH, CHSHA S ERE LRL 4 E 
为 特殊 情形 . 


虽然 Abel 没有 将 Abel 积分 的 研究 推进 很 远 , 但 他 证 明了 这 
方面 的 一 个 关键 性 定理 . Abel 的 基本 定理 是 椭圆 积分 加 法 定理 
(第 19 章 第 4 节 ) 的 一 个 很 宽 的 推广 . 这 个 定理 和 证 明 是 在 他 
1826 年 的 巴黎 论文 中 ,定理 的 叙述 刊 在 1829 年 的 《Crelle 杂志 》O 
上 . 考虑 积分 


(41) [Re yoda, 


HP Sy 由 方程 (x, y) = 0 联系 ,f 为 x 和 y 的 一 个 多 项 式 . 
在 Abel 写 的 文章 中 ,z Fly 作为 实 变数 ,虽然 偶尔 也 以 复数 出 现 . 
AEP USSR AR RK, Abel 定理 是 这 样 的 :“ 几 个 具有 形式 (41) 的 积 
分 之 和 可 以 用 p 个 这 样 的 积分 加 上 一 些 代 数 的 与 对 数 的 项 表示 
出 来 . 另外 ,这 个 数 p 只 依赖 于 方程 f(x, y) = 0, 而 事实 上 , 它 就 
是 这 个 方程 的 亏 格 (genus). 

为 了 得 到 一 个 更 精确 的 叙述 , 设 y JE c 的 代数 函数 ,由 下 式 
定义 : 


(D Jour. für Math. , 4, 212 ~ 215 = Œuvres , 515~517, 
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(42) f(z, y) = y c-Aiy" 十 … 十 A, = 0, 
其 中 A; 是 zx 的 多 项 式 ,而 多 项 式 (42) 不 可 能 分 解 成 同样 形式 的 
ARE R(x, pÆ r 和 y 的 任 一 有 理 函 数 . 则 任何 mx 个 相似 积 
分 之 和 

(4+ X) Can Ym) 
(43) | R(x, y)dz+… 十 | R(x, y)dz 
(其 下 限 固 定 , 但 是 任意 ), 可 以 用 zi ,yi1，…，ZXm，Ym HAARA 
Ep faut SE Raab p 个 积分 
(44) [T URG, y)dz, =, MET y)dz 


之 和 来 表示 ,其 中 z, o, zs 是 zx 的 值 ,可 从 ti, yi, rs Ens Yn 
作为 一 个 代数 方程 的 根 确 定 出 来 ,这 个 方程 的 系数 是 n, yn, 
Lms Ym 的 有 理沙 数 , 而 s.c. ss 是 由 (42) 确 定 的 相应 的 y 值 ,而 
任 一 5; 可 以 确定 为 z; Mati, yo cs Ims Ym 的 一 个 有 理 函 数 . 这 
MC, y1), tty (Ems ym) 来 确定 (zi ， 51), rns Cms sy) 的 关系 
必须 假定 在 积分 的 各 阶段 中 都 成 立 ;特别 是 这 些 关系 确定 出 后 面 
个 积分 的 下 限 , 用 开始 的 m 个 积分 的 下 限 表示 . 数 p 不 依赖 于 
m ,不 依赖 于 有 理沙 数 R(xz，y) 的 形式 ,也 不 依赖 于 m my, 
X». Yn 的 值 ,但 它 确实 依赖 于 联系 y 5r 的 基本 方程 (42). 

E f — y! Plr), P(x) 是 一 个 六 次 多 项 式 而 p= 二 (n—2)/2 
= 2 的 超 椭圆 积分 的 情况 下 ,Abel 定理 的 主要 部 分 是 说 


(45) p R(x, y)dz [^ R(x, y)dz 


A B 

= | Re, y)dz 十 | R(z, y)dz 
+R, (z, Yis U5 5 Tms Yms A, »(A), B, y(B)) 
+ S const. log R (zi, yi, 7, Em, Ym, 


A, y(A), B, y(B)), 
其 中 R 和 Rs 是 它们 的 变数 的 有 理 函数 . 
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Abel 对 一 般 的 f(x, y) = 0 的 少数 几 种 情形 ,实际 上 计算 了 
Rp. 虽然 他 没有 看 出 他 的 结果 的 全 部 意义 ,但 他 肯定 在 Riemann 
以 前 就 认识 到 了 亏 格 的 概念 并 且 建 立 了 Abel 积分 这 个 科目 . 他 的 
论文 很 难 懂 ,部 分 地 是 因为 他 试图 利用 实际 计算 结果 来 证 明 我 们 
今天 称 之 为 存在 定理 的 东西 . 后 来 的 证 明 很 大 地 简化 了 Abel 的 证 
明 ( 也 看 第 39 章 第 4 节 ). Abel 没有 考虑 反问 题 . 所 有 关于 超 椭 圆 
积分 和 Abel 积分 的 反 演 的 工作 ,一 直到 Riemann 出 现 ,都 受到 处 
理 多 值 函 数 有 局 限 性 的 方法 的 妨碍 . 


8. Riemann 与 多 值 函 数 

在 1850 年 左右 ,在 函数 论 方面 取得 成 就 的 一 段 时 期 告终 了 . 
严密 的 方法 ( 像 Weierstrass 所 提供 的 ) ,结果 的 准确 描写 和 无 疑问 
的 存在 性 证 明 ,在 任何 一 种 数学 训练 中 都 标志 着 发 展 中 的 一 个 重 
要 的 但 也 是 最 后 的 阶段 , 进一步 的 发 展 必须 有 一 段 先 行 时 期 ,充满 
着 自由 的 繁多 的 .不 连贯 的 .常常 是 偶然 发 现 的 .而 且 也 许 是 无 秩 
序 的 创造 . Abel 定理 就 是 这 样 的 一 步 . 在 代数 函数 ,它们 的 积分 和 
反 函 数 的 理论 中 ,一 个 新 的 发 明 时 期 是 属于 Riemann 的 . 他 实际 
上 提供 了 一 个 宽广 得 多 的 理论 , 即 多 值 函数 的 处 理 . 在 这 方面 只 有 
Cauchy 5j Puiseux 曾 作 过 研究 ,并 且 由 此 为 几 个 不 同 的 进展 铺 平 
了 道路 . 

Georg Friedrich Bernhard Riemann( 1826—1866) Æ Gauss 和 
Wilhelm Weber 的 学 生 . 1846 年 到 格 丁 根 学 神学 ,但 不 久 就 转学 
数学 . 他 的 1851 年 的 博士 论文 是 在 Gauss 指导 下 写 的 ,题目 是 《 单 
复 变 函数 的 一 般 理 论 的 基础 y@ ,起 复 函 数论 的 一 篇 基本 论文 . 三 
年 以 后 他 成 为 格 丁 根 的 一 个 无 薪 大 学 教员 ( Privatdozent), Bag 
允许 作 一 些 讲演 并 收 学 生 的 酬金 . 为 了 获得 无 薪 大 学 教员 的 资格 ， 


D Werke, 3~43. 
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他 写 了 大 学 讲师 就 职 论文 《关于 利用 三 角 级 数 表 示 一 个 函数 的 可 
能 性 》( Habilitationsschri ft) ,并 且 作 了 一 个 大 学 讲师 就 职 讲演 
《关于 几何 基础 的 假设 》( Habilitationsvortrag). 在 这 以 后 又 写 了 
一 批 有 名 的 论文 . 1859 年 Riemann 接替 Dirichlet 作为 格 丁 根 的 
数学 教授 ,他 死 于 肺病 . 

Riemann 常 被 描述 为 一 位 纯粹 数学 家 ,但 这 远 非 正确 , 虽然 他 
对 数学 本 身 作 了 很 多 贡献 ,但 他 深 深 地 关心 于 物理 以 及 数学 与 物 
理 世 界 的 关系 . 他 写 了 关于 热 . 光 气体 理论 、 磁 .流体 力学 以 及 声 
学 方面 的 论文 . 他 企图 将 引力 与 光 统 一 起 来 ,并 研究 了 人 耳 的 结 
构 . 他 的 关于 几何 基础 的 工作 试图 找 出 我 们 对 于 物理 空间 的 知识 
哪 一 些 是 绝对 可 靠 的 (第 37 章 ). 他 自己 说 ,他 的 关于 物理 定律 的 
工作 是 他 的 主要 兴趣 . 作为 一 个 数学 家 ,他 自由 地 运用 几何 直观 及 
物理 论证 . 基于 Felix Klein 给 出 的 证 据 , Riemann 的 复 函 数 思想 
很 可 能 是 来 自 他 研究 平面 电流 的 流动 . 位 势 方程 是 那个 科目 的 中 
心 , 而 在 Riemann 对 复 函 数 的 探讨 中 也 是 这 样 . 

在 Riemann 对 多 值 男 数 的 探讨 中 ,关键 思想 是 Riemann 面 的 
概念 . 函数 过 一 * 是 多 值 的 ,事实 上 对 于 z 的 每 一 个 值 ,有 w 的 两 
个 值 . 为 了 研究 这 个 函数 并 保持 两 个 值 集 Vz 和 一 Vz 分 开 , 即 把 
分 支 分 开 来 , Riemann 给 每 一 分 支 引进 一 个 = 值 平面 . 他 还 附带 
地 在 每 一 平面 上 引进 一 个 点 对 应 于 x = co. 这 两 个 平面 被 看 作 是 
一 个 位 于 另 一 个 的 上 方 ,并 且 首 先是 在 两 个 分 支 给 出 相同 w 值 的 
那些 值 上 连接 起 来 . 这 样 , w^ = c 的 这 两 个 平面 (或 称 为 叶 ) 就 
在 z= 二 0 和 z= oo 处 连接 起 来 了 . 

现在 w= 十 Yz 仅 由 上 叶 上 的 z 值 表示 , w 一 一 Vz 则 由 下 叶 的 
z ERT. 只 考虑 上 叶 的 z 值 时 ,就 理解 为 必须 计算 wi = 十 VYz. 可 
是 , 当 z 沿 着 该 叶 上 围绕 原点 的 画 变 动 (图 27.6) ,因而 = e(cos 
+ isin 0) 中 的 86 由 0 变 到 2x 时 ,Vz 只 覆盖 住 觅 入 w 值 的 复 平 面 
上 的 一 个 半圆 . 现在 让 = 变动 到 第 二 叶 , 警 如 说 ,让 它 穿 过 正 x B. 
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当 z 变动 到 这 个 第 二 叶 时 ,我 们 取 由 ws = 一 Vz BH wo 值 . 当 > 
作出 另 一 个 绕 原 点 的 环 路 ,因而 在 第 二 叶 上 9 由 2n 变 到 4r 时 ,对 
这 个 路 径 ,我 们 得 到 w = 一 yz 的 取 值 范围 ,这 些 w 值 的 极 角 由 
r 变 到 2r. 当 = 又 一 次 穿 过 正 z 轴 时 ,我 们 认为 它 是 运行 在 第 一 
WEE. 这 样 ,经 过 zx 值 绕 原 点 的 两 个 环行 (在 每 一 叶 上 各 一 次 )， 
我 们 就 得 到 函数 w = z 的 w 值 的 全 部 范围 . 另外 ,本 质 的 一 点 
是 ,如 果 z 在 Riemann 面 ( 它 是 两 叶 的 集合 ) 上 变动 ,w 就 变 为 = 
的 一 个 单 值 函数 . 
为 了 把 一 叶 上 的 路 径 区 别 于 另 一 叶 上 的 路 径 ,我 们 同意 在 
w 二 z 的 情形 下 ,把 正 z 轴 看 作 是 一 个 分 支 切 制 . 它 连 接点 z= 0 
和 z = ce. DEAE, z F 
过 这 个 切割 时 ,必须 取 属 于 z 
进入 的 那 一 时 的 w 的 分 支 . 
oh 分 支 切割 并 不 一 定 要 是 正 x 
Hzj2x — x 轴 , 但 是 ,在 现在 的 情形 下 , 它 
必须 连接 0 和 co. 点 0 和 ce 称 


/ 为 支点 ,因为 当 = 绕 着 0 和 co 
划 出 一 个 闭路 径 时 , w = 2 
图 27.6 的 分 支 互相 交换 . 


函数 w = = 和 与 它 相 联系 的 Riemann 面 特别 简单 . 考虑 函数 
we = x — x, 这 函数 也 有 两 个 分 支 ,它们 在 z=0 ,> 一 1,z= 一 1 
TH z = eo 处 变 为 相等 . 而 且 ( 我 们 不 给 出 全 部 论证 ) 所 有 这 四 点 都 
是 支点 ,因为 如 果 = 绕 着 它们 中 的 任 一 点 作 一 环行 时 ,w 的 值 就 从 
一 个 分 支 变 到 另 一 个 分 支 . 分 支 切割 可 以 取 为 由 0 到 1,0 到 一 1,1 
到 oo 和 一 1 到 oo 的 线段 . 当 = 穿 过 这 些 分 支 切割 的 任何 一 个 时 ,w 
的 值 从 它 在 一 个 分 支 所 取 的 值 变 到 它 在 第 二 个 分 支 所 取 的 值 . 

对 于 更 复杂 的 多 值 消 数 ,Riemann 面 更 为 复杂 . 一 个 n BH 
需要 一 个 nM Riemann M. 可 能 有 很 多 支点 ,必须 引进 连接 每 两 
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个 支点 的 分 支 切割 . 另外 ,一 个 支点 的 各 叶 并 不 一 定 和 另 一 支点 的 
各 叶 相 同 . 如 果 上 个 叶 重 合 于 一 个 支点 ,就 称 这 个 支点 是 & 一 工 阶 
的 , 然而 一 个 Riemann 面 的 两 叶 可 以 在 一 点 接触 ,但 是 当 z 绕 这 
一 点 走 完 一 局 时 ,函数 的 各 分 支 可 能 不 变 . 这 时 ,这 个 点 就 不 是 
支点 . 

不 可 能 在 三 维 空间 里 准确 地 表示 出 Riemann 面 . 例如 ,ze = 
z 的 两 时, 如 果 在 三 维 空间 里 来 表示 ,它们 就 必须 沿 正 x 轴 相 交 . 
因而 一 叶 必 须 沿 着 正 = 轴 被 皋 开 , 但 是 另 一 方面 数学 要 求 从 第 一 
叶 光 滑 地 进入 第 二 叶 , 然 后 , 绕 x = 0 作 一 环行 以 后 ,又 回 到 第 
H. 

Riemann MAAE f £2: 4e Ei ERU] — 7 EL i E A t (6 
这 样 的 函数 在 曲面 上 单 值 , 与 z 平面 土 的 情形 相对 立 . 这 样 ,关于 
单 值 函 数 的 定理 可 以 推广 到 多 值 函 数 . 举例 来 说 , 单 值 函 数 沿 着 一 
个 区 域 ( 在 其 中 函数 为 解析 ) 的 边界 曲线 的 积分 为 0 的 Cauchy 定 
EE ,被 Riemann 推广 到 了 多 值 函数 . 解析 区 域 在 曲面 上 必须 是 单 
连通 的 (可 以 收缩 到 一 点 的 ). 

Riemann 把 它 的 曲面 想象 为 平面 的 一 个 n 叶 复 制品 ,每 一 个 
复制 品 被 补充 了 一 个 无 穷 远 点 . 可 是 ,把 这 样 一 个 曲面 设想 为 n 个 
互相 连结 的 平面 ,就 难以 理解 所 有 的 有 关 论 证 . 因此 ,从 Riemann 
那个 时 候 以 来 ,数学 家 们 曾经 提出 了 一 些 较 易 想 象 的 等 价 模型 . 我 
们 知道 ,利用 球 极 平面 射影 可 以 将 一 个 平面 变换 成 一 个 球面 (第 ? 
章 第 5 节 ). 因此 我 们 可 以 利用 个 半径 差不多 相同 的 同心 球面 来 
构造 Riemann 面 的 一 个 模型 . 球面 序列 是 和 平面 序列 相同 的 . E 
面 的 支点 与 分 支 切 割 照 样 变换 到 球面 上 ,因而 这 些 球面 沿 着 分 支 
切割 互相 缠绕 . 现在 我 们 把 这 组 球面 想象 为 > 的 域 ,而 z 的 多 值 函 
数 w 在 这 组 球 叶 上 是 单 值 的 . 

直到 现在 ,我 们 说 明 Riemann 的 思想 时 ,都 是 从 一 个 函数 
Fiw, z) — 0 出 发 ( 它 是 ww 和 zz 的 一 个 不 可 约 多 项 式 ) ,指出 什么 
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是 它 的 Riemann m. 这 并 不 是 Riemann 的 途径 . 他 是 从 一 个 Rie- 
mann 面 出 发 的 ,并 提议 证 明 有 一 个 属于 它 的 方程 (w, z) — 0, 
并 进一步 证 明 有 其 他 单 值 及 多 值 函数 定义 在 这 个 Riemann 面 上 . 
单 值 解析 函数 f(z) = utiv 的 Riemann 定义 是 :这 个 函数 在 
一 点 及 其 邻 域内 解析 ,如 果 它 连续 可 微 并 满足 我 们 现在 称 之 为 


Cauchy-Riemann 方程 的 话 : 
du dv du dv 


我 们 知道 这 些 方程 曾 出 现在 d'Alembert, Euler 和 Cauchy 的 著作 
rp. 顺便 说 说 , Riemann 是 第 一 个 要 求 导数 dw/ dz 的 存在 性 是 指 
Aw Az 的 极限 必须 对 于 z 十 Ax 趋 近 于 z 的 每 一 途径 都 相间 的 人 . 
(这 个 条 件 区 分 出 了 复 函 数 , 因 为 在 实 函数 u(x, y) 的 情形 下 ,ww 的 
一 阶 导数 对 于 所 有 趋 于 某 点 (ze ，m ) 的 方向 都 存在 并 不 能 保证 解 
Br. ) 于 是 他 寻求 整个 地 决定 x 十 iy 的 一 个 函数 的 最 少 条 件 , 而 不 
管 这 个 函数 存在 于 哪 一 个 区 域 . 从 Cauchy-Riemann 方程 显然 看 
出 ,wx 和 w 要 满足 二 维 位 势 方程 

Fw Fw _ 


ax’ 十 ay’ 


Riemann 曾 有 过 这 样 一 个 想法 , 认为 利用 u 满足 位 势 方程 这 个 事 
实 , 这 个 复 函 数 可 以 在 它 的 存在 区 域 中 立刻 整个 地 被 确定 . 

Riemann 明确 地 假定 ,Riemann 面 上 的 一 个 位 置 沙 数 w 将 由 
SBR u(r, yy) 确 定 ( 除 一 个 附加 的 常数 以 外 ), 如 果 u 满足 下 列 
KH : 

(1) 它 在 曲面 上 所 有 使 导数 不 为 无 穷 的 点 处 满足 位 势 方程 . 

(2) WR “是 多 值 的 ,那么 它 在 曲面 任 一 点 上 的 值 彼此 相差 
一 些 实 常 数 整 数 倍 的 线性 组 合 (这 些 实 常 数 是 w 的 周期 模 的 实 
部 ,我 们 将 在 以 后 讨论 ). 

(3) u 可 以 在 曲面 的 指定 点 上 有 给 定形 式 的 无 穷 ( 极 点 ), 这 


(47) 0. 
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穷 应 属于 使 w 为 无 穷 的 那些 项 的 实 部 . 作为 一 个 次 要 的 条 
件 , 他 的 确 进一步 假定 了 沿 着 曲面 一 部 分 的 边界 闭 曲线 ,wu 可 以 有 
有 穷 值 , 或 者 说 w 和 w 的 边界 值 可 能 存在 一 个 关系 .至 于 这 样 一 个 
关系 的 一 般 性 的 程度 ,Riemann 说 得 不 明确 . 

这 些 条 件 应 该 确定 u. 一 旦 wu 被 确定 了 , 则 由 Cauchy-Rie- 
mann 方程 就 有 


(48) v= |( ~ dr + Edy 


这 样 "因而 w 也 被 确定 了 . Eae Riemann 来 说 ,wu 的 域 
是 Riemann 面 的 任何 一 个 部 分 ,包括 可 能 是 整个 曲面 . 在 他 的 博 
士 论 文中 ,他 考虑 了 有 边界 的 曲面 ,只 是 在 以 后 才 用 了 闭 曲面 , 即 
没有 边界 的 曲面 ,例如 环 面 . 

为 了 决定 u, Riemann 的 本 质 性 工具 是 他 称 为 的 Dirichlet Ji 
理 , 因 为 这 是 他 从 Dirichlet 那里 学 到 的 ;不 过 他 把 它 推广 到 Rie- 
mann 面 上 的 区 域 ,并 且 在 域 中 规定 了 的 奇异 性 和 跳跃 (以 上 条 
件 2 及 3). Dirichlet 原理 说 的 是 ,最 小 化 Dirichlet 积分 

METE Js 

的 函数 u 满足 位 势 方程 .事实 上 后 者 就 是 Dirichlet 积分 的 第 一 变 
分 为 零 的 必要 条 件 ( 也 看 第 28 章 第 4 节 ). 因为 在 Dirichlet 积分 
中 ,被 积 函 数 为 正 , 故 有 一 个 大 于 或 至 少 等 于 0 的 下 界 , Riemann 
断定 必 有 一 函数 u 最 小 化 积分 并 因而 满足 位 势 方程 .于 是 对 Rie- 
mann 来 说 ,函数 & 的 存在 ,因而 由 (48) ,函数 f(z) 的 存在 ( 它 属于 
Riemann 面 ,甚至 可 以 有 规定 的 奇异 性 和 复 跳 跃 ( 周 期 性 模 )) ,可 

以 一 个 已 给 的 Riemann 面 作为 值 域 的 函数 的 存在 性 一 旦 确 
Ws ,就 可 以 证 明 对 于 已 给 的 曲面 可 以 联系 一 个 基本 方程 , 即 有 
一 个 f(w, z) —0, 它 以 已 给 的 曲面 为 它 的 曲面 . 到 于 这 个 曲面 如 
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何 相 应 于 w 与 z 之 间 的 关系 ,Riemann 并 没有 叙述 . 实际 上 ,这 个 
f(w, z) 二 0 不 是 唯一 的 . BLE MH E vw 53 z 的 每 一 个 有 理 
PART wi ,通过 f(w, z) = 0 可 以 得 到 另 一 个 方程 ilw, 2) =0, 
如 果 它 是 不 可 约 的 ,那么 就 有 同一 个 Riemann H. 这 是 Riemann 
方法 的 一 个 特点 . 

为 了 进一步 研究 能 在 一 个 Riemann 面 上 存在 的 函数 类 ,必须 
熟悉 Riemann 关于 Riemann 面 的 连通 性 的 概念 . 一 个 Riemann 
面 可 能 有 边界 曲线 ,或 可 能 像 球 或 环 面 那样 是 闭 的 . 如 果 是 一 个 代 
数 函 数 的 Riemann 面 ,也 就 是 说 ,如 果 w, z) — OFX whe 
的 函数 ,而 了 是 ww 和 x 的 一 个 多 项 式 ,那么 曲面 就 是 闭 的 . 如 果 上 
是 不 可 约 的 , 即 不 能 表示 为 这 种 多 项 式 的 乘积 ,那么 曲面 是 由 一 片 
构成 的 ,或 者 说 是 连通 的 . 

一 个 平面 或 一 个 球面 是 这 样 一 个 曲面 ,任意 一 条 闭 曲线 把 它 
分 成 两 部 分 ,要 连续 地 从 一 个 部 分 中 的 一 点 通 到 另 一 部 分 中 的 一 
点 ,不 可 能 不 穿 过 这 闭 曲线 . 这 样 的 一 个 曲面 称 为 单 连通 的 , 可 是 ， 
如 果 能 够 在 一 个 曲面 上 画 出 一 条 闭 曲 线 , 它 不 使 曲面 分 离 ,那么 这 
个 曲面 就 不 是 单 连通 的 . 而 如 果 能 够 在 一 个 曲面 上 画 出 某 种 闭 曲 

线 而 不 至 使 这 曲面 不 连通 ,这 曲面 就 
是 多 连通 的 . 举例 来 说 ,我 们 可 以 在 
环 面 上 画 两 条 不 同 的 闭 曲 线 ( 图 
27. 7) ,即便 两 者 都 出 现 , 也 不 使 这 个 
曲面 不 连通 . 
Riemann 想 指定 一 个 数 来 表示 
他 的 曲面 的 连通 性 . 他 把 极点 与 支点 
图 27.7 看 作 是 曲面 的 部 分 ,而 且 由 于 他 心目 
中 想 的 是 代数 函数 ,所 以 他 的 曲面 是 闭 的 . 去 掉 一 叶 的 一 小 部 分 ， 
这 个 曲面 就 有 了 一 条 边界 曲线 C. 然后 他 把 这 个 曲面 想象 为 被 一 
个 不 自 交 的 曲线 割 开 ,这 条 曲线 从 边界 C 的 一 点 跑 到 边界 C 的 另 
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一 点 . 这 样 一 条 曲线 称 为 横 剖 线 (Querschnnitt). 这 条 横 剖 线 和 C 
被 看 作 是 一 个 新 的 边界 ,并 且 可 以 引进 从 (新 ) 边 界 的 一 点 出 发 到 
另 一 点 而 不 穿 过 (新 ) 边 界 的 第 二 条 横 剖 线 . 

引进 足够 多 的 这 样 的 横 剖 线 , 将 一 个 可 能 是 多 连通 的 Rie- 
mann 面 剖 为 一 个 单 连通 曲面 . 例如 ,如 果 一 个 曲面 是 单 连通 的 ， 
就 不 需要 横 剖 线 , 并 且 这 个 曲面 有 连通 数 (Grundzahl)1. 一 个 曲面 
称 为 双 连 通 的 ,如果 用 一 条 适当 的 横 剖 线 就 可 以 把 它 变 成 单一 的 
单 连通 曲面 . 这 时 ,连通 数 是 2. 一 个 平面 环 和 有 两 个 洞 的 球面 就 
是 双 连 通 的 例子 . 一 个 曲面 称 为 三 连通 的 ,如 果 用 两 条 适当 的 横 剖 
线 可 以 把 它 变 成 单一 的 单 连通 曲面 . 这 时 连通 数 就 是 3. 有 一 个 洞 
的 环 面 就 是 一 个 例子 . 一般 地 说 ,一 个 曲面 称 为 N 连通 的 ,或 有 连 
通 数 N, 如 果 用 N 一 1 条 适当 的 横 剖 线 可 以 把 它 变 成 一 个 单 连通 
曲面 有 N 个 洞 的 球面 有 连通 数 NN. 

现在 可 以 将 一 个 Riemann 面 ( 有 一 个 边界 ) 的 连通 数 和 支点 
的 个 数 联 系 起 来 了 .每 一 个 支点 六 是 按照 在 这 一 点 互 换 的 函数 的 
分 支 个 数 来 计算 的 . 如 果 这 个 数 是 w, ,i 一 1,2,…,r, 那 么 x; 的 重 
数 就 是 w; — 1. 假定 曲面 有 4 叶 , 则 连通 数 N 是 

N = Sw; — 29 +3. 
可 以 证 明 , 有 单一 边界 的 闭 曲 面 的 连通 数 N 2p +1. 所 以 
2p = Dw — 2942. 

整数 p HH Riemann 面 和 与 之 相 联 系 的 方程 fw, 2) = 0 的 亏 
格 ,这 个 联系 是 Riemann 建立 的 . 

一 个 相当 重要 的 特殊 情形 是 


w^ = (x—aj)(z-—a;)-(z—a,) 


的 曲面 , 它 有 一 个 两 叶 的 Riemann (fj, £i n 4 ARS BA 
数 时 , z= oo 是 一 个 支点 ,于 是 > ,ru = niin +1, 2q = 4. 曲面 
的 亏 格 pix 
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nË d 为 偶数 时 ， 


n s RH. 


给 定 了 由 fw, z) = 0 确定 的 一 个 Riemann 面 ,我 们 知道 w 
是 这 个 曲面 上 的 点 的 一 个 单 值 函数 . 于 是 w 和 x 的 每 一 个 有 理 函 
数 也 是 曲面 上 的 位 置 的 一 个 单 值 函数 (因为 在 这 个 有 理 函 数 中 可 
以 将 tw 换 为 它 的 用 zx 表示 的 值 ). 这 个 有 理 函 数 的 支点 , 虽 不 是 它 
的 极点 ,但 也 和 了 的 那些 支点 相同 . 反 过 来 ,可 以 证 明 具 有 有 穷 阶 
极点 的 曲面 上 的 位 置 的 每 一 个 单 值 函 数 ,都 是 w 和 xz 的 一 个 有 理 
函数 . 

即使 是 定义 在 通常 平面 上 的 简单 单 值 函 数 , 它 的 积分 也 可 以 
是 多 值 的 . 例如 


Jp 


其 中 w 是 沿 着 璧 如 说 由 0 到 z 的 直线 路 径 的 积分 的 值 , 而 ” 则 依 
RAT HH OO 到 z 的 路 径 绕 士 i 的 情形 . 同样 ,在 一 个 Riemann 面 上 的 
单 值 函 数 ,例如 在 这 曲面 上 的 w Me 的 一 个 有 理 函 数 ,这 种 函数 
的 积分 就 可 能 是 多 值 的 . 这 确实 会 发 生 . 如 果 引 进 横 剖 线 使 曲面 成 
为 单 连 通 的 ,而 且 如 果 积 分 路 径 是 从 z, 到 m ,每 当 路 径 穿 过 横 剖 
线 一 次 ,积分 的 基本 值 UU 上 就 加 一 个 常数 值 1, 这 个 基本 值 U 是 
在 曲面 的 一 个 单 连通 部 分 的 一 个 路 径 上 积分 的 值 . 如 果 路 径 在 同 
一 个 方向 穿 过 横 剖 线 普 次 , 则 值 mI 就 被 加 到 U 上 . 常数 了 称 为 一 
个 周期 模 ,每 一 横 剖 线 引 进 它 自己 的 局 期 模 ,而 如 果 有 曲面 的 连通 数 
是 N 十 1, MAN 个 线性 无 关 的 周期 模 . 设 它们 是 h, DLL. 
那么 原来 的 单 值 浮 数 沿 着 原来 路 径 的 积分 的 值 就 是 
U+m il, +m, +e tml, 


其 中 m, m, +, m, 为 整数 . 这 些 L 在 一 般 情 形 下 是 复数 . 
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9. Abel 积分 与 Abel BH 

Riemann 在 《数学 杂志 》 中 上 发 表 的 四 篇 重要 论文 中 , 重 述 了 
他 的 博士 论文 中 的 许多 思想 ,它们 主要 是 用 于 研究 Abel 积分 与 
Abel 函数 的 . 第 四 篇 论文 对 所 论 课题 赋予 了 较 恒 要 的 进展 . 所 有 
四 篇 论文 都 难 懂 ;“ 它 们 是 一 本 莫名 其 妙 的 书 . "幸运 的 是 ,后 来 一 
些 优秀 的 数学 家 详细 阐述 并 解释 了 这 些 材 料 . Riemann 将 Abel 和 
Jacobi 的 工作 结合 在 一 起 (它们 大 部 分 调 源 于 实 函数 ) ,并 结合 
Weierstrass 的 处 理 方 法 ( 它 用 了 复 函 数 )， 

因为 Riemann 证 清 了 多 值 函 数 的 概念 ,所 以 对 于 Abel 积分 
他 可 以 更 清楚 些 . 设 f(w, x) = 0 是 一 个 Riemann 面 的 方程 ,并 设 


| Rew, z)dz 是 这 Riemann 面 上 的 whe B9 — ^8 XE pr 2 R 


5}. Riemann 将 Abel 积分 分 类 如 下 :在 由 方程 f(w, z) = 0 确定 
的 Riemann H E w 和 x 的 有 理 函 数 的 积分 中 ,有 一 些 是 处 处 有 穷 
的 ,虽然 在 未 齐 割 的 曲面 上 它们 是 多 值 函数 . 这 些 积分 称 为 第 一 类 
积分 . 这 样 的 线性 无 关 的 积分 的 个 数 等 于 曲面 的 亏 格 p, 如 果 连 通 
数 是 2p 十 1. 如 果 引 进 2p Bis Ze, U-Pb FRAT 
包围 的 一 个 区 域 中 的 路 径 来 说 是 一 个 单 值 函 数 , 如 果 路 径 穿 过 
— Sk BR EU ZR, ,那么 前 节 中 讨论 过 的 周期 模 必 须 考 虑 进去 ,并 且 积 
分 之 值 如 下 :如 果 丈 是 它 从 一 个 固定 点 到 = 的 值 , 那 么 所 有 可 
能 的 值 是 


2p 
W 十 > mw, ， 
r=] 


其 中 om, 是 整数 ,w, 是 这 个 积分 的 周期 模 . 
第 二 类 积分 有 代数 的 无 穷 但 不 是 对 数 的 无 穷 . 一 个 第 二 类 的 
基本 积分 在 Riemann 面 的 一 点 处 有 一 个 一 阶 的 无 穷 ， 如果 Ele) 


(D Vol. 54,1857, 115 ~ 155 = Werke, 88~144. 
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是 这 积分 在 曲面 一 点 处 的 值 (积分 的 上 限 ) ,那么 积分 的 所 有 的 值 
都 包含 在 


2p 
E(z) + Sone, 


中 ,其 中 六 是 整数 ,e, 是 这 个 积分 的 周期 模 . 在 Riemann 面 的 同一 
点 处 变 为 无 穷 的 两 个 基本 积分 ,它们 的 差 是 一 个 第 一 类 积分 . 由 此 
可 以 推断 ,有 p+ 1 个 线性 无 关 的 第 二 类 基本 积分 ,在 Riemann 面 
的 同一 点 上 变 为 无 穷 . 

具有 对 数 无 穷 的 积分 称 为 第 三 类 积分 . 可 以 证 明 ,每 一 个 积分 
必定 有 两 个 对 数 无 穷 . 如 果 这 样 的 一 个 积分 没有 代数 无 穷 , 也 就 是 
说 ,在 它 有 对 数 无 穷 的 任何 一 点 的 附近 ,积分 的 展开 式 中 没有 代数 
项 ,那么 这 个 积分 就 称 为 第 三 类 的 基本 积分 . 有 户 十 1 个 第 三 类 的 
线性 无 关 的 基本 积分 ,它们 的 对 数 无 穷 同 在 Riemann 面 的 两 个 点 
上 .每 一 个 Abel 积分 是 这 三 类 积分 的 一 个 和 . 

Abel 积分 的 分 析 阐 明了 在 Riemann 面 上 能 够 存在 哪些 种 类 
的 函数 . Riemann 研究 了 两 类 函数 ; 第 一 类 是 曲面 上 的 单 值 函数 ， 
它 的 奇 点 是 极点 . 第 二 类 在 具有 横 剖 线 的 曲面 上 是 单 值 的 ,但 沿 着 
每 一 横 剖 线 是 不 连续 的 函数 , 事实 上 ,这 种 函数 在 第 ,个 横 剖 线 的 
一 边 的 值 和 它 在 另 一 边 的 值 相 差 一 个 复 常 数 ,. 这 第 二 类 函数 也 
可 以 有 极点 和 对 数 无 穷 . Riemann 证 明 , 第 一 类 函数 是 代数 函数 ， 
而 第 二 类 函数 是 代数 函数 的 积分 ， 

在 曲面 上 也 有 处 处 为 有 穷 的 函数 . 这 样 的 一 个 函数 可 以 用 上 
面 的 第 一 类 函数 表示 出 来 ,也 可 以 将 第 二 类 和 第 三 类 积分 结合 
来 以 构造 曲面 上 的 代数 函数 . 于 是 Riemann 证 明了 ,代数 函数 可 
以 用 超越 函数 的 和 来 表示 . 同样 ,在 若干 个 给 定点 上 为 代数 无 穷 的 
单 值 函 数 可 以 用 有 理 函 数 表示 . 在 整个 曲面 上 单 值 的 函数 是 一 个 
处 处 为 有 穷 的 积分 的 被 积 函 数 . 这 个 函数 可 以 表示 成 记 和 > 的 一 
个 有 理 函数 ,并 且 可 以 有 形式 $(w, z)/2f73w,Rrh flw, z) =0 


9. Abel 积分 与 Abel 函数 4 VW 
是 曲面 的 方程 . 出 现在 这 里 和 第 一 类 积分 的 构造 之 中 的 函数 史 称 
为 flw, z) 二 0 的 伴随 多 项 式 . 一 般 说 来 , 当 f 的 次 数 是 n 时 , 它 
的 次 数 是 ”一 3， 

Riemann 面 上 的 有 理 图 数 的 重要 性 来 自 刚 才 提 到 的 事实 , 即 
在 曲面 上 单 值 并 且 没 有 本 性 奇 点 的 每 一 个 函数 是 一 个 有 理 函 数 . 
这 样 一 个 函数 的 零点 的 个 数 与 极点 的 个 数 相同 ,并 且 以 相同 次 数 
取 每 一 个 值 . 而 且 ,一 旦 定义 曲面 的 方程 fe, zx) = 0 被 固定 下 
来 ,那么 ,曲面 上 位 置 的 所 有 其 他 函数 在 总 体 上 是 和 了 冯 与 > 的 有 
理 函 数 及 其 积分 同样 广阔 的 . 

Weierstrass 在 19 世纪 60 年 代 也 研究 了 Abel 积分 ,不 过 他 
和 这 一 领域 中 的 Riemann 的 后 继 者 是 由 代数 函数 来 建立 超越 天 
数 的 ,与 Riemann 的 做 法 相反 . 他 们 这 样 做 是 因为 他 们 有 理由 不 
相信 Dirichlet 原理 . Weierstrass 在 1870 年 宣读 的 一 篇 论文 中 中 
指出 , 极 小 化 Dirichlet 积分 的 函数 的 存在 还 没有 证 明 . Riemann 
自己 有 另外 一 个 想法 . 在 Weierstrass 作出 他 的 陈述 以 前 , Rie- 
mann 已 认识 到 Dirichlet 积分 的 极 小 化 国 数 的 存在 问题 ,不 过 他 
it. Dirichlet 原理 只 是 一 个 碰巧 合用 的 方便 工具 ;他 说 ,函数 zx 的 
存在 却 仍然 是 正确 的 . 对 于 这 一 点 Helmholtz 的 意见 也 是 有 趣 
的 :“…… 对 于 我 们 物理 学 家 来 说 ,Dirichlet 原理 (的 应 用 ) 仍 然 是 
一 个 证 明 .”@ 

Riemann 发 起 的 复 函 数理 论 中 的 男 一 个 新 的 研究 是 Abel 积 
分 的 反 演 , 即 当 

u = | Re, w)dz 
时 ,把 zz 确定 为 w 的 函数 ,当然 ww 和 x 是 由 一 个 代数 方程 联系 着 
的 . 这 个 zx 的 函数 = 不 仅 是 多 值 的 而 且 不 能 清楚 地 定义 出 来 . 像 


D Werke, 2,49—54. 
@ Dirichlet 问题 和 Dirichlet 原理 的 后 来 历史 , 见 第 28 章 第 4 节 和 第 8 45. 
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在 超 椭圆 积分 的 情形 一 样 , Riemann HX p 4S Abel 积分 的 和 ,并 定 
义 新 的 个 变量 的 Abel BK, ENTE MMH At 2p 重 周 期 
的 . p 个 变量 的 2p 重 周期 的 一 个 函数 的 意思 是 ,存在 2 户 组 量 
On, wok 二 1，2，… ,2p, 每 一 组 包含 这 上 个 变量 的 
每 一 个 变量 的 一 个 周期 . Riemann 证 明 , 一 个 单 值 函 数 不 可 能 有 
多 于 2p 组 的 同时 周期 . Abel 函数 表 成 个 变量 的 0 函数 ,是 本 
D e CR HET. 

在 亏 格 为 户 的 Riemann 面 上 的 函数 的 一 个 值得 注意 的 结 
现在 通称 为 Riemann-Roch 定理 . 这 个 结果 的 工作 ,是 由 Riemann 
开始 并 由 Gustav Roch(1839—1866)© 完成 的 . 本 质 上 ,这 个 定理 
确定 了 在 至 多 有 有 穷 个 极点 的 曲面 上 线性 无 关 的 亚 纯 函数 的 个 
数 . 更 明确 地 说 ,假定 w 是 这 曲面 上 的 一 个 单 值 函 数 ,在 点 ci， 
en, oct. On 处 有 一 阶 极 点 ,但 在 别处 没有 ,这 些 c; 的 位 置 不 一 定 互 
相 独 立 . 如 果 g 个 线性 无 关 的 函数 (伴随 函数 ) 在 这 些 点 上 为 零 , 那 
Zw Stim—p+qt i 个 任意 常数 . CE m— pta 个 函数 的 任 
意 倍 数 的 线性 纪 合 ,这 m— porq 个 函数 的 每 一 个 都 有 户 一 g 十 1 个 

- 阶 极 点 ,其 中 户 一 9 个 是 线性 组 合 中 的 所 有 函数 所 共有 的 . 


10. 保 形 映射 

Riemann 为 了 完善 他 的 博士 论文 的 理论 ,在 结束 时 给 出 了 
PA BIE TE DROE BUR B RL SL. 从 一 个 平面 到 另 一 个 平面 的 保 形 
映射 的 -- 般 性 问题 ( 它 是 由 绘制 地 图 而 来 的 ) 是 Gauss 在 1825 年 
解决 的 . 他 的 结果 相当 于 这 样 一 个 事实 , 即 保 形 映射 是 由 任何 一 个 
解析 的 A(z) 建立 的 一 一 虽然 Gauss 没有 用 复 孙 数理 论 . Riemann 
知道 一 个 解析 函数 建立 了 从 < 平面 到 ww 平面 的 保 形 映射 ,但 他 关 
心 的 是 将 此 推广 到 Riemann 面 . 这 就 在 保 形 映射 中 开 信 了 新 的 


(QD Jour. für Math. , 64,1864,372~ 376. 
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Riemann 在 论文 的 结尾 给 出 了 下 述 定理 ;两 个 给 定 的 单 连通 
平面 (他 将 Riemann 面 上 的 单 连通 区 域 包括 进去 ) 可 以 一 对 一 地 
并 且 保 形 地 相互 映射 ,一 曲面 的 一 个 内 点 和 一 个 边界 点 可 以 对 应 
到 另 一 个 曲面 上 的 任意 选取 的 一 个 内 点 和 一 个 边界 点 . 整个 的 映 
射 便 由 此 被 确定 了 . 这 个 定理 包含 了 以 下 基本 结果 作为 一 个 特殊 
情形 :给 定 任何 一 个 单 连通 区 域 D, 它 的 边界 不 止 一 个 点 ,又 给 定 
了 这 个 区 域 的 一 点 A 以 及 在 这 点 的 一 个 方向 全, 那么 存在 一 个 隐 
数 w= fle), 在 DD 内 解析 并 保 形 地 一 对 一 地 把 DD 映射 到 ww 平面 
上 中 心 在 原点 而 半径 为 1 的 圆 . 在 这 个 映射 下 A EBA, TE 
到 正 实 轴 方向 . 这 后 一 个 叙述 通常 称 为 Riemann BRAY E, 

Riemann 是 用 Dirichlet 原理 来 证 明 它 的 定理 的 ,但 由 于 这 个 
原理 当时 已 被 看 出 有 毛病 ,所 以 数学 家 们 就 寻求 一 个 正确 的 证 明 . 
Carl Gottfried Neumann 和 Hermann Amandus Schwarz 在 1870 
年 证 明了 ,可 以 将 一 个 单 连通 平面 区 域 映 射 到 一 个 圆 . 可 是 ,他 们 
不 能 够 处 理 多 叶 的 单 连通 区 域 , 

顺便 说 一 下 ,强调 一 个 单 连通 区 域 到 一 个 圆 的 保 形 映射 的 原 
因 是 由 于 这 样 的 事实 :将 一 个 单 连 通 区 域 保 形 映射 到 另 一 个 单 连 
通 区 域 ,只 需 将 每 一 个 区 域 映 射 到 一 个 圆 ,然后 做 两 个 保 形 映射 的 
乘积 就 可 达到 目的 . 

虽然 Riemann 映射 定理 的 证 明 尚 未 解决 ,但 是 保 形 映射 的 一 
些 特殊 结果 却 被 得 到 了 . 其 中 对 于 解 偏 微 分 方程 最 有 用 的 一 个 是 
Schwarz 和 Elwin Bruno Christoffel? 给 出 的 . 他 们 的 定理 说 明 
如 何 把 z 平 面 上 的 一 个 多 边 形 及 其 内 部 (图 27. 8) RIBERA 8] w 
平面 的 上 半 部 . x SR HP RG AT 48 EB; 


© Jour. für Math.. 70,1869, 105 ~ 120 = Ges, Abh., 2.65~83, 
®© Annali dé Mat, , (2),1,1867,95—103 $1(2).4,1871. 1 ~ 9 = Ces. Abh, , 2, 
56 ff. 
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图 27.8 
z= e| (w—~ a) * 9^! (se — p) edw c', 
0 


其 中 < 和 < 可 以 从 多 边 形 的 位 置 确定 出 来 ,而 a, 6, c,… 对 应 
T A, B，C,…. 这 个 映射 对 于 求解 位 势 (Laplace) 方 程 是 很 有 
用 的 . 


11. 函数 的 表示 与 例外 值 

19 世纪 后 期 , 复 男 数 的 理论 迅速 发 展 ,我 们 将 有 机 会 在 以 后 
几 章 中 考虑 这 些 发 展 的 某 些 部 分 . 可 是 ,在 许多 创造 中 ,有 少数 几 
个 原来 就 与 复 函 数 本 身 直 接 关联 着 的 却 要 在 这 里 先 提 一 下 . 

EE ah ,相当 重要 的 一 种 是 整 函数 (就 是 在 平面 的 有 
穷 部 分 没有 奇 点 的 函数 , 它 包 括 多 项 式 ,e sinz, cos z) ,因为 粗 
略 地 说 ,它们 是 初等 实 函数 的 类 似 物 . 对 于 这 种 函数 ,Liouville 定 
理 说 ,每 一 个 有 界 的 整 函 数 是 一 个 常数 2. Weierstrass 把 实 多 项 式 
分 解 为 线性 因 式 的 定理 推广 到 了 整 函数 ,他 建立 这 个 定理 @@ 大 概 
是 在 19 世纪 40 年 代 . 这 定理 称 为 因 式 分 解 定理 ,是 这 样 说 的 :如 
果 G(z) 是 一 个 整 函数 ,不 恒 等 于 零 , 但 有 无 穷 多 个 根 ( 即 不 是 一 个 


D 这 个 定理 是 属于 Cauchy H (Comp. Rend. 19,1844, 1377 ~ 1381 = 
Œuvres , (1),8,378~385). C.W. Borchardt 在 Liouville 1847 年 的 演讲 中 听 到 了 这 个 
定理 ,因而 把 它 归 于 Liouville, 

@ Abh. Konig. Akad. der Wiss, , Berlin, 1876, 11~ 60 = Werke , 2,77~124. 
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多 项 式 ) ,那么 G(z) 可 以 写成 一 个 无 穷 乘 积 


Ux 


G(z) — rc) TT — Zeus, 


其 中 we) = 24+ 5(2) +42 (2); 
T(z) 是 一 个 没有 零点 的 整 函 数 ;a, 是 G(z) 的 等 点 ;z” 表示 在 z = 
0 的 mm 重 零 点 (如 果 G(z) 有 这 样 一 个 零点 的 话 ) ,乘积 的 各 因 式 称 
为 G(z) 的 质 因 式 . 

复杂 性 仅 次 于 整 函数 的 是 亚 纯 函数 , 它 在 复 平面 的 有 穷 部 分 
只 能 有 极点 . Weierstrass 在 1876 年 出 的 论文 中 证 明 ,一 个 亚 纯 函 
数 可 以 表示 为 两 个 整 函 数 的 商 . 这 个 定理 由 Gösta Mittag-Leffler 
(1846 一 1927) 在 1877 年 的 一 篇 论文 中 加 以 推广 .在 任意 一 个 区 
域 上 的 亚 纯 函 数 可 以 表示 为 两 个 函数 的 商 ,其 中 每 一 个 都 在 该 区 
域内 解析 . 在 Weierstrass 定理 和 Mittag-Leffler 定理 中 ,分 子 和 
分 母 都 不 在 区 域 的 同一 点 上 为 零 . 

另外 一 个 引起 许多 数学 家 注意 的 论题 是 各 种 类 型 的 复 函 数 能 
够 取 值 的 范围 . 在 这 方面 , (Charles) Emile Picard(1856 一 1941) 得 
到 一 系列 结果 . 他 是 巴黎 大 学 的 高 等 分 析 的 教授 ,也 是 巴黎 科学 院 
的 永久 书记 , Picard 在 1897 年 号 证 明 ,对 一 个 整 函数 而 言 ,如果 它 
不 退化 为 一 常数 的 话 ,最 多 只 能 有 一 个 有 穷 值 它 达 不 到 ;并 且 如 果 
存在 至 少 两 个 这 样 的 值 ,其 中 每 一 个 只 被 取 有 穷 次 ,那么 这 个 函数 
束 是 一 个 多 项 式 . 否则 ,除去 这 例外 的 一 个 以 外 ,这 个 函数 要 无 穷 
次 地 取 到 每 一 个 值 . 如 果 这 个 函数 是 亚 纯 的 , 则 无 穷 是 一 个 可 取 的 
值 , 最 多 有 两 个 值 可 以 不 取 ,而 不 使 函数 退化 为 一 常数 ， 

在 同一 篇 论文 中 ,他 发 展 了 Julian W. Sochozki(1842—1927) 


DD Abh. Konig. Akad. der Wiss. , Berlin, 1876, 11 ~ 60 = Werke , 2,77~ 124, 

Q Ofversigt af Kongliga Vetenskops-Akademiens Förhandlingar, 34, 1877, 
*1,17~43;76 WL Acta Math. , 4,1884,1~79, 

@ Ann. del'Ecole Norm, Sup. , (2),9,1880,145— 166, 
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和 Weierstrass 的 一 个 结果 ,证 明了 在 一 个 孤立 本 性 奇 点 的 任何 邻 
域内 ,一 个 函数 要 取 到 所 有 的 值 , 最 多 可 能 有 一 个 (有 穷 ) 值 例外 . 
这 个 结果 是 深刻 的 ,并 且 有 许多 推论 . 确实 ,其 他 一 些 结果 和 可 供 
选择 的 证 明 产 生 了 ,它们 把 这 个 论题 很 好 地 带 入 了 20180. 

在 复 函 数 这 门 学 科 中 ,19 世纪 结尾 时 回 到 了 基础 方面 . 19 t 
纪 Cauchy 积分 定理 的 证 明 用 到 df/dz 为 连续 的 事实 . Edouard 
Goursat(1858—1936) EB] TO , 沿 着 一 条 闭 曲 线 C 的 Cauchy 定 


理 , [Adz — 0, 而 没有 假定 在 曲线 C 所 围 成 的 闭 区 域内 导数 


F ODER. 了 (xz) 的 存在 已 是 充分 的 . Goursat 指出 , f(z) 的 连续 
与 导数 的 存在 已 足够 刻画 解析 性 ， 

像 我 们 概述 复 函 数理 论 的 兴起 时 所 指出 的 , Cauchy，Rie- 
mann 和 Weierstrass 是 函数 论 的 三 个 主要 奠基 人 . 在 一 段 长 时 间 
内 他 们 各 和 白 的 思想 和 方法 被 他 们 的 追随 者 各 自 继续 研究 着 . 后 来 
Cauchy 和 Riemann 的 思想 被 融合 起 来 了 ,而 Weierstrass 的 思想 
KAMA Cauchy-Riemann 观点 推导 出 来 ,因而 不 再 强调 从 寡 级 数 
出 发 的 思想 . mE Cauchy-Riemann 观点 的 严密 性 被 改进 了 ,以 至 
从 这 个 观点 看 来 Weierstrass 的 探讨 途径 不 是 本 质 的 . 完全 的 统一 
只 是 在 20 世纪 开头 时 才 实 现 . 
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第 28 章 
19 世纪 的 偏 微分 方程 


对 自然 界 的 深刻 研究 是 数学 最 刘 饶 的 源泉 


Joseph Fourier 


1. 5] 言 

诞生 于 18 世纪 的 偏 微分 方程 这 门 学 科 , 在 19 世纪 发 展 起 来 
了 . 随 着 物理 科学 所 研究 的 现象 在 广度 和 深度 两 方面 的 扩展 ,微分 
方程 的 新 的 类 型 的 数目 增加 了 ;即使 是 已 知 的 类 型 ,如 波动 方程 和 
位 势 方程 也 应 用 到 新 的 物理 领域 了 . 偏 微 分 方程 变 成 并 继续 成 为 
数学 的 中 心 . 它们 对 物理 科学 的 重要 性 还 只 是 它们 取得 这 中 心 位 
置 的 原因 之 一 - 从 数学 自身 的 角度 看 , 偏 微分 方程 的 求解 促使 数学 
需要 在 函数 论 . 变 分 法 .级 数 展 开 . 常 微分 方程 代数、 微分 几何 等 
各 方面 发 展 . 课题 是 变 得 这 样 广泛 ,以 至 在 这 一 章 里 我 们 只 能 给 出 
其 主要 结果 的 一 小 部 分 ， 

我 们 今天 习惯 于 按 类 型 把 偏 微分 方程 分 类 . 但 在 19 世纪 初 
期 ,对 这 学 科 知 道 得 还 很 少 ,以 至 区 分 各 种 类 型 的 思想 还 不 可 能 出 
现 . 是 物理 问题 指挥 着 应 该 探讨 何 种 方程 ,而 数学 家 们 则 随便 地 从 
一 种 类 型 的 问题 转 到 另 一 种 类 型 而 不 觉察 其 间 有 某 些 我 们 现在 认 
为 是 基本 的 差别 . 物理 世界 过 去 和 现在 都 是 从 不 关心 数学 家 们 的 
分 类 的 ， 


2. 热 方 程 与 Fourier BA 
19 世纪 的 第 一 个 大 步 , 并 且 是 真正 极为 重要 的 一 步 , 是 由 


2. MAH Fourier BH 55 ill 


Joseph Fourier(1768—1830) i tH Hj. Fourier 年 轻 时 是 一 个 很 出 
色 的 数学 学 者 ,但 他 专 志 于 当 一 个 军官 . 因为 他 是 一 个 裁 颖 的 儿子 
而 被 拒绝 任命 ,他 便 转 谋 教士 职位 . 当 他 曾经 就 读 过 的 军事 学 校 委 
之 以 教授 职位 时 他 接受 了 ,同时 数学 就 变 成 了 他 终生 的 爱好 . 

像 他 同时 代 的 其 他 科学 家 一 样 , Fourier 从 事 热 流动 的 研究 . 
对 热流 有 兴趣 ,作为 实际 问题 ,在 工业 上 是 为 了 处 理 金属 ,作为 科 
学 问题 ,是 企图 确定 地 球 内 部 的 温度 ,这 温度 随时 间 的 变化 ,以 及 
其 他 同类 问题 . 1807 年 中 ,他 向 巴黎 科学 院 呈 递 了 一 篇 关于 热传导 
的 基本 论文 ,这 篇 论文 经 Lagrange, Laplace 和 Legendre 审 评 后 
被 拒绝 了 . 但 科学 院 的 确 想 鼓励 Fourier 发 展 他 的 思想 ,所 以 把 热 
传导 问题 定 为 将 于 1812 年 授予 高 额 奖金 的 课题 . Fourier 在 1811 
年 呈 递 了 修改 过 的 论文 ,受到 上 述 诸 人 和 另外 一 些 人 审 评 ,得 到 了 
奖金 ,但 因 受 到 缺乏 严密 性 的 评论 而 未 发 表 在 当时 的 科学 院 的 《 报 
i) HB. Fourier 对 他 所 受到 的 待遇 感到 愤恨 . 他 继续 对 热 的 课题 进 
行 研究 ,在 1822 年 发 表 了 数学 的 经 典 文献 之 一 一 -~《 热 的 解析 理 
15) ( Théorie analytique de la chaleur ) 9 fp A T fi Sz Es LEEK 
动 的 1811 年 论文 的 第 一 部 分 . JE zB Fourier 的 思想 的 主要 出 
处 . 两 年 以 后 ,他 成 为 科学 院 的 秘书 ,于 是 能 够 把 他 1811 年 的 论文 
原封 不 动 地 发 表 在 《报告 》@ 里 . 

在 吸收 或 释放 热 的 物体 内 部 ,温度 分 布 一 般 是 不 均匀 的 ,在 任 
何 点 上 都 随时 间 而 变化 . 所 以 温度 了 是 空间 和 时 间 的 函数 . ER BY 
IJ TEE DATE SK IAT Vo RS EAR ERE PP ROLE LT. IL A 438 
(MERA = 0 时 了 的 分 布 ) 以 及 保持 于 物体 表面 上 的 条 件 . 
Fourier 在 他 的 书 中 考虑 的 第 一 个 主要 问题 是 在 均匀 和 各 向 同性 
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的 物体 内 确定 作为 +、y、z、t 的 函数 的 温度 工 .根据 物理 原理 他 
证 明了 丁 必须 满足 偏 微分 方程 


YT ËT ST ,9T 
(1) (Sz Tra Or’ 
叫做 三 维 空间 的 热 方程 ,其 中 站 是 一 个 常数 ,其 值 依赖 于 物体 的 


Fourier 当时 解决 了 特殊 的 热传导 问题 .我 们 将 考虑 一 种 对 他 
的 方法 说 来 是 典型 的 情形 , 即 对 两 端 保持 在 温度 0 ,侧面 绝热 因 
而 无 热流 通过 的 柱 轴 , 求 解 方 程 (1) 的 问题 . 因为 这 根 轴 只 涉及 一 
维 空间 , 故 (1) 变 成 


(2) $T eT, 

附 以 边界 条 件 

(3) T(0, 1)=0, T(l,1)=0,1>0 

和 初始 条 件 

(4) T(z, 0) = f(x),0- x«l. 
为 解 出 这 个 问题 ,Fourier 用 了 变量 分 离 法 . 他 令 

(5) T(z, t) = $(x)9(t). 


代入 微分 方程 后 ,得 到 
(x) _ IO 
B(x) W(t)” 


Sc tb 0 BH (I8:  22 章 的 [30]) ,这 两 个 比值 必须 是 常数 ,假定 


为 一 人 ,因此 有 

(6) # (x) + d(x) = 0 
和 

(7) W(t) +ag¢(t) = 0. 
因此 ,根据 (5) ,边界 条 件 (3) 殖 涵 着 

(8) $(0) = 0 #1 $(7) = 0. 


(6) 的 通 解 是 p(x) = bsin(VAkz +c). 
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条 件 $(0) = 0 BIB c = 0. A&TESU) = OWA In E TPR BVA 
必须 是 nki 的 整数 倍 .所 以 4 AFC SP BL A, Be 
(9) a= (F) ose 
ix H5 A, 就 是 我 们 现在 称 作 的 本 征 值 或 特征 值 . 
因为 (7) 的 通 解 是 指数 函数 ,但 现在 4 限于 取 4,, 于 是 由 (5)， 
Fourier 到 此 得 到 
T(x, t) = be Cr Tuin 


Rh o, 目前 表示 在 位 置 上 的 常数 ,而 > 一 1, 2, 3，… 然而 方程 
(2) 是 线性 的 ,所 以 诸 解 的 和 仍然 是 解 . 故 可 以 断言 


"x 2,2 


(10) T(x, t) = $e! a Fg in "77. 
为 了 满足 初始 条 件 (4) op: = 0 必须 有 
(11) K(x) = > sin =. 
T € Fourier 面临 着 这 样 的 问题 : f(z) 能 表示 成 三 角 级 数码 ? 特 
别 是 b, 能 确定 吗 ? 

Fourier 进而 回答 这 些 间 题 , 虽然 那 时 他 略为 意识 到 有 严密 性 
的 问题 ,但 他 仍 以 18 世纪 的 风气 形式 地 进行 着 . 为 了 领悟 Fourier 
的 工作 ,为 简单 起 见 ,我 们 将 设 = x. 这 样 我 们 考虑 


VI 
, 


(12) f(x) = Sasinuz, 0 x < n. 

Fourier 38 & ^ 1E 5% pa RFE Maclaurin 3E EB JE JT ARAN Bi FH 
: v (— 1j ym 25-1 

(13) SIN ur = > Cnt 


EH C12) SUB BS sin va. 然后 用 一 个 当时 认为 无 问题 的 变换 求 和 
次 序 的 运算 ,他 得 到 
(-))"? 


ag) flay = DP (Set, 
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这 样 A(z) 就 表 成 了 xz 的 寒 级 数 ,这 隐 含 着 在 Fourier 讨论 的 可 容 
许 函 数 /zxz) 上 加 了 一 个 事先 没有 假定 的 强 限制 , 即 这 个 攻 级 数 必 
须 是 f(x) Maclaurin 级 数 ,因此 


(15) fla) = 3 GFP (oat, 
4 (14) O5) hz BOAR AEN RABUN, Fourier 发 现 ,对 偶数 A, 
f^ (0) = 0, 而 除 此 之 外 , 则 有 

3*2 —(—-1)7f0770(0),n—1,2,3, 0° 


现在 Az) 的 诸 导数 是 已 知 的 ,因为 f(z) 是 已 给 的 一 个 初始 条 件 ， 
所 以 是 无 穷 线性 代数 方程 组 里 的 未 知 数 的 一 个 无 穷 集合 . 

在 先前 的 一 个 问题 中 , Fourier 面临 着 同类 的 方程 组 ,那里 他 
取 前 上 项 和 前 A 个 方程 的 右 端 常数 , 解 前 个 方程 得 56, ; ,表示 
b, 的 近似 值 ,得 到 了 6, ;的 一 般 表示 式 时 ,他 就 大 胆 地 下 结论 说 : 
b, = limb,. +. 然而 ,这 一 次 他 要 确定 b 却 有 许多 困难 . 他 对 几 个 
不 同 的 f(x) ,用 非常 复杂 的 .包含 发 散 表 示 式 的 程序 说 明了 如 何 
确定 b. 用 这 些 特殊 情形 作为 指导 ,他 得 到 也, 的 .含有 无 穷 乘积 
及 无 穷 和 的 一 个 表达 式 ,Fourier 觉得 这 个 表达 式 相 当 无 用 . 经 过 
更 为 大 胆 和 富 于 创造 性 的 .虽然 往往 又 是 含糊 的 几 步 ,他 得 到 了 
公式 
(16) b, = EP Fs)sin sds. 

这 结论 在 一 定 程 度 上 说 并 不 是 新 的 . 我 们 已 经 说 到 (第 20 章 
第 5 节 ),Clairaut 和 Euler 已 经 怎样 把 某 些 函数 展开 为 Fourier 级 
数 并 得 到 公式 
(17) a, = 二 | f(x)cos nedz, 
1 M nl. 
b, = LP Aasin nxdx, 


此 外 ,Fourier 这 样 得 到 的 结果 是 很 局 限 的 ,因为 他 假定 了 f(x) 有 
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Maclaurin 展开 ,这 意味 着 有 无 穷 阶 导数 . 最 后 , Fourier 方法 确实 
是 不 严密 的 ,并且 比 Euler 的 方法 更 为 复杂 . Fourier 不 得 不 用 无 
穷 线性 方程 组 ,而 Euler 却 用 三 角 函 数 的 性 质 做 得 更 为 简单 . 

但 这 时 Fourier 作 了 一 些 值得 注意 的 观察 . 他 注意 到 每 一 个 
b, 可 以 解释 为 x 取 值 E aw AY, RR y = (2/n) f(z)sinue PAW 
面积 . 这 样 一 个 面积 即使 对 很 随意 的 函数 都 是 有 意义 的 . 这 种 图 数 
不 必 是 连续 的 ,或 者 只 要 从 图 形 上 知道 就 可 以 了 . 所 以 Fourier 下 
结论 说 ,每 一 个 函数 都 可 以 表示 为 


(18) f(x) = SYasinse, 0 — xc Gm. 

v 
当然 ,这 个 可 能 性 除 Daniel Bernoulli 以 外 ,已 被 18 世纪 的 名 家 否 
定 了 . 


Fourier 对 其 前 人 的 工作 知道 多 少 是 不 清楚 的 .在 1825 年 的 
文章 中 他 说 Lacroix 已 告诉 他 关于 Euler 的 工作 ,但 他 没有 说 何 时 
告诉 他 的 . 无 论 如 何 ,Fourier 并 没有 被 前 人 的 意见 所 吓 住 . 他 选取 
了 大 量 的 函数 ,对 每 个 函数 计算 头 几 个 饭 , 并 对 每 个 芳 数 作出 正 弦 
级 数 (18) 的 头 几 项 和 的 图 形 . 从 这 一 图 形 他 得 出 结论 说 ,不 管 在 区 
间 0 之 z+ 之 x 外 怎样 ,这 个 级 数 在 0 一 + 二 x 上 总 是 表示 f(x) 的. 
在 书 中 (第 198 页 ) 他 指出 ,两 个 函数 可 在 一 给 定 的 区 间 上 相合 ,但 
不 一 定 在 此 区 间 外 相合 . 看 不 到 这 一 点 ,说 明了 早期 的 数学 家 为 什 
么 不 能 接受 任意 一 个 函数 可 展开 为 三 角 级 数 的 原因 . 在 和 目前 的 情 
形 下 ,级 数 真正 给 出 的 是 函数 在 0 到 r 区 间 上 的 值 ,在 区 间 外 则 周 
期 地 重复 着 . 

Fourier 一 旦 得 到 了 上 述 关 于 &, 的 简单 结果 ,他 就 像 Euler — 
样 了 解 到 每 个 b 可 以 由 级 数 (18) 乘 以 sin vr, 再 从 0 到 r 积分 而 
得 到 . 他 又 指出 这 个 程序 可 以 应 用 于 表达 式 


(19) f(z) = S+ X acos ur. 
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他 接着 考虑 任何 f(z) 在 区 间 (一 +, x) 的 表达 式 . 级 数 (18) 表 示 一 
个 奇 函数 [f(z) = 一 /( 一 x)], 而 级 数 (19) 表 示 一 个 偶 函 数 
[f(z) = /( 一 z)]. 但 任何 函数 可 以 表示 为 一 个 奇 函 数 fi (2) 
一 个 偶 函 数 f.(z) 之 和 ,这 里 

hla) = UG) = fO 1. fee) = Zl fl) +O a). 


于 是 任何 f(x) 在 区 间 ( 一 x, x) 上 可 以 表示 为 


(20) f(x) = + D(acosur + bsinu), 
而 其 系数 可 经 遍 乘 cos vz 或 sin vx 再 从 一 x Bl 积分 来 确定 ,这 
就 给 出 了 (17). 


Fourier 对 "任意 "的 函数 可 以 表 成 (20) 那 样 的 级 数 一 事 从 未 
给 出 过 任何 完全 的 证 明 . 在 那 本 书 中 他 给 出 一 些 严密 的 论证 ,在 
他 关于 这 事 的 最 后 讨论 里 (第 415 节 、416 节 和 423 节 ) ,给 出 了 
一 个 证 明 的 概要 ;但 即使 在 那里 ,Fourier 仍 没有 说 出 一 个 函数 可 
以 展开 为 三 角 级 数 必须 满足 的 条 件 . 虽然 如 此 ,Fourier 对 这 种 可 
能 性 的 信念 是 表现 于 整 本 书 里 的 . 他 还 说 下 ,不 管 f(z) 怎样 ,不 
管 是 否 可 给 A(z) 以 解析 表达 式 , 不 管 函 数 是 否 服 从 任何 正规 的 
法 则 ,他 的 级 数 总 是 收敛 的 . Fourier 关于 任何 函数 可 以 展开 为 
Fourier 级 数 的 信念 是 建立 在 前 述 几 何 证 据 上 的 . 关于 这 点 他 在 
该 书 (第 206 页 ) 中 说 道 :“ 为 了 证 实 新 结果 的 真实 性 ， 为 了 明白 


图 28. 1 


© 第 196 页 = Œuvres, 1,210. 
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地 给 出 分 析 学 常用 的 表达 形式 ,没有 什么 比 几 何 图 形 对 我 们 更 
适宜 了 .” 

Fourier 的 工作 渗透 到 几 个 主要 的 进展 之 中 . 除 促进 偏 微分 方 
程 的 理论 外 ,他 追 使 函数 概念 作 一 种 修改 . 假设 函数 > 王 工 在 区 间 
(一 r, x) A Fourier 级 数 (20) 表 示 出 来 , 则 这 级 数 的 性 态 就 在 每 
个 长 为 2r 的 区 间 上 重复 着 . 因此 这 级 数 给 出 的 函数 看 起 来 像 图 
28.1 所 显示 的 那样 . 这 样 的 图 数 不 能 用 单个 (有 限 的 ) 解 析 式 表 
示 , 然 而 Fourier 的 先驱 者 都 曾 坚持 一 个 函数 必须 是 可 用 单个 式 
子 表示 的 . 因为 对 所 有 z, 整 个 函数 y = x 不 能 用 级 数 表示 ,他 们 
就 不 能 看 出 任意 的 非 周期 函数 怎样 可 用 这 类 级 数 来 表示 了 . 虽然 
Euler 和 Lagrange 实际 上 都 曾经 对 特殊 的 非 周 期 函数 这 样 做 过 . 
Fourier 明白 ,他 的 级 数 也 可 以 表示 在 区 间 (0, zx) 或 (一 r,，r) 的 不 
同 部 分 有 不 同 解析 式 的 函数 ,不 管 这 些 表 示 式 互相 是 次 连续 地 接 
合 着 . 最 后 他 指出 ,在 Daniel Bernoulli 的 赞助 下 ,他 的 工作 解决 了 
天 于 驼 振 动 问题 的 解 的 争论 . Fourier 的 工作 标志 着 人 们 从 解析 函 
数 或 可 展 成 Taylor 级 数 的 函数 中 解放 了 出 来 . 以 下 的 事情 也 是 重 
要 的 :一 个 Fourier 级 数 在 一 整 段 区 间 上 表示 一 个 函数 , 而 一 个 
Taylor 级 数 仅 在 函数 是 解析 的 点 附近 表示 该 函数 (虽然 在 特殊 情 
形 下 其 收敛 半径 可 以 是 无 穷 大 ). 

我 们 已 经 注意 到 , Fourier 1807 年 的 论文 没有 很 好 地 被 巴黎 
科学 院 接受 ,文中 他 坚持 认为 任意 函数 可 以 展开 为 三 角 函 数 . La- 
grange 特别 坚决 地 否认 这 种 展开 的 可 能 性 . 虽然 他 仅仅 批评 了 该 
论文 缺乏 严密 性 ,但 他 确实 被 Fourier 所 持 的 函数 的 普遍 性 所 困 
i, AA) Lagrange 仍然 相信 函数 是 由 其 在 任意 小 区 间 上 的 值 所 决 
定 的 (这 对 解析 函数 是 正确 的 ). 事实 上 Lagrange 重 返 到 弦 振 动 问 
题 , 并 且 没 有 比 他 早期 工作 显示 出 更 好 的 洞察 力 , 而 坚持 为 Euler 
关于 任意 函数 不 可 能 展开 为 三 角 级 数 的 争论 辩护 . Poisson 后 来 确 
实 断 言 Lagrange 指出 过 任意 函数 可 以 表示 为 Fourier 级 数 ,但 
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Poisson 是 妨 尽 Fourier 的 ,他 说 这 话 是 为 了 抢夺 Fourier If] $5 25 
而 归 之 于 Lagrange. 

Fourier 的 工作 还 型 明白 了 只 一 件 在 18 世纪 Euler 和 La- 
grange 的 著作 中 还 不 清楚 的 事情 . 这 些 人 为 了 解 一 些 特殊 问题 ， 
已 经 把 函数 按 Bessel 函数 或 Legendre 多 项 式 展开 为 级 数 了 . PR 
BT LA RFF AR — f eC. Bessel 图 数 、Legendre 多 项 式 这 样 一 些 
函数 的 级 数 ,这 个 普遍 性 事实 是 由 Fourier 的 工作 揭露 出 来 的 . 他 
进一步 说 明了 施加 于 偏 微分 方程 的 解 的 初始 条 件 可 以 怎样 被 满 
足 , 因 此 推进 了 解 这 类 方程 的 技术 . Fourier 1811 年 的 那 篇 论文 ， 
虽然 到 1824 一 1826 年 才 发 表 , 但 当时 对 别人 是 易于 接受 的 ,他 的 
思想 最 初 是 勉强 地 得 到 承认 ,但 最 后 赢得 了 赞许 . 

Fourier 的 方法 立即 被 Siméon-Denis Poisson(1781 一 1840) 吸 
HX. Poisson 是 19 世纪 最 大 的 分 析 学 家 之 一 ,又 是 第 一 流 的 数学 物 
理学 家 . 虽然 他 父亲 要 他 学 医 , 但 他 却 先后 成 为 19 世纪 法 国 数学 
家 的 发 源 地 一 一 多 科 工 艺 学 校 的 学 生 和 教授 . 他 从 事 于 热 的 理论 
方面 的 工作 ,是 弹性 的 数学 理论 的 奠基 人 之 一 ,又 是 最 先 提出 把 引 
力 位 势 理论 移植 到 静电 磁 学 的 人 之 一 . 

Poisson 对 Fourier 关于 任意 函数 都 可 以 展开 为 函数 的 级 数 
的 证 据 有 极 深 刻 的 印象 ,以 至 他 相信 所 有 偏 微 分 方程 都 可 以 用 级 
数 展开 来 求解 ;这 级 数 的 每 一 项 本 身 是 一 些 函 数 的 乘积 ,每 个 函数 
是 一 个 独立 变量 的 函数 (参看 [10]). 他 想 , 这 些 展 开 式 包括 了 最 一 
般 的 解 , 他 还 相信 ,如 果 一 个 展开 式 发 散 , 就 意味 着 应 当 和 寻找 一 个 
以 其 他 函数 表 出 的 展开 式 . 当然 他 是 太 过 分 地 乐观 了 . 

AKAM 1815 年 起 Poisson 本 人 解决 了 许多 热传导 问题 ,并 使 
用 了 按 三 角 国 数 .IL.egendre 38 5X. Laplace 曲面 调和 函数 的 展开 
A 这 工作 的 某 一 些 我 们 将 会 在 以 后 碰 到 . Poisson 关于 热传导 方 
面 的 许多 工作 表述 在 他 的 书 《 热 的 数学 理论 》( Théorie mathéma- 
tique de la chaleur, 1835). 
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3. 封闭 解 ;Fourier 积分 

尽管 有 偏 微分 方程 的 Fourier 级 数 解法 的 成 功 与 冲击 ,19 世 
纪 主 要 努力 之 一 仍然 是 要 寻求 封闭 形式 的 解 , 即 用 初等 函数 及 
其 积分 表示 的 解 . 这 样 的 解 ,至 少 是 18 世纪 和 19 世纪 初 已 知 的 
类 型 的 解 , 在 计算 中 是 更 易于 掌握 的 ,更 明白 的 ,并 且 是 更 易于 
使 用 的 ， 

用 封闭 形式 解 偏 微 分 方程 的 最 重要 的 方法 是 Fourier 积分 ， 
它 起 源 于 Laplace 开创 的 工作 . 这 思想 应 当归 源 于 Fourier, 
Cauchy, Poisson, 把 这 个 重要 发 现 的 优先 权 妇 给 谁 是 不 可 能 的 ， 
因为 这 三 个 人 都 向 科学 院 宣 读 了 直到 一 个 时 期 以 后 才 发 表 出 来 的 
论文 ,但 每 人 都 听 过 别人 的 论文 ,无 法 从 出 版 物 中 确定 什么 东西 是 
每 个 人 取 自 口头 报告 的 . 

Fourier 在 1811 年 得 奖 论文 的 最 后 一 节 里 ,讨论 了 在 一 个 方 
向 延伸 到 无 穷 远 的 区 域内 热 的 传导 问题 . 为 了 得 到 这 类 问题 的 解 
答 , 他 从 有 界 区 域 的 热 方 程 的 解 的 普遍 形式 出 发 , 即 (参看 [10]) 


(21) u = Sa e™ cos Gn ， 
n=l 


其 中 e, 由 边界 条 件 确定 ,a, 由 初始 条 件 确定 . 这 时 Fourier 把 g, 
着 作曲 线 的 横 坐 标 , 把 w。 看 作曲 线 的 纵 坐 标 . 于 是 a, — Q(g,), 其 
中 Q 是 9 的 某 一 函数 . 然后 他 把 (21) 换 成 


(22) “= f; Q(q)e™ ‘cos qr dq 
并 设法 确定 Q. 他 回 到 关于 系数 的 公式 
a, = 2 ["$(2)e0s nxdz, 
T Jo 


其 中 所 工 ) 通 常 就 是 初始 函数 . 利用 把 a, 换 成 Q AE n frc q 的 “ 极 
限 过 程 ”, 他 得 到 
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(23) Q= Z | F(x)cos grda, 


m 
其 中 F(z) 是 偶 函 数 ,是 在 该 无 穷 区 域 上 给 定 的 初始 温度 . 然后 把 
(23) 用 于 (22) ,并 交换 积分 次 序 (Fourier 对 此 种 交换 不 怀疑 有 什 
么 问题 ) ,他 便 有 

2 


u = i| F(a)da| e *'cos qr cos ga dq. 
x Jo 0 


Fourier 然后 对 奇 函 数 F(x) 做 了 类 似 的 事 , 从 而 最 后 得 到 
(24) u 一 二 | Fo)da| ecos g(x — a)dq. 
这 样 , 解 便 被 表示 为 封闭 的 形式 了 . SH t= 0 u RE F(x), CW 
以 是 任何 给 定 的 函数 ,所 以 Fourier BRS WEE F(z), 
G5) F(z) = 二 | Fla)de] cos g(x —a)dy, 
这 便 是 任意 函数 的 Fourier 重 积分 表示 的 一 种 形式 . Fourier 在 他 
的 书 里 指出 ,如 何 用 这 个 积分 解 许多 类 型 的 微分 方程 . 一 个 用 法 是 
根据 这 样 的 事实 , 即 如 果 用 任何 方法 得 到 了 (24) , 则 (25) 就 表示 u 
满足 上 — 0 时 的 初始 条 件 . 另 一 个 用 法 更 为 明白 ,如 果 我 们 用 Eu- 
lerK AK e” = cos «+ isin x 把 Fourier 积分 写成 指数 形式 . 则 
(25) 变 成 
F(z) = | eda] Fée t da. 

这 个 形式 表明 ,F(z) 可 以 分 解 为 无 穷 多 个 具有 连续 变动 频率 q/2n 
和 振幅 为 5 [^ F(c)e “da 的 调和 分 量 ,而 通常 的 Fourier 级 数 
则 是 把 给 定 函数 分 解 成 无 穷 多 个 但 为 离散 的 调和 分 量 的 集合 . 

Cauchy 关于 Fourier 积分 的 导出 有 点 相似 , 载 有 此 事 的 论文 
《 波 的 传播 理论 》 获 得 了 巴黎 科学 院 1816 年 的 奖金 @. 此 文 是 对 流 
体 表面 上 波动 的 第 一 次 大 规模 的 研究 ,这 是 由 Laplace 在 1778 年 


© Mém. divers savans, 1,1827, 3 ~ 312 = Œuvres, (1),1,5 —318; th FW 
Cauchy, Nouv. Buil. dela Soc. Phil. , 1817, 121 ~ 124 = Œuvres , (2) ,2,223~227, 
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开辟 的 课题 . 虽然 Cauchy 建立 了 一 般 的 流体 动力 学 方程 ,但 他 差 
不 多 限于 研究 特殊 情形 . 特别 是 他 考虑 方程 

dg aq | 

a vas c0. 
其 中 g 就 是 后 来 称 为 速度 势 的 ,而 x 与 y 是 空间 坐标 . 他 未 加 说 明 
就 写 出 了 解 ( 参 看 [221) 
(26) a= | cos mre "f(m)dm, 
其 中 f(m) 至 此 还 是 任意 的 . 因为 在 曲面 上 y= 二 0,g 化 为 已 给 函数 
F(x), 


(27) F(r) = | cos mef Cm) dm, 
然后 Cauchy 证 明 
(28) fim) = 2 | cos muF (u)du. 


有 了 f(m) 的 这 个 值 后 就 有 
(29) F(x) = 2| | cos mzrcos muF (u)dudm. 


iX FÉ Cauchy 不 但 得 到 了 F(z) 的 Fourier 二 重 积分 表示 ,而 且 又 
有 了 fm) 到 F(x) AY Fourier 变换 及 其 道 变 换 . AET F(x), 
f(m) 就 由 (28) 确 定 ,并 能 用 于 (26). 

Cauchy 钻研 他 的 得 奖 论 文 后 不 久 , Poisson 就 发 表 了 关于 水 
波 的 主要 著作 《4 关于 波 的 理论 的 报告 ) 吕 (Poisson 不 能 争 奖 ,因为 
他 是 科学 院 的 成 员 ). 在 这 著作 中 他 用 与 Cauchy 大 致 相同 的 方式 
导出 了 Fourier #24}. 


4. 位 势 方程 和 Green 定理 
下 一 个 重要 的 发 展 以 位 势 方程 为 中 心 , 虽 然 其 主要 结果 , 即 


(D Mem. del’ Acad. des Sci. , Paris, (2),1,1816,71~186. 
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Green 定理 ,已 应 用 于 许多 其 他 类 型 的 微分 方程 . 位 势 方程 在 18 
世纪 关于 引力 的 研究 中 已 显露 头角 ,在 19 世纪 关于 热传导 的 研究 
中 又 出 现 了 ,因为 物体 内 的 温度 分 布 虽 然 逐 点 变化 着 ,但 当 它 不 随 
时 间 变 化 , 即 处 于 稳定 状态 时 ,(1) 中 的 工 就 与 时 间 无 关 , 从 而 热 
方程 就 化 为 位 势 方程 . 19 世纪 早期 在 重力 吸引 的 计算 中 仍 继续 强 
调 位 势 方程 ,但 被 静电 学 和 静 磁 学 的 新 的 一 类 应 用 加 强 了 . ix ENS 
球体 的 吸引 也 是 一 个 关键 问题 . 

Poisson? 对 用 位 势 方程 表述 重力 吸引 的 理论 作 了 一 个 更 正 . 
Laplace( 第 22 章 第 4 PUR AS 


(30) TY 


对 产生 重力 吸引 的 物体 的 内 部 或 外 部 任何 点 (z，y，z) 都 成 立 , 其 
HV Rr, y Ale WRR. Poisson 指出 ,如 果 (z，y，z) 在 吸引 体 
内 部 , 则 满足 

JV FV V 


a 
(31) 2 + y 十 本 了 =—Anp, 


da 
Herp nm Ly y, "em 虽然 (31) 仍 叫做 
Poisson 方程 ,但 像 他 自己 所 承认 的 ,他 对 其 正确 性 的 证 明 即 使 以 
那个 时 代 标 准 来 看 也 是 不 严密 的 . 

在 这 同一 篇 论文 中 ,说 到 当 电 荷 被 允许 自行 分 布 在 任何 导体 
表面 , 则 V 在 表面 上 的 值 必定 是 常数 时 ,Poisson 提请 注意 在 电 的 
研究 中 可 利用 这 函数 V. 在 别 的 论文 中 ,他 解决 了 许多 求 电荷 在 互 

邻近 的 诸 导 体 表面 上 分 布 的 问题 . 他 的 基本 原理 是 ,在 各 个 导体 
的 任何 一 个 的 内 部 ,静电 合力 必须 为 零 ， 

在 位 势 方 程 方面 ,尽管 有 Laplace, Poisson, Gauss 以 及 别人 
的 工作 ,但 关于 它 的 解 的 一 般 性 质 在 19 世纪 20 年 代 还 几乎 毫 无 
所 知 , 那 时 确信 通 积 分 必须 包含 两 个 任意 函数 ,一 个 给 出 解 在 边界 


D Nouv. Bull, dela Soc. Philo. , 3,1813,388— 392. 
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十 的 值 , 另 一 个 给 出 导数 在 边界 上 的 值 . 然而 在 温度 满足 位 势 方 程 
的 稳 态 热传导 情形 ,人 们 知道 只 要 温度 在 表面 上 给 定 了 ,整个 三 维 
物体 内 部 的 温度 或 热 分 布 就 确定 了 . 因此 在 位 势 方程 的 上 述 假定 
的 通 解 中 ,任意 图 数 之 一 必须 按 某 种 方式 由 某 一 个 别 的 条 件 固 定 
下 来 . 

在 这 点 上 ,通过 自修 而 成 功 的 英国 数学 家 George Green 
《1793 一 1841) 企 图 用 彻底 的 数学 方式 来 论述 静电 磁 学 . 1828 年 
Green 出 版 了 一 本 私人 印刷 的 小 册子 《关于 数学 分 析 应 用 于 电磁 
学 理论 的 一 篇 论文 》(An Essay on the Application of Mathemati- 
cal Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism ). 此 
文 未 受到 重 祝 , 直 到 William Thomson B: (Kelvin fi} 3, 1824— 
1907) 发 现 了 它 , 认 识 到 它 的 巨大 价值 , 才 把 它 发 表 于 《数学 杂 
is). Green 从 Poisson 的 论文 中 学 到 许多 东西 ,他 也 把 位 势 函 数 
的 概念 移 用 到 电磁 学 . 

他 从 (30) 式 开始 ,证 明了 下 述 定 理 : 设 U 与 V Ær, y, zz 的 任 
意 两 个 连续 函数 ,它们 的 导数 在 一 任意 物体 的 任何 点 上 都 不 为 无 
A. 其 主要 定理 断言 (我 们 将 用 AV. 表示 (30) 的 左边 ,虽然 Green 
没有 用 它 ) 


(32) [{[vavee + [fu 区 do 


= [[]vatian+ [[v Gas, 
n 


其 中 是 物体 表面 指向 内 部 的 法 向 ,dc 是 曲面 元 . 3E (32) 0525 
也 曾 由 俄国 数学 家 Michel Ostrogradsky(1801 一 1861) 证 明 过 ,他 
在 1828 年 @@ 把 这 定理 呈 给 了 彼得 堡 科学 院 . 

然后 Green 指出 V 和 它 的 每 个 一 阶 导数 在 物体 内 部 连续 这 


© Jour. für Math., 39,1850,73~89; 44,1852, 356 ~ 374;47,1854, 161 ~ 221 
= Green's Mathematical Papers , 1871 ,3~115, 
@ Mém. Acad. Sci, St, Peters, , (6),1,1831,39~53, 
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一 要 求 可 以 用 来 代替 V 的 导数 所 应 满足 的 边界 条 件 . 根据 这 一 事 
实 ,Green 用 V 在 边界 (其 函数 假设 已 给 定 ) 上 的 值 Y 和 另 一 个 具 
有 如 下 性 质 的 函数 U 来 表示 物体 内 部 的 V; (a)U 在 表面 上 必须 


为 0;(b) 在 内 部 一 个 固定 的 但 未 确定 的 点 P 上,U 像 二 那样 变 为 


无 穷 ,其 中 上 是 已 与 任何 男 一 点 间 的 距离 ;(c)U 在 内 部 必须 满足 
位 势 方程 (30). RU 已 知 ( 它 可 能 是 比较 容易 找到 的 ,因为 它 满 
足 比 Y 较 为 简单 的 条 件 ) ,那么 Y 在 每 一 内 点 可 以 表示 为 

4nV =- [Iv A de. 


Jp BUR EET E OLS U 沿 垂直 于 曲面 而 指向 物体 内 部 
方向 上 的 导数 . 不 用 说 , 的 坐标 包含 在 2< 内 ,而 且 是 在 P 处 的 变 
量 . 这 个 由 Green 引进 的 后 米 Riemann 称 之 为 Green 函数 的 函数 
U 已 成 为 偏 微分 方程 的 一 个 基本 概念. V 一 样 ,Green 用 "位 
势 函数 "的 术语 称 这 个 特殊 函数 [7, 他 求 得 位 势 方程 解 的 方法 与 
用 特殊 函数 的 级 数 的 方法 相反 , 称 为 奇异 点 方法 . 遗憾 的 是 , 函 
数 避 没 有 一 般 的 表达 式 ,也 没有 求 它 的 一 般 方法 . 在 这 件 事情 
上 ,Green 满足 于 对 电荷 所 产生 的 电位 的 情形 ,给 出 U 的 物理 
意义 . 

Green 应 用 他 的 定理 和 概念 于 电磁 学 问题 . 1833 年 他 又 着 手 
研究 变 密 度 粮 球体 的 引力 位 势 问题 0. 在 这 个 工作 中 ,Green 证 明 
T 8 V 在 物体 边界 上 给 定时 ,在 整 个 物体 上 刚好 有 一 个 函数 江 
RAV = 0, 没有 奇 点 ,有 给 定 的 边界 值 . 为 了 作出 他 的 证 明 ， 
Green 假定 了 存在 一 个 函数 极 小 化 积分 


eo — (IG) «GO (GE) e 
这 是 Dirichlet 原理 的 第 一 次 使 用 (参看 第 27 章 第 8 节 ). 


(QD Trans. Camb. Phil, Soc., 54,1835,395 一 430 = Mathematical Papers, 
187 —222. 
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Green 在 1835 年 的 这 篇 论文 中 ,做 了 许多 用 nn 维 代替 三 维 的 

工作 ,又 给 出 了 我 们 现在 叫做 超 球 面 函 数 的 重要 结果 , 它 是 La 
place 球面 调和 函数 的 推广 . 因为 Green 的 工作 在 一 个 时 期 内 没有 

出 名 ,所 以 ,其 他 一 些 人 独立 地 做 了 这 个 工作 中 的 某 些 部 分 . 

在 分 析 引 入 英国 后 ,Green 是 第 一 个 沿 着 大 陆 上 的 工作 线索 
前 进 的 英国 大 数学 家 . 他 的 工作 培育 了 数学 物理 学 者 的 庞大 的 剑 
桥 学 派 , 其 中 包括 William Thomson f+, Gabriel Stokes Bá E, 
Rayleigh i Hf AO Clerk Maxwell. 

4k Green 成 就 之 后 的 是 Gauss 1839 年 中 的 主导 性 著作 《与 距 
离 平 方 成 反比 而 作用 的 吸引 力 和 排斥 力 的 善 遍 定理 》 Gauss 严 
格 地 证 明了 Poisson 的 结果 , 即 在 作用 体内 部 一 点 处 成 立 AV = 
一 4ro, 而 2 满足 条 件 :在 该 点 及 周围 一 小 区 域内 连续 . 这 个 
条 件 在 作用 体 的 表面 上 是 不 满足 的 . ERAL, Y, Tg 
跳跃 . 

到 这 时 为 止 , 在 位 势 方程 和 Poisson 方程 方面 的 工作 ,都 假定 
了 解 的 存在 性 . Green 关于 存在 Green 函数 的 证 明 完 全 基于 物理 
的 理由 . 从 存在 性 观点 看 ,位 势 理论 的 基本 问题 是 要 证 明 存 在 一 个 
位 势 函数 V(William Thomson 在 大 约 1850 年 时 称 它 为 调和 函 
数 ), 它 的 值 在 一 个 区 域 的 边界 上 是 给 定 了 的 ,在 区 域内 满足 AV 
— 0. 人 们 可 以 直接 证 实 这 件 事 , 或 者 先 证 实 Green 函数 UU 的 存 
在 性 ,然后 再 从 它 得 到 V. 建立 Green 函数 或 六 本身 的 存在 性 的 
问题 称 为 Dirichlet 问题 或 位 势 理 论 的 第 一 边 值 问题 ,是 这 门 学 科 
中 的 最 基本 和 最 古老 的 存在 性 问题 . 当 V 在 边界 上 的 法 向 导数 已 
给 定时 RRAN V 使 其 在 区 域内 部 满足 AV = 0 的 问题 ,采用 莱 
比 锡 的 教授 Carl G. Neumann(1832—1925) [f] £4 E Il]. Neumann 


(QD Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins, Vol. 4, 1840 — 
Werke, 5,197-—242. 
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问题 . 这 个 问题 叫做 位 势 理论 的 第 二 基本 问题 ， 

一 条 通 向 建立 方程 AV = 0 的 解 的 存在 性 问题 的 路 径 ,Green 
已 经 采用 过 (请 看 [33]), 但 是 William Thomson 把 它 提 到 突出 地 
位 . 1847 ŒD Thomson 发 表 了 一 条 定理 或 原理 ,这 一 原理 在 英国 
以 它 的 名 字 命 名 ,在 大 陆 则 叫做 Dirichlet 原理 ,因为 Riemann 这 
样 称呼 它 . 虽然 Thomson 是 用 较为 普遍 的 形式 叙述 的 ,但 原理 的 
本 质 可 以 这 样 说 :曲面 S 把 区 域 分 为 内 部 区 域 T 和 外 部 区 域 T”， 
考虑 在 各 T' 上 分 别 有 连 续 二 阶 导 数 的 一 切 函 数 UU 的 集合 . 这 
ECRIRE U 处 处 连续 ,并 且 在 S 上 取 一 连续 函数 了 的 值 . 极 小 化 
Dirichlet 积分 


eo — raffle) «y y 
的 函数 V 就 是 满足 AV = 0 并 且 在 边界 S 取 值 为 了 的 一 个 函数 . 
(34) 和 AV 的 联系 在 于 : 按 变 分 学 的 意义 ,I 的 一 级 变 分 是 AV ,而 
对 于 极 小 化 的 V,AV 必须 是 0. 因为 对 于 实 的 UU, 了 不 可 能 是 负 
的 ,所 以 看 来 很 清楚 , 极 小 化 函数 V. 一定 存在 ,从 而 不 难 证 明 它 是 
唯一 的 .于 是 Dirichlet 原理 是 探讨 位 势 理论 中 Dirichlet 问题 的 一 
条 途径 . 

Riemann ff £i EA g 7j AM T. fe Dirichlet 问题 和 原理 本 
身 以 新 的 重要 性 . Riemann 在 他 的 博士 论文 中 关于 V 的 存在 性 的 
证明" 用 了 二 维 情形 的 Dirichlet 原理 ,但 像 他 自己 所 承认 的 ,这 
个 证 明 是 不 严格 的 . 

Weierstrass 在 他 的 1870 年 的 一 篇 文章 中 人 @ 对 Dirichlet 原理 
提出 批评 时 指出 , 极 小 化 函数 U 的 先 验 存在 性 是 不 为 正确 推理 
所 支持 的 . 对 一 切 连 续 可 微 函数 U( 它 从 内 部 区 域 到 指定 边界 值 


(QD Jour. de Math, ， 12,1847 ,493 一 496 = Cambridge and Dublin Math. Jour. , 
3,1848,84~87 = Math. and Physical Papers , 1,93~96, 
© 第 27 章 第 9 节 . 
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上 是 连续 地 变动 的 ) ,此 积分 有 一 个 下 界 , 那 是 对 的 . 但 是 在 连续 
的 可 微 的 函数 类 中 是 否 存在 一 个 水 数 U。, 达到 这 下 界 却 是 未 经 
证 明 的 . 

解 位 势 方程 的 另 一 技术 是 利用 复 函 数论 . 虽然 d'Alembert 在 
他 1752 年 的 著作 (第 27 章 第 2 节 ) 中 和 Euler 在 一 些 特殊 间 题 中 
已 经 用 这 技术 解 过 位 势 方程 ,但 直到 19 世纪 中 叶 复 函数 论 才 活跃 
地 应 用 于 位 势 理 论 . 函数 论 与 位 势 理 论 的 相依 关系 基于 如 下 事实 : 
如 果 utiv ez 的 一 个 解析 函数 , 则 “和 两 者 都 满足 Laplace 7j 
T£. 此 外 ,如 果 wu 满足 Laplace 方程 , 则 使 十 ip 解析 的 共 恩 函数 
必定 存在 (第 27 章 第 8 节 ). 

把 方程 Ou = 0 用 于 研究 流体 流动 时 ,函数 ulr, y RE 
Helmholtz 所 称 的 速度 势 , 而 这 时 9w/9x 和 away 就 表示 流体 在 任 
一 点 (z，2) 的 速度 分 量 . 在 静电 学 的 情形 ,wu 是 静电 位 而 auaz 和 
9u/9y 是 电力 分 量 .在 这 两 种 情形 下 ,曲线 wx — 常数 是 等 位 线 , 而 
IEF u= 常数 的 曲线 "= 常数 都 是 流 线 或 趋势 线 ( 电 力 线 ). m 
AX wx(z，?y) 叫 流 势 函数 . 由 于 这 个 函数 的 物理 意义 ,把 它 引 进来 显 
然 是 有 用 的 . 

在 解 位 势 方程 时 ,使 用 复 函 数论 的 一 个 优点 来 自 这 样 一 个 事 
实 , 即 :如 果 F(z) = F(z 十 iy) 是 解析 函数 ,因而 它 的 实 部 和 虚 部 
满足 AV = 0, 那么 经 过 变换 
(35) E= f(x, y),7= g(x,y), 
其 中 PE im, 
JE x Sy 变换 到 5H 7, gir S heb wR GE) = G(E+in), 
它 的 实 部 和 虚 部 也 满足 AV (E, 7) = 0. 现在 如 果 原 来 的 位 势 问 题 
AV = 0 必须 在 某 区 域 D 中 求解 ,那么 经 适当 选择 变换 ,变换 后 的 
方程 AV = 0 必须 在 区 域 D' 中 求解 ,而 D'uI AEM BAS. 这 里 Al 
用 保 角 变换 ,如 像 Schwarz-Christoffel 变换 ， 是 极为 有 益 的 . 

我 们 不 深入 讨论 复 函 数论 在 位 势 理 论 中 的 用 法 了 ,因为 它 的 
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用 法 的 细节 远 远 超出 解 偏 微分 方程 的 任何 基本 方法 论 . 然而 ,值得 
再 次 注意 的 是 ,许多 数学 家 拒绝 使 用 复 函 数 , 因 为 他 们 仍 对 复数 感 
RAZ. 在 剑桥 大 学 ,甚至 在 1850 年 ,还 用 繁 笨 的 手段 以 避免 牵涉 
fl £ eh AX. Horace Lamb 的 《流体 运动 的 数学 理论 教程 》( Treatise 
on the Mathematical Theory of the Motion of Fluids), Hh T 
1879 年 ,是 第 一 本 在 剑桥 承认 接受 函数 论 的 书 . 这 本 书 仍然 是 一 
本 经 典 著作 ( 今 称 为 《流体 动力 学 》( Hydrod ynamics) ). 


5. 曲线 坐标 

Green 引入 了 许多 主要 的 概念 ,其 意义 远 远 延伸 到 位 势 方程 
以 外 . 最 先 关注 热 方程 的 数学 家 兼 工程 师 Gabriel Lame(1795— 
1870) 引 入 了 另 一 个 主要 的 技巧 ,即使 用 曲线 坐标 系 , 它 也 可 以 用 
于 许多 类 型 的 方程 . Lame 于 1833 年 @ 指 出 , 热 方 程 仅 对 那些 表面 
垂直 于 坐标 平面 z= 常数 ,y= 常数 ,z= 常数 的 导体 是 解 出 来 了 . 
Lamé 的 想法 是 引入 新 的 坐标 系 和 相应 的 坐标 面 . 在 非常 有 限 的 
程度 上 说 ,这 事 已 由 Euler 和 Laplace 做 过 了 ,他 们 两 人 使 用 了 球 
Ab BK e, 0, $, 在 这 情况 下 ,坐标 面 6 — 常数 .9 = 常数 .$ 二 常数 分 
别 是 球面 .平面 、 锥 面 . 知道 了 从 直角 坐标 变换 到 球 坐 标的 方程 ， 
人 们 就 能 像 Euler 与 Laplace 所 做 的 那样 ,把 位 势 从 直角 坐标 变换 
到 球 坐 标 . 

新 坐标 系 和 坐标 曲面 的 价值 是 双重 的 . 第 一 ,在 直角 坐标 系 
中 ,一 个 偏 微分 方程 可 能 不 能 分 离 成 这 坐标 系 中 的 常 微分 方程 ,但 
在 另 一 坐标 系 中 可 能 是 可 分 离 的 . 第 二 ,物理 问题 可 能 需要 一 个 ， 
比如 说 , 椭 球 上 的 边界 条 件 ,这 样 的 边界 在 有 一 族 以 椭 球 面 组 成 从 
标 面 的 坐标 系 中 可 以 简单 地 表示 出 来 ,而 在 直角 坐标 系 中 必须 用 
相当 复杂 的 方程 . 此 外 ,在 所 采用 的 适当 的 坐标 系 中 经 变量 分 离 


(D Jour. del’ Ecole Poly. , 14, 1833,194 —251. 
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后 ,这 个 边界 条 件 变 成 恰好 可 应 用 于 所 得 常 微分 方程 中 的 一 个 
方程 . 

为 了 在 新 坐标 系 中 解 热 方程 的 特殊 目的 ,Lamé 引进 了 几 个 
ARTES Abb ZR COD. 他 的 主要 坐标 系 是 三 族 曲 面 ,由 下 列 方程 给 出 : 


2 2 2 
x y z 
Sta tas 1 SO, 
A b 2 C 


A À 
x 2 2 
"n ptg 1-9 
2 
T 二 一 1=0 


o yey 

REV >d D>’ >b >. 这 三 族 曲 面 是 椭 球 面 , 单 叶 双 曲 面 和 
双 叶 双 曲 面 ,它们 全 都 具有 相同 的 焦点 . 一 族 中 的 任 一 上 曲面 後 直 地 
交割 所 有 其 他 两 族 中 的 曲面 ,而 实际 上 是 在 曲率 线 上 交割 它们 的 
(第 23 章 第 7 节 ). 因此 空间 中 任何 点 有 坐标 (4, 4, v), BJ B 
经 过 该 点 的 曲面 的 4, RI v. 这 个 新 坐标 系 叫 做 椭 球 面 的 ,虽然 
Lame 曾 称 它 为 炳 贺 的 (这 一 术语 现 已 用 于 田 一 种 坐标 系 了 ). 

Lamé 把 稳 态 情形 ( 即 温度 不 依赖 于 时 间 ) 的 热 方程 ,即位 势 
方程 ,变换 到 这 些 坐 标 系 ,并 指出 他 能 用 变量 分 离 法 把 偏 微分 方程 
划 归 为 三 个 常 微分 方程 . 当然 这 些 方程 必须 在 适当 的 边界 条 件 下 
求解 . Lamé 在 1839 年 @@ 的 一 篇 论文 中 进一步 研究 了 在 三 轴 椭 球 
体 中 稳 态 的 温度 分 布 ,并 对 他 1833 年 论文 处 理 的 问题 给 出 了 一 个 
完全 解 . 在 这 1839 年 的 论文 中 他 又 引进 了 另 一 个 曲线 坐标 系 , 现 
在 称 为 球 锥 系 , 其 中 坐标 曲面 是 一 族 球 面 和 两 族 锥 面 . Lame 还 用 
这 坐标 系 解 过 热传导 问题 . Lame MRS TASK FAME 
导 的 论文 ,连同 1839 年 的 第 二 篇 论文 包含 在 同一 卷 《 数 学 杂志 》 
内 ,在 其 中 他 处 理 了 椭 球 体 的 一 些 特殊 情形 仿 . 


(D Annales de Chimie et Physique, (2) ,53,1833,190— 204. 
Q Jour. de Math, , 4,1839,126 — 163. 
© Jour. de Math, , 4,1839,351~385, 
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互相 正 交 的 曲面 族 的 课题 ,在 偏 微分 方程 的 求解 中 有 如 此 明 
显 的 重要 性 ,以 至 对 它 本 身 或 它 内 部 的 问题 的 研究 已 成 为 一 个 主 
BE. 在 1834 年 的 一 篇 论文 0 中 Lame 考虑 了 任何 三 族 互 相 正 交 的 
曲面 的 普遍 性 质 ,给 出 了 一 个 沿 用 至 今 的 技术 ;在 任何 正 交 坐标 系 
中 表示 偏 微分 方程 的 程序 . 

(Heinrich) Eduard Heine(1821 一 1881) 沿 着 Lame 的 思路 前 
进 . Heine 在 他 1842 年 的 博士 学 位 论文 中 外 ,不 仅 确 定 了 旋转 梢 
球体 内 部 的 ( 稳 态 温度 ) 位 势 ( 当 位 势 在 表面 的 值 已 给 出 时 ) , 而且 
还 确定 了 这 种 椭 球 体外 部 的 和 两 同 焦 旋 转 椭 球面 之 间 的 壳 体 的 
位 势 . 

Lame 对 他 和 别人 用 相互 正 交 的 坐标 系 所 完成 的 事 有 如 此 深 

刻 的 印象 ,以 至 认为 所 有 的 偏 微 分 方程 都 可 能 通过 导 找 通 当 的 从 

标 系 求解 . 后 来 他 认识 到 这 是 一 个 错误 . 1859 年 他 出 版 了 一 本 论 
整个 课题 的 书 一 一 《曲线 坐标 讲义 》(Lecons sur les coordonnées 
curvilignes ). 

虽然 把 三 族 互 相 正 交 的 曲面 用 作 坐 标 曲 面 不 能 解决 所 有 的 偏 
微分 方程 ,但 确实 开辟 了 一 个 新 技术 ,在 许多 问题 中 能 表现 其 优越 
性 .曲线 坐标 的 使 用 已 移植 到 其 他 偏 微 分 方程 . 例如 , Emile- 
Léonard Mathieu(1835 一 1900) 在 1868 年 的 一 篇 论文 中 令 , 处 理 一 
个 椭圆 薄膜 振动 问题 ,其 中 涉及 到 波动 方程 ,这 里 他 引入 了 柄 圆柱 
坐标 ,相应 于 这 些 坐 标的 函数 , 今 称 为 Mathieu 函数 (第 29 章 第 2 


节 ). 在 同一 年 Heinrich Weber(1842 一 1913) 研 究 方程 ER 


+ ku = 0 时 多 ,对 由 完整 椭圆 所 围 成 的 区 域 解 出 了 它 , 同 时 也 对 
由 两 个 同 焦 椭 贺 弧 和 与 椭 贺 弧 同 焦 的 两 个 双 曲 弧 围 成 的 区 域 解 出 


Jour. de l’ Ecole Poly, , 14,1834,191~288, 
Jour. fiir Math. , 26,1843,185~216. 

Jour. de Math. , (2),13,1868,137~ 203, 
Math. Ann. ，1 ,1869 ,1 一 36. 
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T "E. TENES IRURUX ili R 4E pc [5] £ D 0 2T] REP NT d S Re, ,这 
里 Weber 引进 了 在 这 坐标 系 中 便于 展开 的 函数 , 今 称 为 Weber PR 
数 或 抛物 柱 函 数 . Mathieu 在 他 的 《数学 物理 教程 (Cours de phy- 
sique mathématique ，1873) 中 ,讨论 了 包含 椭 球 体 的 新 问题 ,并 引 
入 了 其 他 更 新 的 函数 . 

Lamé 所 开创 的 想法 , 即 用 曲线 坐标 的 想法 ,还 只 是 描述 了 这 
一 工作 的 开端 . 许多 其 他 的 坐标 系 已 经 导入 ,用 变量 分 离 法 引出 的 
党 微 分 方程 ,求解 时 得 到 的 相应 的 各 种 特殊 函数 也 已 研究 过 了 @ . 
特殊 函数 的 这 个 理论 的 大 部 分 ,是 由 物理 学 者 在 具体 问题 中 , 当 他 
们 需要 这 些 函 数 及 其 性 质 时 所 创立 的 ( 亦 可 见 第 29 章 )， 


6. 波动 方程 和 退化 波动 方程 
偏 微分 方程 的 最 重要 的 类 型 也 许 是 波动 方程 了 . 在 三 维 空间 
中 ,其 基本 形式 是 


(36) aa ^ gr 


就 我 们 所 知 ,这 方程 在 08 世纪 就 已 经 引入 了 ,并 且 也 已 用 球 坐 标 
表示 出 来 . 19 世纪 时 波动 方程 的 新 用 途 被 发 现 了 ,特别 是 在 萌芽 
时 期 的 弹性 领域 . 各 种 形状 的 固体 在 不 同 的 初始 条 件 和 边界 条 件 
下 的 振动 以 及 波 在 弹性 体 中 的 传播 产生 一 大 堆 问 题 . 进一步 研究 
声 和 光 的 传播 引起 成 百 个 附加 问题 . 

在 变量 可 分 离 的 场合 , 解 (36) 的 技巧 与 Fourier 解 热 方程 和 
Lamé 用 某 一 曲线 坐标 系 表示 位 势 方 程 后 所 做 的 没有 差别 . 
Mathieu 用 曲线 坐标 经 变量 分 离 而 求解 波动 方程 是 成 百 篇 论文 中 
的 典型 . 

(D M William E. Byerly 的 An Elementary Treatise on Fourier Series, Dover 


(reprint), 1959, Ej E. W, Hobson, The Theory of Spherical and Ellipsoidal Har- 


monics, Chelsea (reprint), 1955, 
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处 理 波 动 方程 的 另 一 类 完全 不 同 的 重要 结果 是 把 方程 作为 整 
体 对 待 而 得 到 的 . 第 一 个 这 样 的 主要 结果 是 论述 初 值 问题 的 ,这 要 
追溯 到 Poisson, 他 在 1808 到 1819 年 期 间 研究 过 这 个 方程 . 他 的 
主要 成 就 是 一 个 关于 波 ulr, y, z, 加 传播 的 公式 ,其 初始 状态 
由 初始 条 件 
(37) u(r, y, z, 0) = ph(r, y, z), 

u(r, y, z, 0) = hr, y, z) 

描述 ,而 波 w 满足 偏 微分 方程 
其 中 a 是 常数 . 其 解 x 由 下 式 给 出 : 
(39) u(x, y, z, t) 


(38) 


a $i; (x d- atsin $cos 0, y+ atsin $sin 0， 
^ ana 
z + atcos $)atsin $d0d$ 
tL zr $s (x d- atsin $cos 0, y+ atsin $sin Ø, 


z + atcos $)atsin $d8d$, 

其 中 8 与 $ 是 普通 的 球 坐 标 . 积分 区 域 是 以 具有 坐标 z+，y, z 的 点 
P 为 中 心 ,以 at 为 半径 的 球 Sa RM. 

Poisson 的 结果 意味 着 什么 ,为 了 得 到 这 方面 的 某 些 启 示 , 让 
我 们 来 考虑 一 个 物理 例子 . 假如 初始 扰动 是 由 边界 为 S 的 物体 V 
(图 28. 2) 发 出 ,使 得 加 SH 定义 在 V 上 并 在 V 外 为 0. 我 们 说 这 
初始 扰动 在 V 上 被 局 部 化 了 . 从 物理 上 看 是 一 个 波 从 V 发 出 并 向 
空间 扩展 出 去 . Poisson 的 公式 告诉 我 们 在 V 外 任 一 点 P, y, 
EEE 令 d 与 D 表示 PP 到 V 上 的 点 的 最 小 与 最 


大 距离 . 当 : < £ 时 ,(39) 中 的 积分 为 零 , 因 为 积分 区 域 是 中 心 在 


(D Mem. del’ Acad. des Sci. , Paris, (2),3,1818,121~176. 
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图 28. 2 


PE EN at 的 球 S, WAKA. 因为 加 与 四 在 Sec 上 是 0, 于 是 函数 
u 在 P 处 是 0. 这 意味 着 从 S 扩 展 出 来 的 波 还 没有 达到 了 P. 在 := 


所 时 , 球 5。 刚刚 接触 到 S, 因 此 从 S 发 出 的 波 的 波 前 到 达 P. 当 1 


在 :一 和 和 + = 全 之 间 时 , 球 S. 交 割 Y, 所 以 x(P, 1) 2 0. 最 后 
对 :> D/a, 球 5, 将 不 与 S 相交 (整个 区 域 V 属于 S。 的 内 部 ), 即 
是 说 ,初始 扰动 已 经 通过 了 P. 所 以 又 有 zx(P, 0) = 0. Ac D 


相应 于 波 的 尾 缘 通过 P. 在 任何 给 定 的 时 刻 1, 波 的 前 缘 呈 曲面 形 
状 , 把 扰动 已 到 达 的 点 和 尚未 到 达 的 点 分 开 . 这 个 前 缘 是 中 心 在 
S .半径 为 at 的 一 族 球 面 的 包 络 . 在 时 刻 t+, 波 的 后 缘 是 一 个 曲面 ， 
把 还 存在 有 扰动 的 点 与 扰动 已 经 过 去 的 点 分 开 . 于 是 我 们 看 到 ,在 
空间 局 部 化 了 的 扰动 在 每 一 点 P 引起 的 效果 仅仅 持续 有 限时 间 . 
此 外 这 波 (扰动 ) 还 有 前 缘 和 后 缘 . 这 整个 现象 叫做 Huygens 
原理 ， 

解 波动 方程 初 值 问题 的 一 个 完全 不 同 的 方法 是 Riemann 在 
研究 有 限 振幅 声波 传播 的 过 程 中 创立 的 PD. 他 考虑 可 写 为 如 下 形 
状 的 二 阶 线性 微分 方程 : 
235 
其 中 D, E, 下 是 xz 和 y 的 二 阶 可 微 的 连续 函数 . 问题 是 在 知道 了 


(D Abh. der Ges. der Wiss. zu Gött. , B, 1858/1859, 43~65 = Werke , 156—178, 


E 2u pu gs 
(40) Liu) = Dares) + Fu = 0, 
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Pr ABER D Hj u 和 9u/9n( 意 即 知道 9u/9x 和 9u/9y) 时 ,去 求 出 在 任 
意 点 处 的 u( 图 28. 3), 他 的 方法 依赖 于 找 一 个 函数 v (|. Rie- 
mann PK a FEBR SO ©, EAE BLS ATR ASA 7 FE 

Ju  da(Dv) 293(Ev) 


(1) — Mo) = gre — +t = 0 
和 其 他 一 些 我 们 即将 详细 说 明 的 条 件 . 
y P, 
T 
weg 
Pi ven P(g.n) 
al ; 
28.3 


Riemann 引入 通过 P 的 特征 (他 没有 用 这 个 名 词 ), x 二 《和 
y = TERR PP, 和 PPs. 现在 把 广义 Green 定理 (二 维 情形 ) 应 
用 于 微分 表示 式 L(w). 为 了 简明 地 表示 这 定理 ,我 们 引进 


1 du du 
X= (v55— u$.) Duv 
1 Ju ov 
Y — 5 (v5* u S9 )+ Ew. 
T & Green 定理 说 
_ (aX, ay 
(42) | (ot Go = uM (w) Jas | (+z es 


= | {Xeos(n, x)+Ycos(n, y)}ds, 


其 中 S 是 图 中 的 区 域 ,C 是 S 的 整个 边界 ,cos(n, x) 是 C 的 法 线 
方向 和 xz 轴 间 夹 角 的 余弦 . 
除了 满足 (41),Riemann 对 v KBR 


D “与 基本 解 或 Green 函数 不 一 样 ， 


6、 波 动 方程 和 退化 波动 方程 rn 
(aju=1 EPR, 
(43) (b) $5 — Du = 0 在 z= 二 &€ 上 ， 


()9  —Ev—0 在 y=7 上 0. 


EHRE M(v) = 0 与 条 件 (43), 并 算出 C 上 的 曲线 积分 ,Rie- 
mann 得 到 
(44) u(&, 9) 一 | 1Xeos(n, r)--Ycos(n, y)}ds 


1 
+5 Gn)», + Qn)», |. 


这 样 ,在 任意 点 了 处 & WA u, 9u/9n, v IIn Ær LAY 
值 及 wu 和 wv 在 Pi 与 P, 处 的 值 给 出 来 了 . 

现在 “在 已 与 已 已 给 出 . 函数 本身 必须 从 求解 M(v) — 0 
得 出 并 满足 条 件 (43). Riemann 方法 取得 的 成 就 在 于 :把 原来 关于 
u 的 初 值 问题 变 成 关于 wv 的 另 一 类 初 值 间 题 . 而 第 二 个 问题 通常 
较 容易 求解 . 在 Riemann 的 物理 问题 中 , 找 出 "来 特别 容易 . 然而 
这 样 的 v 的 存在 性 一 般 说 来 不 是 由 Riemann 证 明 的 ， 

刚才 所 述 的 Riemann 方法 仅 对 以 二 元 波动 方程 ( 双 曲 方程 ) 
作为 例子 的 那 类 方程 有 用 ,而 不 能 直接 推广 . 把 这 个 方法 推广 到 多 
于 两 个 独立 变量 时 , 遇 到 了 Riemann 函数 在 积分 区 域 边界 上 变 为 
奇异 从 而 使 积分 发 散 的 困难 , 这 方法 已 经 被 推广 ,但 以 增加 复杂 性 
为 代价 . 

用 其 他 方法 解 波动 方程 的 进展 是 与 所 谓 稳 态 问题 密切 联系 
的 , 它 导致 简化 的 波动 方程 . 波动 方程 就 其 形式 本 身 来 说 ,是 包含 
时 间 变 量 的 . 在 许多 物理 问题 里 ,如 果 人 们 感 兴趣 的 是 简单 谐 波 ， 
就 假设 “= wlr, y, z)e* ,把 它 代入 波动 方程 就 得 到 


(D HÆRE, o 是 四 个 变量 5,?,，z 和 y 的 函数 . 作为 z+, y 的 函数 , 它 满足 方程 
M(v) = 0. 
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20, — Fw Fw Fw 2a, — 
(45) Aw + k w= oe 3g as T kw = 0, 


这 就 是 退化 波动 方程 或 Helmholtz 方程 .方程 Awt+ Ew — 0 RAR 
所 有 调和 的 .声音 的 ,弹性 的 .电磁 学 的 波 .正当 较 老 的 作者 满足 于 
寻找 特殊 积分 的 时 候 , Hermann von Helmholtz(1821—1894) Æ 
他 论 一 端 开放 的 管道 内 (风琴 管 ) 空 气 振动 的 著作 里 ,给 出 了 关于 
这 个 方程 的 解 的 第 一 个 普遍 的 研究 @. 他 关注 传 音 的 问题 ,其 中 w 
是 一 个 作 谐 振动 的 气体 的 速度 势 ,k 是 由 空气 弹性 和 振动 频率 确 
定 的 常数 ,4 是 波长 ,等 于 2r/&. 应 用 Green 定理 ,他 证 明了 ;Aw 十 
kw — 0 的 任 一 个 在 给 定 区 域内 连续 的 解 可 以 表示 为 区 域 表面 上 
激发 点 的 单 层 和 双 层 效应 . 把 e^" /4nr 作为 Green 定理 中 的 一 个 
函数 ,他 得 到 


(46) w(P) =— ull e Seas e Do {fw 2- (as, 
Hh r don P 到 边界 上 变动 点 的 距离 . 这 样 ,在 求解 区 域内 任 一 
Fk P Ab w 就 由 zw Saw/an 在 边界 S 上 的 值 给 出 . 

19 世纪 伟大 的 德国 数学 物理 学 者 之 一 ,Gustav R, Kirchhoff 
(1824 一 1887) 使 用 Helmholtz 的 工作 求 得 了 波动 方程 初 值 问题 的 
男 一 个 解 .假定 Aw+ kw — 0 是 得 自 

F u 


JE = t Au, 
HRES u= we” DAR = o/c. 于 是 (46) 可 写 为 
u ENDE ett Ove) du 
(47) u(P, t) = all — Has 


T AIE ». (一 一 Jas. 


这 个 公式 被 Kirchhoff 推广 了 . 如 果 令 $( 四 是 u EA e 时 边界 上 


D Jour. fiir Math., 57,1860,1-- 72 = Wissenschaftliche Abhandlungen , 
1,303— 382. 
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9 . 
任 一 点 (z，y，z) 处 的 值 ,并 令 f(r) 是 于 相应 的 值 , 则 Kirchhoff 


uH fO 
(48) u(P, t) = reall fia oras 
1 ff『 2 /$lt— 670] 
* ill 3 r jas. 
其 中 假定 在 最 后 一 项 中 关于 a 的 微分 仅 在 r 明显 出 现 于 分 子 分 母 


两 者 时 才 应 用 于 7x. 这样 ,在 处 的 就 用 * SS pee REA E 


围绕 PP 点 的 闭 曲面 上 的 值 表 出 . 这 结果 叫 作 声学 的 Huygrens 原 
理 , 是 Poisson 公式 的 推广 

我 们 已 经 注意 到 Riemann 用 了 稍 较 广义 的 Green 定理 . 用 到 
JE DG 7j EY Green 定理 的 完全 推广 也 称 为 Green 定理 ,来 源 
于 Du Bois-Reymond(1831—1889) f$ — $336 X. O ffi Darboux 的 局 
Cth it — AR 38 iE) Théorie générale des surfaces) ;两 者 都 引 
用 了 Riemann 1858/1859 年 的 论文 . 如 果 给 定 的 方程 是 
L(u) = ATE + 2B + CTR DE EDU Fu =0, 
其 中 系数 都 是 x 与 y 的 函数 .在 wx、v 与 其 一 阶 、 二 阶 导数 都 连续 
的 假定 下 ,在 z-y 平面 的 任意 区 域 R 上 积分 乘积 刀 (x). 于 是 由 
分 部 积分 就 得 到 广义 的 Green 定理 : 

[Jem cwardy = [ [et (u)dzdy — [(Qdy— Paz), 


HBR Ra RNAS, PR UR T RAWAL A 


_ 9? (Av) 39'(Bv) , a! (Cv) 
Mo) = ae t? ay + ay? 
3( Dv) | 3(Ev) 

Ir Jy + Fu, 


(D Sizungsber. Akad. Wiss. zu Berlin, 1882 ,641~669=Ges, Abh. , 2, 22 ff. 
@ Jour, für Math. , 104,1889,241-— 301. 
@ Vol. 2, Book WV, Chap. 4,2nd ed, , 1915. 
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a a du du 
P = Blu 54 -u Se e (vous) 
aB 3C 
-(E-5: - sw. 
du dv du Qu 
Q= A(v st - «5s Bv ay) 
dA 3B 
+ (D-3 5 e 
M(v)& L(u) jd gm X, Mo) — 0 i Sg D E. 反之 ， 
L(u)ié M(o) FER. 


Green 定理 的 重要 性 在 于 它 能 用 于 求 得 某 些 偏 微 分 方程 的 
解 . 例如 ,因为 椭圆 型 方程 总 能 够 写成 


L(u) = but ast to +ou =0 
的 形式 ,于 是 


M(v) = Ay— 260v) _ Hb) | i =o. 


Ox dy 
S v EREDETRE, CHAR ACS, 7) GY RAE BRA 
穷 ; 就 是 说 , 它 的 性 态 相 同 于 

v= Ulogr+V, 
Kr RA, 7) 到 (rz, y) 的 距离 ;U 与 六 在 所 考虑 的 区 域 民 内 
是 连续 的 ;并 且 辽 是 标准 化 了 的 ,因而 1 0) = 1. WEEE, 9) 
包围 在 一 个 圆 内 ,把 它 从 积分 区 域 中 剔 出 来 .于 是 , 当 此 圆 收缩 到 
(E, 力 时 ,由 广义 Green 定理 给 出 


(49) 2nu(€, 7) =~ [fot (drdy 


IE E —u = + (acos(n, x) + bcos(n, y) duc |ds, 


其 中 的 n WFR TE Tl DK a ob BB BR E EB) , Ba eB Ht I 
在 边界 上 . AA u 满足 L(w) = 0; 如 果 我 们 知道 v, 并 且 在 边界 上 
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u jauan 已 给 出 (两 者 都 不 是 任意 的 ) ,那么 我 们 就 把 表示 成 
了 单 积 分 . 函数 叫做 Green 函数 . 然而 常常 把 vw 在 R 的 边界 上 
为 0 的 条 件 附加 到 Green 函数 的 定义 中 去 . Green 定理 的 这 个 用 
法 已 发 展 到 各 种 特殊 情形 和 各 种 推广 . 


7. 偏 微分 方程 组 

18 世纪 时 ,流体 运动 的 微分 方程 显现 为 第 一 个 重要 的 偏 微分 
方程 组 . 19 世纪 时 创建 了 三 个 更 为 基本 的 方程 组 :粘性 介质 的 流 
体 动力 方程 ,弹性 介质 方程 和 电磁 理论 方程 ， 

当 有 粘性 出 现时 (实际 上 总 是 这 样 ) ,流体 运动 方程 的 获得 经 
H TIIE. Euler 已 经 给 出 了 无 粘性 流体 运动 的 方程 . 从 
Lagrange 所 处 的 时 代 起 ,就 已 经 认识 到 有 速度 位 势 存在 和 无 速度 
位 势 存 在 的 流体 运动 之 间 的 本 质 差别 . 经 与 弹性 理论 的 形式 类 比 
和 分 子 受 排斥 力 激活 的 假设 的 启发 ,多 科 工 艺 学 校 和 交通 工程 学 
校 的 力学 教授 Claude L. M. H. Navier(1785—1836 4E. 1821 年 得 
到 了 基本 方程 中 . 像 今天 被 确认 的 那样 , Navier-Stokes 方程 是 


Du _ jy 25, 1, 90 
PH, = OX ar 3^3 cT4^u 
Dv _ ap, 1, 90 

(50) Pp, PY a + aus Bio, 
Dw | 72 ab 1,90 


其 中 A 有 通常 意义 ;Pp 是 流体 的 密度 ;p BH iu, v, w 是 流体 在 
时 刻 : 时, 在任 一 点 (+,y, z) 处 的 速度 分 量 ;X, Y, Z 是 一 个 外 力 
的 分 量 ; 常 数 w 依赖 于 流体 的 性 质 ,叫做 粘性 系数 ;导数 D/ De 具 


(D Mem de l' Acad. des Sci. , Paris, (2),1827,375— 394, 
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有 第 22 章 第 8 节 解 释 的 意义 . 对 于 不 可 压缩 的 流体 ,9 = 0. 

这 些 方程 也 被 Poisson 在 1829 年 由 得 到 . 之 后 ,又 被 剑桥 大 学 
数学 教授 George Gabriel Stokes(1819 一 1903) 在 他 的 论文 《关于 
运动 流体 内 部 摩擦 的 理论 ?名 中 根据 连续 介质 力学 重新 导出 . 
Stokes 力图 说 明 在 所 有 已 知 液体 中 的 摩擦 作用 , 它 把 动能 转化 为 
热 而 引起 运动 衰减 . 液体 由 于 其 粘性 而 附着 于 固体 的 表面 ,因而 对 
它们 作用 着 切 向 力 . 

弹性 的 学 科 是 由 Galileo, Hooke, Mariotte 黄 基 的 ,而 由 Ber- 
noulli 家 族 和 Euler 培育 的 . 但 这 些 人 只 处 理 了 一 些 特 殊 问题 . 为 
了 解决 这 些 问 题 ,他 们 关于 梁 . 杆 和 板 在 应 力 ,压力 或 荷载 下 是 怎 
样 变动 的 提出 了 专门 的 假设 . 严格 意义 上 的 理论 是 19 世纪 创立 
HJ. 从 19 世纪 初叶 起 ,许多 伟大 人 物 持续 地 致力 于 获得 主 室 弹性 
介质 (包括 空气 ) 的 行为 的 方程 . 这 些 人 主要 是 工程 师 和 物理 学 家 . 
在 他 们 之 中 Cauchy 和 Poisson 是 大 数学 家 ,虽然 Cauchy 按 其 所 
受 的 训练 说 来 是 个 工程 师 . 

弹性 问题 包括 :物体 在 应 力 下 的 行为 ,其 中 要 考虑 它们 将 取 什 
么 平衡 位 置 ;物体 在 一 个 初始 扰动 或 一 个 连续 作用 力 驱动 时 的 振 
动 ;以 及 在 空气 或 固体 的 情形 下 , 波 通过 它们 的 传播 . 在 19 世纪 ， 
大 约 在 1820 年 ,出现 了 由 物理 学 家 Thomas Young(1773—1829) 
和 工程 师 Augustin-Jean Fresnel(1788 一 1827) 开 创 的 光 的 波动 理 
论 ,于 是 对 弹性 学 的 兴趣 就 增 浓 了 . 光 被 看 作 是 波 在 以 太 中 的 运 
动 ,而 以 太 被 认为 是 一 种 弹性 介质 . 因此 光 通 过 以 太 的 传播 就 成 为 
一 个 基本 问题 . 19 世纪 初期 ,对 弹性 学 引起 强烈 兴趣 的 另 一 个 刺 
BE Ernst F. F，Chladni(1756 一 1827) 关 于 玻璃 和 金属 的 振动 的 
实验 (1787) ,他 指出 了 波 节 线 . 这 些 应 与 声音 有 关 , 例 如 与 振动 鼓 


(D Jour. del’ Ecole Poly. , 13,1831,1~74, 
@ Trans. Camb. Phil. Soc. , 8, 1849, 287~ 319 = Math. and Phys. Papers, 
1,75~129, 
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面 发 出 的 声音 有 关 . 

求 得 弹性 学 基本 方程 的 工作 是 长 期 的 和 充满 陷阱 的 ,因为 对 
于 物质 内 部 或 分 子 结构 知道 得 很 少 , 所 以 把 握 任何 物理 原理 都 是 
困难 的 . 对 于 固体 .空气 .以太 所 作 的 假设 随 着 作者 的 不 同 而 不 同 ， 
并 且 是 互相 争执 着 的 . 对 于 以 太 的 情形 ,人 们 推测 它 是 穿 过 固体 
的 ,因为 光线 通过 某 些 固 体 ,并 被 男 一 些 固 体 所 吸收 ,而 以 太 分 子 
同 固体 分 子 的 关系 也 提出 了 极 大 的 困难 . 我们 不 打算 追究 弹性 体 
的 物理 理论 ,即使 今天 我 们 的 理解 也 是 不 完全 的 . 

Navier 是 第 一 个 (1821) 研 究 弹性 体 平衡 和 振动 的 普遍 方程 
的 人 . 他 把 材料 假设 为 各 向 同性 ,因而 各 方程 只 包含 表示 物体 性 质 
的 单独 一 个 常数 .到 1822 年 ,经 Fresnel 工作 的 刺激 ,Cauchy FE 
了 另 一 条 通 向 弹性 理论 的 途径 久 , Cauchy 的 方程 包含 表示 物体 材 
料 的 两 个 常数 ,对 各 向 同性 的 物体 来 说 ,其 方程 是 

(A+#) 20 + nu = pre 


ag au 
(àa +u) Jy 十 KAv = ETE 


(51) ag 3 
一 一 w 
(A+#) = + Haw — p 5 ， 
_ du, 9v | dw 
g 元 1 Jy Oe" 


这 里 u, v, w 是 位 移 分 量 ,9 叫做 膨胀 系数 ,A Ae 是 物体 或 介质 
的 常数 . 对 一 般 的 非 各 向 同性 介质 来 说 ,方程 是 十 分 复杂 的 ,而 把 
它们 普遍 地 写 出 来 可 能 是 乏味 的 . 这 些 方程 是 由 Cauchy 给 
tH ng o. 

19 世纪 对 科学 和 技术 带 有 巨大 冲击 的 最 壮观 的 胜利 是 


(D Mem. del’ Acad. des Sci. , Parts, (2),7,1827,375— 394. 
© Erercices de math, , 1828 = Œuvres, (2),8,195— 226, 
© Exercices de math. , 1828 = Œuvres , (2),8,253— 277, 
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Maxwell 在 1864 年 关于 电磁 学 规律 的 导出 中 Maxwell 利用 无 数 
先辈 们 特别 是 Faraday 关于 电 和 磁 的 研究 引入 了 位 移 电 流 的 概 
念 一 一 无 线 电 波 是 位 移 电 流 的 一 种 形式 一 一 并 且 用 这 个 概念 确切 
地 表述 了 电磁 波 的 传播 . 他 的 方程 有 四 个 ,最 方便 的 是 用 后 来 为 
Oliver Heaviside 采用 的 向 量 形式 叙述 ,包含 电场 强度 ,磁场 强 
度 互 , 介 电 系数 ,介质 的 磁 通 率 上 ,和 电荷 密度 o. 这 些 方程 是 


(52) curl = L ED eurl g =— L2. 

(53) div cE = e,div uH = 0 9, 

前 两 个 方程 是 主要 的 方程 ,等 于 六 个 标量 ( 非 向 量 ) 的 偏 微分 方程 ， 
位 移 电 流 是 9(eE )/21. 


正 是 对 这 些 方程 的 研究 ,使 Maxwell 预言 电磁 波 以 光速 通过 
空间 . 基于 两 速度 相同 ,他 勇敢 地 断言 光 是 电磁 现象 . 这 是 一 个 从 
他 那 时 代 起 已 被 详尽 地 证 实 了 的 预言 . 

大 家 知道 ,没有 解 任何 上 述 方程 组 的 普遍 方法 . 然而 ,19 世纪 
的 人们 渐渐 认识 到 在 偏 微分 方程 的 情形 下 ,不管 是 单个 方程 还 是 
方程 组 , 通 解 几乎 不 像 初始 条 件 和 边界 条 件 已 给 定 的 特殊 间 题 的 
解 有 用 ,在 这 种 情形 下 实验 工作 也 可 能 帮助 作出 有 用 的 简化 假定 . 
Fourier,Cauchy,Riemann 的 著作 促进 了 这 事 的 实现 . 关于 使 这 些 
方程 组 特殊 化 的 许多 初 值 和 边 值 问题 的 求解 工作 是 大 量 的 ,在 这 
世纪 中 几乎 所 有 的 数学 家 都 研究 过 这 类 问题 . 


8. 存在 性 定理 
当 18 和 19 世纪 的 数学 家 们 创立 了 大 量 业 型 的 微分 方程 时 ， 
他 们 就 发 现 解 出 很 多 这 些 方 程 的 方法 是 不 合用 的 . 在 多 项 式 方程 


(D Phil, Trans, , 155,1865,459~512 = Scientific Papers, 1,526~597. 
© ”关于 curl 和 div 的 意义 见 第 32 BH 5 节 . 
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的 情形 , 解 四 次 以 上 方程 的 努力 失败 后 ,Gauss 转 而 去 证 明 根 的 存 
在 性 (第 25 章 第 2 节 ). 和 这 种 情况 有 点 相像 ,在 微分 方程 的 工作 
中 , 若 求 出 了 显 解 , 则 这 一 事实 本 身 就 证 得 了 存在 性 ;而 求 显 解 的 
失败 就 使 数学 家 转 而 去 证 明 解 的 存在 性 . 这 样 的 证 明 即 使 并 不 显 
示 出 一 个 解 或 把 解 表 为 有 用 的 形式 ,但 仍 满足 多 种 目的 , 几乎 在 所 
有 的 情形 下 ,微分 方程 都 是 物理 问题 的 数学 描述 . 因为 没有 什么 东 
西 可 以 有 效 地 保证 数学 方程 可 以 求解 ,所 以 解 的 存在 性 证 明 至 少 
会 保证 解 的 寻求 不 是 作 无 谓 的 尝试 . 存在 性 的 证 明 还 会 回答 这 样 
的 问题 :关于 给 定 的 物理 情况 ,我 们 必须 知道 些 什 么 ,就 是 说 ,什么 
初始 条 件 和 边界 条 件 保证 有 一 个 解 , 并 且 最 好 是 保证 有 了 唯一 的 解 . 
另外 有 些 目标 ,在 存在 性 定理 工作 开始 之 初 可 能 没有 想像 到 ,现在 
立即 被 认识 到 了 . 解 是 否 随 着 初始 条 件 连 续 地 变动 ? 或 者 当初 始 
条 件 或 边界 条 件 稍稍 变化 时 是 否 有 完全 新 的 现象 产生 ? 例如 ,由 
行星 的 一 个 初始 速度 值得 到 的 抛物 轨道 ,作为 初始 速度 稍微 变化 
的 结果 ,可 以 变 成 椭圆 轨道 . 轨道 上 这 样 的 差异 在 物理 上 是 最 有 意 
义 的 . 更 进一步 , 解 问题 的 某 些 方法 论 , 如 像 Dirichlet 原理 或 
Green 原理 的 运用 ,都 预先 假定 了 一 个 特 解 的 存在 . 这 些 特 解 的 存 
在 性 并 没有 建立 起 来 . 

在 我 们 给 出 关于 存在 性 定理 的 工作 的 某 些 简短 叙述 之 前 ， 
先 说 明 偏 微分 方程 的 一 种 分 类 可 能 是 有 帮助 的 ,这 种 分 类 实际 
上 是 在 这 世纪 相当 晚 的 时 候 才 作出 的 . 虽然 Laplace 和 Poisson 
已 用 把 这 些 方程 划 归 为 正规 或 标准 形式 的 办 法 对 分 类 作 了 某 些 
努力 ,但 Du Bois-Reymond 引入 的 分 类 现在 已 成 为 标准 的 了 . 
1839 年 由 他 用 特征 线 方法 (第 22 章 第 7 节 ) 把 最 一 般 的 齐 次 二 阶 
线性 方程 
(54) REUS. 


Fu Ju du u 
FT CP Teg ta =0 


(D Jour. für Math. , 104,1889,241— 301. 
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进行 了 分 类 ,方程 中 的 系数 都 是 zx y. 的 函数 ,这 些 系 数 和 它们 
的 一 阶 和 二 阶 导 数 都 是 连续 的 . 特征 曲线 到 z-y 平面 的 投影 (这 
些 投影 也 叫 特 征 ) 满 足 

Tdr’? — Sdxdy + Rdy! = 0. 
特征 为 虚 值 相 异 实 值 或 相同 实 值 ,取决 于 

TR-S’>0, TR-S' <0, TR-S’ = 0. 

Du Bois-Reymond 4j 3l I1 1x e JE A RA EP] XC HH BS PS AY. 然 
后 他 指出 ,引入 新 的 独立 实 变量 

f= $(r, y), 7= (x, y) 
之 后 ,上 述 方程 总 可 以 分 别 变换 到 下 面 三 种 正规 形式 之 一 : 


Fu Fu ,9 
Hri 


, , Ju 
(a) R(E) E+ S+Z = 0, 


ae an? ag 
r Fu , du , du — 
(b) S 26$ Te nt 一 0， 
,9*!u , ðu , ðu 
(c) R 3p tP Te aj ^ = 0. 
He $(r, y) = 常数 和 Gr, y) = 常数 是 两 族 特 征 曲线 的 
方程 . 


可 附加 的 补充 条 件 对 三 类 方程 是 不 同 的 . 在 椭圆 型 的 情形 
(a), 人 们 考虑 x-y 平面 的 一 个 有 界 区 域 并 给 定 x 在 边界 上 的 值 
(或 一 个 等 价 的 条 件 ), 而 要 求 w 在 区 域内 的 值 . 对 双 曲 型 微分 方程 
(b) 的 初 值 问题 ,和 人们 必须 在 某 初始 曲线 上 给 定 u auan. 还 可 
以 有 边界 条 件 . 对 于 抛物 型 情形 (c) ,虽然 今天 知道 可 以 给 (c) 加 上 
一 个 初始 条 件 和 边界 条 件 ,但 那 时 适当 的 初始 条 件 却 还 未 指明 . 偏 
微分 方程 的 这 个 分 类 法 已 推广 到 多 变量 方程 ,高 阶 方程 和 方程 组 . 
虽然 分 类 和 补充 条 件 在 这 世纪 的 早期 是 不 知道 的 ,但 数学 家 们 渐 
渐 地 知道 了 这 些 差别 ,并且 ,这些 差 别 已 出 现在 他 们 能 够 证 明 的 定 
Hu. 

关于 存在 性 定理 的 工作 成 为 Cauchy 的 主要 活动 ,他 强调 说 ， 
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在 求 显 解 无 效 的 场合 常常 可 以 确证 存在 性 . 在 一 系列 论文 中 中 
Cauchy 注意 到 任何 阶 数 大 于 一 的 偏 微分 方程 都 可 以 划 归 为 偏 微 
分 方程 组 ,他 讨论 了 方程 组 的 解 的 存在 性 . 他 称 他 的 方法 为 极限 的 
计算 (Calcul des limites) ,但 今天 叫做 优势 图 数 法 . 这 方法 的 本 质 
在 于 证 明 : 具 有 一 定 收敛 区 域 的 自 变 量 的 蜂 级 数 确实 满足 这 方程 
组 .我 们 将 联系 Cauchy 关于 党 微分 方程 的 工作 来 说 明 这 个 方法 
(第 29 章 第 4 T3). 他 的 定理 仅 包括 方程 中 系数 和 初始 条 件 都 是 解 
析 的 情形 . 

为 了 得 到 Cauchy 工作 的 某 些 具体 概念 ,我 们 将 考虑 隐 含 于 
两 个 自 变 量 的 二 阶 方程 
(55) r= f(z, x, y, p,q, s, t) 
中 的 东西 , 像 通常 一 样 ,其 中 7 = 9:z/9x, 而 f 对 其 变量 是 解析 
的 . 在 这 情形 下 ,人 们 必须 在 初始 线 x = 0 上 指明 


2(0, y) = a). ŽO, y) = arly), 


其 中 xz。 和 zi 是 解析 的 . (初始 线 可 以 改 成 曲线 ,在 这 情形 下 9z/9x 
必须 改 为 9z/9n. ) 如 果 以 上 条 件 都 满足 了 ,那么 解 z = zl, y) 是 
存在 且 唯一 的 ,并且 在 某 个 从 初始 线 出 发 的 区 域内 解析 . 

Cauchy 关于 方程 组 的 工作 被 Sophie Kowalewsky(1850 一 
1891) 包 用 稍为 改进 一 点 的 形式 独立 地 做 出 来 了 . Kowalewsky 是 
Weierstrass 的 学 生 并 继承 了 他 的 思想 . Kowalewsky 是 少数 有 名 
望 的 女 数 学 家 之 一 . 1816 年 Sophie Germain(1776 一 1831) 关 于 弹 
性 的 论文 赢得 了 法 国 科学 院 授予 的 奖金 . Kowalewsky 由 于 她 
1888 年 写 的 关于 绕 一 固定 点 旋转 的 物体 的 运动 方程 的 积分 也 赢 


(D Comp. Rend. , 14,1842, 1020 ~ 1025 = Œuvres , (1),6,461~467, 和 Comp. 
Rend, , 15,1842,44~59,85~101,131~138 = Œuvres, (1),7,17~33,33~49, 52~ 
58. 

© Jour. für Math. , 80,1875,1— 32. 
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得 了 巴黎 科学 院 的 奖金 ;1889 年 她 在 斯 德 哥 尔 摩 当 了 数学 教授 . 
Cauchy 和 Kowalewsky 的 证 明 后 来 被 Goursat pit T. 
代替 (55), 如 果 给 定 的 二 阶 方程 形 为 
(56) G(z, x, y. p,q, r, 5, t) = 9, 
那么 在 写成 (55) 的 形式 之 前 必须 先 解 出 x. 考虑 一 个 简单 的 但 重 
要 的 情形 , 设 方程 是 
3s Ps 


MA =0, 
x dy 


IUH A, B, …, Fx, y 的 函数 ,于 是 为 了 解 出 r, CARRE 
0. 在 AG/ar = 0 的 情形 ,Cauchy 问题 的 解 并 不 一 定 存在 ,而 当 解 
存在 时 , 它 并 不 是 唯一 的 . 在 有 三 个 或 更 多 个 自 变 量 的 情形 (我 们 
SBSH) RAE 

(57) DAs LA PES 十 之 /Bi f+ Cu =f, 

其 中 系数 是 自 变量 n, r, 的 函数 , 则 例外 情形 发 生 于 初始 
面 S 满足 一 阶 偏 微分 方程 

(58) SA, 28 28 — 


的 时 候 . os 
阶 接触 . 这 个 性 质 和 一 阶 方程 f(x，y, u, p, gq) = 0 的 特征 曲线 
的 性 质 (第 22 章 第 5 节 ) 是 一 样 的 ,所 以 这 些 曲面 也 叫 特征 . 在 物 
理 上 ,这些 曲 面 S 就 是 波 前 . 

关于 特征 的 这 个 理论 ,对 于 两 个 自 变 量 的 情形 , Monge 和 
André-Marie Ampere(1775 一 1836) 是 知道 特征 的 这 个 理论 的 . 把 
它 推广 到 多 于 两 个 自 变 量 的 二 阶 方程 的 情形 首先 是 由 Albert 


@ Bull. Soc. Math. de France, 26,1898,129— 134. 
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Victor Bicklund(1845 一 1922) 中 作出 的 ,但 在 Jules Beudon 再 次 
把 它 作 出 之 前 知道 的 并 不 广泛 . 

20 世纪 最 主要 的 法 兰 西 数学 家 Jacques Hadamard (18^5— 
1963) ,在 他 的 《4 关 于波 的 传播 的 讲义 》(Lecons sur la propagation 
des ondes ，1903) 中 ,把 特征 理论 推广 到 了 任意 阶 的 偏 微分 方程 . 
作为 例子 ,我们 来 考虑 自 变量 为 x ，x: ,… ,xs 而 应 变量 为 ,7， 
“的 三 个 二 阶 偏 微分 方程 的 方程 组 . 这 个 方程 组 的 Cauchy 问题 
是 :在 nn 一 1 HE“ HH" M. base TF, v, ERIE x, INVAL, 
Iar B B RH eae E, 7 和 $5. 于 是 ,除非 M, :满足 一 个 六 次 的 
一 阶 偏 微分 方程 ,比如 说 一 0, BURRS, 7 和 上 “的 二 阶 和 高 
阶 导 数 就 都 可 以 计算 .所 有 满足 五 = 0 的 “曲面 "是 特征 “曲面 ”. 
根据 一 阶 偏 微 分 方程 的 理论 ,微分 方程 日 == 0 有 由 

dz, _ _ dr, EN 
3H/23P, 9 H/aP, 9H/aP, i 


定义 的 特征 线 (曲线 ) For Pi, Poy, Pi 是 xz, 沿 " 曲 面 ”M 
而 取 的 关于 mi. r2, tty cni 的 篇 导数 . 这 些 线 叫做 原来 二 阶 方程 
组 的 双 特 征 . 在 光 的 理论 中 ,它们 就 是 射线 . 

目前 特征 在 偏 微 分 方程 的 理论 中 起 着 重大 的 作用 . 例如 ,在 特 
征 理论 的 基础 上 ,Darboux@@ 曾 经 给 出 积分 两 个 自 变 量 的 二 阶 偏 微 
分 方程 的 强 有 力 的 方法 . 它 把 问题 转化 为 积分 一 个 或 多 个 常 微分 
方程 ,包括 了 Monge, Laplace 和 其 他 一 些 人 的 方法 . 

另外 一 类 存在 性 定理 处 理 了 Dirichlet 问题 ,就 是 用 直接 方 
法 或 用 Dirichlet 原理 的 方法 建立 AV = 0 的 解 的 存在 性 . 二 维 
Dirichlet 问题 (但 不 是 极 小 化 Dirichlet 积分 的 Dirichlet 原理 ) 的 
第 一 个 存在 性 证 明 是 由 Weierstrass 的 学 生 Hermann Amandus 
Schwarz(1843 一 1921) 给 出 的 . Schwarz 于 1892 年 在 柏林 接替 


D Math. Ann. , 13,1878,411~428. 
@ Bull. Soc. Math. de France, 25,1897,108— 120. 
@ Ann, del’ Ecole Norm. Sup. , (1),7,1870,175~ 180. 
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Weierstrass, 受到 Weierstrass 对 此 问题 的 提示 . 在 关于 边界 曲线 的 
善 遍 假 设 下 ,利用 所 谓 交 替 法 的 手续 中, 他 证 明了 解 的 存在 性 名 . 

在 同一 年 , 即 1870 年 ,Carl G. Neumann 用 算术 平均 法 给 
了 三 维 Dirichlet 问题 号 的 解 的 另 一 个 存在 性 证 明 ,而 他 也 没 用 到 
Dirichlet REO 其 思想 主要 发 挥 在 他 的 《关于 Abel 积分 的 Rie- 
mann 理论 的 讲义 》(Volesungen über Riemann’s Theorie der 
Abel’schen Integrale ) ©, 

后 来 Henri Poincaré® 用 扫除 法 , 即 “ 扫 出 去 ”的 方法 ,这 方法 
处 理 问 题 的 办 法 是 , 造 出 一 系列 在 区 域 R 上 不 调和 但 取 正 确 边 值 
的 函数 ,这些 函数 变 得 越 来 越 调和 . 

最 后 ,David Hilbert 重建 了 Thomson 和 Dirichlet 的 变 分 方 
法 ,并 建立 了 Dirichlet 原理 ,作为 证 明 Dirichlet 问题 的 解 的 存在 
性 的 一 个 方法 . 1899 E0, Hilbert 证 明了 在 区 域 . 边 值 和 人 允许 函数 
的 适当 条 件 下 , Dirichlet 原理 确实 成 立 . 他 使 Dirichlet 原理 成 为 
函数 论 中 的 一 个 有 力 工 具 . 在 含有 1901 年 @ 做 的 工作 的 另 一 出 版 
物 中 ,Hilbert 给 出 了 更 为 一 般 的 条 件 . 

Dirichlet 原理 的 历史 是 值得 重视 的 . Green, Dirichlet, Thom- 
son 以 及 他 们 那个 时 代 的 其 他 一 些 人 把 这 原理 认为 完全 可 靠 的 方 
法 并 自由 地 运用 它 . 后 来 , Riemann 在 复 变 函数 论 中 指明 它 对 导出 


(QD Schwarz 的 方法 见于 Felix Klein 的 Vorlesungen über die Entwicklung der 
Mathematik im 19. Jahrhundert, Chelsea (reprint), 1950,1, p. 265, 其 中 叙述 了 这 个 
方法 的 大 意 ; 又 见于 ALR. Forsyth 的 Theory of Functions, Dover (reprint), 1965,2, 
十 七 章 , 其 中 作 了 完整 的 叙述 ,在 后 一 蔬 中 给 出 了 许多 文献 

Q)  Monatsber. Berliner Akad. , 1870,767 ~ 795 = Ges. Math. Abh. , 2,144—171. 

YD Königlich Sächsischen Ges. der Wiss, zu Leipzig, 1870,49—56,264— 321. 

© 这 方法 描述 于 0. D. Kellogg 的 Foundations of Potential Theory, Julius 
Springer, 1929, 281ff 中， 

© ”第 二 版 ,1884 ,238ff 

© Amer. Jour. of Math. , 12,1890, 211 ~ 294 = Œuvres , 9,28—113. 

@ Jahres, der Deut. Math. -Verein. , 8,1900, 184 ~ 188 = Ges. Abh. , 3,10~ 14, 

@ Math, Ann. , 59,1904, 161 ~ 186 = Ges. Abh. ,3,15—37, 
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主要 结果 是 非凡 的 工具 . 所 有 这 些 人 都 明白 基本 的 存在 性 问题 还 
没有 解决 ,甚至 在 1870 年 Weierstrass 宣布 他 的 批判 之 前 ,他 怀疑 
这 方法 就 已 有 几 十 年 了 . 后 来 ,在 本 世纪 ,这 原理 被 Hilbert Prk 
救 .利用 并 扩充 了 . 假如 前 进步 伐 要 使 原理 的 应 用 等 待 Hilbert 的 
工作 ,那么 19 世纪 很 大 一 段 关 于 位 势 理 论 和 函数 论 的 工作 就 会 形 
失掉 了 . 

Laplace 方程 AV = 0 是 椭圆 型 微分 方程 的 基本 形式 . 许多 存 
在 性 定理 是 对 更 一 般 的 椭圆 型 微分 方程 ,诸如 ， 


Fu Pu Ju 
(59) ar T3y +a 


建立 的 . 这 种 定理 的 变种 是 繁多 的 . 我 们 将 只 叙述 一 个 关键 的 结 
AR. 这 方程 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 ( 解 在 边界 上 的 值 是 规定 好 了 
的 ) 是 由 Picard? 对 充分 小 的 区 域 证 明了 的 . 这 结果 已 被 Picard 和 
其 他 人 扩充 到 多 变量 .大 区 域 和 其 他 方面 . Picard? 还 证 明了 系数 
是 解析 的 上 述 形 式 的 (甚至 是 稍微 更 普遍 一 些 的 ) 方 程 在 求解 区 域 
内 仅 具 有 解析 解 ,即使 这 解 取 非 解析 的 边界 值 也 是 这 样 . 

迄今 所 讨论 的 定理 已 一 般 地 处 理 了 解析 微分 方程 和 解析 初 值 
或 边界 数据 . 然而 ,这 样 一 些 条 件 对 应 用 是 太 局 限 了 ,因为 所 给 物 
理 数据 可 能 不 是 解析 的 . 另外 一 大 类 定理 处 理 不 太 严 厉 的 条 件 ,我 
们 将 只 给 出 一 个 例子 . 应 用 于 双 曲 方程 的 Riemann 方法 依赖 于 其 
特征 函数 "的 存在 性 . 像 我 们 指出 过 的 ,Riemann 没有 证 明 "的 存 
在 性 . 

对 于 这 个 双 曲 方程 的 情形 ( 见 [40]), Du Bois-Reymond 在 
1889 年 寻找 适当 的 条 件 并 得 到 了 结果 @, 这 结果 是 对 zx = 常数 与 
> = 常数 都 是 特征 的 情形 表达 的 , 它 是 这 样 说 的 :如 果 沿 曲线 AB 


p 25 pa, =0 
dy 


D Comp. Rend. , 107,1888,939~941; Jour. de Math. » (4),6,1890,145— 
210; Jour. de Math. , (5),2,1896,295— 304, 

Q Jour, de l'Ecole Poly. , 60,1890,89— 105. 

Q Jour. für Math. , 104,1889,241~301. 
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AET EZRA u 与 3xan, 即 任何 特征 线 交 曲线 AB 不 多 于 一 
次 , 则 存在 这 微分 方程 的 一 个 并 有 旦 只 有 一 个 解 u, 它 沿 AB 取 w 与 
9u/9n 的 已 给 值 . 这 解 定义 在 过 A 与 过 B 的 特征 所 确定 的 矩形 
E. 另外 ,如 果 连 续 函 数 “的 值 在 互相 联结 的 两 特征 线段 上 给 定 
了 ,那么 x 在 特征 所 确定 的 矩形 上 仍然 是 唯一 确定 的 ,用工 ,> 和 
u 作为 空间 坐标 来 表示 ,第 一 个 结果 说 的 是 曲面 xz，?y) 以 给 定 倾 
斜 度 通 过 一 给 定 空 间 曲 线 . 第 二 个 结果 意味 着 解 或 曲面 包含 在 两 
条 相交 的 空间 曲线 所 确定 的 空间 里 . 对 连续 的 初始 条 件 4 与 
9u/9n( 在 第 二 种 情形 下 是 x) , 解 在 上 述 和 矩形 中 将 是 正则 的 或 处 处 
满足 偏 微分 方程 . x 533u/2n 的 间断 性 将 沿 着 矩形 中 的 特征 传播 . 

19 世纪 的 后 半 叶 ,对 区 域 D 中 Au Eu = 0 的 特征 值 的 存在 
性 做 了 大 量 工作 . 主要 结果 是 :对 于 已 给 区 域 和 在 三 个 边界 条 件 u 
= 0, 9u/9n = 0, 9u/9n 十 hu = 0( 当 正法 向 量 指 向 区 域外 面 时 ， 
h 2 0 ) 的 任何 一 个 之 下 ,总 有 的 无 穷 多 个 离散 值 , 而 每 一 个 值 
就 有 一 个 解 . 在 二 维 情形 ,用 沿边 界 固定 的 薄膜 振动 来 说 明 这 定 
理 .& 的 值 是 无 穷 多 个 纯粹 谐振 的 频率 ,相应 的 解 给 出 薄膜 在 实现 
其 特征 振动 时 的 变形 . 

主要 的 第 一 步 是 Schwarz® 的 证 明 ,他 证 明了 

Au 十 er(z，y)z 一 0 
的 第 一 个 特征 函数 的 存在 性 ,就 是 说 ,证 明了 存在 一 个 U, ,使 得 
AU, +k f(z, yU, = 0, 

而 在 所 考虑 区 域 的 边界 上 U, = 0. 他 的 方法 给 出 了 找 解 的 步 又， 
并 且 可 用 于 计算 ki. 后 来 Picard@ 证 明了 第 二 个 特征 值 ei 的 存 
在 性 . 

Schwarz 在 1885 年 的 论文 中 还 指出 , 当 区 域 连续 变化 时 ,第 
一 特征 值 寻 的 值 也 连续 地 变化 , 且 当 区 域 变 小 时 ,如 无 限 增 大 . 这 


®© Acta. Soc. Fennicae, 15,1885, 315 ~ 362 = Ges, Math. Abh. , 1,223~-269, 
@ Comp. Rend. , 117,1893,502—507. 


参考 书目 
样 , 较 小 的 膜 发 出 较 高 的 第 一 谐音 . 

1894 年 PoincaréED 证 明了 : 

(60) ^u d- Yu = f 
在 一 个 有 界 三 维 区 域内 的 所 有 特征 值 的 存在 性 及 其 基本 性 质 , 这 
里 是 复数 ,在 区 域 边界 上 zx = 0. u 的 存在 性 是 用 推广 了 的 
Schwarz 方法 证 明 的 . 其 次 他 证 明 uA) ER ERMAN Bee ,其 极 
点 是 实 的 ,这 些 正 是 特征 值 AL. 然后 他 得 到 特征 解 U, , BD 
AU; - EU; — 0 (在 内 部 )， 
U,—0 (在 边界 上 ). 

ki 都 是 特征 数 (特征 值 ), 并 确定 相应 特征 解 的 频率 . 

在 物理 上 ,Poincare 的 结果 有 如 下 意义 :(60) 中 的 函数 了 可 以 
想像 为 一 个 作用 力 . 力学 系统 的 自由 振动 是 那样 一 些 振动 ,在 其 中 
强迫 振动 退化 并 变 为 无 穷 . 事实 上 ,(60) 是 一 个 振动 系统 的 方程 ， 
这 系统 被 振幅 为 的 周期 力 激 发 ;而 其 特征 解 就 是 系统 的 自由 振 
动 , 它 一 次 激发 后 就 无 限 地 持续 下 去 . 这 些 自由 振动 的 频率 与 
成 比例 ,根据 Poincaré 的 方法 计算 出 来 ,它们 就 是 对 应 于 强迫 振 


动 u 变 为 无 穷 的 那些 V4 值 . 

在 这 世纪 末 , 从 Schwarz 1885 年 的 基本 论文 开头 的 关于 偏 微 
分 方程 的 初 值 问题 和 边 值 问题 的 系统 理论 ,仍然 是 不 成 熟 的 . 这 个 
领域 的 工作 于 20 世纪 迅速 地 铺 开 了 . 
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第 29 章 
19 世纪 的 常 微分 方程 


物理 不 仅仅 给 我 们 以 解决 问题 的 机 会 …… 而 且 还 使 我 们 预 
料 到 它 的 解 . 


Henri Poincaré 


1. 3| a 

常 微分 方程 是 18 世纪 在 直接 回答 物理 问题 中 兴起 的 . 在 着 手 
处 理 更 为 复杂 的 物理 现象 ,特别 是 在 骇 振动 的 研究 中 ,数学 家 们 得 
到 了 偏 微分 方程 .在 19 世纪 这 两 个 课题 的 地 位 略 有 倒转 . 用 变量 
分 离 法 解 偏 微分 方程 的 努力 导数 求解 常 微分 方程 的 问题 . 此 外 , 因 
为 偏 微分 方程 都 是 以 各 种 不 同 的 坐标 系 表 出 的 ,所 以 得 到 的 常 微 
分 方程 是 陌生 的 ,并 且 不 能 用 封闭 形式 解 出 . 数学 家 们 便 采用 无 穷 
级 数 解 ,今天 叫做 特殊 图 数 或 高 级 超越 函数 ,以 便 与 sin xz, e, 
log Xx 这样 的 初等 超越 函数 相 区 别 . 

对 于 扩充 了 的 常 微分 方程 类 做 了 许多 研究 以 后 ,针对 这 种 方 
程 类 型 的 某 些 深刻 的 理论 研究 展开 了 . 这 些 理论 研究 也 把 19 世纪 
的 工作 与 18 世纪 的 工作 区 别 开 来 . 像 偏 微分 方程 的 情形 一 样 ,这 
新 世纪 的 贡献 是 如 此 繁多 ,以 至 我 们 不 能 指望 综观 其 所 有 的 主要 
发 展 . 我 们 的 论题 是 这 世纪 内 创作 的 一 个 样品 . 


2. 级 数 解 和 特殊 函数 
正如 我 们 刚才 已 经 说 过 的 ,为 了 求解 应 用 变量 分 离 法 于 偏 微 
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分 方程 后 所 得 的 常 微分 方程 ,数学 家 们 没有 过 分 忧虑 解 的 存在 性 
和 解 应 具有 的 形式 ,而 转向 无 穷 级 数 的 方法 (第 21 章 第 6 节 ). 从 
变量 分 离 得 到 的 常 微 分 方程 中 最 重要 的 是 Bessel 方程 

(1) vy + ry + (2? —m)y-0, 

共 中 是 参数 ,可 以 是 复 的 ,z 也 可 以 是 复 的 . 然而 ,对 数学 家 兼 哥 
尼斯 保 (Königsberg) 天 文 台 台 长 Friedrich Wilhelm Bessel 
(1784 一 1846) 来 说 ,n 与 x 都 是 实 的 . 这 个 方程 的 特殊 情形 早 在 
1703 年 就 发 现 了 ,Jacob Bernoulli 在 给 Leibniz 的 一 封 信里 作为 
特 解 就 谈 到 了 它 , 此 后 ,在 Daniel Bernoulli 和 Euler 的 更 广博 的 
著作 中 又 谈 到 过 (第 21 章 第 4.6 节 , 第 22 章 第 3 节 ). 特殊 情形 还 
出 现 于 Fourier 和 Poisson 的 著作 中 . 对 这 个 方程 的 解 的 最 早 的 系 
统 研究 是 由 Bessel 在 研究 行星 运动 时 作出 的 0. 对 每 个 ,这 方程 
有 两 个 独立 的 解 , 今 天 记 为 J, (zx) 和 Y,(x), 分 别 叫 作 第 一 类 和 第 
二 类 Bessel 函数 . Bessel Ej 1816 年 开始 ,对 这 方程 进行 研究 ,首先 
(对 整数 n) 给 出 积分 关系 式 


an 
J (Xx) = 去 | cos(nu — xsin u)du 


(HSA Th, MABE k RAIA x). Bessel 还 得 到 级 数 


(2) J.(2) SRG 41) 


* (1-7 SENCSSIRE ES SECENSTCESY 
1818 年 Bessel 证 明了 J,(z) 有 无 穷 多 个 实 零点 .在 1824 年 的 论文 
中 ,Bessel 还 (对 整数 z) 给 出 递 推 公式 

Ji (x) — 2n] (x) + 2J,-1(z) = 0, 
和 别 的 许多 牵涉 到 第 一 类 Bessel 函数 的 关系 式 . 把 Bessel 函数 
J,(z) 中 的 wn 和 zz 取 值 为 复数 ,并 使 (2) 保 持 为 正确 公式 的 推广 是 


(D Abh. Konig. Akad. der Wiss. Berlin, 1824,1~52, pub. 1826 = Werke, 1, 
84-—109. 
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由 几 个 人 2 作出 来 的 . 

因为 二 阶 方程 应 当 有 两 个 独立 的 解 ,所 以 很 多 数学 家 都 去 寻 
找 它们 . 4 ww 不 是 整数 时 ,这 第 二 个 解 是 J_,(x). 对 于 整数 n, 第 二 
个 解 是 由 Carl. G. Neumann 找 出 来 的 . 然而 ,今天 最 普遍 采用 
的 公式 是 Hermann Hankel(1839—1873) 94% AJH , All 


Y) = D GUAT | log $)+ 27 


ri(n+r)! 


-5 I-N 1) -5 [spe] Qr DE 
其 中 > 是 Euler 常数 . Neumann? 还 给 出 解析 函数 f(x) 的 展开 
式 , 即 
f(z) = aoJo (z) +aJi(z) + asl x) T, 
其 中 a; 是 可 以 确定 的 常数 . 
许多 数学 家 ,通常 是 研究 天 体力 学 的 数学 家 ,独立 地 得 到 了 
Bessel 函数 和 成 百 个 别 的 关系 式 以 及 这 些 函 数 的 表达 式 . 论述 这 
些 图 数 的 庞杂 文献 中 的 一 些 思 想 可 以 从 G. N. Watson 的 《Bessel 
图 数论 教程 y@(A Treatise on the Theory of Bessel Functions ) 中 
得 到 . 
Legendre 多 项 式 或 单 变量 球 函 数 和 两 个 自 变 数 的 球面 函数 
FA EHI Legendre 和 Laplace 引进 了 (第 22 章 第 4 节 ). Legendre 
多 项 式 满足 Legendre 微分 方程 
(1—2°)y" — 2xy' +n(nt+l)y= 0. 
如 我 们 所 知 ,这 个 方程 是 对 以 球 坐 标 表 示 的 位 势 方程 应 用 分 离 变 
量 法 而 得 到 的 . 1833 年 ,剑桥 大 学 的 一 位 校 务 委员 Robert Mur- 


© +2 C. J，Lommel(1837 一 1899) 在 他 的 Studien über die Bessel’schen 
Functionen 中 作出 的 (1868). 

@ Theorie der Bessel'schen Funktionen, 1867,4). 

@ Math, Ann. , 1,1869,467~501. 

QD Jour. für Math. , 67, 1867, 310—314. 

@ Cambridge Univ. Press, 1944 年 第 二 版 
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phy( 死 于 1843 年 ) 写 了 一 本 教科 书 :《 电 、 热 和 分 子 作 用 理论 的 基 
本 原理 》(Elementary Principles of the Theories of Electricity, 
Heat and Molecular Actions ). 在 书 中 ,他 收集 了 有 关 Legendre 
多 项 式 的 一 些 老 的 结果 ,并 得 到 了 一 些 新 的 结果 . 因为 大 部 分 结果 
早已 为 人 所 知 ,所 以 我 们 不 介绍 Murphy 著作 的 细节 ,只 是 指出 : 
它 是 系统 性 的 著作 ,并 且 他 证 明 六 任何 "函数 f(z), 通 过 未 项 积 
分 和 正 交 性 质 ( 积 分 定理 ) ,可 以 按 P,(z) 展 开 . 

Heine 在 论述 旋转 椭 球 体外 部 的 位 势 问 题 和 同心 旋转 糖 球 
面 之 间 的 亮 体 的 位 势 问题 时 (第 28 章 第 5 节 ) 引 进 了 第 二 类 球面 
调和 函数 ,通常 记 为 Qu Cx) ,这 函数 为 Legendre 方程 提供 了 第 二 
个 独立 解 . 像 Bessel 函数 -- 样 ,Legendre 函数 已 扩充 到 复 的 s 和 
£ IJ x ,还 得 到 了 者 干 别 的 表示 式 以 及 它们 之 间 的 关系 式 吕 . 

特殊 浮 数 作为 常 微分 方程 的 级 数 解 而 出 现 , 它 的 研究 由 
Gauss 在 1812 年 关于 超 几 何 级 数 的 一 篇 著名 论文 加 以 推进 . 在 
这 篇 论文 中 ,Gauss 没有 用 到 微分 方程 

xz(l—x)y + ly—- (att l)zty’ —aßy = 0, 

但 他 在 未 发 表 的 材料 中 确实 用 到 了 这 方程 @. 当然 ,这 方程 及 其 级 


数 解 
(3) Fla, B, y; x) = DEM, + fe DARED p +o 

早已 为 人 们 熟知 了 ,因为 它们 已 由 Euler 研究 过 (第 21 3€ 38 6 
47). Gauss 认识 到 对 于 e, B, y 的 特殊 值 ,这 级 数 包括 了 几乎 所 有 
当时 已 知 的 初等 函数 和 许多 像 Bessel 函数 . 球 函 数 那 样 的 高 级 超 
ERER RL. 除了 证 明 这 些 级 数 的 一 些 性 质 外 ,Gauss 还 建立 了 著名 的 


(D Jour. fiir Math. , 26,1843,185~216, 

© PIMA E. W. Hobson 的 The Theory of Spherical and Ellipsoidal Harmo- 
nics ,1931 Æ , Chelsea( 重印 ) ,1955. 

D Comm, Soc, Sci, Gott. , 2, 1813 = Werke , 3,123162. 

®© Werke, 3,207~230. 
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关系 式 : 
_ FOM 7a - P) 
F(a, 8, y; 1) = D(y—aM(G— By 


他 还 建立 了 这 级 数 的 收敛 性 (参考 第 40 章 第 5 节 ). 记号 F(a, B, 
y; x) DVIS T Gauss. 
另 一 类 特殊 函数 是 由 Lame 引进 的 D0. 在 第 28 章 第 5 节 中 ,我 
们 曾经 指出 Lame 在 研究 椭 球 内 稳 态 的 热 分 布 时 ,用 椭 球 坐标 p, 
u,v BT Laplace Jj t. 这 个 程序 对 这 三 个 变量 中 的 每 一 个 都 
同一 个 常 微 方程 , 妈 
(4) (0 — A) R) € PI 4-p( 26? — Ai — E) 


Tae M )p— n(n- le |E(9) = 0, 
X e 和 v SE Hi SERO SE BL o 的 位 置 上 去 . IX HE h” A RY 是 坐标 
曲面 族 方 程 中 的 参数 ,而 p RU n 则 是 常数 . 这 方程 叫做 Lame 微分 
方程 , 它 的 解 E(o) 叫 做 Lame A Zt eic ER DA A BR Be. 对 于 整数 n, 
这 些 函 数 归属 于 下 列 四 类 形式 : 
Ex (P) = aoe" F au^ ^ tn, 
或 者 是 这 种 多 项 式 乘 上 ve —ÓÀUe m HE VP 一 局, RERE 
VP — he 和 VP — k 两 个 因子 ,对 于 的 给 定 值 ,这 种 函数 (保证 
E(P) 的 菜 些 性 质 ) 的 个 数 是 2n T 1. 
Lame 方程 的 第 二 个 解 (从 E(o) 的 其 他 条 件 或 性 质 得 到 ) 是 


F? (e) = (2n+ 1)ER(@)| 


dE(e) 
do 


(Ph) —EXEQ) 
这 种 函数 叫做 第 二 类 Lame 函数 . 这 些 都 是 由 Liouville2 和 Hei- 
ne® 引进 的 . 

微分 方程 


Q Jour. de Math. , 2.1837,147 —183;4,1839,126— 163. 
© Jour. de Math. , 10,1845,222—228. 
@ Jour. für Math. , 29,1845,185--208. 
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ast (a — 2k’ cos 29)¢ = 0, e (a — 2k’ cosh2£)9 = 0 
出 现在 Mathieu 关于 椭圆 薄膜 振动 的 工作 中 中 ,他 们 还 出 现 于 椭 
圆柱 的 位 势 问 题 中 , 那 是 把 方程 Au 十 及 wu = 0 用 二 维 椭 圆柱 坐标 
表示 ,然后 应 用 变量 分 离 法 而 引起 的 . 碰巧 ,这 些 椭 轴 坐 标 由 方程 
x = hcosh cos 9, y = Asinh Ẹsin 7 

与 直角 坐标 相 联系 , 其 中 — A, y — 0 是 在 椭圆 坐标 系 里 同 焦 
A ER Fie AU OE Pe A EU PM RR ER A FE. 表达 Mathieu 方程 
的 各 种 形式 以 及 不 同 作者 对 解 所 取 的 许多 记号 是 纷繁 的 ,用 两 个 
微分 方程 中 的 任 一 个 定义 的 了 清 数 叫 作 椭 贺 柱 的 Heine 函数 ,现在 
叫 作 Mathieu Kx. Mathieu 和 Heine 首先 得 到 解 的 级 数 表达 式 ， 
后 来 他 们 企图 固定 参数 e ,使 得 一 类 解 成 为 以 2x 为 周期 的 周期 
解 . 寻求 周期 解 的 问题 对 物理 应 用 是 最 重要 的 问题 ,在 这 整个 世纪 
中 都 在 努力 研究 这 个 问题 . 1883 年 @ Gaston Floquet 发 表 了 关于 
n 阶 线性 微分 方程 ( 它 的 系数 有 同一 周期 w) 的 周期 解 的 存在 性 及 
其 性 质 的 一 篇 完整 的 讨论 . 解 的 普遍 性 质 已 经 确定 之 后 ,后 来 的 作 
者 集中 很 大 注意 力 于 发 现 找 出 解 的 实际 方法 的 间 题 ,但 没有 发 现 
普遍 的 方法 (参看 第 7 节 ). 

广泛 地 研究 过 的 一 类 特殊 函数 是 Heinrich Weber (1842— 
1913) 在 1868 年 引进 的 驴 Weber 对 两 抛物 线 围 成 的 区 域内 积分 
Au + k'u 一 0 感到 兴趣 ,所 以 他 把 直角 坐标 通过 变换 

工 一 让 一 六 ,7 一 2 甸 

变 到 抛物 线 坐 标 ( 它 是 椭圆 坐标 的 极限 情形 ), E= 常数 和 ”= 常 
数 这 两 族 曲 线 是 抛物 线 族 ,一 族 中 每 一 条 与 另 一 族 中 各 曲线 正 
交 . Weber 用 变量 分 离 法 从 简化 后 的 波动 方程 导出 的 常 微分 方 


(D Jour. de Math. , (2),13,1868,137— 203, 
®© Ann. de l'Ecole Norm, Sup. , (2),12,1883,47--88. 
@ Math. Ann. , 1,1869,1~36, 
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程 是 
E 
ETE +a)E= 0, 
dH 
dT 
Weber 用 定 积 分 的 形式 给 出 了 第 二 个 方程 的 四 个 特 解 ,这 些 解 叫 
作 抛 物 柱 函数 . Weber 还 指出 ,在 所 有 正 交 坐标 系 中 ,可 对 Au 十 
Eu 二 0 应 用 变量 分 离 法 的 唯一 情形 是 二 阶 同 焦 曲 面 或 由 之 而 得 
的 特殊 分 支 . 
特殊 函数 类 要 比 我 们 这 里 所 能 摘 述 的 远 为 繁多 . 上 述 类 型 和 
引入 的 许多 其 他 类 型 足 供 在 某 有 界 区 域内 解 微 分 方程 之 用 ,也 可 
用 于 在 这 区 域内 表示 任意 函数 (通常 是 偏 微分 方程 问题 的 初始 函 
数 ) 之 用 . 有 界 区 域 的 限制 是 由 于 正 交 性 质 而 施加 的 . 在 三 角 函 数 
的 基本 情形 中 ,这 区 域 是 (一 r，r) ,因为 ,比如 说 ， 


x 
f sin mz sin nedz = 0, m Æ n. 
x 


ELAKARE EXC T_T fc oce EXC [8] 


+ (BP —a)H = 0. 


”上 求 得 任意 国 数 的 展开 式 问 题 , 在 这 世纪 的 后 半期 也 为 许多 人 研 


究 过 , 像 Hermite 函数 这 样 的 特殊 函数 首先 由 Hermite 在 1864 
5E C, Nikolai J. Sonine(1849—1915)7#F 1880 年 @ 引 入 ,把 它 作 为 
解 这 个 问题 之 用 . 

为 了 使 用 这 些 特殊 函数 的 所 有 类 型 ,必须 知道 它们 的 性 质 ,就 
像 对 初等 函数 的 性 质 一 样 熟悉 . 还 因为 这 些 特殊 函数 更 为 复杂 ,所 
以 其 性 质 也 同样 复杂 . 原始 论文 和 教科 书 中 的 文献 几乎 是 难以 置 
信 地 庞杂 . 对 于 Bessel 函数 . 球 函 数 HK ea Mathieu 函数 以 及 
其 他 类 型 的 函数 已 经 有 了 完整 的 专门 论著 . 


(D Comp. Rend. , 58,1864,93~100 和 266 ~ 273 = Œuvres , 2,293--308. 
® Math. Ann. , 16,1880,1~80, 
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3. Sturm-Liouville 理论 

牵涉 到 数学 物理 中 偏 微分 方程 的 问题 ,通常 包含 一 些 边 界 条 
VE ,如 像 振 动 的 弦 必 须 在 端点 固定 这 样 的 条 件 . 当 分 离 变量 法 应 用 
于 偏 微分 方程 时 ,这 方程 就 分 解 为 两 个 或 多 个 常 微 分 方程 ,而 加 在 
所 求解 上 的 边界 条 件 就 变 成 一 个 常 微 分 方程 的 边界 条 件 . 一 般 说 
来 这 常 微分 方程 包含 一 个 参数 ,事实 上 它 是 从 变量 分 离 的 过 程 中 
得 来 的 ,而 给 参数 赋 以 特殊 值 , 通 常 可 得 到 方程 的 解 . 这 些 值 叫 特 
OMM 而 相应 于 任 一 特征 值 的 解 叫 特征 函数 . 此 外 ,为 了 

合 起 先 的 条 件 或 原 问 题 的 条 件 ,必须 把 给 定 的 函数 f(x) 用 特征 
mmn 如 看 第 28 TRIS T1 ]). 

确定 带 边界 条 件 的 一 个 常 微分 方程 的 特征 值 和 特征 函数 的 问 
题 ,以 及 把 给 定 的 函数 展 为 特征 函数 的 无 穷 级 数 的 问题 (大 约 起 自 
1750 年 ) , 随 着 新 坐标 系 的 引入 和 新 的 函数 类 像 Bessel 函数 Leg- 
endre 多 项 式 .Lame BA% Mathieu 函数 等 作为 常 微分 方程 的 特征 
涡 数 而 兴起 ,就 变 得 更 为 突出 了 . 巴黎 大 学 理学 院 (Sorbonne) 力 学 
教授 Charles Sturm(1803 一 1855) 和 Sturm 的 朋友 法兰西 学 院 的 
数学 教授 Joseph Liouville(1809—1882) ,这 两 人 决定 着 手 钻 研 任 
何 二 阶 常 微分 方程 的 一 般 问 题 . Sturm 从 1833 年 起 就 已 经 从 事 研 
究 偏 微分 方程 的 问题 . 最 初 是 从 事变 密度 棒 中 热流 问题 的 研究 ,所 
以 他 是 完全 知道 特征 值 和 特征 函数 的 问题 的 . 

他 应 用 于 这 个 问题 上 的 数学 思想 中 是 与 他 对 代数 方程 的 根 的 

实 性 和 分 布 的 研究 密切 联系 着 的 . 他 说 ,他 关于 微分 方程 的 思想 是 

从 差分 方程 的 研究 并 过 渡 到 极限 而 得 来 的 . 

Sturm 告诉 Liouville 他 正在 研究 的 问题 后 ,Liouville 也 研究 


(D Jour. de Math, , 1,1836,106— 186 与 373—444. 
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起 同一 课题 来 了 @. 这 两 人 的 几 篇 论文 中 的 结果 是 十 分 详尽 
的 ,可 用 近代 的 记号 最 方便 地 概述 如 下 :他 们 考虑 一 般 的 二 阶 
方程 
(5) Ly + My + ANy = 0, 
HL, M, N ox 的 连续 函数 ,L 不 为 零 ,1 是 参数 . 遍 乘 以 
L !'e* “后 ,方程 可 以 改 成 

Efe PJH 20(2)y = 0, plz) > 0, el) >o. 


原 方程 和 变换 后 的 方程 所 应 满足 的 边界 条 件 可 以 有 一 般 形式 
y (a) —hiy(a) = 0, 
y (5) +hiy(b) = 0, 
Sturm 和 Liouville 证 明了 下 列 基 本 结果 . 
(a) (24 A 取 递 增 到 oo 的 正 数 序 列 的 任 一 值 时 ,这 问题 才 
(b) 对 每 一 和 , 解 是 一 函数 v, 的 倍数 ,而 v, 可 以 用 条 件 


jovidz = 1 加 以 规范 化 


h 之 0， h: 2 0, a < b. 


(c) 成 立正 交 性 质 [posu da = 0, m # n. 


(d) 每 个 在 区 间 (a, 6). E — X BT PARE i E30 FEAR AR f 
BY VA RR A — Sici SH Re BY 7 
f(x) = Sav, (x), 


nci 


Beth c, = ['ofe, God. 


[er “dz = Se 


n=l 


普遍 成 立 . 这 最 后 的 等 式 叫 做 Parseval 等 式 . 已 由 Mare-Antoine 


(D Jour. de Math. , 1,1836,253~265;2,1837,16~35 和 418~436. 
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Parseval(? 一 1836) 在 1799 年 出 纯 形式 地 对 荆 角 函数 集 证 明 过 
T. 随 之 而 来 的 是 Bessel 在 1828 年 证 明 的 久 ( 还 是 关于 三 角 级 数 
的 ) 不 等 式 , 即 
Sa < |’ 1 Aæ) Ld. 

实在 说 ,Sturm-Liouville 的 结果 并 不 是 在 所 有 方面 都 令 人 满 
意 的 . Az) 可 以 表 为 特征 函数 的 无 穷 和 的 证 明 是 不 充分 的 . 一 个 
困难 是 关于 特征 国 数 集 的 完全 性 的 事实 ,对 (as, 2) 上 的 连续 函数 
f(x) ,这 就 是 上 面 的 条 件 (e) ,粗糙 地 看 ,这 意味 着 特征 函数 集 大 
得 足以 表示 “任何 ”函数 f(x). 另外 ,虽然 Liouville 用 Cauchy 和 
Dirichlet 发 展 的 理论 确实 给 出 了 某 种 情形 下 > cv, (z) 收 敛 到 
A(z) 的 证 明 ,但 是 级 数 > ,cvo*(z) 是 在 何 种 意义 下 收敛 到 f(z) 的 


问题 ,是 逐 点 收敛 一致 收敛 还 是 在 某 种 更 一 般 意 义 下 的 收敛 ,还 
没有 包括 进去 . 


4. 存 在 定理 

在 19 世纪 的 偏 微分 方程 那 一 章 , 在 同一 标题 下 ,我 们 已 经 说 
到 , 当 数 学 家 们 发 现 求解 特殊 微分 方程 的 问题 越 来 越 困 难 时 ,他 们 
就 转向 这 样 的 问题 :给 定 一 个 微分 方程 , 它 对 于 给 定 的 初始 条 件 和 
边界 条 件 是 否 有 解 ? 当然 希望 在 常 微 分 方程 中 也 会 出 现 同样 的 转 
变 . 存在 性 问题 被 忽视 了 这 么 长 时 间 , 部 分 原因 是 微分 方程 发 生 在 
物理 问题 和 几何 问题 中 ,而 在 直觉 上 则 很 清楚 ,这些 问题 是 有 解 的 . 

Cauchy 是 考虑 微分 方程 解 的 存在 性 问题 的 第 一 个 人 ,并 成 功 
地 给 出 了 两 个 方法 . 第 一 个 方法 可 以 应 用 于 


(D Mém. des sav. étrangers, (2),1,1805 ,639~ 648. 
Q) Astronom, Nach. , 6,1828,333-—348, 
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(6) y = f(z, y), 
这 是 在 1820 年 到 1830 年 间 基 一 时 候 创 立 的 ,综述 在 他 的 《分 析 练 
习 》 中 中 . 


这 方法 的 本 质 可 以 从 Euler 的 著作 名 中 找到 , 它 利 用 了 在 积 
分 作为 和 的 极限 中 所 包含 的 同样 的 想法 . Cauchy 想 证 明 有 一 个 而 
且 只 有 一 个 y= f(x) 满足 (6) 式 ,并 且 适 合 给 定 的 初始 条 件 y = 
fay). 他 分 (xo , 工 ) 为 nn 部 分 Axe, Amon, Ax, 1 并 作 
yia = yict f(ri, yx, 
其 中 z, 是 Az, Po 的 任 一 值 . 然后 定义 


Yn = Yo + S os yi Oz. 
现在 Cauchy uF AA 24 n 趋 于 无 穷 时 ， yn 收敛 到 一 个 唯一 的 函数 
y= y +f f(x, y)dz, 


并 证 明 这 个 函数 满足 (6) 式 和 初始 条 件 . 

Cauchy 假定 f(x, y) 和 f, 在 由 区 间 (ze，z) 和 (yw%，y) 所 确 
定 的 矩形 内 部 对 z, y 的 所 有 实 值 都 是 连续 的 . 1876 年 Rudolph 
Lipschitz(1832 一 1903) 把 这 定理 的 假设 减弱 了 @. 他 的 基本 条 件 
是 :存在 常数 K EREE | z 一 z |a, | y— y <b ARE 
B x, yi MEC, ys) CHIC [8] — BR AU ES BE CE EE PR 8) ,满足 

| f(z, y) — fz, y) |< Kly — y). 

这 个 条 件 叫 Lipschitz & 4E, 而 这 条 存在 性 定理 就 叫做 Cauchy- 
Lipschitz 定 理 ， 

Cauchy 的 建立 微分 方程 解 的 存在 性 的 第 二 个 方法 , 即 控制 函 
数 或 优势 函数 的 方法 , 比 他 的 第 一 个 方法 可 有 更 广泛 的 应 用 ， 
Cauchy 把 它 用 到 了 复数 域 . 这 个 方法 表述 于 1839—1842 年 间 《 报 


(D Vol. 1,1840, 327ff. = Œuvres , (2),11,399~465, 
Q) Inst. Cal. Int. , 1,1768,493. 
@ Bull, des Sci. Math. , (1),10, 1876, 149~ 159. 
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告 》 上 的 一 系列 论文 中 心 . Cauchy 把 这 方法 叫做 极限 的 计算 (cal- 
cul des limites), 因 为 他 提供 了 下 极限 ,在 这 些 下 极限 范围 内 ,已 
经 建立 了 存在 性 的 解 保证 收敛 . 这 个 方法 为 Briot 和 Bouquet 所 
简化 ,这 两 个 人 的 作法 名 已 经 成 为 标准 的 了 . 

为 了 说 明 这 方法 ,我 们 注意 它 是 怎样 应 用 于 


y = f(x, y) 
的 ,其 中 了 关于 z 和 > 是 解析 的 .所 要 建立 的 定理 这 样 说 :对 于 
(7) d = f(x, y). 


MRAR f(x, yE Po = (20, yo) 的 邻 域内 解析 ,那么 微分 方程 
有 唯一 解 y(x), V fe xo 的 邻 域内 解析 Lf 4 n = zo 时 它 等 于 yo. 
这 解 可 以 用 级 数 


(8) y=yot yi Gan) Gn) Gn) 


表示 ,其 中 y Ge, yo) REM dy/dz, fd yo, y5, c BUE COREL, 
其 中 的 导数 由 原来 微分 方程 经 逐次 微分 来 确定 ,> 则 作为 x 的 函 
数 来 对 待 ， 

证 明 的 方法 我 们 仅 给 一 概要 . 首先 利用 这 样 的 事实 :因为 
Fla, YE, Yo) 的 邻 域内 解析 ,为 了 方便 ,我 们 取 (x。，yo) 为 
(0, 0), 于 是 有 一 个 以 ro = 0 为 圆心 .以 a 为 半径 的 圆 和 一 个 以 
yo = 0 为 圆心 .以 5 为 半径 的 圆 ,使 f(x，y) 在 其 中 解析 . 于 是 对 
落 在 相应 圆 中 的 一 切 x. y 的 值 , f(x, y) 有 一 个 上 界 M. 现在 获 
得 级 数 (8) 的 方法 本 身 就 保证 它 形式 地 满足 (7), 于 是 问题 是 要 证 
HHS R RO N. 

为 达到 这 目的 ,设立 优势 函数 


© Œuvres, (1), Vols. 4~7 和 10. 最 重要 的 论文 在 Comptes Rendus 的 下 列 诸 
号 上 :Aug, 5, Nov. 21,1839, June 29, Oct. 26, Nov. 2 和 Nov. 9,1840, June 20, 
July 4,1842. 

® Comp. Rend. , 39,1854,368— 371. 
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M 
F(z, y) = ETE 


它 是 

M 
(9) FG, y) = Goya yb) 
的 展开 式 . 然后 证 明 

dY — 
(10) d; Fo Y) 
的 级 数 解 , 即 
7 站 x ME a 

(11) Y=YortY apt Ye 31 


逐 项 控制 着 级 数 (8). 级 数 (11) 是 从 (10) 导 出 的 ,用 的 是 由 (7) 导 出 
(8) 的 相同 办 法 . 所 以 如 果 级 数 (11) 收 化 ,那么 (8) 也 就 收敛 . 为 了 
证 明 (11) 收 剑 , 就 用 (9) 中 下 的 值 明 显 地 解 出 (10), 然 后 再 证 明 解 
的 级 数 展开 必定 是 (11) ,并且 收敛 ， 

这 方法 本 号 确定 不 出 关于 y 的 级 数 的 准确 收敛 半径 ,所 以 人 
们 用 大 量 的 努力 专 致 于 证 明 这 半径 可 以 扩大 . 然而 所 有 论文 都 没 
有 给 出 全 部 收敛 区 域 , 所 以 没有 多 大 实际 的 重要 性 . 

确立 常 微分 方程 解 的 存在 性 的 第 三 个 方法 (Cauchy 也 许 是 知 
道 的 ), 首 先是 Liouville 对 一 个 二 阶 方程 的 情形 发 表 出 来 的 9. 这 
就 是 逐次 逼近 法 ,今天 已 把 荣誉 归于 Emile Picard, 因 为 他 给 出 了 
这 方法 的 普遍 形式 名 . 对 于 实 变 量 x 和 y 的 方程 

y = f(a, y), 

其 中 f(z, y) x, y 解析 ,方程 的 解 y = f(x) 要 通过 点 (xo， 
yo) ,这 方法 是 引进 一 串 函 数 


y(r) = yo +| f(t, yo )dt, 


(QD Jour. de Math. , (1), 3,1838,561—614. 
@ Jour. de Math. , (4), 6,1890,145—210 $1(4),9,1893,217— 271, 
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yla) = % [ fle, v Cot, 


yr) = yo «p f, Ver G))dt. 


然后 证 明 y, (xz) 趋 于 一 极限 y(z) , 它 就 是 一 个 而 且 是 唯一 的 一 个 
满足 常 微分 方程 和 yn) = yo 的 z 的 连续 函数 . 像 今 天 通常 所 看 
到 的 ,这 方法 须 假定 f(x，y) 满 足 Lipschitz 条 件 . 这 方法 已 由 
Picard 在 1893 年 的 论文 中 用 到 二 阶 方程 上 去 ,并 且 还 扩充 到 复 的 
z, y 的 情形 . 

上 述 各 种 方法 不 仅 已 应 用 于 高 阶 常 微分 方程 ,而 且 还 应 用 于 
复 变 量 的 微分 方程 组 . 例如 Cauchy 就 把 他 的 第 二 类 存在 性 定理 
推广 到 = 个 应 变量 的 一 阶 常 微分 方程 组 . 他 还 曾 把 这 个 极限 计算 
方法 推广 到 复 域 中 的 方程 组 0. Cauchy 的 结果 现 叙 述 如 下 :给 定 
方程 组 


d 
(12) Pe = fila, yo, Yet) R=0, 1, 2, n, n1, 


令 六 , …， 刀 -是 其 变量 的 单 演 ( 单 值 解析 ) 函 数 ,并 设 它们 可 在 
初 值 

xc, y = Ms) Yra = Ie 
的 邻 域内 用 xz 一 ye — h.n Yet — Tea 
RUE BRA. 于 是 有 在 c= FN BRAK NH -EKn 4X 
BR ,把 它们 代入 (12) 的 yo。，,…，y,-1 时 满足 方程 . A E 
唯一 的 . 它们 给 出 方程 组 取 初 值 的 一 个 正则 解 . 这 个 在 普遍 意义 下 
的 结果 可 以 在 Cauchy 的 《关于 采用 所 谓 极限 计算 的 新 计算 法 解 
微分 方程 组 的 报告 ?2@ 中 找到 . 这 样 , 这 一 思想 对 建立 解 的 存在 性 


”关于 一 阶 微分 方程 组 的 不 同 的 存在 性 证 明 , 请 看 本 章 未 尾 书 目 中 Painleve 的 
第 一 本 参考 书 . 
® Comp. Rend. , 15,1842, 14 ~ 25 = (Euvres , (1),7,5—17. 
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和 在 复 平 面 上 的 一 点 邻 域内 求 出 这 解 来 说 ,已 是 够 满意 的 了 .在 同 
一 年 (1842) 里 , Weierstrass 曾 得 到 同样 的 结果 ,但 直到 1894 年 才 
TAE LEX. 


S. Ü m E d 

19 世纪 中 期 , 常 微分 方程 的 研究 走 上 了 一 个 新 的 历程 . 存在 
定理 和 Sturm-Liouville 理论 都 预先 假设 在 考虑 解 的 区 域内 ,微分 
过 的 微分 方程 ,如 像 Bessel 方程 .Legendre 方程 、 超 几何 方程 , 当 
把 它们 表示 得 使 二 阶 导数 的 系数 为 1 时 ,它们 就 有 奇异 的 系数 ,在 
奇异 点 的 邻 域 内 级 数 解 的 形式 是 特别 的 ,尤其 是 第 二 个 解 . 所 以 数 
学 家 们 便 转 而 研究 奇 点 邻 域内 的 解 ,也 就 是 一 个 或 多 个 系数 在 其 
上 奇异 的 那 种 点 的 邻 域内 的 解 . 一 个 点 ,所 有 系数 在 其 上 至 少 连续 
而 通常 是 解析 的 ,就 叫 作 常 点 . 

在 奇 点 邻 域内 的 解 可 以 用 级 数 得 出 ,关于 级 数 的 适当 形式 的 
知识 必须 在 计算 它 之 前 就 掌握 , 这 知识 只 能 从 微分 方程 得 到 . 这 个 
新 间 题 由 Lazarus Fuchs(1833 一 1902) 在 1866 年 的 一 篇 论文 ( 见 
下 面 ) 中 描述 :“ 在 科学 的 现状 下 ,微分 方程 的 理论 问题 ,不 像 从 
微分 方程 本 身 推演 出 它 的 积分 在 全 平面 各 点 即 复 变 量 的 所 有 值 
上 的 性 态 那样 ,那么 多 地 把 给 定 微 分 方程 归结 为 求 积 分 问题 .” 
对 于 这 个 问题 ,Gauss 关于 超 几 何 级 数 的 工作 指明 了 道路 . 先导 
者 是 Riemann 和 Fuchs ,后 者 是 Weierstrass 的 学 生 和 他 在 柏林 的 
继承 者 . 这 方面 研究 得 到 的 理论 叫做 线性 微分 方程 的 Fuchs 
理论 . 

在 这 个 新 领域 中 ,人 们 的 注意 力 集中 于 形 为 
(13) Y? + p(z)y"" 二 "十 pn(z)y 二 0 


(D Math. Werke, 1,75~85. 


] 112 第 29 章 19 世纪 的 常 微分 方程 


的 线性 微分 方程 ,其 中 户 (=) 除 在 孤立 奇 点 外 是 复 变 数 z 的 单 值 
解析 函数 . 这 个 方程 之 所 以 受到 注意 ,是 因为 它 的 解 包括 所 有 初等 
函数 甚至 某 些 高 等 函数 ,例如 我 们 以 后 将 要 谈 到 的 模 函 数 和 自 守 
PAR. 

TE AT ELE A BUR 2 BU, HH TARE 
理 , 它 是 由 Fuchs 直接 证 明 的 中 ,虽然 Fuchs 自 认 得 益 于 Weier- 
strass 的 讲演 ,但 这 定理 确 是 从 Cauchy 关于 常 微分 方程 组 的 存在 
性 定理 推导 出 来 的 . 如 果 系 数 户 ，…, b. TEX a 及 其 某 一 邻 域内 
解析 ,并 且 如 果 在 z 二 a 给 出 了 y My B3 n —1 阶 导数 的 任意 初 
值 ,那么 y 就 有 以 z 表示 的 形 如 


(14) ye) = 9 dy" (ay 


fS] E — BRE RRE. Fuchs 给 Cauchy 的 结果 增添 的 是 ;这 级 数 在 
以 a 为 中 心 .p;(z) 在 其 中 解析 的 任何 六 内 绝对 并 一 致 收敛 . 从 此 
推 得 这 解 仅 能 在 系数 为 奇异 的 地 方 具有 奇异 性 ， 

奇 点 邻 域内 的 解 的 研究 是 由 Briot 和 Bouquet 起 始 的 @. 因为 
他 们 关于 一 阶 线 性 方程 的 结果 很 快 就 得 到 了 推广 ,所 以 我 们 将 考 
虑 更 为 普遍 一 些 的 论述 . 

为 了 知道 解 在 奇 点 邻 域 内 的 性 态 , Riemann 提出 了 一 条 非凡 
的 途径 . 虽然 在 (13) 中 假定 p;(z) 除 了 在 孤立 奇 点 外 是 单 值 解析 
函数 , 解 y(z) 除 了 可 能 在 奇 点 外 都 是 解析 的 ,但 在 = 值 的 整个 区 
域内 一 般 说 来 并 不 是 单 值 的 . 假定 有 一 个 基本 解 系 , yi) = 1, 
2,…, n), 即 上 面 定理 中 指明 类 型 的 个 独立 解 . 那么 通 解 就 是 

y oycteydcedct ay, 

其 中 c 是 常数 . 

如 果 现 在 我 们 探索 一 下 一 个 解析 的 y 沿 着 一 条 含有 奇 点 的 


(D Jour. für Math. , 66,1866, 121 ~ 160 = Math, Werke, 1,159 ff. 
®© Jour. d'Ecole Poly. , (1),21,1856 ,85~ 132 ,133~198,199~254,. 
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闭路 径 的 性 态 , 那 么 虽然 y; 仍 保持 为 微分 方程 的 解 ,但 它 的 值 要 
变 到 同一 函数 的 男 一 分 支 上 去 . 因为 任何 解 都 是 n 个 特 解 的 线性 
组 合 ,所 以 改变 了 的 y. ,不 妨 记 为 y , 仍 是 y, 的 线性 组 合 . 这 样 ,我 
们 得 到 


, 


Yi = enyi tet + euys, 
, 
y — € yi Fee F Conn 
(15) 2 21 


, 


Yn = Cay He b 6s ys. 
这 就 是 说 , 当 每 个 y; 沿 包 含 奇 点 的 一 条 闭路 径 运动 时 ,yi ，…，y， 
就 经 受 一 定 的 线性 变换 . 对 于 绕 每 一 奇 点 或 绕 多 个 奇 点 组 合 的 任 
一 闭路 径 ,就 会 出 现 这 样 一 个 变换 . 这 些 变换 的 集合 形成 一 个 
REO, gt Hermite 取 的 名 词 @, 这 个 群 叫 作 微分 方程 的 单 值 群 . 

Riemann 求 得 奇 点 邻 域内 解 的 特征 的 途径 见于 他 在 1857 年 
的 论文 4 对 可 用 Gauss 级 数 F(a, B, y, z) 表 示 的 函数 的 理论 的 补 
FIO. 如 Gauss Hr RI , 超 几何 微分 方程 有 三 个 奇 点 0，1，ce. 这 时 
Riemann 对 复 的 上 证 明了 :为 得 到 二 阶 微分 方程 的 特 解 在 奇 点 附 
近 的 性 态 的 一 些 结论 ,不 必 知道 微 分 方程 本 身 , 而 只 需 知道 当 自 变 
量 治 着 围绕 三 个 奇 点 的 诸 闭路 径 变 动 时 ,两 个 独立 解 是 怎样 变动 
的 . 这 就 是 说 ,对 于 每 个 奇 点 ,我们 必须 知道 变换 

y = €euyi E «sys, y: = On yı T czyz. 

这 样 Riemann 处 理 用 微分 方程 定义 的 函数 的 思想 就 是 :从 关 
于 单 值 群 的 知识 导出 这 些 函 数 的 性 质 . 他 的 1857 年 的 论文 处 理 了 
超 几 何 微分 方程 ,但 是 他 的 计划 是 讨论 带 代数 系数 的 n 阶 线性 微 
分 方程 . Riemann 在 1857 年 写 的 一 个 没有 发 表 的 片断 ,直到 1876 


(D # Riemann 那个 时 代 , 群 的 代数 概念 已 经 知道 了 . 在 本 书 第 31 章 中 将 要 介绍 
这 一 点 .然而 ,这 里 需要 知道 的 是 :两 个 相继 交换 的 作用 仍 是 集 里 的 一 个 变换 ,每 个 变 
换 的 逆 仍 属于 这 个 集 . 

© Comp Rend. , 32,1851, 458 ~ 461 = Œuvres , 1,276~280, 

Q Werke, 67~83, 
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年 才 见 之 于 他 的 全 集中 ,在 这 片断 里 Riemann 考虑 了 比 有 三 个 
奇 点 的 二 阶 方程 更 为 普遍 的 方程 . 因此 他 假定 有 个 函数 ,除了 在 
某 些 任 意 指定 的 点 ( 奇 点 ) 上 之 外 ,是 一 致 有 限 和 连续 的 ,并 且 当 
z 绕 这 种 点 走 一 闭 回 路 时 经 受 一 个 任意 指定 的 线性 替换 . 然后 他 
证 明 这 种 水 数 系 要 满足 一 个 n 阶 线性 微分 方程 ,但 是 他 没有 证 明 
这 些 分 支点 ( 奇 点 ) 和 这 些 替 换 可 以 任意 选择 . 他 的 这 工作 在 此 处 
是 不 完全 的 , 留 下 了 叫做 Riemann 问题 的 未 解决 问题 :在 复 平 面 
上 给 定 m 个 点 ai，…, an ,每 点 结合 一 个 形 如 (15) 的 线性 变换 ,在 
关于 这 些 奇 点 的 单 值 群 的 性 态 的 基本 假定 的 基础 上 (以 这 些 性 质 
不 是 已 经 确定 为 限 ), 要 证 明 : 满 足 一 个 以 ai 为 奇 点 (支点 ) 的 n 阶 
线性 微分 方程 的 函数 类 y. oe. y, 就 确定 了 ,并 使 得 当 z 绕 a; 点 
的 闭路 径 走 一 周 后 ,这 些 y, 就 经 受 一 个 与 a; 联系 着 的 线性 变换 . 

以 Riemann 1857 年 关于 超 几 何方 程 的 论文 为 指导 ,Fuchs 把 
奇 点 的 工作 做 得 更 深入 了 . 从 1865 年 开始 @ Fuchs 和 他 的 学 生 着 
手 研究 n 阶 微分 方程 ,而 Riemann 已 发 表 的 还 只 是 关于 Gauss 超 
几何 微分 方程 问题 . Fuchs 没有 沿 着 Riemann 的 途径 走 , 而 直接 研 
究 微分 方程 . Fuchs 不 但 把 线性 微分 方程 ,而且 把 微分 方程 的 整个 
理论 普遍 地 移植 到 复 函 数论 的 领域 . 

Fuchs 在 上 面 提 到 的 论文 内 给 出 了 他 关于 常 微分 方程 的 主要 
工作 , 他 从 以 z 的 有 理 函 数 为 系数 的 n 阶 线性 微分 方程 出 发 ,通过 
仔细 地 考察 形式 上 满足 这 方程 的 级 数 的 收敛 性 ,他 发 现 方程 的 奇 
点 是 固定 的 , 即 不 依赖 于 积分 常数 ,而 且 可 以 在 积 出 之 前 就 找到 ， 
因为 它们 就 是 微分 方程 的 系数 的 极点 . 

接着 他 证 明 , 当 自 变 量 z 描 出 围绕 奇 点 的 一 个 回路 时 ,基本 解 
系 就 经 受 一 个 常 系数 的 线性 变换 . 从 解 的 这 个 性 态 他 导出 了 在 转 


(D Werke, 379~390. 
@ Jour. für Math. , 66, 1866 ,121~160;68, 1868 ,354~ 385, 
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绕 这 点 并 伸展 到 邻近 奇 点 的 圆 形 区 域内 正确 的 解 的 表达 式 . 这 样 ， 
他 就 建立 除 在 某 些 点 的 邻 域外 都 是 一 致 .有 限 且 连续 的 n 个 函数 
的 函数 系 的 存在 性 ,并且 当 变量 x 走 过 绕 这 些 点 的 闭 回 路 时 ie 
数 系 就 经 受 一 个 常 系数 的 线性 替换 . 

然后 ,Fuchs 考虑 : 形 如 (13) 的 微分 方程 必须 具有 什么 性 质 ， 
才能 使 其 解 在 奇 点 T = a 处 具有 形状 ， 

(z—aY[$ -- $ilog(z —a) +++ 4- $log (z—a)], 
这 里 ;是 某 个 (可 以 进一步 指明 的 ) 常 数 ,#$ 是 在 z = a 的 邻 域内 单 
值 的 函数 ,可 能 有 有 限 阶 极点 . 他 的 答案 是 :一 个 充 要 条 件 为 
pr(z) = (zx —a) "P(z), 其 中 P(xz) 在 x 二 a 及 其 邻 域 内 是 解析 
的 . iX FÉ, p,(z) 有 一 阶 极点 ,等 等 . 这 样 的 点 a 叫做 正则 奇 点 
(Fuchs 叫 它 为 决定 性 的 点 ). 

Fuchs 还 研究 过 一 类 形 如 (13) 但 较为 特殊 的 方程 . 这 种 类 型 
的 齐 次 线性 方程 , 当 它 在 扩充 了 的 复 平 面 (包括 无 穷 远 点 co) 上 在 
最 还 的 情况 下 只 有 正则 奇 点 时 ,就 称 为 是 Fuchs 型 方程 . 在 这 种 情 
形 下 ,pi(z) 必 须 是 xz 的 有 理 函 数 . 例如 , 超 几 何方 程 在 20, 1, 
CORD RE A iE M AF d. 

但 是 对 微分 方程 在 给 定点 的 邻 域内 的 积分 的 研究 不 一 定 给 出 
积分 本 身 . 这 种 研究 已 作为 探讨 完全 积分 的 出 发 点 . 由 于 Fuchs 作 
了 大 量 研究 ,所 以 数学 家 们 已 经 成 功 地 扩大 了 能 明显 积分 的 线性 
常 微分 方程 类 . 以 前 仅 是 常 系数 的 n WR BAM Legendre 方程 


n na] 
(ar +6)" ÈZ + Alar +o) $2 


x dz! 
+++ +L(ar +6) dy +My =0 


可 以 积分 ,后 者 要 用 到 变换 ax 十 b = e, 新 的 方程 中 可 以 积分 的 是 
那样 的 方程 ,其 积分 都 是 = 的 一 致 性 ( 单 值 ) 函 数 . 通过 微分 方程 的 
奇 点 的 研究 ,人 们 认识 到 那些 积分 都 具有 这 个 性 质 . 这 样 得 到 的 一 
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般 积 分 通常 是 新 的 函数 ， 

除了 特殊 类 型 微分 方程 的 各 种 积分 的 普遍 结果 外 ,对 于 在 z 
= a 点 处 有 正则 奇 点 的 方程 , 它 的 解 还 有 利用 级 数 的 途径 . 如 果 原 
点 是 这 样 的 点 ， 那么 方程 必定 有 形式 


z^ dw y ent Pi) $- dz dr T e -+P (e) $E T +P, (z)w = 0, 


其 中 Pi(z) 在 z=0 及 其 邻 域 内 解析 ， EMMET ANTTIA 
nn 个 基本 解 ,用 关于 z = 0 处 的 级 数 形式 表示 ,并 证 明 对 z 值 的 
某 些 范 围 这 级 数 收敛 . 这 级 数 有 形式 


w= Mee. 
而 对 每 个 解 ,Pp 53 c, 是 可 以 确定 的 . 这 结果 属于 Georg Frobenius 
(1849—1917)®, 

19 世纪 的 后 半期 仍 在 研究 Riemann 问题 ,但 没有 成 功 ,直到 
1905 4£©, Hilbert 和 Oliver D. Kellogg(1878—1932)®, 借助 于 
当时 已 发 展 了 的 积分 方程 理论 才 第 一 次 给 出 完全 解 . 他 们 证 明了 
产生 单 值 群 的 变换 可 以 任意 地 预先 指定 


6. B sf HG SN 
线性 微分 方程 的 理论 尔后 为 Poincaré 和 Felix Klein 所 追 研 . 
他 们 引进 的 课题 叫做 自 守 (automorphic) 函 数 , 它 不 但 对 其 他 各 种 
应 用 是 重要 的 ,而且 在 微分 方程 理论 中 也 扮演 着 主要 的 角色 . 
Henri Poincare(1854 一 1912) 是 巴黎 大 学 理学 院 (Sorbonne ) 


(D Jour. für Math. , 76,1874, 214 ~ 235 = Ges, Abh. , 1,84~105, 

@ Proc. Third Internat. Math. Cong., 1905, 233 ~ 240; 5j Nachrichten 
König. Ges. der Wiss. zu Gétt., 1905,307~ 388. 还 有 在 D. Hilbert 的 Grundzüge 
einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, 1912, Chelsea (Æ H1), 
1953,81— 108, 

@ Math. Ann. , 60,1905,424— 433. 
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的 一 位 教授 . 他 的 著作 几乎 与 Euler 和 Cauchy 一 样 多 ,包罗 了 数 
学 和 数学 物理 的 广泛 领域 . 我 们 没有 机 会 讨论 他 的 物理 研究 ,其 中 
包括 :毛细管 引力 ,弹性 学 ,位 势 理论 ,流体 力学 , 热 的 传播 ,电学 ， 
光学 ,电磁 理论 ,相对 论 ,而 尤为 突出 的 是 天 体力 学 . Poincaré 对 他 
研究 的 每 个 问题 都 深刻 洞察 ,并 揭示 出 其 本 质 . 他 敏锐 地 集中 于 一 
个 问题 ,并 细致 地 考察 它 . 他 还 深 深 信赖 于 对 一 个 问题 的 每 个 方面 
作 定 性 的 研究 . 

Ei ST Bf RUE Hea A He Be A ER 2C, CU A 43 TE E 
函数 的 推广 . 函数 sin z, “4 z HJ zb 2ma 时 ,函数 值 不 变 , 这 里 
是 任何 整数 . TVA 34 z SRB = zx 十 2mx 的 任何 变换 时 ， 
PAR sin z 的 值 是 不 变 的 . 双 曲 函数 sinh zx, 当 > 受到 群 >” = = 十 
Zami 中 的 任何 变换 时 其 值 不 变 . 椭圆 函数 在 群 = = zt mo tm’ 
的 变换 下 ,其 值 保持 不 变 , 这 里 w 与 w 是 这 函数 的 周期 .所 有 这 
些 群 都 是 不 连续 的 (这 术语 是 Poincaré 引进 的 ) ,就 是 说 ,在 群 的 
变换 下 ,任何 一 点 的 所 有 变 式 的 数目 在 任何 有 界 区 域内 都 是 有 
限 的 . 

自 守 函数 的 名 称 今天 已 用 于 包括 那些 在 变换 群 


+ az +b 
(16) z = ztd’ 


或 这 个 群 的 某 些 子 群 作用 下 不 变 的 函数 ,其 中 a, b, c, d 可 以 是 
实数 或 复数 ,而 ad 一 & = 1. 此 外 ,在 复 平面 的 任何 有 限 部 分 上 ， 
这 群 必须 是 不 连续 的 . 

研究 得 最 早 的 自 守 函数 是 椭圆 模 函 数 ,这些 函数 在 模 群 或 它 
的 某 些 子 群 的 作用 下 是 不 变 的 ,所 谓 模 群 就 是 (16) 的 那样 一 个 子 
群 , 其 由 ob, c, d 是 实 整数 且 ad 一 & = 1. 这 些 椭 圆 模 函 数 是 从 
T6 D BR BST HE. 我 们 这 里 不 再 继续 讨论 它们 ,因为 它们 与 微分 方 
程 的 基本 理论 无 关 . 

更 一 般 的 自 守 消 数 是 为 研究 二 阶 线性 微分 方程 
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(17) 于 二 + mn o, 
Tah Hon p. p. 最 初 是 = 的 有 理 函 数 . 一 个 特殊 情形 是 有 
0，1，co 三 个 奇 点 的 超 几 何方 程 


d'y 7 一 (ae 十 8 十 1) dy aD n 
(18) dg + z(l—z) dz z(z—1) 9 


Riemann 在 他 的 1858—1859 年 关于 超 几 何 级 数 的 讲义 里 和 
1867 年 关于 极 小 曲面 的 一 篇 跟著 中 ,和 Schwarz OD 独立 地 各 自 确 
立 了 下 面 所 说 的 理论 . 令 刀 各 是 方程 (17) 的 任 两 个 特 解 .于 是 
所 有 人 解 可 以 表 为 

7 = my +n. 
当 z 绕 奇 点 的 一 条 闭路 径 走 过 一 圈 时 ,7 入 变 成 
9| = am +b, = +d, 
而 令 = 绕 所 有 奇 点 的 诸 闭路 径 旅游 时 ,就 得 到 这 种 线性 变换 的 整 
个 群 , 它 就 是 这 微分 方程 的 单 值 群 . 
BS (2) = n/n. 当 zz 绕 闭路 径 走 一 圈 时 ,这 个 商 和 就 变 为 


| a +b 
(19) 总 = d 
MOADRNRR E hg RAT DR 
e 3g lo ， 
(20) wy (pr) = 2m — pei i. 


如 果 把 (18) 中 的 特殊 函数 取 作 (17) 中 的 如 和 ps , 便 得 到 
vUOoG(Uy 1-4, 1—56 _ x+- 
(21) vw -3(g 一 Xü0-zy O-z) 
其 中 入 = 1-7, e [= (y-a PY, Y —(a—By fia, e, v 
正 数 (a, B, y 是 实 的 ). 变换 类 (19) 就 是 微分 方程 (21) 的 单 值 群 . 
接着 Riemann 和 Schwarz 证 明了 ,245 A, &, v 是 实数 时 ,方程 


D Jour. für Math. , 75,1873, 292 ~ 335 = Ges. Abh. , 2,211~259, 
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(21) 的 每 个 特 解 5(z) 都 是 一 个 从 上 半 z 平面 (图 29. 1) 到 “平面 
ES EAE Ad Aan, en, m 为 角 的 曲线 三 角形 的 保 角 变换 . 


ULEN 


在 区 域 由 三 圆 弧 围 成 的 情形 下 ,如 果 这 三 角形 的 角 满 足 一 定 
KH MS = Oz) 的 反 函 数 就 是 一 个 自 守 通 数 = = $(0), CHE 
个 存在 区 域 是 半 平 面 或 圆 . 在 《经 线性 变换 (19) 的 群 中 的 元 素 变 
换 后 ,这 函数 保持 不 变 ,而 变换 (19) 把 上 述 那 种 形状 的 任 一 曲线 三 
角形 变 到 男 一 曲线 三 角形 . 给 定 的 “ 圆 边 "三 角形 是 这 个 群 的 基本 
区 域 . 在 这 变换 群 的 作用 下 ,这 个 区 域 变 成 类 似 的 三 角形 ,它们 的 
TUS SEF MRA. 这 圆 边 三 角形 是 椭圆 函数 情形 里 的 平行 四 
边 形 的 类 似 物 . 

Poincaré 和 Klein 的 工作 从 这 个 基点 继续 前 进 . 1880 年 以 前 ， 
Klein 在 自 守 函数 方面 做 了 一 些 基 本 的 工作 . 后 来 在 1881—1882 
年 期 间 与 Poincaré 合作 . Poincaré 在 受 Fuchs 上 述 工作 的 吸引 而 
注意 这 事后 ,对 这 课题 也 已 作 了 先行 的 工作 . 1884 年 Poincare 在 
《数学 学 报 》 的 前 五 卷 中 发 表 了 关于 自 守 函数 的 五 篇 重要 论文 . 当 
这 组 论文 的 第 一 篇 在 《数学 学 报 》 的 第 一 卷 上 发 表 时 , Kronecker 
警告 编辑 Mittag Leffler ht, iX fà 4f nk BA ALA e c2 TE 1X 0] 
刊 扼杀 掉 . 

以 椭 贺 函数 理论 为 指导 , Poincaré 发 明了 一 类 新 的 自 守 函 
数 中 . 这 类 自 守 函数 是 考虑 了 方程 


D Acta, Math. , 1,1882,1~62 与 193 ~ 294 = Œuvres, 2,108 ~ 168, 169 — 
257. 
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$7 + Piw, 2) 24+ Q(w, 2)0— 0 


BJ BS ^ £& E 76 OS fI 08 EA Ie BEN Be Se 由 多 项 式 
Jj K&$(w, z) = OME, P SQ 都 是 有 理 函 数 . 这 是 Fuchs 型 自 
守 函 数 类 ,由 在 圆 ( 叫 做 基本 圆 ) 内 一 致 ( 单 值 ) 全 纯 函数 组 成 ,这 圆 
在 形 如 


; az+b 
(22) Z cz +d 
的 线性 变换 类 作用 下 是 不 变 的 ,其 中 a, 5, c, d 是 实数 且 ad — x 
=], 这 些 使 加 和 其 内 部 不 变 的 变换 形成 一 个 群 ,叫做 Fuchs 群 . 


Schwarz K T, $ (5) & Fuchs 型 函数 的 最 简单 的 例子 . ix E, 
Poincaré 就 证 明了 比 椭 圆 模 函数 更 为 普遍 的 自 守 通 数 类 的 存 
FO. 

Poincaré 关于 目 守 函数 的 构造 (在 1882 年 的 第 二 篇 论文 里 ) 
是 根据 他 的 0 级 数 作 出 的 . 设 群 (22) 的 变换 是 


(0 az +b; 
(23) z =z Fad’ 


令 z，z，… 为 = 在 群 中 的 各 种 变换 下 的 象 . 令 昌 H(z) 是 一 个 有 理 
图 数 ( 撤 开 其 他 不 重要 的 条 件 ). 于 是 Poincaré 6 级 数 就 是 函数 
(24) alz) = Daler +4,)?"H(z,),m> 1. 

可 以 证 明 6(z;) = (cz + d;)'"0(z). WES 0 (2) S & (ze) BAA 
同一 m 的 两 个 9 BR. 这 些 级 数 不 仅 是 单 值 函 数 而 且 是 整 函数 . 
因此 

(25) F(z) => 


是 群 (23) 的 一 个 自 守 函数 . 按照 这 群 是 属于 Fuchs 群 还 是 Klein 
F Poincaré 把 级 数 (24) 叫 做 -Fuchs 级 数 或 0-Klein 级 数 (Klein 


a;d, — bc; = l, i= l, 2, tt 


(D 在 关于 Fuchs 型 群 的 这 一 工作 中 , Poincaré 使 用 了 非 软 几 里 得 几何 (第 36 
TE) ,并 证 明了 Fuchs 型 群 的 研究 归结 为 Lobatchevsky 几何 的 平移 群 的 研究 . 
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群 马 上 就 要 讲 到 ). 

Fuchs 型 函数 有 两 类 :一 类 存在 于 整个 平面 上 , 另 一 类 只 存 
在 于 基本 圆 的 内 部 . 如 我 们 在 上 面 所 见 ,Fuchs 型 函数 的 反 函 数 
是 代数 系数 的 二 阶 线性 微分 方程 的 两 个 积分 的 比 . 这 种 方程 ， 
Poincaré 称 之 为 Fuchs 型 方程 ,可 以 用 Fuchs 型 函数 的 方法 积分 
出 来 . 

EX , PoincaréO 把 变换 群 (22) 扩 充 到 复 系数 的 情形 ,并 考虑 
了 这 种 群 的 几 种 类 型 ,Poincaré 把 这 种 群 叫 做 Klein 群 . 这 里 我 们 
必须 满意 地 注意 到 ,如 果 一 个 群 在 本 质 上 是 非 有 限 的 或 非 Fuchs 
型 的 ,但 当然 具有 (22) 的 形状 ,并 且 在 复 平面 的 任何 部 分 上 是 不 连 
续 的 ,那么 这 群 便 是 Klein 群 . 对 这 些 Klein BÉ, Poincaré 得 到 了 新 
的 目 守 函数 , 即 在 Klein HER FA EM BR, Poincaré 把 它 叫 做 
Klein 函数 . 这 些 函 数 有 类 似 于 Fuchs 型 函数 的 性 质 ; 然 而 ,这 些 
新 函数 的 基本 区 域 比 圆 要 复杂 . 顺便 说 说 ,Klein 考虑 了 Fuchs 型 
ba 2X , (H Lazarus Fuchs 倒 没 有 考虑 过 . Klein 因此 向 Pioncaré 提 
过 抗议 . Poincare 的 回答 是 把 自己 紧 接 着 发 现 的 一 类 自 守 函数 叫 
TE Klein 函数 ,因为 这 些 函数 是 某 些 人 默默 注意 到 的 ,从 来 都 没有 
被 Klein 考虑 过 . 

后 来 ,Poincare 指出 如 何 借助 于 Klein 函数 表示 仅 有 正则 奇 
点 的 代数 系数 的 阶 线性 方程 的 积分 . 这 样 ,整个 这 类 线性 微分 方 
程 都 可 以 用 Poincaré 的 这 些 新 的 超越 函数 来 解 了 . 


7. Hill 在 线性 方程 周期 解 方面 的 工作 
当 自 守 函 数 的 理论 还 正 处 在 创立 的 阶段 时 ,天 文学 方面 的 工 
作 激 起 了 对 一 个 二 阶 常 微分 方程 的 兴趣 , 它 比 Mathieu 方程 更 为 


(D Acta Math, , 3,1883,49~92;4,1884, 201 ~ 312 = Œuvres, 2,258 ~ 299, 
300—401. 
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普遍 一 些 . 因为 体 问 题 不 可 能 明显 地 解 出 ,只 有 复杂 的 级 数 解 才 
可 用 ， 于 是 数学 家 们 转 而 去 挑选 周期 解 

周期 解 的 重要 性 来 源 于 行星 或 卫 里 轨道 的 稳定 性 问题 . 假如 
一 个 行星 略微 离开 其 轨道 ,并 给 它 一 个 小 的 速度 ,那么 行星 是 围绕 
其 轨道 振动 而 过 了 一 定时 间 后 也 许 又 回 到 轨道 昵 ,还 是 从 此 就 离 
开 轨 道 呢 ? 在 前 一 种 情形 下 ,轨道 是 稳定 的 ,而 在 后 一 种 情形 下 ， 
轨道 是 不 稳定 的 . 这 样 ,行星 的 原始 运行 或 运行 中 的 任何 不 规则 性 
是 否 周期 的 问题 乃 是 极其 重要 的 问题 ， 

如 我 们 知道 的 (第 21 章 第 7 节 ),Lagrange 在 三 体 问题 中 已 
找到 了 特殊 的 周期 解 . 到 第 一 个 美国 大 数学 家 George William 
Hill(1838 一 1914) 研 究 月 球 理论 之 前 一 直 没 有 找到 三 体 问 题 新 的 
周期 解 . 1877 年 ,Hill 私人 出 版 了 关于 月 球 近 地 点 运动 的 一 篇 具 
有 卓越 创见 性 的 论文 2. 他 在 《美国 数学 杂志 》@ 上 又 发 表 了 一 篇 关 
于 月 球 运动 的 很 重要 的 论文 . 他 的 工作 创立 了 周期 系数 的 线性 齐 
次 微分 方程 的 数学 理论 . 

HINE 1877 年 的 论文 中 ) 第 一 个 基本 B 想 是 对 月 球 运 动 的 
诸 微分 方程 确定 一 个 近似 于 实际 观察 到 的 运动 的 周期 解 .于 是 他 
对 这 个 周期 解 变 差 写 出 方程 ,这 使 他 得 到 一 个 带 周 期 系数 的 四 阶 
ARRA Bea. 知道 了 某 些 积分 后 ,他 便 能 把 这 个 四 阶 方程 组 化 
简 为 单独 一 个 二 阶 线性 微分 方程 


dr 
dE --0(1)x = 0, 


Ot) EVA x AJ RABY S ER C. 把 0( 纪 展开 为 Fourier 级 数 , Hill 方 
程 的 形式 就 可 以 写成 
Vr lg + 2q,cos 2t + 2qs cos 4! 十 …) = 0. 


(26) 


en $3 


QD 此 文 重印 于 Acta Math. , 8,1886, 1 — 36 = Coll. Math. Works 1,243270. 
®© Amer, Jour. of Math. , 1,1878,5—26,129—147, 245 ~ 260 = Coll. Math, 
Works, 1,284— 335, 
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Hill 4 £— er, qa =a, 并且 写 (27) 为 
(28) Vr = 0. 
然后 他 令 
r= Mate, 


poo 


其 中 与 5; 待定 . 把 工 的 这 个 值 代入 (28) HS OME TIA 
数 为 0, 他 得 到 二 重 无 穷 线性 方程 组 


e[-2]55 —qiba — qii — qabi — qabe —7 = O, 
6 十 [一 1]2 一 oo 一 gb 一 gp 一 … 一 0， 
一 0 一 9 十 [0]5 — qib — qob; 一 … 一 0， 
qb- — qb- — qb +[1]b — qib — = = 0, 
qab- — qabı — gbo — qib, + [2] —- = 0, 


其 中 
[i] = (4+ 27)’ — qo. 

Hill S RHH b 的 系数 行列 式 等 于 0. 他 首先 确定 4 的 无 穷 多 个 
PARTA HAEL 的 明显 公式 . 然后 ,利用 4 的 这 些 值 , 他 对 

穷 多 个 b, 的 无 穷 齐 次 线性 方程 组 解 出 5; 5 b. 的 比值 . Hill 确 
MT RAO ERES EE BERT RID umo 
是 周期 性 的 ， 

在 Poincaré 证 明了 Hill 这 种 做 法 的 收敛 性 ,因而 使 无 穷 行列 
式 和 无 穷 线性 方程 组 的 理论 有 了 根据 之 前 由, Hill 的 工作 是 一 直 
受 人 嘲笑 的 . Poincaré 对 Hill 的 成 就 的 注意 和 完善， 使 Hill 和 有 
关 课 题 著 名 了 . 


(D Bull. Soc. Math, de France, 13,1885,19~27;14,1886, 77 ~ 90 = Œuvres , 
5,85 ~94,95~ 107, 
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8. 非 线性 微分 方程 :定性 理论 

在 Hill 工作 的 刺激 下 , Poincaré 为 支配 行星 运动 以 及 行星 和 
卫星 轨道 稳定 性 的 微分 方程 的 周期 解 的 研究 开辟 了 一 条 新 的 途 
径 . 因为 有 关 的 方程 是 非 线 性 的 ,所 以 Poincaré 就 从 事 于 这 类 方 
程 的 研究 . 非 线性 常 微分 方程 实际 上 在 一 些 课题 的 开创 期 就 出 现 
了 ,例如 在 Riccati 方程 (第 21 章 第 4 节 ) 中 ,在 摆动 方程 中 ,在 变 
分 法 的 Euler 方程 (第 24 章 第 2 节 ) 中 . 解 非 线性 方程 还 没有 找 出 
普遍 的 方法 . 

由 于 运动 方程 ,即使 是 三 体 的 运动 方程 都 不 可 能 用 已 知 函 数 
明显 地 解 出 ,所 以 稳定 性 问题 就 不 可 能 通过 考察 解 的 性 态 而 得 到 
解决 .于 是 Poincare 寻找 通过 考察 微分 方程 本 身 就 可 以 回答 问题 
的 方法 . 他 把 自己 所 创立 的 这 个 理论 叫做 微分 方程 的 定性 理论 . 这 
理论 表述 在 四 篇 本 质 上 是 同一 标题 的 论文 《关于 由 微分 方程 确定 
的 曲线 的 报告 》(Mémoire sur les courbes définies par une 
équation différentielle) OH. 用 他 自己 的 话说 ,他 要 寻求 解答 的 问 
题 是 :… 动 点 是 否 描 出 一 闭 曲线 ?” 它 是 否 永 远 逗 留 在 平面 某 一 部 分 
的 内 部 ? 换 名 话说 ,并 且 用 天 文学 的 话 来 说 ,我 们 要 问 轨 道 是 稳定 
的 还 是 不 稳定 的 ?” 

Poincaré 从 形 为 


(29) 


dy _ P(x, y) 
dr Q(x, y) 


的 非 线 性 方程 出 发 (其 中 P, QI x, y 是 解析 的 ) ,选择 这 个 形式 
的 部 分 原因 是 由 于 行星 运动 的 某 些 问题 ,部 分 原因 是 由 于 它 是 
Poincaré 心目 中 开始 研究 的 类 型 中 最 简单 的 数学 类 型 . (29 ) 的 解 


@ Jour. de Math. , (3),7,1881,375 ~ 422; 8,1882,251— 296; (4),1, 1885, 
167~ 244 ;2,1886, 151 ~ 217 = (Euvres, 1,3~84,90~161,167~ 221. 
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有 f(z, y) = 0 的 形式 ,而 这 方程 就 说 是 定义 一 个 轨道 系统 . RB 
f(z, y) 二 0, 可 以 者 虑 参数 形式 工 == x(t), y= y(t). 

在 分 析 方 程 (29) 的 所 有 可 能 有 的 解 的 类 型 时 ,Poincare 发 现 
微分 方程 的 奇 点 (使 P 与 Q 同时 为 0 的 点 ) 起 着 关键 性 作用 . 这 些 
奇 点 在 Fuchs 意义 下 是 不 确定 的 或 是 不 规则 的 . 这 里 ,Poincare 继 
续 Briot 和 Bouquet( 第 5 节 ) 的 早期 工作 ,但 使 自己 限于 实 值 并 宁 
可 研究 整个 解 的 性 质 ,而 不 只 研究 在 奇 点 邻 域内 解 的 性 质 . (do 
点 区 分 为 四 类 ,并 阐述 了 解 在 这 些 点 附近 的 性 态 . 

BAA ARE A, BS 29. 2 中 的 原点 , 当 上 从 一 ce 变 向 
十 ce 时 , 解 环绕 原点 盘旋 并 趋向 于 原点 . 这 种 类 型 的 解 被 看 成 是 稳 
定 的 . 第 二 类 奇 点 是 鞍点 . 它 是 图 29. 3 中 的 原点 ,轨道 趋 近 于 这 个 
点 然后 又 离开 它 . 两 条 分 角 线 是 轨道 的 渐 近 线 . 这 种 运动 是 不 稳定 
的 , 第 三 类 奇 点 叫 结 点 ,是 无 穷 多 个 解 相 交叉 的 点 . 第 四 类 奇 点 叫 
中 心 , 有 若干 闭 轨道 围绕 着 它 ,一 个 闭 轨道 包含 着 另 一 个 ,并 且 都 
包含 着 中 心 . 


y 
y 于 | 一 
x 
x 
图 29.2 图 29.3 


在 许多 结果 中 ,Poincaré 发 现 可 能 有 一 些 闭 曲线 不 与 任何 满 
足 微 分 方程 的 曲线 组 相 接 触 . 他 把 这 些 闭 曲 线 叫做 无 接触 环 . 一 
条 满足 微分 方程 的 曲线 与 这 环 的 交点 不 能 多 于 一 个 . 因而 ,如 果 
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它 跨 过 这 环 , 则 它 就 不 可 能 再 次 跨 过 这 环 . 如 果 这 种 曲线 是 一 行 
星 的 轨迹 ,那么 它 就 表示 不 稳定 
的 运动 . 

除了 无 接触 环 外 ,还 有 一 种 
Poincaré 称 之 为 极限 环 的 闭 曲 
线 . 它们 是 满足 这 微分 方程 的 闭 
曲线 ,而 且 其 他 解 淅 近 地 趋向 于 
它们 ,也 就 是 永远 达 不 到 极限 
ER, 这 种 趋向 可 以 是 从 极限 环 C 
之 外 ,也 可 以 是 从 极限 环 C 之 内 

图 29.4 (图 29. 4). 对 某 些 (29) 型 的 微分 
方程 ,Poincaré 确定 了 其 极限 环 和 它们 的 存在 区 域 . 在 极限 环 的 情 
形 下 ,轨道 曲线 趋向 于 一 条 周期 曲线 ,所 以 运动 仍然 是 稳定 的 . 然 
而 ,如 果 运 动 方 向 是 离开 极限 环 的 ,那么 在 极限 环 外 面 的 运动 是 不 
稳定 的 ,而 在 环 内 的 运动 则 是 一 条 收缩 螺 线 . 

Poincaré 在 他 关于 这 课题 的 第 三 篇 论文 中 ,研究 了 高 次 的 和 
具有 形状 F(x, y, y) 一 0( 基 中 下 是 z,y，y 的 多 项 式 ) 的 一 阶 
方程 .为 了 研究 这 些 方程 ,把 zx，y，y 看 作 三 直角 坐标 ,并 考虑 由 
微分 方程 定义 的 曲面 . 如 果 这 曲面 有 亏 格 0( 球 的 形状 ) ,那么 积分 
曲线 有 与 一 次 微分 方程 情形 相同 的 性 质 . 对 于 其 他 亏 格 , 关 于 积 
分 曲线 的 结果 可 以 很 不 相同 . 例如 ,对 于 一 个 环 管 就 有 许多 新 的 
情形 发 生 . Poincaré 没有 完成 这 个 研究 .在 (1886 年 的 ) 第 四 篇 论 
文 里 ,他 研究 了 二 阶 方程 ,并 得 到 了 某 些 类 似 于 一 阶 方程 所 具有 
的 结果 . 

Poincaré 在 继续 进行 关于 微分 方程 (29) 解 的 类 型 的 工作 同 
时 ,又 考虑 了 一 种 针对 天 文学 中 三 体 问题 的 更 普遍 的 理论 . 在 一 
篇 得 奖 的 论文 4 论 三 体 问题 和 动力 学 方程 ) 中 ,他 考虑 了 微分 


© Acta Math. , 13,1890, 1 ~ 270 = Œuvres, 7,262 ~479, 
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方程 组 


{30) C= Xin 1 ELE e n. 


他 用 小 参数 w UERR X FRE RAM x = 0 有 一 个 已 知 
的 以 了 为 周期 的 周期 解 
x 一 中 (1 一 1，2，…，7 


他 企图 找 方程 组 的 当 p = 0 时 归 化 为 (四 的 周期 解 . 对 三 体 问 
题 ,周期 解 的 存在 性 已 由 Hi 发 现 ,而 Pioncaré 则 利用 了 这 一 

在 这 里 考虑 Poincare 工作 的 细节 是 太 专 门 化 了 . 他 首先 推广 
了 Cauchy 关于 党 微分 方程 组 的 解 的 较 早 的 工作 ,其 中 Cauchy 已 
用 了 他 的 极限 计算 . 然后 ,Poincare 证 明了 他 所 要 寻找 的 周期 解 的 
存在 性 ,并 把 他 所 学 得 的 知识 应 用 于 三 体 问题 周期 解 的 研究 ,其 中 
两 个 物体 的 质量 (不 是 太阳 的 质量 ) 都 是 很 小 的 . 于 是 ,经 假定 这 两 
个 小 质量 物体 围绕 太阳 在 同一 平面 的 两 个 同心 圆 上 运动 后 , 便 得 
到 这 样 的 解 . 如 果 假 定 在 x = 0 时 轨道 都 是 椭圆 ,并 且 它 们 的 周期 
是 可 公 度 的 , 便 可 以 得 到 其 他 的 解 . 利用 这 些 解 ,并 利用 他 对 方程 
组 所 建立 的 理论 ,他 便 得 到 其 他 的 周期 解 . 总 结 起 来 ,他 证 明了 有 
无 穷 多 个 初始 位 置 和 初始 速度 使 得 三 星体 相互 间 的 距离 是 时 间 的 
周期 函数 (这 样 的 解 也 叫 作 周期 解 ). 

Poincaré 在 1890 年 的 这 篇 论文 中 引用 了 关于 方程 组 (30) 的 
周期 解 和 殉 周 期 解 的 许多 别 的 结论 ,其 中 包含 有 这 种 方程 组 的 从 
前 不 知道 的 一 类 新 的 解 这 样 非常 卓越 的 发 现 . fb d X e fgg m (E 39g 
近 解 .共有 两 类 .在 第 一 类 中 , 当 上 + 趋 于 一 ce 或 上 趋 于 十 ce 时 ,这 和 解 
渐 近 地 趋 于 周期 解 . 第 二 类 解 由 二 重 渐 近 解 组 成 ,也 就 是 当 上 趋 于 
一 ce 和 十 ce 时 ,这 种 解 趋 于 一 周期 解 . 这 种 二 重 渐 近 解 有 无 穷 多 
个 .在 1890 年 的 这 篇 论文 中 所 有 的 结果 以 及 许多 其 他 结果 也 可 以 


E 128 第 29 章 19 世纪 的 常 微分 方程 


在 Poincaré 的 《天 体力 学 的 新 方法 》(Les Méthodes nouvelles de la 
mécanique céleste ) Ur 找到 . 

Poincare 关于 太阳 系 稳 定性 问题 的 工作 仅仅 是 部 分 地 成 功 
了 .稳定 性 仍然 是 一 个 未 解决 的 问题 . 事实 上 , 月 球 轨道 是 不 是 稳 
定 的 问题 也 是 这 样 ;今天 大 多 数 科学 家 认为 它 是 不 稳定 的 . 

(29) 的 解 的 稳定 性 可 以 用 所 谓 特 征 方程 的 方法 来 分 析 , 所 谓 
特征 方程 就 是 
(31) Q.(xo, yo) —A P(x, yo) — 0, 

Q, (zo, yo) P (£o, yo) A 

其 中 (zo, yo) 是 (29) 的 一 个 奇 点 . 按照 杰出 的 俄罗斯 数学 家 Ale- 
xander Liapounoft(1857 一 1918) 的 一 个 定理 ,在 (ze，w) 的 邻 域 
内 稳定 性 依赖 于 这 个 特征 方程 的 根 包 . 可 能 情形 的 分 析 是 细致 的 ， 
并 包括 着 比 上 面 讨 论 的 Poincaré 的 工作 更 多 的 类 型 . Liapounoff 
关于 稳定 性 问题 的 工作 一 直 继 续 到 这 世纪 的 早期 . 据 Liapounoff 
说 ,基本 结果 是 当 且 仅 当 方程 (31) 关 于 n 的 根 都 有 负 实 部 时 ,方程 
的 所 有 解 才 是 稳定 的 . 

非 线性 方程 的 定性 研究 被 Poincare 引进 的 拓扑 论证 法 (在 
《数学 杂志 》 上 四 篇 论文 的 第 一 篇 中 ) 所 推进 . 为 了 描述 奇 点 的 性 
质 , 他 引进 了 指数 的 概念 . 考虑 一 奇 点 P。 和 围绕 它 的 一 条 简单 闭 
曲线 C. 在 C 与 方程 


dy _ P(x, y) 
(32) dr Q(z, y) 


的 解 的 每 个 交点 上 ,有 轨道 的 一 个 方向 角 , 我 们 用 #$ 表示 ,这 个 角 
可 以 取 从 0 到 2x 弧度 间 的 任何 值 . 如 果 一 个 点 依 反 时 针 方 向 沿 C 
移动 (图 29.5), 则 角 $ 将 要 变化 ;而 且 当 点 C 走 完 一 圈 以 后 ,$ 将 
有 值 2x1, 其 中 了 是 一 个 整数 或 0( 因 为 轨道 的 方向 角 已 经 转 回 到 


(D Three volumes, 1892~ 1899, 
@ Ann. Fac. Sci, de Toulouse ,(2) ,9,1907,203—474;1892 年 最 初 在 俄国 发 表 . 
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C 


1=+1 /=-1 
H 29.5 
RRNA T). 量 了 工 就 是 曲线 的 指数 . 可 以 证 明 : 包 含 几 个 奇 点 的 闭 
曲线 的 指数 是 它们 的 指数 的 代数 和 . 闭 轨道 的 指数 是 十 1, 反 之 
PUN 
轨道 的 性 质 可 以 由 特征 方程 确定 ,因此 ,条 曲线 的 指数 T 应 
当 仅 仅 知 道 微分 方程 就 能 确定 了 . 可 以 证 明 
1 P 1 PdQ— QdP 
1=5-| 4 ) Po 


arctan > 一 -— 
Q 


«^ 2xjc PHE " 
其 中 积分 路 径 是 闭 曲 线 C. 

Poincaré 之 后 ,关于 形 为 (32) 的 方程 的 解 的 最 有 意义 的 工作 
是 属于 Ivar Bendixson(1861 一 1935) 的 . 他 的 主要 结果 @ 之 一 是 提 
供 一 个 准则 , 据 以 可 证 明 在 某 区 域内 没有 闭 轨道 存在 . 若 了 是 
2Q/3x + 3P/2y 在 其 中 同 号 的 一 个 区 域 , 则 方程 (32) 在 D 中 没有 
周期 解 . 

在 Bendixson 1901 年 的 论文 里 ,有 现在 以 Poincare 和 Bendixson 
命名 的 定理 , 它 提供 了 (32) 存 在 一 个 周期 解 的 一 个 肯定 判断 准则 . 
如 果 忆 与 Q 在 一 ce<z,y 扫 ce 内 有 定义 并 且 是 正则 的 ,又 如 果 当 
t 趋 于 co 时 , 解 x(t), ya RAE (zc, »y FRA RRA BAS 
趋 于 奇 点 ,那么 这 微分 方程 至 少 存在 一 条 闭 的 解 曲线 . 

Poincaré 创始 的 非 线性 方程 的 研究 已 在 各 个 方面 加 宽 变 广 


(D Acta Math. , 24,1901,1~88, 
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T. 这 里 要 提 一 下 在 19 世纪 开始 的 又 一 个 论题 . Fuchs 研究 过 的 
线性 微分 方程 的 奇 点 都 是 固定 的 ,而 且 事 实 上 是 被 这 微分 方程 的 
系数 所 确定 了 的 . 在 非 线性 方程 的 情形 下 , 奇 点 可 能 随 初 始 条 件 而 
变动 ,因而 称 为 可 去 奇 点 . 例如 方程 y 十 y = 0 有 一 般 解 y = 
l/(x—c), 其 中 c 是 任意 的 .在 解 中 , 奇 点 的 位 置 依 赖 于 c 的 值 . 可 
去 奇 点 的 现象 是 由 Fuchs? 发 现 的 . 可 去 奇 点 的 研究 和 具有 或 不 
具有 这 种 奇 点 的 二 阶 非 线 性 方程 的 研究 被 许多 人 做 过 ,特别 是 被 
Paul Painlevé(1863 一 1933) 研 究 过 .一 个 有 趣 的 特征 是 对 许多 形 
如 y = f(x, y, y ) 的 二 阶 方程 类 ,它们 的 解 需要 新 的 超越 函数 
类 ,现在 叫做 Painlevé i8 BR HO, 

对 于 非 线 性 方程 的 兴趣 在 20 世纪 已 经 变 得 浓烈 了 . 它 的 应 用 
已 从 天 文学 转移 到 通信 、 服 务 机 构 .自动 控制 系统 和 电子 学 . 它 的 
研究 也 已 从 定性 阶段 转移 到 定量 研究 的 阶段 了 . 
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第 30 = 
19 世纪 的 变 分 法 


虽然 不 允许 我 们 看 透 自 然 界 本 质 的 秘密 ,从 而 认识 现象 的 
真实 原因 ,但 仍 可 能 发 生 这 样 的 情形 :一 定 的 虚构 假设 足以 
解释 许多 现象 . 


Leonhard Euler 


我 们 已 经 看 到 , 变 分 法 主要 是 由 Euler 和 Lagrange 在 18 世 
纪 确 立 的 . 除 各 类 数学 和 物理 问题 外 ,对 它 的 研究 有 一 个 主导 的 动 
力 , 即 最 小 作用 原理 , 它 在 Maupertuis, Euler 和 Lagrange 手中 已 
成 了 数学 物理 的 主导 原理 , 19 世纪 的 人 们 继续 做 着 最 小 作用 方面 
的 工作 ,而 19 世纪 前 半期 对 变 分 法 最 大 的 刺激 就 来 自 这 方面 . 在 
物理 方面 ,其 兴趣 来 自力 学 特别 是 天 文学 的 问题 . 


2. 数学 物理 和 变 分 法 

Lagrange 用 其 最 小 作用 原理 对 动力 学 规律 的 成 功 描述 ,启示 
着 这 概念 应 该 可 以 应 用 到 物理 学 的 其 他 分 支 上 去 . Lagrange 对 流 
体 动力 学 给 出 了 极 小 原理 (适用 于 可 压缩 的 和 不 可 压缩 的 流 
体 ) ,他 由 此 导出 了 关于 流体 动力 学 的 Euler 方程 (第 22 章 第 8 
节 ), 而 且 他 确实 自 硅 说 , 极 小 原理 主宰 了 这 个 领域 ,就 像 它 主宰 
着 质点 运动 和 刚体 运动 那样 . 在 19 世纪 早期 , 许多 弹性 问题 也 为 


(D Mise. Taur. , 22,1760/1761,196~298,pub. 1762 = Euvres, 1,365~468. 
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Poisson, Sophie Germain, Cauchy 和 其 他 一 些 人 用 变 分 法 解决 . 
弹性 问题 的 工作 还 使 这 课题 保持 经 常 的 活跃 ,但 在 这 个 领域 内 或 
在 Gauss 的 著名 力学 贡献 一 一 “最 小 约束 原理 "(The Principle of 
Least Constraint) 中 中 ,并 没有 主要 的 变 分 学 的 新 数学 概念 引 人 
iE H. 

第 一 个 值得 注意 的 新 论点 归于 Poisson. 利用 Lagrange 的 广 
义 坐 标 ,Poisson 直接 追随 Lagrange 的 两 让 论文 ,并且 从 Lagrange 
方程 (第 24 章 第 5 节 ) 

d/oaT aT aV 
(1) aos )- ag, | aq, 
HRO. 这 里 用 广义 坐标 表示 的 动能 工 是 27 = 5 ayg.q;, V 是 
i, j=l 

势能 ,而 T, V 55: ARK. fb L — T—V. 当 V 仅 依赖 于 g, 而 不 
依赖 于 qi 时 ,就 有 


—0,1—1,2, 


aL aT 
(2) q T ag, 
从 而 他 可 以 把 运动 方程 改写 成 

d /aL aL 

(3) ala) Jg. =0, i=], 2, 
他 还 引进 

9L oT 
(4) pi = 3$ Ia, 
因此 从 (3) 他 得 到 

; aL 

(5) p: = Jq, ,»i=1, 2, 


iX! p, 是 动量 的 分 量 , 而 q; 是 位 置 的 直角 坐标 . 方程 (5) 是 走 上 
我 们 将 要 考察 的 方向 上 的 一 步 . 
最 小 作用 原理 ,在 叙述 上 的 巨大 改变 是 由 William R. Hamil- 
ton 作出 的 , 这 一 改变 对 变 分 法 、 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 都 是 重 
@ Jour. für Math. , 4,1829, 232 一 235 = Werke , 5,23 ~ 28. 
( Jour, de l'Ecole Poly. , 8,1809,266~344, 
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要 的 , Hamilton 是 经 光学 到 动力 学 的 . 他 在 光学 上 的 目的 是 要 用 
Lagrange 处 理 力学 那样 的 方式 形成 一 种 演绎 的 数学 结构 . 

Hamilton 也 是 从 最 小 作用 原理 出 发 ,并 要 推 锭 出 一 些 新 的 原 
理 . 然而 他 对 这 种 原理 的 态度 与 Maupertuis，Euler，Lagrange 是 
有 深刻 区 别 的 . 在 《都 柏林 大 学 评论 》(Dublin University Review) 
上 发 表 的 一 篇 论文 中 他 说 ;“ 但 是 虽然 最 小 作用 原理 已 如 此 立足 
于 物理 学 最 高 级 定理 之 林 , 然 而 在 宇宙 经 济 的 基地 上 看 ,当时 人 们 
普遍 拒绝 把 它 作 为 宝 宙 规律 的 主张 ,对 此 ,拒绝 恰恰 在 于 其 他 理 
由 ,事实 上 伪装 节约 的 数量 都 常常 浪费 地 消耗 着 . "因为 在 某 些 自 
然 现象 ,甚至 于 最 简单 的 现象 里 ,作用 是 极 大 化 了 的 ,所 以 Hamil- 
ton 宁愿 把 它 说 成 稳定 作用 原理 ， 

Hamilton 在 1824 到 1832 年 间 的 一 系列 论文 里 建立 了 他 的 
光学 的 数学 理论 ,尔后 把 他 在 那里 引入 的 概念 移植 到 力学 中 去 . 他 
写 了 两 篇 基本 论文 2. 其 中 第 二 篇 更 为 著名 . 在 那里 他 引进 作用 积 
分 , 即 动能 与 位 能 的 差 对 时 间 的 积分 


Py. ty 
(6) S = | (T— V)dt. 

Pn 
虽然 量 T—V 是 由 Poisson 引进 的 ,但 却 叫做 Lagrange pA X. P, 
代表 gi, q.s. qi 而 Pi RB qi? , of? , o, gf. HUE Hamilton 


推广 Euler 与 Lagrange 的 原理 , 允许 有 不 受 限 制 的 比较 路 径 , 只 
是 沿 这 些 路 径 的 运动 必须 在 时 间 坟 从 已 开始 ,在 时 间 t 到 达 
P. 同时 能 量 守恒 定律 不 必 成 立 ,而 在 Euler-Lagrange 原理 中 ,能 
量 守 恒定 律 是 预先 假定 的 ,因而 ,一 物体 历经 比较 途径 中 任 一 条 所 
需 的 时 间 不 同 于 历经 真实 途径 所 费 的 时 间 . 

Hamilton 最 小 作用 原理 断言 ,真实 运动 是 使 作用 稳定 的 运 
动 . 对 于 保守 系统 , 即 在 力 的 分 量 可 从 仅 是 位 置 的 函数 的 位 能 导出 


(D 1833,795 ~ 826 = Math. Papers,1,311— 332. 
© Phil. Trans. , 1834,Part Il, 247~308;1835,Part I » 95 ~ 144 = Math. 
Papers, 2,103~211. 
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的 场合 , THV = 常数 ,所 以 T 一 V =2T— BR, 从 而 Hamilton 

原理 化 归 到 Lagrange 原理 . 但 如 已 经 指出 的 , Hamilton 原理 对 非 

保守 系统 也 是 成 立 的 .还 有 ,位 能 可 以 是 时 间 的 函数 ,甚至 还 是 

速度 的 函数 , 即 在 广义 坐标 中 ,VV = 二 V(g Qn mon Qa, t). 
MRS T-V = L, 我 们 把 作用 积分 (6) 写 为 


(7) S = | rg 9 > Qs, Qi yt, q.s t)dr. 


附 以 条 件 : 所 有 比较 函数 g;(1) 在 4 和 ts 都 必须 有 同一 给 定 值 ,于 
是 ,问题 就 是 要 在 真实 的 q 使 积分 稳定 的 条 件 下 来 确定 9 为 上 的 
RM. 表示 S 的 一 级 变 分 为 0 的 条 件 的 Euler 方程 变 成 齐 次 二 阶 
常 微分 方程 组 , 即 

O alae 
Wx ERE toh 内 是 可 解 的 .虽然 上 现在 是 一 个 不 同 
的 函数 ,但 这 些 方程 仍 叫 做 Lagrange 运动 方程 . 坐标 系 的 选择 是 
任意 的 ,通常 是 用 Lagrange 广义 坐标 ,这 是 变 分 原理 的 基本 优点 . 

现在 引进 (看 (4)) 


)=0, k=1,2,-", 7, 


于 是 方程 (8) 变 成 


虽然 引进 p. 作为 一 组 新 的 自 变 量 是 Poisson 首先 做 的 ,但 是 仍 归 
功 于 Hamilton. 现在 我 们 有 了 一 组 对 称 的 微分 方程 


(9) bi 


, bi = =, i=1,2,.,n. 


这 是 2n AF pi 和 ,的 一 阶 微分 方程 组 . 然而 这 些 如 ats SP: 


Hamilton 在 他 的 第 二 篇 (1835 年 ) 论 文中 ,简化 了 这 个 方程 
组 .他 引进 一 个 新 的 函数 OH, EMA 
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(10) H(p, q, t) 一 一 工 十 Dy Pd 

这 个 函数 在 物理 上 就 是 总 能 量 ,因为 这 个 和 可 以 证 明 是 等 于 2T. 
M L Fj H 的 变换 叫做 Legendre 变换 ,因为 Legendre 曾 把 它 用 在 
他 的 常 微分 方程 研究 中 . H 是 p;, qu t 的 函数 ,而 L=T 一 V 是 


gq, ,i,t 的 函数 ,这 是 因为 p; = PX 所 以 我 们 可 以 解 出 六 ,并 代 


9 
5| L mx. 
利用 (10) ,可 以 证 明 运动 的 微分 方程 (9) 具 有 形式 
._ƏH |, aH ， 
(11) 和 


在 应 用 于 物理 问题 中 时 ,函数 H 假定 是 已 知 的 . 这 些 方程 是 22 个 
一 阶 常 微分 方程 的 方程 组 ,有 2n 个 应 变量 p; 和 g, ,它们 都 是 1 的 
函数 ,而 Lagrange HEME 9.(1) 的 个 二 阶 常 微分 方程 的 方程 
组 . 后 来 Jacobi 把 Hamilton 方程 称 为 典型 微分 方程 . 它们 是 积分 
S= | T-V = [rar = IL 2jb4 Hops, as} 
的 变 分 方程 (Euler 方程 ). 这 组 方程 出 现在 Lagrange 1809 年 的 一 
篇 研究 力学 系统 机 动 理论 的 论文 中 . 然而 ,Lagrange 没有 看 出 这 
些 方程 与 运动 方程 的 基本 联系 ,而 Cauchy 在 1831 年 的 一 篇 未 发 
表 的 论文 中 则 看 出 来 了 . Hamilton 在 1835 年 把 这 些 方程 作为 他 
的 力学 研究 的 基础 ， 

为 了 运用 Hamilton 的 运动 方程 ,常常 可 能 采用 合适 的 p 和 g 
坐标 系 来 表示 日 ,使 得 可 以 从 方程 组 (11) 解 出 p 5q: 作为 1 BO HR 
数 . 特别 地 ,如 果 能 选取 坐标 使 得 日 只 依赖 于 p; ,那么 这 方程 组 就 
是 可 解 的 . 

Jacobi 在 1837 年 的 一 篇 论文 中 中 以 及 在 1842 年 和 1843 EH 


®© Jour. fiir Math. , 17,1837, 97 ~ 162 = Ges. Werke , 4,57—127. 
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于 动力 学 的 讲演 里 (这 讲演 1866 年 刊 于 经 典 著 作 《 动 力学 讲义 》 
(Vorlesungen über Dynamik ) 中 ) 都 指出 ,人 们 可 以 把 Hamilton 
的 程序 反 转 过 来 . YE Hamilton 的 理论 中 , 如果 知道 作用 S 或 
Hamilton 图 数 里 ,就 可 以 作出 Zn 个 典型 微分 方程 并 可 试图 解 出 
这 方程 组 . Jacobi 的 思想 是 图 谋 找 出 坐标 P; 和 Q, UEH 尽 可 能 
简单 ,因而 微分 方程 (11) 能 易于 积分 . 特别 地 ,他 找到 一 个 变换 


(12) Q = Ql, gi, 0), 

P; = P,(b., qi, t), 
使 得 af” (È pa- Hos, q, t))dr = 0 
经 变换 (12) 变 到 


el (X PA- KP, Q, t))de — 6, 
从 而 Hamilton 微分 方程 变 成 
(13) Q = sp. P = 一 二 
其 中 KCP;, Q, 站 是 新 的 Hamilton AF. 这 一 途径 导致 

K = HG. a D +Q, 4.0. 
其 中 Q 是 新 的 函数 ,叫做 变换 的 母 函数 . Jacobi 选取 天 = 0, 从 而 
由 (13) 得 到 

Q = 0, P = 0, 

也 就 是 说 Q, P 是 常数 . 此 外 ,有 


an 
(14) Ht = 0, 
并 可 证 明 p= 2. 
x q: 
考虑 到 H 中 的 变量 ,就 可 由 (14) 得 到 
(15) H(S8, a 1) BQ. q, 1) =0. 


AAQ=0,Q a, 所 以 这 方程 是 关于 0( 具 自 变量 q MOW 
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一 阶 方程 . 作 这 样 的 改变 后 ,方程 (15) 便 是 关于 2 的 Hamilton- 


Jacobi 偏 微分 方程 . 如 果 这 个 方程 可 以 解 出 一 个 完全 的 2, 即 包 含 
n 个 任意 常数 的 解 ,那么 这 解 将 有 形式 


Ala, Q2, s, Ans Gis do, 7. Qs, t). 
现在 从 Jacobi 变换 理论 有 这 样 一 个 事实 : 
IN 
P, == 57. 
并 且 因为 P, = 0, 有 P, = B, 是 常数 . 所 以 从 代数 方程 
28 LB, i=l, 2, n 
解 出 q: ,这些 解 


q: = filar, az, t, an, Ê, B, ee, Ban t), i=1,2, =, n 
Æ Hamilton 典型 方程 的 解 . 这 样 ,Jacobi 便 证 明了 经 过 解 偏 微分 
方程 (15) 就 可 以 解 出 方程 组 (11). Jacobi 本 人 就 对 许多 力学 问题 
找 出 了 真正 解 0. 

Hamilton 的 工作 是 提供 一 个 普遍 原理 (可 以 从 它 导出 各 种 力 
学 问题 的 运动 定律 ) 的 一 系列 努力 的 顶峰 , 它 鼓舞 人 们 努力 在 其 他 
数学 物理 分 支 , 如 弹性 学 .电磁 理论 .相对 论 .量子 理论 中 求 得 相似 
的 变 分 原理 .已 经 导出 的 原理 ,即使 是 Hamilton 原理 ,都 不 必 是 
解 特殊 问题 的 更 实际 途径 . 虽然 科学 家 们 不 再 推断 说 极 大 极 小 原 
理 的 存在 是 上 帝 的 智慧 和 效能 的 证 据 了 ,但 是 这 种 广泛 的 公式 的 
吸引 力 , 毋 宁 说 是 在 于 哲学 和 美学 的 兴 

从 数学 史 的 角度 看 , Hamilton 和 Jacobi 的 工作 是 有 意义 的 ， 
因为 它 不 仅 推动 了 变 分 法 的 进一步 研究 ,而 且 也 推动 了 常 微分 方 
程 组 和 一 阶 偏 微分 方程 组 的 进一步 研究 . 


3， 变 分 法 本 身 的 数学 扩充 
我 们 记得 ,即使 在 最 简单 的 情形 ,要 把 积分 
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(16) J = | fe, y, y Jdr 


极 小 化 或 极 大 化 ,Euler 和 Legendre 的 结果 也 只 提供 了 必要 条 件 
(第 24 章 ). 在 Legendre 的 工作 以 后 大 约 50 年 的 期 间 内 ,数学 家 
们 进一步 探索 了 一 阶 和 二 阶 变 分 ,但 没有 得 到 决定 性 的 结果 . 1837 
O Jacobi 发 现 了 如 何 强化 Legendre 条 件 使 它 可 以 提供 充分 条 
件 .在 这 方面 ,他 的 主要 发 现 是 共生 点 的 概念 . 我 们 先 来 解释 一 下 
这 是 什么 意思 . 

考虑 满足 Euler( 特 征 ) 方 程 的 曲线 ;这 种 曲线 叫 极 值 曲线 . 对 
于 变 分 学 的 基本 问题 ,通过 给 定点 4, 存 在 一 族 单 参数 极 值 曲线 ， 
现在 假定 A 是 我 们 寻求 极 大 或 极 小 曲线 的 两 端点 之 一 . 给 了 任 一 
极 值 曲线 , 当 其 他 极 值 曲线 越 来 越 接近 这 极 值 曲线 时 ,其 他 极 值 曲 
线 的 交点 的 极限 就 是 这 极 值 曲线 上 A FE Vu. 表达 这 概念 的 另 
一 方法 是 ,我们 有 一 族 曲 线 ,这 族 曲 线 可 能 有 一 包 络 . 任 一 极 值 曲 
线 与 这 族 曲 线 的 包 络 的 接触 点 就 是 这 极 值 曲线 上 与 A HRA. 
于 是 Jacobi 条 件 就 是 :如 果 y(x) 是 原来 问题 中 端点 A 和 B 之 间 
的 一 条 极 值 曲线 ,那么 在 A, B 间 的 极 值 曲线 y(z) 上 必定 没有 共 
HA ,或 甚至 于 连 B 本 身 也 不 是 . 

这 在 具体 问题 中 究竟 是 什么 意思 ,可 以 从 一 个 例子 看 出 来 . 可 
以 证 明 , 从 A 点 以 相同 速度 w 但 以 不 同 的 倾角 发 射 的 炮弹 Y 其 所 
有 扫 线 的 抛物 路 径 ( 图 30. 1) 是 使 作用 积分 


2 [vas 
极 小 化 或 极 大 化 的 问题 的 极 值 曲线 . 把 4，B 两 点 之 间 的 作用 极 
小 化 的 问题 ,一 般 确 实 有 两 个 解 , 即 抛物 线 AA'B 与 抛物 线 
ABA .还 有 ,通过 A 点 的 抛物 线 族 有 一 包 络 , 它 在 AMA ASH 
抛物 线 相 切 触 . 在 AA'B FAIS AR A". E ABA’ LOHARE 


(D Jour, für Math. , 17,1837, 68 ~ 82 = Ges. Werke ,4,39~55, 
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图 30.1 


A’. 按照 Jacobi 条 件 , 极 值 曲 线 AA”B 不 能 提供 一 个 极 大 或 极 小 ， 
但 极 值 曲线 ABA" 可 以 提供 . 

Jacobi 重新 考虑 了 二 级 变 分 8 J (88 24 章 第 4 节 ). 如 果 以 > 
+ et (x) KR Lagrange 的 y 十 6y, 又 如 果 a 与 5 是 A SBR 
标 ,那么 


(17) PJ = S [o femmes Ht? fils. 
Jacobi 证 明了 
e! fê , u V 


其 中 xz x Jacobi 辅助 方程 
(18) [s m aif Ju ge y) = 0 
的 解 ,其 中 偏 导 数 是 沿 联结 两 端点 A 与 B 的 一 条 极 值 曲线 计 值 
的 . 现在 x(z) 被 要 求 通过 A 点 . 于 是 在 通过 A 和 B 的 极 值 曲线 
y(z) 上 ,使 <&(z) 取 零 值 的 所 有 点 都 是 这 极 值 曲 线 上 共 力 于 A 的 
点 .如果 w = Bua 十 Buz 是 辅助 方程 (18) 的 通 解 ,那么 可 以 证 明 
w(x) _ um(a) 
u;(r) ~~ uz (a) 


是 所 有 与 A 共 轿 的 点 的 横 坐 标的 方程 ,其 中 a 是 点 A 的 横 坐 标 . 
Jacobi 还 指出 ,不 必 去 解 辅助 方程 . 因为 在 随便 什么 情况 下 ， 
总 要 解 Euler 方程 , 设 y= ylz, a, cz) 是 这 方程 的 通 解 , 即 极 值 


曲线 族 . 那么 w 可 以 取 为 3 ,而 u ARs. 
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Jacobi JA f X FHI AME 5| OH PL S 5 16. 58 — 38 RI 
MA 3 B ESHRHÉLHR EUR — THETA 的 点 ,那么 极 大 或 极 小 便 
是 不 可 能 的 .在 这 一 结论 上 ,Jacobi 基本 上 是 正确 的 . Jacobi 根据 
他 关于 共 辆 点 的 考虑 还 作出 结论 说 ,一 条 在 4 与 日 之 间 取 得 极 值 
的 曲线 (Euler 方程 的 解 ) ,如 果 沿 这 曲线 fy, o 0 并 且 在 A 与 B 
ARE 忠 点 上 ) 不 存在 共 辆 点 ,那么 这 极 值 曲 线 便 给 出 原 积 分 的 
一 个 极 小 . 他 断言 ,对 于 fyy <0, 相应 的 命题 对 极 大 成 立 . 实际 
上 ,我 们 马上 就 会 看 到 ,这些 充 分 条 件 是 不 正确 的 . 在 这 篇 1807 年 
的 论文 中 Jacobi 叙述 了 结果 并 给 出 了 证 明 的 简单 指示 . 正确 命题 
的 完全 证 明 由 后 继 的 研究 者 补 出 来 了 . 

Jacobi 的 结果 除了 对 极 大 化 或 极 小 化 函数 的 存在 性 有 特殊 价 
值 外 ,他 的 工作 使 人 们 清楚 地 看 到 , 变 分 学 的 进展 不 能 以 通常 微 积 
分 的 极 大 和 极 小 理论 为 指导 . 

把 Jacobi 的 两 条 结论 当 作 正 确 的 接受 下 来 有 35 年 之 久 .在 这 
时 期 内 关于 这 课题 的 论文 在 陈述 方面 是 不 确切 的 ,在 证 明 方 面 是 
有 问题 的 . 问题 没有 严明 简洁 地 陈述 ,因而 造成 各 种 错误 . 后 来 ， 
Weierstrass 从 事 于 变 分 学 的 研究 工作 . 他 的 资料 表述 于 1872 年 
在 柏林 的 讲义 里 ,但 是 他 本 人 没有 发 表 出 来 , 像 Weierstrass 在 其 
他 领域 里 的 工作 那样 ,他 的 思想 引起 了 新 的 兴趣 ,在 这 课题 内 激 起 
了 更 大 的 动力 ,并 锐 化 了 思维 . 

Weierstrass 的 第 一 个 论点 是 :迄今 为 止 所 建立 的 极 大 或 极 小 
判别 准则 Euler 的 、Legendre 的 、Jacobi 的 一 一 都 是 有 局 限 
的 ,因为 假设 中 的 极 大 或 极 小 曲线 y(z) 是 与 别 的 曲线 (x) 十 
et (x) 相 比 较 的 ,在 这 里 实际 上 是 假定 st(z) 和 et(z) 两 者 ,或 La- 
grange 所 说 的 Oy 和 6y 两 者 , 沿 工 域 从 A 到 B 都 是 很 小 的 . 也 就 
是 说 ,>y(z) 是 与 其 他 有 限制 的 曲线 类 相 比 较 的 ,并 且 在 满足 这 三 
个 判别 准则 的 条 件 下 , 它 确实 比 这 些 比较 曲线 中 任何 别 的 一 条 要 
好 . Adolf Kneser(1862 一 1930) 把 这 种 变 分 叫做 弱 变 分 . 然而 为 了 


E 142 第 30 章 19 世纪 的 变 分 法 


找 出 真正 极 小 化 或 极 大 化 积分 了 的 曲线 ,人 们 必须 把 它 与 所 有 其 
他 联结 A 5s B 的 曲线 相 比 较 , 在 这 些 比较 曲线 中 ,包括 着 那些 在 
距离 上 越 益 接近 极 大 曲线 时 ,其 导数 可 能 不 趋 近 极 大 (或 极 小 ) 曲 
线 的 导数 的 比较 曲线 . 例如 比较 曲线 在 沿 z+ 域 从 A 到 B 途中 可 能 
在 一 处 或 多 处 有 尖 角 (图 30. 2). Weierstrass 想像 中 的 比较 曲线 就 
是 Kneser 所 说 的 强 变 分 . 


= 
A Pu 
A 
图 30.2 图 30.3 


Weierstrass 在 1879 年 确实 证 明了 弱 变 分 的 三 个 条 件 : 曲 线 
是 极 值 曲线 (Euler FRNA) , 沿 极 值 曲线 fv, > 0, 任何 与 A 共 
轿 的 点 必定 位 于 B 点 之 外 ,这 三 个 条 件 确实 是 极 值 曲线 给 出 积分 
/一 个 极 小 值 ( 对 极 大 值 是 fy, <0 ) 的 充分 条 件 . 

然后 , Weierstrass 考虑 了 强 变 分 . 对 这 些 变 分 ,首先 引进 了 第 
四 个 必要 条 件 .他 引进 一 个 新 的 函数 ,定义 为 
(19) E(x, y, y, B) = fix, y, B— f(a, y, y) 

-= (By) fy (a, y, y), 

"fix E eR T, Bot BEES C. 他 的 结果 是 ,y(z) 提 供 一 个 极 小 值 的 第 
四 个 必要 条 件 是 :对 每 个 有 限 值 方 , 沿 极 值 曲线 yr) LA El, y, 
y, P) 0. WARME E <0. 

后 来 (1879 4E.) Weierstrass 把 他 的 注意 力 转 向 允许 强 变 分 时 
极 大 值 ( 或 极 小 值 ) 的 充分 条 件 . 为 了 简明 地 陈述 他 的 充分 条 件 , 有 
必要 引进 Weierstrass 关于 场 的 概念 . 考虑 极 值 曲线 的 任 一 单 参数 
族 y = B(x, y) (图 30.3), 其 中 包括 联结 4 与 B 的 特殊 极 值 曲 
线 ,不 妨 说 它 是 7 = y 的 那 一 条 . 关于 这 族 极 值 曲 线 , 除 了 
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有 (<，7) 的 连续 性 和 可 微 性 的 某 些 细节 外 ,本 质 性 的 事实 是 :在 过 
A 和 8B 的 极 值 曲线 附近 的 一 个 区 域内 , 极 值 曲线 族 中 有 一 条 且 仅 
有 一 条 通过 这 区 域内 的 任何 一 点 (z+，y). 满足 这 个 本 质 性 条 件 的 
极 值 曲线 族 就 叫做 场 . 

给 了 一 个 环绕 联 A 和 8 的 极 值 曲线 C。 的 一 个 场 ( 图 30. 4), 
如 果 在 x 二 a 和 x = 二 4。 间 的 任何 点 
Gc, 2y) 上 以 及 这 个 场所 覆盖 的 区 域 
内 有 E(x, y, p(x, y), P) Z0, 其 a 
中 plr, y) 表 示 遂 过 (x, y) 的 极 值 曲 B 
线 在 (z，?) 处 的 斜率 , 方 是 任 一 有 限 | 
值 ,那么 相对 于 这 场 内 联结 A ANB 的 图 30. 4 
任何 其 他 CX BL, C, 使 得 积分 了 极 小 化 . OO RAK, BE 
<0.) 

1900 年 Hilbert® 提出 了 他 的 不 变 积 分 理论 ,这 个 理论 大 大 
简化 了 充分 性 的 证 明 . Hilbert 提出 了 一 个 问题 :是 否 可 能 确定 函 
数 plr, y) ,使 得 积分 


(20) T= f Aa, y, 0) — G' pyle, y, p) Ide 
在 (z，y) 的 区 域 中 与 积分 路 径 无 关 ? 他 发 现 ,如 果 p(x, y) REX 
样 确定 的 话 ,那么 微分 方程 

dy = p(x, y) 


的 解 是 一 个 场 的 极 值 曲线 . 反之 ,如 果 p(xz，y) 是 场 下 的 斜 床 函 
数 , 则 在 FB I 534675 X. 从 这 个 定理 出 发 , Hilbert 导出 了 
Weierstrass 关于 强 变 分 的 充分 性 条 件 . 


C 


(D Nachrichten König. Ges. der Wiss. zu Gött. , 1900, 291 ~ 296 = Ges. Abh, , 
3,323~329, 在 Amer. Math. Soc. Buli. , 8,1902,472—478 上 有 一 个 由 Mary Win- 
ston Newsom 翻译 的 英 译本 . 这 个 材料 是 1900 年 Hilbert 的 著名 论文 《数学 问题 》 
(Mathematical Problems) #J— 384}. 


I 144 第 30 章 19 世纪 的 变 分 法 


4. 变 分 法 中 的 有 关 问 题 
我 们 对 变 分 法 历史 的 说 明 主要 集中 于 积分 


J = [P fz, y, y )da. 


还 提 到 过 一 些 其 他 问题 ,如 等 周 问题 .单个 变量 几 个 函数 的 问题 
(例如 在 最 小 作用 原理 中 出 现 的 问题 ) ,以 及 重 积分 的 情形 ,这 个 情 
形 Lagrange 首先 论述 过 ,而 且 在 极 小 曲面 问题 中 就 出 现 过 (第 24 
章 第 4 节 ), 有 许多 种 与 变 分 法 有 关 的 问题 ,诸如 以 参数 表示 c= 
x(t) RU y = y(t) 来 处 理 的 极 小 化 或 极 大 化 曲线 
详尽 地 讨论 了 这 个 问题 一 一 以 及 主要 在 动力 学 中 的 一 些 问题 ,其 
中 出 现在 被 积 函数 中 的 变量 受 一 些 辅助 方程 的 限制 ,这 些 辅 助 方 
程 称 为 约束 . 最 后 这 类 问题 多 少 也 与 等 周 间 题 有 关 , 因 为 在 等 周 问 
题 中 也 规定 了 一 个 辅助 条 件 , 即 规定 了 围 出 最 大 面积 的 曲线 的 长 度 
(虽然 在 等 周 问题 中 辅助 条 件 是 以 表示 曲线 长 度 的 积分 这 种 形式 出 
现 的 ) ,而 在 动力 约束 的 情形 ,一 个 或 一 组 约束 条 件 的 形式 是 包含 自 
变量 和 应 变量 甚至 包含 应 变量 的 微分 的 方程 . 还 有 一 个 早 就 讨论 过 
的 重要 问题 叫做 Dirichlet 问题 (第 28 章 第 4 节 和 第 8 节 ). 

我 们 将 不 去 追溯 这 些 癌 题 的 详细 历史 ,因为 尽管 这 些 问题 是 
有 意义 的 而 且 到 如 今 已 经 做 了 相当 多 的 工作 ,但 是 没有 一 个 数学 
发 展 的 重要 特征 是 出 自 这 些 问题 的 . 也 许 值得 提 一 下 的 是 极 小 曲 
面 的 课题 ,这 个 问题 要 求解 方程 

(1+? )r—2pqs + (1+ p! )t = 0. 

从 1817 年 Ampère 的 一 篇 论文 以 后 ,直到 比利时 物理 学 家 Joseph 
Plateau(1801 一 1883) 在 1873 年 写 的 一 本 书 《 遵 从 单一 分 子 模型 
的 流体 静 力 学 实验 与 理论 》(Statigue expérimentale et théorique 
des liquides soumis aux seules formes moléculaires ) M J ,关于 极 


Weierstrass 
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小 曲面 问题 的 研究 一 直 是 不 活跃 的 . Joseph Plateau 在 他 的 书 中 
指出 ,如果 人 们 把 具有 闭 曲线 形状 的 金属 丝 漫 到 甘油 盗 液 (或 肥 撮 
水 ) 中 ,然后 把 金属 丝 取 出 来 ,那么 具有 最 小 面积 的 曲面 形状 的 肥 
皂 薄 膜 就 张 成 金属 丝 边界 . 于 是 ,为 了 研究 由 一 条 空间 闭 曲 线 所 围 
的 极 小 曲面 问题 ,数学 家 们 接受 了 一 种 新 的 刺激 . 因为 边界 曲线 或 
曲线 组 可 以 非常 复杂 , 极 小 曲面 问题 真正 的 显 式 解析 解 也 许 是 不 
可 能 得 到 的 . 这 个 问题 现在 被 称 为 Plateau 问题 ,导致 关于 至 少 是 
解 的 存在 性 证 明 的 研究 ,由 此 可 以 导出 解 的 某 些 性 质 . 
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第 31 章 
Galois 理 it 


最 有 价值 的 科学 书籍 是 作者 在 书 中 明白 地 指出 了 他 所 不 明 
白 的 东西 的 那些 书 ,遗憾 地 ,这 还 很 少 被 人 们 所 认识 ;作者 
由 于 掩盖 难点 ,大 多 害 了 他 的 读者 . 


Evariste Galois 


1. 5| a 

求解 多 项 式 方 程 ,这 个 代数 的 基本 问题 ,继续 占据 着 19 世纪 
前 期 代数 舞台 的 中 心 . 这 期 间 , 哪 些 方程 可 用 代数 运算 求解 ,这 个 
重要 问题 由 Galois 明确 而 透彻 地 回答 了 . 然而 ,他 不 仅 创 立 了 代 
数理 论 的 头等 意义 的 表达 清楚 的 主体 ,而 且 引 进 了 新 概念 ,这 些 新 
概念 被 发 展 成 其 他 有 广泛 应 用 的 代数 理论 . 特别 地 ,在 他 和 Abel 
的 著作 中 出 现 了 群 和 域 的 概念 . 


2. 二 项 方程 

我 们 已 经 讨论 过 (第 25 章 第 2 节 )Euler, Vandermonde, La- 
grange 和 Ruffini 为 了 代数 地 求解 四 次 以 上 的 方程 和 二 项 方程 
x" 一 1 二 0 所 作 的 无 效 的 努力 , 一 个 重要 的 成 就 是 由 Gauss 完成 
的 . 在 他 的 《算术 研究 ) 吕 的 最 后 一 节 ,Gauss 考察 了 方程 
(1) x?—]-20, 


(D 1801,Werke, I. 
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这 里 p ERRO. 这 个 方程 通常 称 为 分 圆 方程 或 对 圆 进行 分 割 的 
方程 .上 面 的 术语 参考 了 下 述 事实 :由 de Moivre 定理 ,这 个 方程 
的 根 是 

2xÜ 2x0 


(2) x, = cosk VU rising pn, k= 1, 2, e P. 


而 这 些 复 数 zx, 当 几 何 地 作出 图 像 时 就 是 单位 圆 上 的 正 p 边 形 的 
顶点 . 

Gauss 证 明了 ,这 个 方程 的 根 可 用 一 个 方程 序列 
(3) Z: = 0, Z = 0, ⁄ 
的 根 有 理 地 表示 出 来 ,这 些 方程 的 系数 是 这 序列 中 前 面 的 方程 的 
根 的 有 理 函 数 . (3) 中 方程 的 次 数 正好 是 p 一 1 的 素 因子 . 对 每 个 
因子 ,即使 是 重复 的 因子 ,有 一 个 Z. 而 每 个 Z, = 0 都 能 用 根 式 解 
出 ,于 是 方程 (1) 也 能 同样 解 出 . 

这 个 结果 对 于 代数 地 求解 一 般 的 n 次 方程 的 问题 当然 具有 重 
要 的 意义 , 它 表明 了 某 些 高 次 方程 能 用 根 式 解 出 ,例如 , 设 5 是 
思 一 1 的 一 个 因子 , 则 有 一 个 五 次 方程 ,或 设 7 是 一 1 的 一 个 因 
子 , 则 有 一 个 七 次 方程 能 用 根 式 解 出 . 

这 结果 对 作 正 p 边 形 的 几何 问题 也 具有 重要 性 .如 一 1 没 
ASF 2 的 因子 , 则 正 p 边 形 可 用 直 尺 和 圆规 作出 ,因为 (3) 中 每 
个 方程 的 次 数 都 是 2, 而 它 的 每 个 根 都 可 通过 它 的 系数 作出 . 这 样 
我 们 就 能 够 作出 边 数 为 素数 bp 而 p 一 1 是 2 的 方 赛 的 全 部 正 多 边 
E. 这 样 的 素数 是 3，5，17，257，65537 ，…. 换个 说 法 ,如 pp 是 
2" 十 1 形式 的 素数 @, 正 p 边 形 就 能 作出 . Gauss 评论 说 
(Art. 365), BUA 3, 5, 15 边 的 正 多 边 形 以 及 从 它们 直接 得 出 的 
那些 一 一 如 2", 27-3, 2 «5, 2^ - 15( 这 里 nn 是 正 整 数 ) 的 正 多 


O 户 素 数 的 情况 满足 "一 1 = 0 的 需要 ,因为 若 n= pq, 令 y= 二 ,而 yw 一 1 = 
0 是 可 解 的 ,因此 xz? = 常数 , 当 4 是 素数 时 可 解 ,如 g 不 是 素数 ,可 技 分 解 n 的 相同 方 
式 来 分 解 9. 

© 在 形 为 2 十 1 的 素数 中 ,x 一定 是 2* 的 形状 ,但 2 十 1 不 一 定 是 素数 . 
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边 形 的 几何 作 图 在 Euclid 时 期 就 已 知道 了 ,但 在 2000 年 的 期 间 
里 ,没有 发 现 新 的 可 作 图 的 正 多 边 形 ,而 且 几 何 学 家 们 曾 一 致 声称 
没有 别 的 正 多 边 形 能 够 作 得 出 来 . 

Gauss 料想 到 他 的 结果 可 能 导致 寻找 新 的 可 作 图 的 边 数 为 素 
数 的 正 多 边 形 的 种 种 努力 . 于 是 他 警告 说 :“ 每 当 p 一 1 包含 2 以 外 
的 素数 因子 ,我 们 就 得 到 高 次 方程 ,就 是 说 ,如 3 是 p 一 1 的 一 次 或 
多 次 因子 ,就 得 到 一 个 或 多 个 三 次 方程 .如 加 一 1 能 被 5 除 尽 ,就 得 
到 一 个 五 次 方程 ,等 等 . 而 且 我 们 能 完全 严密 地 证 明 这 种 高 次 方程 
不 能 避免 或 不 能 使 得 它们 依赖 于 低 次 方程 ;虽然 这 项 工作 的 限制 
不 允许 我 们 在 这 里 给 出 证 明 , 但 我 们 还 是 认为 注意 这 个 事实 是 必 
要 的 ,这 是 为 了 使 人 们 除了 由 我 们 的 理论 所 给 出 的 那些 多 边 形 以 
外 不 要 去 寻找 别 的 ( 边 数 为 素数 的 ) 多 边 形 的 作 图 ,例如 7，11， 
13, 19 边 的 多 边 形 , 白 和 白 耗 费 他 的 时 间 .“” 

然后 ,Gauss E TREE fo] n 3 iD TÉ (Art. 366) 并 且 断 言 , 一 个 
IE 2 397É E n] JE EH HJ, 4AM 4 n = 2 加 加 ,这 里 D, 
bos, P. 是 形 为 2” +1 的 不 同 素数 ,而 /是 任意 正 整数 或 0. 这 个 
条 件 的 充分 性 确实 容易 从 Gauss 关于 边 数 为 素数 的 多 边 形 的 工作 
得 出 ,但 是 必要 性 却 一 点 也 不 显然 ,并 且 没 有 被 Gauss HO. 

从 1796 年 起 ,Gauss 就 对 正 多 边 形 的 作 图 发 生 兴趣 , 那 时 他 
就 构思 17 边 形 可 以 作 图 的 第 一 个 证 明 . 关于 这 个 发 现 有 一 段 值得 
重 述 的 故事 . 这 个 作 图 问题 早已 是 著名 的 问题 了 . 一 天 ,Gauss 带 
着 这 个 多 边 形 可 作 图 的 证 明 到 格 丁 根 大 学 他 的 教授 A. G. 
Kastner 那儿 去 ,Kastner 不 相信 ,并 企图 赶 走 Gauss ,很 像 今天 的 
大 学 教师 们 赶 走 三 等 分 角 的 人 一 样 . Kästner 不 愿 花 时 间 检 查 
Gauss 的 证 明 ,并 想 从 中 寻找 假定 上 的 错误 ,他 告诉 Gauss, 这 个 


(D 看 James Pierpont, “On an Undemonstrated Theorem of the Disquisitiones 
Arithmeticae" , Amer. Math. Soc. Bull. , 2,1895--1896,77——83. 这 篇 文章 给 了 证 明 . 
Gauss 条 件 是 必要 的 这 个 事实 首先 是 由 Pierre L, Wantzel (1814—1848) Br uE BH, Dl 
Jour. de Math. , 2,1837,366— 372. 
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作 图 法 是 不 重要 的 ,因为 实际 的 作 图 法 是 熟知 的 . 当然 Kästner 知 
道 实际 的 或 近似 的 作 图 法 的 存在 是 与 理论 问题 不 相干 的 . Gauss 
为 了 使 Kastner 对 他 的 作 图 法 感 兴趣 ,就 指出 他 曾经 解 出 了 一 个 
17 次 的 代数 方程 . Kastner 回答 说 这 是 不 可 能 的 . 但 Gauss 答辩 
说 ,他 把 这 个 问题 化 简 成 解 一 个 低 次 的 方程 , Kastner 嘲笑 说 : 
“We ROARS.” A Kästner 也 炫耀 过 他 自己 的 诗集 ， 
Gauss 后 来 就 用 赞美 Kastner 是 数学 家 中 最 好 的 诗人 和 诗人 中 最 
好 的 数学 家 的 话 作为 回 敬 . 


3. Abel 关于 用 根 式 解 方程 的 工作 

Abel 读 了 Lagrange 和 Gauss 关于 方程 论 的 著作 , 当 他 还 是 
中 学 学 生 时 ,就 按 Gauss 对 二 项 方程 的 处 理 方法 着 手 探讨 高 次 方 
程 可 解 性 的 问题 . 起 初 ,Abel 以 为 他 已 经 解决 了 用 根 式 解 一 般 的 
五 次 方程 的 问题 ,但 是 很 快 就 认识 到 他 的 错误 ,后 来 ,他 就 试图 证 
明 这 样 一 个 解答 是 不 可 能 的 (1824 一 1826). 首先 他 成 功 地 证 明了 
下 述 定 理 : 可 用 根 式 求解 的 方程 的 根 能 以 这 样 的 形式 给 出 ,出 现在 
根 的 表达 式 中 的 每 个 根 式 都 可 表 成 方程 的 根 和 某 些 单位 根 的 有 理 
函数 . 然后 Abel 用 这 个 定理 证 明了 钙 高 于 四 次 的 一 般 方程 用 根 式 
求解 的 不 可 能 性 . 

由 于 不 知道 Ruffini 的 工作 (第 25 章 第 2 节 ),Abel 的 证 明 是 
迁 回 而 又 不 必要 地 复杂 . 他 的 文章 在 函数 分 类 中 还 有 一 个 错误 , 幸 
亏 这 个 错误 对 论证 不 是 本 质 性 的 . 后 来 他 发 表 了 两 个 更 精心 的 证 
BH. 一 个 简单 .直接 而 又 严密 的 证 明 是 1879 年 由 Kronecker 良 据 
Abel 的 思想 作出 的 @， 


@ Jour. für Math., 1,1826, 65 ~ 84.= Œuvres , 1 ,66~94. 

@ Monatsber. Berliner Akad. , 1879, 205 ~ 229 = Werke , 4,73-- 96. Kronecker 
的 证 明 由 James Pierpoint 作 了 说 明 , 见 “On the Ruffini-Abelian Theorem”, Amer. 
Math. Soc. Bull. , 2,1895~1896,200~ 221, 
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这 样 ,高 于 四 次 的 一 般 方程 的 求解 问题 由 Abel 解决 了 . 他 还 
考虑 了 一 些 特 殊 的 方程 . 他 做 了 分 割 双 纽 线 的 问题 ( 解 xz" 一 1 = 
0 等 价 于 分 一 个 圆 成 ”个 等 中 的 问题 ) ,并 且 得 出 一 类 代数 方程 ， 
现在 叫 Abel 方程 ,它们 是 能 用 根 式 求解 的 . 分 圆 方程 (1) 是 Abel 
方程 的 一 例 . 更 一 般 地 说 ,如 果 一 个 方程 的 全 部 根 都 是 其 中 一 个 根 
的 有 理光 数 ,就 是 说 , 若 全 部 根 为 xi, A (m), (ar), c, 
On- Cr) , Fr BG AA ENA ERIKA Abel 方程 . 还 有 
条 件 : 对 a, PRIM 1 Bl n—1 SABA, 06 (05 (m )) = G8(0, (n ). 

在 最 后 的 这 一 工作 中 ,他 引进 了 两 个 概念 (虽然 没有 术语 ), 即 
域 和 在 给 定 域 中 不 可 约 的 多 项 式 . 同 后 来 Galois 一 样 ,他 所 说 的 
数 域 是 指 这 样 的 数 集 , 这 个 数 集中 的 任何 两 个 数 的 和 、 差 、 积 、 商 
《除去 用 零 作 除数 外 ) 仍 在 集合 中 . 例如 有 理 数 .实数 和 复数 都 形成 
域 . 一 个 多 项 式 称 为 在 一 个 域 中 (通常 它 的 系数 属于 此 域 ) 是 可 约 
的 ,如 有 果 它 能 表 成 低 次 的 ,系数 在 此 域 中 的 两 个 多 项 式 的 乘积 . 如 
果 这 个 多 项 式 不 能 这 样 表 出 ,就 称 为 不 可 约 的 . 

Abel 然后 着 手 探讨 刻画 能 用 根 式 求解 的 全 部 方程 的 特性 的 
问题 ,并 在 1829 年 他 临 死 以 前 ,把 一 些 结果 通知 了 Crelle 和 


Legendre. 


4. Galois 的 可 解 性 理论 

在 Abel 的 工作 之 后 ,情况 是 这 样 :虽然 高 于 四 次 的 一 般 方程 
不 能 用 根 式 求解 ,但 仍 有 很 多 特殊 的 方程 ,如 二 项 方程 z? = a (2 
为 素数 ) 和 Abel 方程 都 可 用 根 式 求解 . 现在 的 任务 是 确定 哪些 方 
程 可 用 根 式 求解 . 刚刚 由 Abel 开始 的 这 个 任务 由 Evariste Galois 
(1811 一 1832) 担 当 起 来 了 , 由 于 出 身 富裕 并 有 受过 教育 的 双亲 ,他 
在 15 岁 时 就 进入 巴黎 的 一 所 有 名 的 公立 中 学 ,并 开始 研究 数学 . 


D Jour, für Math. , 4,1829, 131 ~ 156 = Œuvres , 1,478~507, 
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这 个 学 科 成 了 他 的 爱好 ,他 仔细 研究 了 Lagrange, Gauss, Cauchy 
和 Abel 的 著作 , 别 的 学 科 他 都 忽视 了 . Galois 曾 想 进 多 科 工 艺 学 
校 ,但 可 能 由 于 在 考场 上 口头 回答 问题 失误 ,或 考试 的 教授 不 了 解 
他 ,两 次 尝试 都 遭 落 选 ,因此 他 进 了 预备 学 校 ( 这 个 名 字 是 对 正规 
学 校 讲 的 , 那 时 是 一 所 低 等 的 学 校 ), 1830 年 革命 时 ,革命 把 
Charles X 从 王位 上 赶 走 ,而 任命 了 Louis Philippe. Galois 公开 批 
评 他 那 所 学 校 的 学 监 对 革命 不 支持 而 被 开除 . 他 两 次 因为 政治 罪 
而 被 捕 ,在 狱 中 度 过 了 他 的 半生 和 最 后 一 年 的 大 部 分 时 间 ,并 在 
1832 年 5 月 31 日 的 一 次 决斗 中 被 杀 了 了 . 

在 学 校 的 第 一 年 ,Galois 发 表 了 四 篇 文章 . 1829 年 ,他 把 解 方 
程 的 两 篇 文章 呈送 科学 院 . 这 些 文章 被 托 给 了 Cauchy, 他 把 它们 
遗失 了 .1830 年 1 月 ,他 交 给 科学 院 另 外 一 篇 仔细 写成 的 关于 他 
的 研究 的 文章 . 该 文 送 到 Fourier 那里 ,之 后 不 久 Fourier 就 死 了 ， 
因而 这 篇 文章 也 被 遗失 了 . 在 Poisson 提议 下 ,Galois 就 他 的 研究 
写 了 (1831) 一 篇 新 文章 4 关于 用 根 式 解 方程 的 可 解 性 条 件 》@9. 这 
篇 文章 是 他 在 方程 的 解 的 理论 方面 仅 有 的 一 篇 完成 了 的 文章 ,被 
Poisson 作为 难以 理解 而 退回 ,并 劝告 他 应 写 一 份 较 详尽 的 阐述 . 
在 Galois 死 的 前 夜 ,他 为 他 的 研究 起 草 了 一 份 匆忙 写成 的 说 明 ， 
托 给 了 他 的 朋友 August Cheralier. 这 个 说 明 被 保存 下 来 了 . 

1846 年 ,Liouville 在 《数学 杂志 》 思 上 编辑 出 版 了 Galois 的 部 
分 文章 ,其 中 包括 1831 年 文章 的 一 个 修订 . 后 来 Serret 的 1866 年 
的 《高 等 代数 教程 》( Cours d’algebre supérieure ) 第 三 版 对 Galois 
的 思想 作 了 一 个 叙述 . 对 Galois 理论 第 一 个 全 面 而 清楚 的 介绍 是 
Camille Jordan 于 1870 年 在 他 的 书 《 置 换 和 代数 方程 专 论 》 
(Traité des substitutions et des équations algébriques ) 中 给 出 的 . 


Galois 是 通过 改进 Lagrange 的 思想 去 探讨 可 用 根 式 求解 的 


© Œuvres, 1897,33~50. 
© Jour. de Math, , 11,1846 .381 一 444. 
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方程 的 特性 问题 的 ,虽然 他 也 从 Legendre, Gauss, Abel 的 著作 中 
得 到 一 些 启发 . 他 提出 考虑 一 般 方程 ,这 当然 就 是 

(4) z" Har + etH arnir ta, = 0. 

问 Lagrange 的 著作 中 一 样 ,其 中 的 系数 必须 是 独立 的 或 完全 任意 
的 . 他 还 提出 考虑 特殊 的 方程 ,如 

(5) z+ px’ +q=0, 

其 中 仅 有 两 个 系数 是 独立 的 . Galois 的 主要 思想 是 要 绕 开 构造 这 
给 定 多 项 式 的 Lagrange 预 解 式 ( 第 25 章 第 2 5) ,这 种 构造 需要 
很 高 的 技巧 并 且 没 有 明确 的 成 套 方法 . 

和 Lagrange 一 样 ,Galois 用 了 根 的 置换 或 排列 的 概念 , 例如 ， 
Wan. xs, xà. ox. 是 一 个 四 次 方程 的 四 个 根 , 则 在 包含 这 些 r 的 
任何 表达 式 中 交换 zx， 和 zs 就 是 一 个 置换 ,这 个 特别 的 置换 用 

人 Xi X3 Xa | 
来 表示 , 男 一 个 置换 由 

» Xa Xi X». | 
表示 . 实行 第 一 个 置换 后 进行 第 二 个 置换 ,等 价 于 实行 第 三 个 
置换 

X X2 X3 Ta 

» Ty X T? | 
因为 ,例如 由 第 一 个 置换 ,x, 换 成 zx; 由 第 二 个 置换 ,zx, X 
;而 由 第 三 个 置换 ,zi 直接 就 变 到 n. 我 们 就 说 头 两 个 置换 按 上 
述 顺 序 作成 的 乘积 就 是 第 三 个 置换 . 总 共有 4! 个 可 能 的 置换 . 因 
为 置换 集合 中 任何 两 个 置换 的 乘积 仍 是 原 集合 的 成 员 , 所 以 置换 
的 集合 就 说 是 形成 一 个 群 . 这 个 概念 ,当然 还 不 是 抽象 群 的 正式 定 
X , 它 是 属于 Galois BJ. 
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为 了 掌握 Galois 的 思想 ,让 我 们 考虑 方程 中 
ZX 十 pr 十 9 一 0， 

这 里 p 和 g 是 独立 的 . 令 尺 是 由 pp 和 g 的 有 理 表达 式 所 形成 的 
域 ,这 些 表 达 式 的 系数 在 有 理 数 域 中 ,一 个 典型 的 表达 式 是 
(3p? 一 4g)/(g — 7p). 按 Galois 的 说 法 ,R 是 由 添加 字母 或 未 知 
数 p,g 到 有 理 数 中 而 得 到 的 域 . 这 个 域 尺 是 给 定 方程 的 系数 域 或 
有 理 整 环 ,这 个 方程 就 说 是 属于 这 个 域 R. 和 Abel 一 样 Galois 没 
有 用 域 或 有 理 整 环 这 术语 ,但 他 确实 用 了 这 概念 . 


我 们 恰好 知道 这 四 次 方程 的 根 是 

a =, [Pty P= 49 [zb tv p! —4¢ 
1 2 , X5 2 , 
a=, RIP Ii o a Zb pt 44 
3 2 , 4 2 . 


于 是 ,系数 在 R 中 的 两 个 关系 

TI 二 Xz 二 0, x, +a, = 0 
对 这 些 根 成 立 . 由 于 我 们 的 方程 是 四 次 的 ,因而 有 根 的 24 个 可 能 
置换 . 下 面 八 个 置换 : 


D HF Galois 自己 对 他 的 思想 介绍 是 不 清楚 的 ,并 且 他 引进 了 那么 多 的 新 概 
念 , 所 以 我 们 将 借助 于 Verriest 提出 的 -个 例子 (看 本 章 末尾 的 书目 ) 来 弄 清楚 Galois 
理论 . 
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使 在 R 中 这 两 个 关系 保持 成 立 D. 可 以 证 明 , 这 八 个 置换 是 24 个 
置换 中 使 根 之 间 在 尺 中 的 全 部 关系 都 不 变 的 仅 有 的 置换 . 这 八 个 
置换 便 是 这 方程 在 R 中 的 群 . 他们 是 整个 群 的 一 个 子 群 . 就 是 说 ， 
一 个 方程 相对 于 域 R 的 群 是 根 的 性 换 的 群 或 子 群 ,这 些 置 换 使 给 
定 方程 (不 管 一 般 或 特殊 的 ) 的 根 之 间 带 有 天 中 的 系数 的 全 部 关 
系 不 变 . 我 们 能 说 ,使 尺 中 全 部 关系 不 变 的 置换 的 数目 是 我 们 对 
根 的 无 知 程度 的 一 个 尺度 ,因为 在 这 八 个 置换 之 下 我 们 不 能 把 它 
们 区 分 开 来 . 

现在 考虑 ci ~ 25, 它 等 于 Vp 一 4g. 添加 这 个 根 式 到 尺 中 , 形 
成 一 个 域 R , 即 我 们 形成 包含 R 和 vp — 4g 的 最 小 的 域 . 于 是 


(6) ri ax c p! tg 
是 Rif) —4 X A. BF oan us = 0 Fl x, x 二 0, 我们 还 有 
rica Rox} = x. 


于 是 由 最 后 这 两 件 事 实 , 我 们 能 说 ,上 面 八 个 置换 的 前 四 个 使 R' 
中 的 关系 (6) 保 持 成 立 , 但 后 四 个 则 不 行 .于 是 这 四 个 置换 ,如 果 它 
们 使 根 之 间 的 每 个 在 R' 中 正确 的 关系 保持 不 变 , 就 是 方程 在 R' 中 
的 群 . 这 下 个 置换 是 八 个 置换 的 一 个 子 群 . 

现 设 我 们 添加 量 v (— p — D)/2 到 R' 中 ,这 里 D=Vp — 4g, 
并 形成 域 R”, W 


X43— iy = 2 2 


是 尺 中 的 一 个 关系 . 这 个 关系 仅 在 头 两 个 置换 已 和 巨 , 下 保持 不 
变 , 而 在 八 个 兽 换 的 其 余 置换 下 不 这 样 . 倘若 根 之 间 的 每 个 在 R 


中 对 一 般 的 nn 次 方程 , 即 , 以 个 独立 的 量 作 为 系数 的 方程 , 根 的 -个 函数 在 根 
的 一 个 置换 下 是 不 变 的 ,或 不 被 这 个 置换 改变 , 当 且 仅 当 它 保持 同 原来 的 函数 恒 等 . 如 
果 系 数 全 是 数值 , 则 一 个 函数 是 不 变 的 ,如 果 它 保持 数值 上 相同 , 例如 对 x 十 rz? 十 zr 十 1 
三 0, 根 是 z= 二 一 1, zz =i fl 二 一 i, SRR a. Aas RB ,给 出 好. 这 同 x 有 相 
同 的 数值 .于 是 地 在 这 个 置换 下 不 变 . 如 果 系 数 包 含 一 些 数值 和 -- 些 独立 的 量 , 则 根 
的 一 个 函数 在 根 的 轰 换 下 保持 不 变 , 如 果 函 数 对 独立 的 量 的 所 有 的 值 ( 这 些 量 的 定义 
域 中 的 ) 和 对 根 的 所 能 取 到 的 数值 在 数值 上 相同 的 话 . 
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中 的 关系 在 这 两 个 置换 下 都 保持 不 变 , 则 方程 在 RPI TRI 
个 置换 组 成 . 这 两 个 置换 是 那 四 个 置换 的 一 个 子 群 . 
设 我 们 添加 量 (一 请 十 D)X2 到 RH, XAA R”. E R AR 


们 有 
Xj — de = 2 | =. 


现在 恰 有 EE 是 使 R” 中 全 部 关系 保持 正确 的 仅 有 的 恪 换 ; 因 而 这 
是 方程 在 R” 中 的 群 . 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 到 ,方程 的 群 是 它 的 可 解 性 的 关键 ,因为 
这 个 群 表 示 出 根 的 不 可 区 分 的 程度 . 它 告诉 我 们 ,关于 根 有 哪些 东 
西 我 们 还 不 知道 . 

存在 许多 群 ,或 严格 地 说 是 一 个 置换 群 和 依次 包含 如 上 的 一 
些 子 群 .现在 一 个 群 (或 子 群 ) 的 阶 就 是 其 中 元 素 的 个 数 . 于 是 我 们 
就 有 了 阶 为 24, 8, 4, 2, 1 的 群 , 子 群 的 阶 总 能 整除 母 群 的 阶 (第 
6 75). 一 个 子 群 的 指数 是 它 所 在 的 群 的 阶 被 子 群 的 阶 除 所 得 的 
商 . 例如 那个 8 阶 子 群 的 指数 就 是 3. 

上 面 的 概要 仅仅 表明 Galois 所 论述 的 思想 . 他 的 工作 如 下 进 
行 : 给 了 一 个 一 般 的 或 特殊 的 方程 ,他 首先 说 明 如 何 能 找到 这 个 方 
程 在 系数 域 中 的 群 CG, 即 根 的 置换 的 群 , 而 这 些 兽 换 使 根 之 间 的 系 
数 在 该 域 中 的 全 部 关系 保持 不 变 . 当然 我 们 必须 在 不 知道 根 的 情 
况 下 找到 这 个 方程 的 群 . 在 上 面 的 例子 中 ,四 次 方程 的 群 是 8 阶 
的 ,而 系数 域 是 R. 在 找到 了 方程 的 群 G 后 ,下 一 步 是 找 G 的 最 大 
的 子 群 五 .在 我 们 的 例子 中 ,这 是 一 个 四 阶 子 群 , 假如 有 两 个 或 多 
个 最 大 子 群 ,可 任 取 一 个 . H 的 确定 是 纯粹 群 论 的 事 , 是 能 够 做 到 
的 . 找到 右 后 ,可 以 用 一 套 仅 含有 理 运算 的 手续 来 找到 根 的 一 个 
函数 $, 它 的 系数 属于 R HEE 五 的 置换 下 , 它 不 改变 值 , 但 在 G 
的 所 有 别 的 置换 了 下 ,就 要 改变 值 . 在 我 们 上 面 的 例子 中 ,这 个 函 
数 是 ci 一 x3. 实际 上 可 得 到 无 穷 多 个 这 样 的 函数 . 当然 我 们 必须 
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在 不 知道 根 的 情况 下 找 出 这 样 一 个 函数 . 存在 一 种 方法 构造 RP 
的 一 个 方程 ,使 它 的 一 个 根 就 是 这 个 函数 和 这 个 方程 的 次 数 是 H 
在 G 中 的 指数 . 这 个 方程 称 为 一 个 部 分 预 解 式 了 . 在 我 们 的 例子 
中 ,这 方程 是 一 (pp? —4q) = 0, 它 的 次 数 是 8/4 或 2. 

接着 必须 能 从 这 个 部 分 预 解 式 解 出 根 4. 在 我 们 的 例子 中 ,#$ 
是 Vp? 一 4g. PRIN p? — 4g AR 中 ,得 到 一 个 新 的 域 R'. 于 是 可 
以 证 明 ,原来 方程 关于 域 R' 的 群 是 H. 

我 们 现在 重复 这 个 步骤 . 在 我 们 的 例子 中 我 们 有 和 群 五 ,是 四 
阶 的 ,以 及 域 R .下 一 步 找 日 的 最 大 子 群 . 在 我 们 的 例子 中 , 它 是 
2 阶 子 群 , 称 这 个 子 群 为 天. 现在 能 得 到 原 方程 的 根 的 一 个 函数 ， 
它 的 系数 属于 R , 它 的 值 在 K 的 每 个 置换 下 不 变 , 而 在 日 的 其 他 
置换 下 要 改变 . 在 我 们 上 面 的 例子 中 这 方程 是 一 2( 一 pp 一 
V pl —4g) = 0. 这 方程 的 次 数 是 K XF A 的 指数 , 即 4/2 或 2. 
这 方程 是 第 二 个 部 分 预 解 式 . 

接着 必须 解 出 这 个 预 解 式 方程 ,得 到 一 个 根 , 即 函数 各 ;把 这 
个 值 添加 到 R' 中 ,从 而 形成 域 R. 对 于 尺 ,方程 的 群 是 K. 

再 重复 这 个 过 程 ,找到 天 的 最 大 子 群 上 . 在 我 们 的 例子 中 这 
恰 是 恒 等 置 换 E. 我 们 找 根 的 一 个 函数 (系数 在 RH), CEE F 
保持 值 不 变 ,而 在 K 的 别 的 置换 下 改变 它 的 值 . 在 我 们 的 例子 中 ， 
这 样 一 个 函数 是 xi 一 s. 为 了 在 不 知道 根 的 情况 下 得 到 这 个 $, 
我 们 必须 构造 尺 中 的 一 个 方程 ,以 函数 加 为 一 个 根 . 在 我 们 的 例 
子 中 ,这 方程 是 一 2( 一 p/p 一 49) = 0. 这 方程 的 次 数 是 了 关 
于 的 指数 ,在 我 们 的 例子 中 是 2/1 或 2. 这 方程 是 第 三 个 部 分 预 
解 式 . 我 们 必须 解 这 个 方程 ,以 找到 值 办. 

在 添加 这 个 根 到 及 中 以 后 ,得 到 RR”. 假设 我 们 已 到 了 最 后 一 
步 , 这 里 , 原 方程 在 RP A aS BR E. 
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接着 Galois 证 明了 , 当 一 个 方程 关于 给 定 域 的 群 恰 是 E RT, 
那么 方程 的 各 个 根 都 是 属于 那个 域 . 因此 LR HER R” H. XA R” 
是 由 已 知 域 R 用 逐次 添加 已 知 量 得 到 的 ,我 们 就 知道 了 根 所 在 的 
这 个 域 . 其 次 有 一 个 用 R "中 有 理 运算 来 直接 找 根 的 步骤 . 

Galois 给 出 了 一 个 方法 来 找 给 定 方程 的 群 ,逐次 的 预 解 式 以 
及 方程 关于 逐次 扩大 了 的 系数 域 的 群 , 即 原来 群 的 逐次 的 子 群 ,而 
扩大 的 系数 域 是 由 添加 这 些 逐 次 的 预 解 式 的 根 到 原来 的 系数 域 而 
得 到 的 . 这 些 步 又 包含 了 可 观 的 理论 ,但 正如 Galois 指出 的 ,他 的 
工作 不 打算 成 为 解 方程 的 一 个 实际 方法 . 

接着 Galois 把 上 面 的 理论 运用 到 以 有 理 运算 和 根 式 解 多 项 
式 方程 的 问题 , 这 里 他 引进 了 和 群 论 的 另 一 个 概念 . 设 互 是 G 的 一 
个 子 群 ,如 果 用 G 的 任 一 元 素 g RH 的 所 有 置换 , 则 得 到 一 个 新 
的 置换 集合 ,用 g 太 表示 ,这 符号 表示 先 实 行 置换 g, 然 后 再 应 用 
H WETER. 如 果 对 G 中 的 每 个 g 有 gH = He, WIES H AG 
的 一 个 正规 子 群 ( 自 共 轿 或 不 变 ) 子 群 . 

我 们 回忆 Galois 的 解 方 程 的 方法 需要 找寻 和 求解 逐次 的 预 
解 式 . Galois 证 明了 当 作为 约 化 方程 的 群 (比如 说 由 G 约 化 到 五) 
的 预 解 式 是 一 个 素数 次 p 的 二 项 方程 x* = A 时 , 则 万 是 G 的 一 
个 正规 子 群 ( 且 有 指数 p); 反 之 ,如 H EG 的 一 个 正规 子 群 , 且 具 
有 素 指数 p, 则 相应 的 预 解 式 是 p 次 二 项 方程 ,或 能 化 简 到 这 样 的 
方程 . 如 所 有 的 逐次 预 解 式 都 是 二 项 方程 , 则 由 Gauss 关于 二 项 
方程 的 结果 ,我 们 能 用 根 式 解 原来 的 方程 . 因为 我 们 知道 ,我 们 能 
从 最 初 的 域 通过 逐次 添加 根 式 的 方法 过 渡 到 根 所 在 的 最 后 的 域 . 
反之 ,如 果 一 个 方程 能 用 根 式 求解 , 则 预 解 式 方程 组 必定 存在 ,而 
且 它 们 都 是 二 项 方程 . 

如 此 ,可 用 根 式 求解 的 理论 与 前 面 所 给 的 求解 理论 在 一 般 轮 
廊 上 是 相同 的 ;不 同 的 只 是 在 子 群 序列 

G, H, K, L, =, E 
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中 ,必须 每 一 个 都 是 前 一 个 群 的 极 大 正规 子 群 (不 是 任何 较 大 的 正 
规 子 群 的 子 群 ). 这 样 的 序列 叫做 合成 序列 . H 对 G 的 指数 ,天 对 
H 的 指数 ,如 此 等 等 ,叫做 合成 序列 的 指数 . 若 这 些 指 数 都 是 素 
数 , 则 这 方程 就 能 用 根 式 求解 ,而 若 这 些 指数 不 是 素数 , 则 这 方程 
就 不 能 用 根 式 求解 . 当 我 们 找 极 大 正规 子 群 序列 时 ,可 能 有 选择 ; 
即 在 一 个 给 定 的 群 或 子 群 中 最 高 阶 的 极 大 正规 子 群 可 能 多 于 一 
个 ,我 仍 可 选任 何 一 个 ,虽然 由 此 而 得 的 子 群 可 能 不 同 ,但 将 产生 
完全 相同 的 指数 集合 ,虽然 这 些 指数 出 现 的 次 序 可 以 不 同 (参看 下 
面 的 Jordan- Hólder 定理 ), 包含 一 个 素数 指数 的 合成 序列 的 群 G 
称 为 可 解 的 . 

Galois 理论 是 如 何 证 明 当 ”> 4 时 一 般 的 次 方程 不 能 用 根 
式 求解 ,而 很 4 时 又 都 能 求解 呢 ? 对 一 般 的 n 次 方程 ,这 个 群 由 
n 个 根 的 全 部 x! 个 置换 组 成 . 这 个 群 称 为 n 级 对 称 群 . 它 的 阶 当然 
是 nl. 对 每 个 对 称 群 ,不 难 找 到 合成 序列 . 这 里 极 大 正规 子 群 ( 称 
为 交错 子 群 ) 具 有 阶 n 1/2. 这 个 交错 群 仅 有 的 正规 子 群 是 恒 等 元 
A. 因此 指数 是 2 JU n1/2. EOS. n > 4, 数 ”172 决 不 是 素数 , 因此 
次 数 大 于 4 的 一 般 方程 不 能 用 根 式 求解 . 另 一 方面 ,二 次 方程 可 以 
借助 单独 一 个 预 解 式 方程 而 解 出 . 合成 序列 的 指数 恰 由 单个 数 2 
组 成 . 一 般 的 三 次 方程 ,为 了 求解 ,需要 两 个 预 解 式 方程 ,其 形式 为 
y 一 A 和 xz: 一 有 .这 些 当 然 是 二 项 预 解 式 ,合成 序列 的 指数 是 2 
和 3. 一 般 的 四 次 方程 能 够 求解 ,因为 它 有 四 个 二 项 预 解 式 方程 ， 
一 个 三 次 的 ,三 个 二 次 的 ,因而 合成 序列 的 指数 是 2, 3, 2, 2. 

对 于 数字 系数 的 方程 ,与 带 有 独立 的 文字 系数 的 方程 不 同 ， 
Galois 给 出 了 一 个 与 上 述 相 似 的 理论 . 然而 ,判定 可 用 根 式 求解 的 
手续 更 复杂 ,虽然 基本 原理 是 相同 的 . 

Galois 还 证 明了 一 些 特殊 的 定理 . 如 果 有 一 个 素数 次 的 不 可 
约 方程 , 它 的 系数 在 一 个 域 R 中 , 它 的 根 全 部 是 其 中 两 个 根 的 带 
有 尺 中 系数 的 有 理 函 数 , 则 此 方程 可 用 根 式 求解 . 他 还 证 明了 道 
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定理 :每 个 可 用 根 式 求解 的 素数 次 的 不 可 约 方程 ,具有 性质: 每 个 
根 都 是 其 中 两 个 根 的 带 有 RR 中 系数 的 有 理 函 数 . 这 样 的 方程 现在 
叫做 Galois 方程 . Galois 方程 的 最 简单 的 例子 是 z^ — A — 0. 这 个 
概念 是 Abel 方程 的 推广 . 

附带 说 一 下 , Hermite® 和 Kronecker 在 给 Hermite 的 一 封 
信 包 及 后 来 的 一 篇 文章 名 中 ,用 椭 贺 模 消 数 解 出 了 一 般 的 五 次 方 
程 ,这 类 似 于 用 三 角 涡 数 来 解 不 可 约 的 三 次 方程 . 


5. 几何 作 图 问题 

18 世纪 的 数学 家 们 怀疑 一 些 著 名 的 作 图 问题 能 被 解决 . Ga- 
lois 的 工作 提供 了 可 和 作 图 的 一 个 判别 法 ,这 个 判别 法 解决 了 一 些 
著名 的 问题 ， 

用 圆规 . 直 矿 作 图 的 每 一 步 都 需要 找 一 个 交点 ,或 者 是 属于 两 
条 直线 的 ,或 者 是 一 直线 和 一 圆 的 ,或 者 是 两 个 圆 的 . 由 于 引进 了 
坐标 几何 ,和 人们 认识 到 ,用 代数 术语 说 ,这 样 的 步骤 意味 着 同时 求 
解 两 个 线性 方程 ,或 一 个 线性 和 一 个 二 次 方程 ,或 两 个 二 次 方程 . 
在 任何 一 种 情况 下 ,可 能 遇 到 的 最 坏 情 况 , 在 代数 上 是 一 个 平方 
TR. 因此 ,由 相继 的 步 又 或 作 图 所 找到 的 量 , 最 坏 的 结果 是 施加 于 
给 定量 上 的 一 串 平方 根 . 因此 ,可 以 作 图 的 量 必须 位 于 如 下 一 些 域 
中 ,这 些 域 是 由 包含 给 定量 的 域 仅仅 添加 给 定量 的 平方 根 或 后 来 
作出 的 量 的 平方 根 而 得 到 . 我 们 称 这 样 的 扩张 域 为 二 次 扩张 域 . 

在 进行 相继 的 作 图 时 ,有 几 个 限制 必须 注意 . 例如 , 某 些 步骤 
允许 用 任意 的 直线 或 圆 . 譬如 在 二 等 分 线段 时 ,我 们 能 用 大 于 线段 
一 半 的 贺 ， 我 们 必须 在 给 定 元 素 的 域 中 在 可 作 图 的 扩张 域 中 选择 


(D Comp. Rend. , 46, 1858, 508 ~ 515 = Œuvres, 2,5~12, 
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这 个 圆 . 这 是 能 做 到 的 . 

还 有 ,扩张 域 可 以 包含 复元 素 ,因为 , 璧 如 说 , 负 坐 标的 平方 根 
可 能 出 现 , 这 些 复元 素 是 可 作 图 的 ,因为 所 出 现 的 复 量 的 实 部 和 虚 
部 的 每 一 个 都 是 一 个 实 方程 的 根 ; 而 这 些 根 是 可 作 图 的 . 

给 了 一 个 作 图 问题 ,首先 要 建立 一 个 代数 方程 , 它 的 解 是 所 要 
求 的 量 , 这 个 量 必 须 属 于 给 定量 的 域 的 某 个 二 次 扩张 域 .在 正 '17 
边 形 的 情况 里 ,这 方程 是 x 一 1 = 0, 而 给 定 的 量 可 以 取 成 单位 圆 
的 半径 . 相关 的 不 可 约 方程 是 z 十 zs 十 … 十 1=0. 用 Galois Œ 
论 的 术语 说 ,一 个 方程 能 用 平方 根 求 解 的 必要 和 充分 条 件 是 方程 
的 Galois 群 的 阶 是 2 的 方 项 .方程 zs 十 x 十 … 十 1 二 0 正 是 这 种 
情况 ,合成 序列 是 2, 2, 2, 2. 这 意思 是 说 , 预 解 式 是 次 数 为 2 的 二 
项 方程 ,从 而 仅 有 平方 根 被 添加 到 原来 的 由 单位 圆 的 给 定 半径 所 
确定 的 有 理 域 中 . 由 Galois 的 这 个 判别 法 我 们 能 证 明 Gauss 的 结 
论 , 即 素数 p 边 的 正 多 边 形 能 用 直 尺 和 圆规 作 图 当 且 仅 当 素数 p 
具有 形式 2 十 1, BY p=3, 5,17, 257,… 时 ,而 对 p=7, 11, 
13, 19, 23, 29, 31, --- 则 不 行 . Galois 理论 还 能 用 来 证 明 三 等 分 
任意 角 或 倍 立 方 体 的 问题 都 是 不 可 解 的 . 

但 Galois 的 判别 法 完全 不 适用 于 化 圆 为 方 的 问题 . 这 里 ,给 
定量 是 圆 的 半径 ,要 解 的 方程 是 2 =a’. 虽然 这 个 方程 本 身 恰 
为 二 次 ,但 下 述 事实 不 对 , 即 它 的 解 属于 由 给 定量 确定 的 域 的 二 次 
扩张 域 , 这 是 因为 r 不 是 一 个 代数 无 理 数 (第 41 章 第 2 节 ). 因此 ， 
Galois 的 工作 不 仅 完 全 回答 了 哪些 方程 可 用 代数 运算 求解 的 问 
题 ,而 且 给 了 一 个 一 般 的 判别 法 来 判定 几何 图 形 利用 直 尺 和 图 规 
的 可 作 图 性 . 

就 著名 的 作 图 问题 而 言 ,应 该 注意 ,在 应 用 Galois 理论 以 前 ， 
Gauss 和 Wantzel 已 经 确定 了 哪些 正 多 边 形 可 以 作 图 (第 2 节 )， 
而 且 Wantzel 在 1837 年 的 文章 D0 中 证 明了 一 般 的 角 不 能 三 等 分 ， 
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给 定 的 立方 体 也 不 能 加 倍 . 他 证 明了 每 个 可 作 图 的 量 必 须 满足 一 
个 2 次 的 方程 ,而 这 对 刚才 说 到 的 两 个 问题 是 不 成 立 的 ， 


6. 置换 群 理论 

Lagrange 在 他 关于 方程 可 解 性 的 著作 中 (第 25 章 第 2 节 ) 引 
进 了 个 根 的 一 些 函 数 作为 他 的 分 析 的 关键 ,这 些 函 数 在 根 的 某 
些 排列 下 取 相 同 的 值 . 因此 他 就 在 这 些 文章 中 着 手 研究 函数 ,目的 
是 确定 它们 在 个 变数 ( 根 ) 的 24! 种 排列 下 引起 的 n1 9T Se fü rn 
能 取 到 的 不 同 的 值 . Ruffini, Abel, Galois 的 后 继 工作 使 这 个 课题 
增加 了 重要 性 , n 个 字母 的 一 个 有 理 函 数 在 根 的 排列 或 置换 的 某 
个 集合 下 取 同 样 的 值 ,这 个 事实 表明 ,正如 我 们 已 经 看 到 的 ,这 个 
集合 是 整个 对 称 群 的 子 群 . Ruffini 在 他 的 《方程 的 一 般 理论 》( Te- 
oria generale delle equazioni ，1799) 中 对 这 件 事 作 了 明显 的 考 
3x. A, Lagrange 所 开创 的 是 研究 置换 群 的 子 群 的 一 种 方法 . 当 
然 , 更 直接 的 方法 是 研究 置换 群 本 身 ,并 确定 它 的 子 群 . 研究 置换 
群 结构 或 组 成 的 两 种 方法 都 成 了 活跃 的 课题 ,即使 不 顾及 它 同方 
程 可 解 性 的 联系 , 它 本 身 还 是 被 追求 作为 一 种 兴趣 . 置换 群 或 排列 
群 的 理论 是 最 终 产生 抽象 群 论 的 第 一 个 重要 的 研究 . 这 里 我 们 将 
指出 在 19 世纪 中 获得 的 有 关 置 换 群 的 一 些 具体 定理 . 

Lagrange 自己 肯定 了 一 个 重要 结果 ,用 近代 语言 叙述 就 是 ， 
子 群 的 阶 整除 群 的 阶 . 这 个 定理 的 证 明 是 由 Pietro Abbati(1768— 
1842) 在 1802 年 9 H 30 日 的 一 封 信 中 通知 Ruffini 的 ,此 信 已 发 
RY, 

Ruffini 在 他 1799 年 的 书 中 引进 了 传递 性 和 本 原 性 的 概念 ， 
虽然 有 一 些 模糊 . 如 果 一 个 排列 群 的 每 个 字母 在 群 的 各 排列 下 被 
每 一 个 别 的 字母 所 代替 , 则 称 这 和 群 为 传递 群 . 如 果 G 是 一 个 传递 


(D Memorie della Società Italiana delle Scienze, 10,1803,385~409, 
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Rian 个 符号 或 字母 可 分 成 r+ 个 不 同 的 子 集 c 61m 1,2, nsn, 
每 个 子 集 包 含 s 个 符号 ,使 得 G 的 任 一 个 排列 或 是 将 o, 的 符号 在 
自己 中 间 排 列 , 或 是 用 o, KR Bo, ,此 事 对 每 个 ;= 1,2,…,r 都 
成 立 , 旭 称 G 为 非 本 原 的 . 如 打 # 个 符号 不 能 这 样 分 拆 , 则 这 传递 
群 称 为 ~- 个 本 原 群 , Ruffini 还 证 明了 ,在 一 个 阶 的 群 中 ,对 所 有 
,不 存在 & 阶 子 群 . 

受 Lagrange 和 和 Ruffini 的 工作 的 鼓励 ,Cauchy 写 了 一 篇 关于 
PLI BERI SEC ESO. 以 方程 论 为 背景 ,他 证 明了 ,不 存在 个 字 
母 (n 次) 的 群 ,使 得 它 对 个 字母 的 整个 对 称 群 的 指数 小 于 不 超 
id n 的 最 大 素数 ,除非 这 个 指数 是 2 或 1. Cauchy 用 函数 值 的 语言 
叙述 这 个 定理 := 个 字母 的 非 对 称 函数 的 不 同 的 值 的 数目 不 能 小 
于 比 ” 小 的 最 大 素数 ,除非 它 是 2. 

Galois 在 引进 置换 群 的 概念 和 定理 方面 迈 出 了 最 大 的 一 步 . 
ft, 853g E SE ESA LE BR E sk Er 36 980 FBS. 属于 
Galois 的 另 一 个 群 论 概念 是 两 个 群 之 问 的 同 构 的 概念 . 这 是 两 个 
群 的 元 素 之 间 的 一 一 对 应 ,使 得 如 果 在 第 一 个 群 中 有 a b= c, D] 
对 第 二 个 群 的 对 应 元 素 , 有 a .2 c. 他 还 引进 了 单 群 和 合成 群 
的 概念 . 一 个 没有 不 变 子 群 的 群 是 单 群 ;否则 是 合成 群 . 关于 这 些 
概念 ,Galois 表述 了 一 个 猜想 名, 即 阶 是 合成 数 的 最 小 单 群 是 60 
阶 的 群 ， 

遗憾 的 是 在 Liouville 1846 年 发 表 Galois 的 部 分 著作 以 前 ， 
人 们 不 知道 Galois 的 著作 ,甚至 那些 发 表 的 材料 也 不 容易 读 懂 . 
7)— Fi M , Lagrange 和 Ruffini 关于 置换 群 的 著作 是 人 们 熟知 的 ， 
这 些 著作 是 用 x 个 文字 的 函数 所 能 取 的 函数 值 的 语言 表达 的 . 因 
此 ,方程 求解 的 课题 失去 了 重要 性 ,因而 当 Cauchy 转 到 方程 论 
时 ,他 集中 全 力 于 置换 群 . 在 1844 年 到 1846 年 间 , 他 写 了 一 大 批 


(QD Jour. de l'Ecole Poly. , 10,1815, 1 ~ 28 = Œuvres , (2),1,64--90. 
© Œuvres, 1897 ed. , 26. 
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文章 . 在 其 中 一 篇 主要 的 文章 中 中 ,他 把 早先 的 很 多 结果 系统 化 ， 
并 证 明了 许多 关于 传递 的 .本 原 的 和 非 本 原 的 群 ,关于 非 传递 群 的 
特殊 定理 . 特别 地 ,他 证 明了 Galois 的 断言 , 即 每 个 有 限 ( 置 换 ) 
群 ,如 果 它 的 阶 可 被 一 个 素数 p 除 尽 , 就 必定 至 少 包 含 一 个 p 阶 
子 群 . 这 篇 主要 文章 之 后 又 发 表 了 大 量 的 其 他 文章 ,刊载 在 
1844 一 1846 年 @@ 的 巴黎 科学 院 的 《报告 >》 上. 这 工作 的 大 部 分 是 涉 
及 nt 个 字母 的 水 数 在 字母 交换 下 所 能 取 的 形式 值 ( 即 非 数字 值 ) 以 
及 找 出 函数 使 其 取 给 定数 目的 值 . 

在 Liouville 发 表 了 Galois 的 一 些 著作 后 ,Serret 在 巴黎 大 学 
理学 院 作 了 演讲 ,并 在 他 的 《教程 的 第 三 版 中 给 了 Galois 的 理论 
一 个 较 好 的 教科 书 式 的 叙述 . 此 后 ,澄清 Galois 关于 方程 可 解 性 
的 思想 和 建立 置换 群 理论 就 齐头并进 了 . Serret 在 他 的 教科 书 中 
对 Cauchy 1815 年 的 结果 给 了 一 个 改进 的 形式 . 如 果 n 个 字母 的 
一 个 函数 有 少 于 p 个 值 ,其 中 p 是 小 于 n 的 最 大 素数 , 则 此 函数 
不 能 有 了 两 个 以 上 的 值 . 

Serret 在 1866 年 的 教科 书 中 强调 的 问题 之 一 是 , 找 出 由 于 个 
字母 所 能 形成 的 全 部 的 群 . 这 个 问题 早已 吸引 了 Ruffini 的 注意 ， 
他 ,Cauchy 和 Serret 本 人 在 1850 年 @ 的 一 篇 文章 中 给 出 了 许多 
部 分 性 的 结果 ,就 像 Thomas Penyngton Kirkman(1806 一 1895) 
所 做 的 一 样 . 尽管 有 这 许多 努力 和 成 百 个 有 局 限 性 的 结果 ,这 问题 
还 是 未 能 解决 . 

在 Galois 以 后 ,Camille Jordan (1838—1922) & fi Galois 理 
论 显 著 增 色 的 第 一 个 人 . 1869 年 @ 他 证 明了 一 个 基本 结果 . 设 G 
是 Cs 的 极 大 自 共 圈 (正规 ) 子 群 ,Gs 是 G IRE B ESTE BE, An 


(D Erercices d'analyse et de physique mathématique, 3,1844, 151 ~ 252 = 
Œuvres, (2),13,171-— 282. 

© Œuvres, (1), Vols. 9 与 10. 
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此 等 等 ,直到 这 序列 终止 于 恒 等 元 素 . 这 个 子 群 序列 称 为 Ge NA 
成 序列 . E Ga 是 G 中 阶 为 r ISTE BIER T HEC. 的 阶 为 p, 则 
G 可 分 解 成 4 = p/r 个 类 . 两 个 元 素 , 若 其 中 一 个 是 另 一 元 素 和 
Gin 的 一 个 元 素 的 积 , 则 属于 同一 类 . Ga 是 一 个 类 的 任 一 元 素 ， 
而 上 是 另 一 类 的 任 一 元 素 , 则 其 积 将 在 同一 个 第 三 类 中 . 这 些 类 形 
成 一 个 群 , 以 Gu 为 它 的 恒 等 元 素 , 这 个 群 就 称 为 G dE Gua. 下 的 
商 群 或 因子 群 ,用 G/Ga, 表示 ,这 是 Jordan 在 1872 年 引进 的 符 
5. 商 群 G/G,, G/G:, 0 BAG 的 合成 因子 群 ,它们 的 阶 称 
为 合成 因子 或 合成 指数 . G。 中 可 能 有 多 于 一 个 合成 序列 . Jordan 
证 明了 ,除了 出 现 的 次 序 以 外 ,合成 因子 的 集合 是 不 变 的 ,莱比锡 
大 学 的 教授 (Ludwig)Otto Holder(1859 一 1937) 证 明了 外 , 商 群 本 
身 是 与 合成 序列 无 关 的 ;就 是 说 ,对 任何 合成 序列 ,将 有 同样 的 商 
群 的 集合 . 这 两 个 结果 合 称 为 JordanHölder 定理 . 

(有 限 ) 置 换 群 的 知识 及 其 与 Galois 关于 方程 理论 的 联系 直 
到 1870 EF H Jordan 组 织 到 他 的 《置换 和 代数 方程 专 论 》(Trazte 
des substitutions et des équations algébriques , 1870) pk Z rh. 
在 这 本 书 中 ,Jordan 和 几乎 所 有 他 的 前 人 人 一样, 把 置换 群 定义 成 
置换 的 这 样 一 种 集合 , 即 集合 中 任 两 成 员 的 积 仍 属于 这 集合 . BN 
今天 在 群 的 定义 中 作为 公设 提出 的 其 他 性 质 ( 第 49 章 第 2 节 ) 是 
被 使 用 了 ,但 或 是 作为 这 种 群 的 明显 性 质 ,或 是 作为 附加 的 条 件 ， 
' 而 不 是 在 定义 中 指定 .《 专 论 》) 提 供 了 新 结果 ,并 对 置换 群 明白 地 建 
立 了 同 构 和 同 态 的 概念 ,后 者 是 两 个 群 之 间 的 多 一 对 应 ,使 得 c .5 
=cH@a’- b = c. Jordan 添加 了 关于 传递 群 和 合成 群 的 基本 
结果 . 书 中 还 包含 了 Jordan 对 Abel 提出 的 问题 的 解答 , 即 确定 一 
个 给 定 次 数 的 能 用 根 式 求解 的 方程 ,以 及 识别 一 个 给 定 的 方程 是 
否 属 于 这 个 类 . 可 解 方程 的 群 都 是 交换 群 ,Jordan 称 它们 为 Abel 
群 , 而 Abel 群 这 个 术语 此 后 也 就 用 于 交换 群 了 . 


(D Math, Ann. , 34,1889,26~56. 
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关于 置换 群 的 另 一 个 重要 的 定理 是 在 《 专 论 ? 出 现 以 后 不 久 由 
一 个 挪威 数学 教授 Ludwig Sylow (1832—1918) uE AW AY. Cauchy 
曾经 证 明 , 阶 可 被 一 个 素数 p 整除 的 每 一 个 群 , 必 包 含 一 个 或 多 
A p FIERE Sylow® 推广 了 Cauchy 的 定理 . 如 果 一 个 群 的 阶 可 
WE p" 整除 ,但 不 被 p 整除 ,而 p 是 素数 , 则 此 群 包含 一 组 旦 仅仅 
ARN p" ATR. 在 同一 篇 文章 中 Sylow 还 证 明了 ,每 个 
p^ 阶 的 群 是 可 解 的 , 即 , 极 大 不 变 子 群 序 列 的 指数 都 是 素数 . 

对 置换 群 以 及 最 终 对 更 一 般 群 的 完全 另外 的 探索 是 受 纯 物理 
的 研究 的 启发 的 . 物理 学 家 和 矿物 学 家 Auguste Bravais(1811 一 
1863) 研 究 了 运动 群 咏 , 以 确定 晶体 的 可 能 结构 . 这 个 研究 在 数学 
上 等 价 于 查 明 行列 式 为 十 1 和 一 ] 的 三 个 变量 的 线性 变换 
(7) zi = aurdasyda4z,:—1,2,3 
的 群 , 它 引导 Bravais 到 晶体 中 可 能 出 现 的 32 类 对 称 的 分 子 结构 . 

Bravais 的 工作 给 Jordan 以 深刻 的 印象 ,他 着 手 研究 他 称 之 
为 群 的 解析 表示 ,以 及 现代 称 之 为 群 的 表示 理论 . 实际 上 ,Serret 
在 他 1866 年 出 版 的 《教程 》 中 已 经 考虑 了 用 形 如 


; axth 
(8) ToU acd 


的 变换 来 表示 置换 . 但 各 类 群 的 更 为 有 用 的 表示 是 由 Jordan 引进 
的 . 他 探索 用 形式 为 


(9) r= Sav (i= 1, 2, +, n) 

的 线性 变换 来 表示 置换 . 由 于 置换 群 是 有 限 的 ,所 以 必须 对 变换 加 
上 一 些 限制 ,以 使 这 个 变换 群 有 限 . Galois 曾经 考虑 过 这 样 的 变 
换 久 , 且 以 系数 和 变数 在 一 个 素数 阶 的 有 限 域 上 取 值 来 限制 它们 . 


(D Math. Ann., 5,1872,584~594. 

© R HECHTEN se 是 G 的 任 一 元 素 , 则 g~1Hg BART 的 子 群 ， 
H 和 它 的 所 有 的 共 轿 称 作 GG B)-T-BERUIEUE cst T-REBOSE A Hos je. 
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Jordan 在 1878 年 中 陈述 了 有 限 周 期 p 的 线性 齐 次 置换 (9) 可 以 线 
性 地 变换 到 标准 型 
y = eg&y,,1-1,2,--,n, 

这 里 e; Ep 次 单位 根 , 这 定理 很 多 人 证 明 过 名 . 这 件 事 成 为 一 个 
大 量 研究 的 开端 , 即 对 给 定 的 阶 确定 二 元 型 和 三 元 型 (两 个 变数 和 
三 个 变数 ) 的 所 有 可 能 的 线性 置换 的 群 . 还 有 ,对 给 定 的 线性 置换 
群 确定 子 群 以 及 确定 在 群 或 子 群 的 全 部 成 员 下 保持 不 变 的 代数 
式 , 这 些 问题 也 引起 了 很 多 研究 . 

注意 到 Bravais 的 文章 后 ,Jordan 立即 进行 了 关于 无 限 群 的 
第 一 个 重要 的 研究 . 在 他 的 文章 《关于 运动 群 的 研究 报告 》 中 @@ ， 
Jordan 指出 ,确定 全 部 的 运动 群 ( 他 仅 考 虑 了 平移 和 转动 ) 等 价 于 
确定 全 部 可 能 的 分 子 系统 ,使 得 任 一 个 群 的 每 一 个 运动 将 对 应 的 
分 子 系统 变换 到 它 自 己 . 由 此 他 研究 了 各 种 类 型 的 群 ,并 将 它们 分 
类 . 这 个 结果 不 如 下 列 事实 的 意义 显著 , 即 他 的 文章 开创 了 在 群 的 
标题 下 研究 几何 变换 ,而 且 几 何 学 家 很 快 就 挑选 了 这 条 思想 路 线 
(第 38 章 第 5 节 ). 

19 世纪 中 叶 的 另 一 个 发 展 既 值 得 注意 又 有 启发 性 . IRE 
Cauchy 工作 影响 的 Arthur Cayley 认识 到 ,置换 群 的 概念 可 以 推 
广 .在 三 篇 文章 中 @ Cayley 引进 了 抽象 群 的 概念 . 他 把 一 个 一 般 
的 算 子 符号 9 用 于 一 组 元 素 x，y, zx, …, 并 说 如 此 应 用 的 0 产生 
T, y, z, ARR xz，y ,zx ,…, 他 指出 ,特别 地 ,9 可 以 是 
一 个 置换 . 抽象 群 包含 很 多 算 子 0, $, …, 而 念 是 两 个 算 子 的 复合 
GRE) ,复合 是 可 结合 的 ,但 不 一 定 是 可 交换 的 . 他 的 群 的 一 般 定 


(D Jour. für Math. , 84,1878,89—215, p. 112 in particular = Œuvres , 2,13— 
139, p. 36 in particular. 
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义 要 求 算 子 1, a, 8, … 的 -- 个 集合 ,它们 全 不 相同 ,使 得 其 中 任 丙 
个 算 子 在 任何 -一 个 次 序 下 的 积 和 任 一 个 算 子 同 它 自己 的 积 都 属于 
该 集合 @. 他 举 出 矩阵 在 乘法 下 以 及 四 元 数 ( 在 加 法 下 ) 构 成 群 . 很 
HR, Cayley 对 抽象 群 概念 的 引进 这 时 没有 引起 注意 . 这 部 分 地 
是 由 于 矩阵 和 四 元 数 是 新 的 ,不 为 人 们 所 熟知 ,而 能 符合 群 的 概念 
的 很 多 其 他 数学 系统 或 者 还 有 待 于 发 展 , 或 者 未 被 认识 到 可 以 这 
样 归 类 . 过 早 的 抽象 落 到 了 春子 的 耳 杀 里 ,无 论 它 们 是 属于 数学 家 
们 的 还 是 属于 大 学 生 们 的 . 
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第 32 章 
四 元 数 ,向 量 和 线性 结合 代数 


Hamilton 做 了 确实 非常 出 色 的 工作 ,之 后 ,四 元 数 就 诞生 
了 ;虽然 美妙 而 富有 创造 性 ,但 对 于 以 任何 方式 接触 过 它们 
的 那些 人 来 说 曾经 是 一 个 纯粹 的 邪 念 …… 向 量 是 无 用 的 率 
存 物 或 四 元 数 的 无 价值 的 支流 ,对 任何 创造 ,从 未 有 过 最 微 
细 的 应 用 . 

Lord Kelvin 


1. 关于 型 的 永恒 性 的 代数 基础 

Galois 关于 可 用 代数 步骤 求解 的 方程 的 工作 结束 了 代数 的 一 
章 , 昌 然 他 引进 了 诸如 群 和 有 理 整 环 ( 域 ) 等 概念 (它们 将 结 出 果 
实 ), 但 这 些 概念 的 充分 开发 必须 等 待 其 他 概念 的 发 展 . 下 一 个 重 
要 的 代数 创造 ,由 William R. Hamilton 所 创始 , 揭 开 了 全 新 的 领 
域 ,打破 了 对 于 “ 数 " 所 必须 遵循 的 规则 的 古老 信念 . 

为 了 评价 Hamilton 工作 的 独创 性 ,我 们 必须 考察 在 19 世纪 
前 半期 所 普遍 理解 的 普通 代数 的 逻辑 . 1800 年 ,数学 家 们 自由 地 
使 用 各 类 实数 以 至 复数 ,但 是 既 没 有 这 些 不 同类 型 的 数 的 精确 定 
义 , 也 没有 关于 数 的 运算 的 任何 逻辑 检验 . 对 这 种 情况 不 满 的 表示 
是 很 多 的 ,但 被 淹没 于 代数 和 分 析 的 大 量 新 创造 中 . 最 大 的 不 安 似 
乎 产生 于 下 述 事 实 :使 用 文字 时 就 好 像 它 们 具有 整数 的 性 质 ,然而 
当 文字 被 任何 数 代 替 时 这 些 运 算 的 结果 却 都 有 效 . 由 于 各 种 类 型 
的 数 的 逻辑 没有 建立 ,所 以 不 可 能 理解 它们 共有 同 正 整数 相同 形 
式 的 性 质 ,从 而 不 可 能 理解 只 代表 任 一 类 实数 或 复数 的 文字 表达 
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式 必然 具有 相同 的 性 质 即 通 常 的 代数 恰 是 一 般 化 的 算术 . 似 
平 文字 表达 式 的 代数 具有 自己 的 逻辑 , 它 说 明文 字 嘴 达 式 的 有 效 
性 和 正确 性 .因此 在 18 世纪 30 年 代数 学 家 们 就 着 手 解决 用 文字 
或 符号 表达 式 进 行 运 算 的 正确 性 问题 . 

这 个 问题 首先 被 剑桥 大 学 的 数学 教授 George Peacock 
(1791 一 1858) 考 虑 到 . 为 了 说 明 用 文字 表达 式 进 行 运 算 的 正确 性 ， 
这 些 表达 式 要 能 代表 负数 ,无理 数 和 复数 ,他 区 分 了 算术 代数 和 符 
写 代 数 . 前 者 是 处 理 表示 正 整 数 的 符号 ,所 以 有 坚实 的 基础 . 这 里 
仅 有 导致 正 整数 的 运算 才 被 允许 , 符号 代数 采用 算术 代数 的 规则 ， 
但 取消 限于 正 整数 的 限制 . 在 算术 代数 中 推出 的 全 部 结果 与 符号 
代数 中 的 结果 都 一 样 ;但 算术 代数 中 的 表达 式 在 形式 上 是 普遍 的 ， 
在 信 上 是 特殊 的 ,而 符号 代数 中 的 表达 式 ,在 值 上 和 在 形式 上 都 是 
普遍 的 , 例如 ,在 算术 代数 中 a"a" = a" 当 m 和 是 正 整 数 时 成 
立 , 因 而 在 符号 代数 中 它 对 所 有 mr 和 都 成 立 . 同样 地 , (a +b)" 
Hn 是 正 整 数 时 的 级 数 ,如 果 用 不 带 未 项 的 一 般 形式 来 显示 ,就 对 
所 有 nn Br. Peacock 的 论证 被 称 为 型 的 永恒 性 原理 . 

这 个 原理 的 明白 的 叙述 ,见于 Peacock 的 《关于 分 析 的 某 些 分 
支 的 新 近 成 就 和 现状 的 报告 》 中 ,在 其 中 他 不 仅 作 了 报告 ,而 且 还 
作 了 武断 的 肯定 . 关于 符号 代数 ,他 说 : 

1. 符号 在 值 和 表现 上 都 是 无 限 的 . 

2. 无 论 是 什么 符号 ,在 它们 上 作 和 运算, 对 所 有 情况 都 能 
进行 . 

3. 符号 组 合 的 法 则 属于 这 样 一 类 法 则 , 即 当 符号 是 算术 
量 时 , 且 当 它们 所 受到 的 运算 用 算术 代数 中 同样 的 名 
字 来 称呼 时 , 它 与 算术 代数 的 法 则 普遍 符合 . 


从 这 些 原理 出 发 ,他 相信 他 能 推出 型 的 永恒 性 原理 ; “无论 什 
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么 代数 的 型 , 当 符号 在 形式 上 是 普遍 的 ,而 在 值 [ 正 整数 ] 上 是 特殊 
的 时 候 是 等 价 的 , 则 当 符 号 在 值 上 和 形式 上 都 是 普遍 的 时 候 同 样 
是 等 价 的 . ”Peacock 特地 用 这 个 原理 证 明 用 复数 运算 是 合理 的 . 
他 试图 用 “ 当 符号 在 形式 上 是 普遍 的 时 候 " 来 保护 他 的 结论 . 这 样 
就 不 能 在 符号 形式 中 陈述 特殊 整数 的 特定 性 质 以 及 坚持 这 些 符号 
的 陈述 是 普遍 的 , 例如 :复合 整数 分 解 成 素数 的 乘积 ,虽然 是 用 符 
号 表达 的 , 却 不 能 作为 符号 代数 的 陈述 来 接受 . 这 个 原理 用 命令 来 
批准 经 验 上 显然 正确 但 尚未 在 逻辑 上 建立 的 东西 . 

Peacock 在 他 的 《代数 论著 》( Treatise on Algebra ) 吕 的 第 二 版 
中 重新 肯定 了 这 个 原理 ,但 他 还 在 那里 引进 了 正式 的 代数 科学 ， 
Peacock 在 这 本 论著 中 叙述 说 ,代数 和 几何 一 样 ,是 演绎 的 科学 . 
代数 的 步骤 必须 根据 法 则 条 文 的 一 个 完全 的 陈述 ,这些 法 则 支配 
着 步骤 中 用 到 的 运算 , 至 少 对 于 代数 这 门 演绎 科学 而 言 ,运算 的 
符号 除了 法 则 给 以 它 的 意义 而 外 没有 其 他 意义 . 例如 加 法 不 过 
是 表示 服从 代数 中 加 法 法 则 的 任 一 步骤 . 他 的 法 则 是 ,例如 加 法 
和 乘法 的 结合 律 和 交换 律 ,以 及 如 e = be i ce HO, Ma = bx 

个 法 则 ， 

这 里 型 的 永恒 性 原理 是 从 所 采用 的 公理 推出 来 的 . 这 种 处 理 
方式 为 代数 中 更 抽象 的 思想 铺 平 了 道路 ,尤其 是 影响 了 Boole X 
于 逻辑 代数 的 思想 . 

经 过 19 世纪 大 部 分 时 间 , 由 Peacock 肯定 的 代数 观点 被 接受 
了 . 这 个 观点 受到 例如 Duncan F. Gregory(1813 一 1844) 的 支持 ， 
他 是 17 世纪 的 James Gregory 的 重重 孙 . Gregory 在 一 篇 文章 《 论 
符号 代数 的 真正 性 质 )@ 中 写 道 ， | 

于 是 ,我 用 以 考虑 符 叶 代数 的 见解 是 , 它 是 处 理 运 算 的 组 
合 的 科学 ,这 些 运算 不 是 由 它们 的 性 质 确 定 的 , 即 不 是 由 


D 1842—1845; Ist ed. , 1830. 
© Transactions of the Royal Society of Edinburgh , 14,1840,208~216. 
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它们 是 什么 或 它们 做 什么 来 确定 的 ,而 是 由 它们 所 服从 
的 组 合 的 法 则 来 确定 的 …… 的 确 ,这 些 法 则 在 很 多 情况 
下 已 由 数 的 许多 已 知 运 算法 则 提出 来 了 (正如 Mr. Pea- 
cock 已 经 适当 地 称谓 的 ), 但 是 从 算术 代数 到 符号 代数 
所 取 的 步骤 是 ,不 考虑 我 们 用 符号 所 代表 的 运算 的 性 质 ， 
页 假设 服从 同样 法 则 的 一 类 未 知 运算 的 存在 ,这样 我 们 
就 能 够 证 明 不 同 的 运算 类 之 间 的 某 些 关系 , 当 这 些 运算 
在 符号 之 间 表 达 出 来 时 ,它们 就 称 为 代数 定理 . 


在 这 篇 文章 中 ,Gregory 强调 了 交换 律 和 分 配 律 ,这 术语 是 由 
Francois-Joseph Servois(1767— 1847) O 3| E ay. 

代数 理论 作为 符号 及 其 组 合法 则 的 科学 进一步 由 Augustus 
De Morgan 推进 ,他 写 了 几 篇 关于 代数 结构 的 文章 @. 他 的 《三 角 
学 和 双重 代数 》(Trigonometry and Double Algebra，1849) 也 包 
含 着 他 的 见解 . 双重 代数 这 个 词 的 意思 是 复数 的 代数 ,而 单个 代 
数 是 指 负 数 . 在 单个 代数 以 前 是 普通 算术 , 它 包 括 正 实数 的 代 
数 ,De Morgan 主张 代数 是 无 意义 的 符号 以 及 符号 的 运算 的 集 
合 . 符号 是 0, 1, +, ~, X, +, O MXF. 代数 的 法 则 就 是 
这 些 符号 所 服从 的 法 则 ,例如 交换 律 ,分 配 律 ,指数 律 , 负 数 乘 正 
数 是 负数 ,a 一 a = 0, aca 1, 和 一 些 导出 法 则 . 基本 法 则 是 
任意 选择 的 . 

19 世纪 中 时 ,普遍 接受 的 代数 公理 是 : 

1. 等 量 各 加 上 第 三 个 量 得 到 等 量 . 

2. (at+tb)+te=at(b+c). 

3.atb=bt+a. 

4. 等 量 加 等 量 给 出 等 量 . 

5. 等 量 加 不 等 量 给 出 不 等 量 . 


© Ann. de Math., 5,1814/71815,93— 140. 
@ Trans. Camb. Phil. Soc, , 1841,1842,1847. 
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6. albe) = (ab)c. 

7. ab = ba. 

8. a(bd- c) = ab +a. 

型 的 永恒 性 原理 就 建立 在 这 些 公理 上 . 

对 于 我 们 来 说 ,要 看 出 这 个 原理 究竟 是 什么 意思 是 困难 的 . 它 
把 未 经 证 明 的 东西 作为 假定 来 论证 为 什么 不 同类 型 的 数 具有 与 整 
数 相同 的 性 质 . 但 Peacock,Gregory 和 De Morgan 企图 从 代数 中 
建立 一 门 科 学 ,与 实数 和 复数 的 性 质 无 关 , 从 而 认为 代数 是 不 加 解 
释 的 符号 和 它们 的 组 合法 则 的 科学 . 实际 上 是 要 使 这 一 假定 合理 
化 , 即 同样 的 基本 性 质 对 所 有 类 型 的 数 都 具备 . 这 个 基础 不 仅 是 含 
糊 的 ,而 且 是 假 硬 的 . 人 们 坚持 算术 代数 和 一 般 代数 之 间 的 相似 性 
是 如 此 僵硬 以 至 于 如 果 再 继续 下 去 ,就 要 破坏 代数 的 一 般 性 . 他 们 
似乎 未 体会 到 ,一 个 公式 对 符号 的 一 种 解释 是 对 的 ,但 对 另 一 种 解 
释 可 能 不 对 . 

型 的 永恒 性 原理 ,是 一 种 任意 的 宣言 ,不 可 能 作为 代数 的 牢固 
基础 . 实际 上 ,我 们 在 这 一 章 中 将 要 处 理 的 事物 都 伤害 了 它 ,第 一 
步 是 由 Hamilton 做 出 的 ,在 他 把 复数 的 逻辑 建立 在 实数 性 质 的 
基础 上 的 时 候 , 这 第 一 步 只 是 在 涉及 复数 时 避免 了 对 这 个 原理 的 

虽然 在 1830 年 时 ,复数 在 直观 上 被 很 好 地 建立 了 ,这 是 通过 
表示 成 平面 上 的 点 或 有 向 线段 来 建立 的 ,但 Hamilton 关心 算术 
的 逻辑 ,他 不 满足 于 只 是 直观 的 基础 . Hamilton fe f i 3c 8t (3488 
了 泣 数 及 作为 纯粹 时 间 的 科学 的 代数 》D 中 指出 ,复数 a 十 所 不 是 
2 十 3 意义 上 的 一 个 真正 的 和 ,加 号 的 使 用 是 历史 的 偶然 ,而 bi 
不 能 加 到 a 上 去 .复数 a 十 抽 只 不 过 是 实数 的 有 序 偶 (a, b). 由 i 
或 /一 1 在 复数 的 运算 中 引进 来 的 特殊 性 质 , Hamilton 把 它 组 织 
在 以 有 序 偶 作 运算 的 定义 中 . H4, at bi I cd di EPA E 
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数 , 则 
(a, b) E (c, d) = (ate, btd), 

(1) (a, b) - (c, d) = (ac —bd , ad t ix), 

(a, b) ac 十 al x — ad 

(c,d) | (EF ' aa): 
通常 的 结合 律 .交换 律 和 分 配 律 现在 都 能 推导 出 来 . 在 对 复数 的 这 
个 看 法 下 ,不 仅 这 些 数 逻辑 地 建立 在 实数 的 基础 上 ,而 且 至 今 还 有 
点 神秘 的 v 一 1 也 完全 免除 了 . 当然 ,在 实践 上 ,用 a 十 抽 这 个 形式 
并 记 住 v 二 Tv 二 1 = 一 1 还 是 方便 的 . 附带 地 说 一 下 ,Gauss 在 
1833 年 给 Wolfgang Bolyai 的 一 封 信 中 确实 说 过 ,他 在 1831 年 就 
已 经 有 了 有 序 偶 的 概念 . 但 是 Hamilton 文章 的 发 表 才 给 了 数学 
界 以 有 序 偶 的 概念 . 


2. 三 维 “ 复 数 "的 寻找 

向 量 的 概念 , 即 可 以 代表 力 .速度 或 加 速度 的 大 小 和 方向 的 有 
向 线段 的 概念 ,平静 地 进入 了 数学 . Aristotle 就 知道 力 可 以 表示 
成 向 量 ,两 个 力 的 组 合 的 作用 可 以 用 著名 的 平行 四 边 形 法 则 来 得 
到 , 即 由 两 个 向 量 a 和 (图 32.1) 形 成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 给 
出 合力 的 大 小 和 方向 ,Simon 
Stevin 在 静 力 学 问题 中 应 用 平行 
b 四 边 形 法 则 ,而 Galileo 7$ Æ Ht 2X 

述 了 这 个 定律 . 
“ 在 稍微 熟悉 了 由 Wessel, 
图 32.1 Argand 和 Gauss 提供 的 复数 的 几 
何 表示 之 后 ,数学 家 们 认识 到 复数 能 用 来 表示 平面 上 的 向 量 和 研 
究 向 量 . 例如 , 设 两 个 向 量 分 别 由 3 十 2 和 2 十 4 代表 , 则 这 两 个 复 
数 的 和 , 即 5 十 6i 代 表 了 用 平行 四 边 形 法 则 相 加 的 向 量 的 和 . 复数 
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对 于 平面 向 量 所 做 的 事情 ,就 是 提供 了 表示 向 量 及 其 运算 的 一 个 
代数 . 入 们 不 一 定 要 几何 地 作出 这 些 运 算 , 但 能 够 代数 地 研究 它 
们 ,很 像 曲线 的 方程 能 用 来 表示 曲线 和 研究 曲线 , 

复数 用 于 表示 平面 上 的 向 量 , 在 1830 年 时 就 是 熟知 的 了 , 然 
而 ,复数 的 利用 是 受 限制 的 . 设 有 几 个 力作 用 于 一 物体 ,这 些 力 不 
一 定 在 一 个 平面 上 . 代数 上 为 了 处 理 这 些 力 需 要 复数 的 一 个 三 维 
类 似 物 , 我 们 能 用 点 的 通常 的 币 卡 儿 坐 标 (zx,，y，, z) 来 代表 从 原点 
到 该 点 的 向 最, 但 不 存在 三 元 数组 的 运算 来 表现 向 量 的 运算 . 这 些 
运算 和 复数 的 情况 一 样 ,表面 上 看 来 必须 包括 加 法 ,减法 .乘法 和 
除法 ,而 且 要 服从 通常 的 结合 律 .交换 律 和 分 配 律 ,使 代数 的 运算 
能 白 由 而 有 效 地 运用 . 数学 家 们 开始 寻找 所 谓 三 维 的 复数 以 及 它 
的 代数 . | 

Wessel, Gauss, Servois, Mobius 和 其 他 人 继续 研究 了 这 个 问 
题 . Gauss) 关于 空间 的 运算 写 了 一 篇 未 发 表 的 短文 ( 注 明 1819 
年 ). 他 把 复数 想像 为 位 移 ; a 十 抽 是 沿 一 固定 方向 移动 a 个 单位 ， 
接着 在 一 垂直 方向 移动 上 个 单位 . 由 此 他 试图 建立 一 个 三 分 量 的 
数 的 代数 ,其 中 第 三 个 分 量 代表 a + bi 平面 的 垂直 方向 上 的 位 移 . 
他 得 到 了 一 个 非 交 换代 数 , 但 它 不 是 物理 学 家 所 需要 的 有 效 的 代 
数 ,而 且 由 于 未 发 表 , 这 篇 著作 影响 不 大 . 

复数 的 有 用 的 空间 类 似 物 的 创造 属于 William R. Hamilton 
(1805—1865). 仅 次 于 Newton, Hamilton 是 最 伟大 的 英国 数学 
家 ,并 且 和 Newton -- 样 ,他 作为 一 个 物理 学 家 甚至 比 作为 一 个 数 
学 家 更 伟大 . 5 岁 时 , Hamilton 就 能 读 拉丁 文 . 希 腊 文 和 希 伯 来 
文 ;8 岁 时 , 添 了 意大利 文 和 法 文 ;10 岁 时 又 能 读 阿 拉 伯 文 和 焚 文 ; 
而 14 岁 时 还 能 读 波斯 文 . 同 快速 计算 器 的 一 次 接触 ,激励 他 去 研 
究 数学 , 1823 年 他 进 了 都 柏林 的 三 一 学 院 , 他 是 一 个 出 色 的 学 生 . 
1822 年 ,他 17 岁 时 准备 了 一 篇 关于 焦 散 曲线 的 文章 ,1824 年 在 爱 
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尔 兰 皇家 科学 院 宣 读 , 但 未 发 表 . Hamilton 被 劝告 去 重 做 和 发 展 
©. 1827 年 他 呈送 给 这 科学 院 一 篇 题 为 《光线 系统 的 理论 ?的 修改 
稿 ,该 文 建立 了 几何 光学 的 科学 . 这 里 他 引进 了 所 谓 光 学 特征 项 
数 . 该 文 于 1828 年 发 表 在 《爱尔兰 皇家 科学 院 学 报 》 上 吃 . 

1827 年 , 当 他 还 是 一 个 大 学 生 时 ,就 被 任命 为 三 一 学 院 的 天 
文教 授 ,用 此 职位 就 赢得 了 爱尔兰 皇家 天 文学 家 的 头衔 . 他 作为 教 
授 的 任务 是 演讲 科学 和 管理 天 文 观察 . 他 对 后 一 工作 没 做 很 多 事 ， 
但 他 是 一 个 好 教师 . 

从 1830 年 到 1832 年 他 对 于 《光线 系统 的 理论 》 发 表 了 三 个 补 
充 . 在 第 三 篇 文章 2 中 ,他 指出 在 双 轴 晶体 中 按 某 一 特殊 方向 传播 
的 光线 将 产生 折射 光线 的 一 个 圆锥 . 这 个 现象 被 他 的 朋友 和 同事 
Humphrey Lloyd 用 实验 证 实 了 . 后 来 Hamilton 把 他 关于 光学 的 
思想 归 入 到 动力 学 中 ,并 在 动力 学 领域 中 写 了 两 篇 很 著名 的 文章 
(30 章 ), 文 中 他 用 了 在 光学 中 建立 的 特征 函数 的 概念 . 他 还 对 物 
体系 统 的 运动 的 微分 方程 给 出 了 一 组 完全 而 严密 的 积分 . 他 的 主 
要 数学 工作 是 四 元 数 这 个 科目 ,我们 将 简短 地 讨论 它 . 他 把 他 的 这 
项 工作 的 最 后 形式 介绍 在 他 的 《四 元 数 讲 义 》(Lectures on Quater- 
nions ，1853) 和 和 死 后 出 版 的 两 卷 4 四 元 数 基 础 》( 下 Lements of Qua- 
ternions, 1866). 

Hamilton 善于 利用 对 比 去 从 已 知 论证 未 知 . 虽然 他 有 很 好 的 
直观 ,但 他 没有 伟大 的 思想 灵感 ,他 长 期 而 勤奋 地 对 特殊 问题 进行 
工作 以 求 看 出 一 般 性 的 东西 . 在 解决 许多 特定 的 例子 时 他 耐心 而 
有 条 不 训 , 并 且 情 愿 作 大 重 的 计算 去 检查 和 证 明 一 个 论点 . 然而 ， 
在 他 的 出 版 物 中 , 却 只 有 推 喜 和 压缩 了 的 一 般 结果 . 

他 各 信和 宗教 ,这 方面 的 兴趣 对 他 来 说 是 最 重要 的 . 其 次 是 玄学 
(形而上学 ) ,数学 . 诗 ,物理 和 一 般 文学 . 他 还 写 诗 .他 认为 ,在 他 那 


(D Trans, Royal Irish Academy, 15,1828, 69 ~ 174 = Math. Papers,1,1~106, 
@ Trans. Royal Irish Academy, 17,1837, 1 ~ 144 = Math. Papers, 1,164--293. 


2. 三维“ 复数 "的 寻找 Will 
个 时 代 创 造 出 的 几何 概念 ,Poncelet 和 Chasles( 98 35 章 ) 的 著作 
中 使 用 的 无 限 元 素 和 虚 元 素 都 和 诗 类 似 . 虽然 他 是 一 个 谦虚 的 人 ， 
但 他 承认 且 其 至 强调 ,喜爱 名 望 会 推动 和 振奋 大 数学 家 . 

Hamilton 澄清 了 复数 的 概念 ,这 使 他 能 更 清楚 地 思考 引进 三 
维 类 似 物 以 代表 空间 的 向 量 . 但 是 直接 的 效果 使 他 的 努力 失望 . 当 
时 数学 家 们 所 知道 的 全 部 数 都 具有 羔 法 交换 性 ,因而 对 于 Hamil- 
ton 来 说 也 自然 地 相信 他 要 寻找 的 三 维 或 三 分 量 的 数 应 同样 具有 
这 个 性 质 ,同时 具有 实数 和 复数 的 其 他 性 质 . 经 过 一 些 年 的 努力 之 
IE, Hamilton 发 现 自己 被 迫 应 作 两 个 让 步 . 第 一 个 是 他 的 新 数 包 
含 四 个 分 量 ,而 第 二 个 是 他 必须 牺牲 乘法 交换 律 . 两 个 特点 对 代数 
学 都 是 革命 性 的 . 他 称 这 新 的 数 为 四 元 数 . 

事后 来 认识 ,我 们 能 看 到 在 几何 的 基础 上 ,新 的 “ 数 " 必 须 包 含 
四 个 分 量 . 把 这 个 新 数 看 成 一 个 算 子 ,期望 对 一 个 给 定 的 向 量 绕 空 
闻 中 一 给 定 轴 进 行 转动 并 将 它 进行 伸缩 . 为 此 目的 需要 两 个 参数 
(角度 ) 来 固定 转动 轴 , 需 要 一 个 参数 来 规定 转动 角度 ,还 需要 第 四 
个 参数 来 规定 给 定向 量 的 伸 长 和 缩短 . 

Hamilton 自己 描述 了 他 的 四 元 数 的 发 现下 


明天 是 四 元 数 的 第 15 个 生日 . 1843 年 10 月 16 日 , 当 我 和 
Lady Hamilton 步行 去 都 档 林 途中 来 到 布 曾 后 姆 
(Brougham) 桥 的 时 候 , 它 们 就 来 到 了 人 世间 ,或 者 说 出 生 
了 ,发 育成 熟 了 .这 就 是 说 ,此 时 此 地 我 感到 思想 的 电路 接 
通 了 ,而 从 中 落下 的 火花 就 是 1， , K 之 间 的 基本 方程 ， 
恰恰 就 是 我 此 后 使 用 它们 的 那个 样子 .我 当场 抽出 笔记 
本 , 它 还 在 ,就 将 这 些 做 了 记录 ,同一 时 刻 ,我 感到 也 许 值 
得 花 上 未 来 的 至 少 10 年 (也 许 15 年 ) 的 劳动 .但 当时 已 
完全 可 以 说 ,这 是 因 我 感觉 到 一 个 问题 就 在 那 一 刻 已 经 


(D North British Review, 14,1858 ,97. 
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解决 了 ,智力 该 缓 口气 了 , 它 已 经 纠缠 住 我 至 少 15 ET. 


1843 年 他 在 爱尔兰 皇家 科学 院 会 议 上 宣告 了 四 元 数 的 发 明 ， 
为 发 展 这 个 课题 他 付出 了 余生 ,并 且 为 它 写 了 许多 文章 . 


3. 四 元 数 的 性 质 

四 元 数 是 下 面 形 式 的 一 个 数 : 
(2) 3+2i+6j+7k, 
其 中 i, j,k 起 着 i 在 复数 中 所 起 的 作用 . 实数 部 分 (如 上 面 的 3) 
称 为 四 元 数 的 数量 部 分 ,而 其 余 是 向 量 部 分 . 向量 部 分 的 三 个 系数 
是 点 了 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 ,而 i, 7 ,上 是 定性 的 单元 ,几何 上 其 方 
向 是 沿 着 三 根 坐标 轴 . 两 个 四 元 数 相等 的 准则 是 ,它们 的 数量 部 分 
相等 以 及 它们 的 i, j,k 单元 的 系数 分 别 相 等 . 两 个 四 元 数 相 加 是 
将 它们 的 数量 部 分 相 加 ,上 且 将 i, j,k 单元 的 每 个 系数 相 加 ,以 形 
成 这 些 单元 的 新 系数 . 于 是 两 个 四 元 数 的 和 本 身 也 是 四 元 数 . 

四 元 数 进行 乘法 运算 时 ,乘法 的 所 有 熟知 的 代数 规则 都 假定 
有 效 ,除了 在 形成 单元 i, j ,的 积 时 ,放弃 了 交换 律 ,而 具备 下 列 


规则 ， 
(3) Jk =i, kj —— i, ki = j, ik —— j, ij =k, ji =—k, 
č =j =k =], 
例如 设 p=3+2i+6j+7k 和 q=4+6i+8j+9k, 
则 pq = (3+ 2i+ 6j + 7k) (4+ 6i+ 8j + 9k) 
=— 111+ 24i 4- 72j + 35k, 
而 qp 一 (4 十 6i 十 8j +9k)(3+ 2i 4- 6j +7k) 


= 一 111 十 28i 十 24j + 75k. 
Hamilton 证 明了 乘法 是 可 结合 的 ,这 是 第 一 次 使 用 这 个 术语 @. 


(D Proc. Royal Irish Academy , 2,1844, 424 ~ 434 = Muth. Papers, 3,111116. 
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四 元 数 被 男 一 四 元 数 除 也 能 实现 ,但 乘法 不 交换 蕴含 了 用 四 
元 数 4 除 四 元 数 p ,可 以 意味 着 找 r 使 p = qr Kp — rq. 这 个 商 r 
在 这 两 种 情况 下 不 必 相 同 . 除法 的 问题 最 好 通过 引进 g R 1q 
来 处 理 . 设 g = atid tdak, EX g Ha-— — dk, HE 
X N(GD COS GH) Aa +e +etd. FR NU) = g = 
qq.%Xq' —q/N(q), 因而 如 N(q) #0, Wa HE. BA 
qq =1Mq'q=1, 现在 要 找 r 使 p = qr, 我们 就 有 gq p = 
q'qrskr=q'p; 要 找 r 使 p = mq, KARA pa^ = nq 或 
r= pq |. 

立刻 能 表明 哪个 四 元 数 能 用 来 旋转 、 伸 长 或 缩短 一 个 给 定 
的 向 量 成 为 一 个 给 定 的 向 量 . 我 们 仅 需 证 明 , 能 确定 a, 5,c 和 4d 
使 


(atii +j +dk)(ait yj +k) = xli - yj 4- xk. 

把 左边 乘 开 成 四 元 数 并 使 左右 两 边 对 应 系数 相等 ,就 得 到 未 知 数 
a, pc 和 dz 的 四 个 方程 . 这 四 个 方程 足以 确定 未 知 数 . 

Hamilton 还 引进 了 一 个 重要 的 微分 算 子 . ASV CR AN 
倒转 Hamilton 称 它 为 “nabla” ,因为 它 像 古代 一 个 同名 的 希 
伯 来 乐器 一 一 代表 算 子 
(4) Vain tig tes. 

当 应 用 于 数量 点 函数 wx(z，y，z) 时 , 它 产 生 向 量 

(5) V u = Sut Si + Sik. 

这 个 向 量 是 随 着 空 向 的 点 而 变化 的 ,现在 称 为 u REE. 它 代表 
的 最 大 的 空间 增长 率 的 大 小 和 方向 . 

XR v — vii vj d- vk 表示 一 个 连续 的 向 量 点 前 数 ,这 里 
Uj, V2, 03 Æ, y, z BAZ, Hamilton 引进 


.9 .9 a . . 
(6) Vem (iei tkg) (ait ud dusk) 
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ay dz 


-—(Gt Jz 


*G- XXE 


Ox ay : 

TE v EFE SIE ER PER A v 上 的 结果 是 产生 一 个 四 元 数 ;这 四 
元 数 的 数量 部 分 (除去 负 号 ) 我 们 现在 称 它 为 v 的 散 度 ,而 向 量 部 
分 称 为 v 的 旋 度 . 

Hamilton 对 他 的 四 元 数 具 有 无 限 的 热情 . 他 相信 这 个 创造 和 
微 积分 同等 重要 ,将 会 是 数学 物理 中 的 关键 工具 . 他 自己 对 几何 、 
光学 和 力学 作 了 一 些 应 用 . 他 的 思想 得 到 了 他 的 朋友 Peter Guth- 
rie Tait(1831 一 1901) 的 热情 支持 . Tait 是 皇后 学 院 的 数学 教授 ， 
后 来 又 是 爱丁堡 大 学 的 自然 历史 教授 . Tait 在 很 多 文章 中 鼓励 物 
理学 家 采用 四 元 数 作 为 基本 工具 . 他 甚至 卷 入 了 则 Cayley 的 长 期 
争论 中 ,Cayley 对 四 元 数 的 用 途 取 消极 观点 . 但 物理 学 家 们 无 视 
四 元 数 而 继续 使 用 方便 的 笛 卡 儿 坐标 来 工作 . 然而 ,正如 我 们 将 看 
到 的 ,Hamilton 的 工作 确实 间接 地 引 向 一 个 向 量 代 数 和 向 量 分 
析 , 这 都 是 物理 学 家 们 渴望 采用 的 . 

Hamilton 的 四 元 数 证 明 对 代数 学 具有 不 可 估量 的 重要 性 . 一 
且 数 学 家 们 体会 到 可 以 构造 一 个 有 意义 的 .有 用 的 “ 数 " 系 , 它 可 以 
不 具有 实数 和 复数 的 交换 性 , 那 他 们 就 觉得 可 较为 自由 地 考虑 其 
至 更 偏离 实数 和 复数 的 通常 的 性 质 的 创造 . 这 个 体会 在 向 量 代数 
和 向 量 分 析 建 立 之 前 是 必要 的 ,因为 向 量 比 四 元 数 违反 更 多 的 通 
常 的 代数 法 则 (第 5 节 ). 更 一 般 地 , Hamilton 的 工作 引 向 线性 结 
合 代 数 的 理论 (第 6 节 ). Hamilton 本 人 开始 研究 包含 n 个 分 量 或 
n 元 数组 的 超 复数 中 ,但 是 正 是 他 的 关于 四 元 数 的 工作 推动 了 线性 
代数 的 这 个 新 研究 .… 


Jv IV: IU; ) (= y 


(D Trans. Royal Irish Academy, 21,1848, 199 — 296 = Math, Papers, H ,159 
~~ 226, 
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4, Grassmann 的 扩张 的 演算 

正当 Hamilton 建立 他 的 四 元 数 时 , 另 一 个 数学 家 Hermann 
Günther Grassmann(1809—1877) ,正在 建立 复数 的 一 个 更 为 大 
胆 的 推广 , 他 在 年 轻 时 没有 表现 出 数学 才能 ,并 且 没 有 受过 大 学 的 
数学 教育 ,但 是 后 来 成 了 德国 斯 德 丁 (Stettin) 城 的 中 学 数学 教师 ， 
同时 又 是 栋 文 权威 . Grassmann 在 Hamilton 以 前 就 有 了 他 的 想 
法 ,但 直到 1844 年 , 即 Hamilton 宣告 他 的 四 元 数 的 发 现 后 一 年 才 
发 表 . 那 一 年 他 发 表 了 他 的 《线性 扩张 论 》(Die lineale Ausdeh- 
nungslehre). 由 于 履 上 了 神秘 的 教义 以 及 叙述 抽象 ,比较 关心 实 
践 的 数学 家 和 物理 学 家 发 现 此 书 含混 不 清和 不 好 读 , 结 果 这 本 著 
作 虽然 高 度 独创 ,但 很 多 年 仍然 很 少 为 人 知道 . 1862 年 Grass- 
mann 发 行 了 修订 版 , 称 做 《4 扩张 论 》(Die Ausdehnungslehre ). B 
中 ,他 简化 和 详 述 了 原来 的 工作 ,但 他 的 文风 和 有 多 清楚 明了 仍 使 

虽然 Grassmann 的 叙述 和 几何 概念 有 着 几乎 不 可 分 割 的 联 
系 一 一 他 实际 上 是 在 涉及 一 维 儿 何 但 我 们 将 抽取 其 代数 的 概 
念 , 它 被 证 明 是 具有 永恒 的 价值 . 他 的 基本 概念 ,他 称 为 扩张 的 量 
(extensive Grosse) ,是 一 种 有 7 个 分 量 的 超 复 数 . 为 研究 他 的 思 
TR ,我们 讨论 ”= 3 的 情况 . 

考虑 两 个 超 复数 

a = aei tae tae, P = ie the Ee, 

这 里 ,a; REB, 是 实数 ,而 e:，e: Me 是 原始 的 或 定性 的 单元 ,几何 
上 用 单位 长 度 的 三 个 有 向 线段 来 代表 ,它们 从 原点 出 发 ,顺序 确定 
一 个 右手 直角 掌 标 系 . 这 些 ae 是 原始 单元 的 倍数 , 且 几 何 上 由 相 
应 轴 上 长 度 w 来 代表 ,而 a 由 空间 中 的 一 个 有 向 线段 来 代表 , 它 
在 各 轴 上 的 投影 正好 是 长 度 a. 同样 的 事 对 BAP 也 成 立 . Grass- 
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mann 称 这 样 的 有 向 线段 或 线 向 量 为 Strecke( £& RE). 

这 些 超 复 数 的 加 减法 由 下 式 定 义 : 
(7) ac PE = (a ct Be + (as + & Jer + (a; + Ps Jes. 
Grassmann 引进 了 两 类 乘法 ,内 积 和 外 积 . 对 内 积 ,他 假设 


(8) e;|je—l,ele;—0,izj. 
对 外 积 他 假设 
(9) [ee;] =— fee], [ee] = 0. 


jx 9€ 5 fü PR NET, ENIRE Grassmann 化 简 成 一 阶 单 
Ju, Bl! e; Cif Hamilton 做 了 ), 而 是 用 lee] = e 等 等 把 它们 当 作 
好 像 是 等 价 于 一 阶 单元 来 处 理 . 
从 这 些 定义 推出 a 和 & 的 内 积 a18 由 下 式 给 定 : 
alB=a8, tak +a 和 alB=Blia. 

一 个 超 复 数 o 的 数值 或 大 小 a 定义 为 Va |a — Vai Fa Fai. 这 
样 ,a 的 大 小 在 数值 上 就 等 于 几何 上 表示 它 的 线 向 量 的 长 度 . Eo 
表示 线 向 量 a 和 8 之 间 的 夹 角 , 则 


a | B= ab (Tt + e + ah 


借助 于 外 积 规则 (9) , 超 复 数 AIP 的 外 积 P 可 以 表示 为 

(10) P= [a B) = (a, — a P lezes] + (as —aB)Leaa] 
+ (a — a B Lee]. 
这 个 积 是 二 阶 的 超 复数 ,并且 是 用 二 阶 的 独立 的 单元 表示 出 来 的 . 
它 的 大 小 1P| 是 借助 于 两 个 二 阶 超 复数 的 内 积 的 定义 得 到 的 ， 
就 是 
(11) [P] — /PTP 
=| (a:b — as )? + (os, — o B.) + (a; — as B.) }? 


) = abcos f. 


— EN A az. a3 P, ? To . 
=ab{1 ( 2b TB ab | =absin ð. 


AHE SER Ca TIS ZI | P| RAE JUI ERU SE FTT 3B JE 
的 面积 ,这 个 平行 四 边 形 是 由 几何 上 代表 c 和 8 的 线 向 量 构 成 的 . 
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这 个 面积 ,连同 和 它 垂直 的 一 个 单位 线 向 量 一 起 ,就 是 现在 所 称 的 
向 量 面 积 ,那个 单位 线 向 量 的 方向 要 选择 成 当 a 绕 此 线 向 量 转 到 
BY ERI ABM a 转 到 PB 的 右手 螺旋 方向 . Grassmann 的 
术语 是 Plangrosse( 平 面 量 ). 

两 个 初始 的 三 维 超 复数 的 Grassmann 内 积 等 价 于 两 个 向 量 
的 Hamilton 的 四 元 数 乘积 的 数量 部 分 的 负 值 ; 在 三 维 情况 下 , M 
我 们 用 e 代替 [ezes | 等 等 ,Grassmann 外 积 就 正好 是 两 个 向 量 的 
Hamilton 的 四 元 数 乘积 . 然而 ,在 四 元 数理 论 中 ,向 量 是 四 元 数 的 
辅助 部 分 ,而 在 Grassmann 代数 中 向 量 是 作为 基本 的 量 出 现 的 . 

Grassmann 的 另外 一 种 乘积 是 这 样 形成 的 ,将 一 个 超 复 数 7 
同 两 个 超 复数 w 和 8 的 外 积 [e8] 作 内 积 ,这 个 积 在 三 维 的 情形 是 

Q= [a B]y 

= (a£ — aD )yy + (asfi — a Bi )ys + (B — ab ys. 

表 成 行列 式 形 状 就 是 


pr B, ^ 
(12) Q=\a È y 
Q3 B, ys 


结果 ,Q 能够 几何 地 解释 成 由 ce, BL y 的 线 向 量 构成 的 平行 六 面 
体 的 体积 . 这 个 体积 可 正 可 负 . 

Grassmann 不 仅 考 虑 了 (对 n 分 量 超 复数 ) 上 面 所 说 的 两 种 乘 
积 ,而 且 还 考虑 了 高 阶乘 积 .在 1855 年 的 一 篇 文章 @ 中 ,他 对 超 复 
数 给 出 了 16 种 不 同类 型 的 乘积 . 他 还 给 出 了 这 些 乘 积 的 几何 意 
义 , 并 对 力学 HES .晶体 学 作 了 应 用 . 

初 看 起 来 ,Grassmann 关于 有 n 个 部 分 的 超 复 数 的 讨论 似乎 
是 不 必要 的 一 般 , 因 为 至 少 到 目前 为 止 超 复数 的 有 用 的 例子 最 多 


®© Jour. für Math. , 49,1855,10~20 与 123 — 141 = Ges, Math. und Phys. 
Werke, 2, Part I, 199—217, 
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包含 四 个 部 分 , 可 是 Grassmann 的 思想 却 有 助 于 引导 数学 家 们 进 
入 张 量 理论 (第 48 章 ), 因 为 正如 我 们 将 要 看 到 的 , 张 量 就 是 超 复 
数 . 其 他 几何 的 和 不 变性 的 概念 在 张 量 来 到 以 前 就 已 闻名 于 数学 
界 了 . 虽然 关于 超 复 数 的 思想 引 向 了 各 种 推广 ,但 Grassmann 的 n 
维 超 复数 的 分 析 ( 例 如 微 积分 ) 终 究 未 建立 起 来 . 理由 是 简单 的 , 即 
没有 发 现 这 样 的 分 析 的 应 用 . 正如 我 们 将 要 看 到 的 ,对 张 量 有 一 个 
扩张 的 分 析 ,但 是 这 些 在 Riemann 几何 中 有 它们 的 来 源 . 


5， 从 四 元 数 到 向 量 

Grassmann 的 工作 暂时 仍 被 忽视 ,但 正如 我 们 已 指出 的 ,四 元 
数 几 乎 立刻 就 吸引 了 很 大 的 注意 力 , 然 而 它们 完全 不 是 物理 学 家 
所 要 的 东西 ,他们 要 寻找 一 个 概念 , 它 不 脱离 第 卡 儿 坐 标 ,而 是 
比 四 元 数 更 紧密 地 联系 于 笛 卡 儿 坐 标 .在 这 样 一 种 概念 的 方向 
上 ,第 一 步 是 James Clerk Maxwell(1831 一 1879) 做 的 ,他 是 电磁 
理论 的 发 现 者 ,最 伟大 的 数学 物理 学 家 之 一 ,是 剑桥 大 学 的 物理 
BR. 

Maxwell 知道 Hamilton 的 工作 ;他 虽然 听 到 过 Grassmann 
的 工作 ,但 未 看 到 过 . 他 区 分 出 Hamilton 的 四 元 数 的 数量 部 分 和 
MARS) FF AR ARE RED ROS LO. 然而 ,在 他 的 
有 名 的 《 论 电 和 和 磁 》(A Treatise on Electricity and Magnetism, 
1873) 中 ,他 对 四 元 数 作 了 较 大 的 让 步 ,并 且 更 多 地 谈 到 四 元 数 的 
数量 部 分 各 向量 部 分 ,虽然 他 是 把 这 些 部 分 作为 分 开 的 实体 处 理 
的 . 他 说 (p. 10) ,要 规定 一 个 向 量 需 用 三 个 量 ( 分 量 ) ,这 三 个 量 能 
解释 成 沿 三 个 坐标 轴 的 长 度 . 这 个 向 量 概念 是 Hamilton 的 四 元 
数 的 向 量 部 分 ,Maxwell 就 是 这 样 说 的 . Hamilton 曾 引 入 z, y 


(D Proc. London Math. Soc. , 3,1871,224~232 = The Scienti fic Papers , Vol. 
2.257266. 
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z 的 向 量 函 数 ，, 其 分量 为 ,ww 和 了 ,并 对 它 应 用 算 子 V= T 


HI +k 5 而 得 到 结果 (6). 这 样 ,Vv 是 一 个 四 元 数 .但 Max- 


well 把 数量 部 分 和 向 量 部 分 分 开 , 并 用 S V vCV vr 的 数量 部 分 ) 
TU V V vCV v ISI EE BEAT ) om. 他 称 S Vv 为 的 聚 度 , 因 为 这 
个 表达 式 在 流体 动力 学 中 出 现 过 多 次 ,并 且 当 vy 是 速度 时 它 有 通 
量 的 意义 ,或 每 单位 时 间 内 通过 包围 一 点 的 一 块 小 面积 的 每 单位 
体积 所 含 的 纯 流量 . 他 又 称 V V v 为 + 的 旋转 或 旋 度 ,因为 这 个 表 
达 式 在 流体 动力 学 中 也 已 出 现 过 , 它 是 流体 在 一 点 的 旋转 率 的 两 
倍 ,Clifford 后 来 称 一 S Vv ARE. 

然后 Maxwell 指出 , 算 子 重复 进行 就 给 

2 3? 9? a 

v= da^ 9y dz?" 
他 称 这 算 子 为 Laplace WT. 他 允许 这 算 子 作用 于 数量 国 数 以 产 
生 一 个 数量 ,作用 于 向 量 函 数 产 生 一 个 向 量 上 . 

Maxwell 在 他 1871 年 的 文章 中 说 明了 一 个 数量 函数 的 梯度 
的 旋 度 和 向 量 函 数 的 旋 度 的 散 度 永 远 是 零 . 他 还 说 ,一 个 向 量 函数 
* 的 旋 度 的 旋 度 是 v 的 散 度 的 梯度 减 去 v 的 Laplace 算 子 (这 仅 在 
直角 坐标 中 成 立 )， 

Maxwell 经 常用 四 元 数 作为 基本 的 数学 实体 ,或 至 少 经 常 提 
到 四 元 数 ,也 许 是 为 了 帮助 他 的 读者 , 然而 他 的 工作 清楚 地 表明 ， 
向 最 是 物理 思想 的 真正 的 工具 ,而 不 像 某 些 人 所 主张 的 那样 ,仅仅 
是 书写 的 缩减 方案 .于 是 在 Maxwell 所 处 的 时 代 , 由 于 分 开 处 理 

QO ”因为 在 向 量 分 析 中 V= V.V, TEV 在 物理 上 表示 梯度 的 散 度 ,或 g 的 
最 大 空间 变化 率 的 散 度 . 然而 这 个 物理 意义 从 下 述 事 实 来 看 更 为 明显 , 即 满足 Vz 9 = 
0 的 函数 g 使 Dirichle 积分 取 最 小 值 ( 看 第 28 章 的 (34)). 这 个 积分 是 遍布 于 某 个 体积 
上 的 梯度 量 的 平方 .因此 V? = 0 或 者 意味 着 极 小 梯度 发 生 在 任何 一 点 ,或 者 意味 着 
偏离 均匀 度 的 差 是 一 个 极 小 值 . 如 果 V29 不 是 0, 就 必定 存在 某 个 偏离 均匀 度 的 差 , 因 
而 将 有 个 恢复 力 . 在 数学 物理 中 ,包含 V*g 的 这 个 或 那个 内 容 的 各 种 方程 实际 上 都 
是 断言 :自然 界 的 行为 永远 是 要 恢复 均匀 . 

RÆV? 的 记号 A Robert Murphy 在 1833 年 引进 的 . 
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四 元 数 的 数量 部 分 和 向 量 部 分 ,而 创造 了 大 量 的 向 量 分 析 . 

一 个 新 的 独立 的 课题 ,三 维 向 量 分 析 的 开创 ,以 及 同 四 元 数 的 
正式 分 裂 ,在 19 世纪 80 年 代 初 期 由 Josiah Willard Gibbs 和 Oli- 
ver Heaviside 所 独立 建立 . Gibbs(1839 一 1903) 是 耶鲁 (Yale) 学 院 
的 数学 物理 教授 ,最 初 是 物理 化 学 家 , 兽 在 他 的 学 生 中 私人 传播 过 
小 册子 (1881 和 1884) (8 Eb 43 9r SE li) (Elements of Vector Ana- 
Lysis), 在 介绍 性 的 说 明 中 氢 述 了 他 的 观点 : 

下 述 分 析 的 一 些 基本 原理 都 是 在 稍微 不 同 的 形式 下 为 四 
元 数 的 学 生 们 所 熟悉 的 . 建立 这 一 课题 的 方法 与 处 理 四 
元 数 的 方法 有 些 不 同 , 只 是 给 出 一 个 适当 的 记 法 来 表达 
向 量 之 间或 向 量 与 数量 之 间 的 那些 关系 ,这 个 记 法 看 来 
是 非常 重要 的 , 它 非常 容易 地 引导 到 解析 变换 ,并 阔 明 一 
些 这 样 的 变换 . 作为 不 同 于 四 元 数 处 理 的 先例 可 以 引用 
Clifford 的 《4 静 力 学 》(Kinematics)., 在 这 方 面 还 应 提 到 
Grassmann 这 个 名 字 , 下 述 方 法 与 他 的 系统 的 联系 ,在 茶 
些 方面 要 比 与 Hamilton 系统 的 联系 更 紧密 ， 


Gibbs 关于 向 量 分 析 的 小 册子 虽然 是 为 私人 交流 而 印刷 的 ,但 却 
变 成 广 为 知 道 的 书 . 这 个 材料 最 后 被 编 进 了 E. B. Wilson 所 写 的 
书 中 ,他 根据 于 Gibbs 的 讲义 , 这 本 书 ,Gibbs 和 Wilson 的 《向 量 
分 析 》(Vector Analysis) ,出 现 于 1901 年 . 

Oliver Heaviside(1850 一 1925) 早 期 的 科学 经 历 是 电报 和 电 
话 工 程 师 . 他 在 1874 年 隐 退 到 乡村 生活 ,专心 于 写作 ,主要 是 
写 电 学 和 磁 学 的 课题 . Heaviside 曾 从 Hamilton 的 《基础 学 过 
四 元 数 ,但 受阻 于 很 多 特殊 的 定理 . 他 感到 学 习 四 元 数 对 一 个 
忙碌 的 工程 师 是 太 难 了 ,因此 他 建立 他 的 向 量 分 析 , 对 他 来 
说 ,这 不 过 是 通常 笛 卡 儿 坐 标的 速记 形式 . 19 世纪 80 年 代 , 他 


(D The Scientific Papers, 2,17~30, 
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在 杂志 《电学 家 》(Electrician) 上 写 的 文章 中 自由 地 运用 了 这 个 
向 量 分 析 . 后 来 在 他 的 三 卷 著作 《电磁 理论 》( Electromagnetic 
Theory, 1893, 1899, 1912) 的 第 一 卷 中 给 出 向 量 代数 的 很 多 内 
容 . 第 三 章 约 175 页 专门 用 于 向 量 方法 . 他 对 这 个 课题 的 发 展 结果 
本 质 上 与 Gibbs 的 相 融 合 ,虽然 他 不 喜欢 Gibbs 的 记 法 ,而 采取 了 
他 自己 的 记 法 ,这 根据 于 Tait 的 四 元 数 的 记 法 . 

按照 Gibbs 和 Heaviside 所 提出 的 ,一 个 向 量 不 过 是 四 元 数 

的 向 量 部 分 ,但 独立 于 任何 四 元 数 . 这 样 ,向 量 v 是 
v=atodj+ck, 

这 里 ,i, j, k OAR r, y, z 轴 的 单位 向 量 ,系数 a,2 和 *e BK 

78 , 称 为 分 量 . 两 个 向 量 是 相等 的 ,如 果 相 应 的 分 量 都 相等 ;两 个 向 

量 的 和 是 一 个 向 量 ,其 各 分 量 分 别 是 被 加 项 的 相应 分 量 之 和 . 

引进 了 两 种 类 型 的 乘法 ,两 者 都 对 物理 有 用 . 第 一 种 类 型 称 为 
数量 乘法 ,是 这 样 定义 的 :把 和 *Y — aitb jtk 像 通常 的 多 项 
式 一 样 相 乘 ,用 "点 "作为 乘法 的 符号 , 令 
(13a) bei=j-f=k-k=1, 

i-fjsj-i=i-k=k-i=j-k=k-j=o. 
RE, vey = aa! + bb' tcc’. 这 个 乘积 不 再 是 向 量 而 是 一 个 实数 
或 数量 , 称 为 数量 积 . 它 具 有 新 的 代数 特点 ,因为 两 个 实数 或 复数 
或 四 元 数 的 积 , 永 远 是 我 们 所 从 出 发 的 同一 类 数 . 数量 积 的 另 一 奇 
怪 性 质 是 当 两 个 因子 没有 一 个 是 零 时 它 可 以 是 零 . 例如 向 量 v — 
3i Flv’ = 6j +7kK HARES. 

两 个 向 量 的 数量 积 在 代数 上 新 奇 的 还 有 另 一 方面 一 一 它 不 允 
许 逆 过 程 . 就 是 说 ,永远 不 能 找到 一 个 向 量 或 数量 g 使 v/v =q. 
比如 说 ,假如 4 是 一 个 向 量 ,qg - v 就 会 是 一 个 数量 ,因而 不 等 于 向 
f v. 另 一 方面 ,假如 9 是 一 个 数量 , 则 虽然 qv BEM Kaito’) 
+ gc’k , 却 很 少 有 ae = a, qh' 二 5 及 ge — c, iX a, b Rc By 
的 系数 . 尽管 缺乏 商 , 数 量 积 仍 是 有 用 的 . 
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数量 积 的 物理 意义 直接 显 
示 如 下 : 设 ” 是 一 个 力 ( 图 
32.2) , 它 的 方向 和 大 小 用 由 0 
到 P' 的 线段 表示 , 则 这 个 力 推 动 
O 点 的 物体 在 一 个 方向 (比如 说 
在 OP 方向 ) 上 的 效应 (这 里 OP 
代表 向 量 v), 是 OP 在 OP 上 的 
投影 或 OP“ cos $,i1xX H $ Œ OP’ 

S» 和 OP 间 的 夹 角 . 当 OP 是 单位 
长 度 时 ,OP 的 投影 正好 是 乘积 - vf. 

向 量 的 第 二 类 型 的 乘积 , 称 为 向 量 积 ,定义 如 下 :我 们 仍 像 多 

项 式 一 样 将 v RI v^ 383 Fix p 
ixXi—JjXxXj-kxk-0, 
(13b) iXj-—k,jxi-——k,jxk-—i,kXxXj-—-—i, 
kKxXi=j,ixk=—j. 
于 是 这 乘积 ,用 ”xyY 表示 , 便 是 
y X v = (bc! —b'c)it (ca — ac )j + (ab! — b'a)k. 

两 个 向 量 的 向 量 积 是 一 个 向 量 , 不 难 证 明 它 的 方向 是 垂直 于 
v 和 vy 的 方向 , 且 指 向 是 当 v 通 过 较 小 的 角度 转 到 v 时 右手 螺旋 所 
指 的 方向 . 两 个 平行 向 量 的 向 量 积 是 零 ,虽然 没有 一 个 因子 是 零 . 
此 外 ,这 乘积 像 四 元 数 乘积 一 样 不 可 交换 . 进一步 , 它 甚至 不 是 结 
合 的 ,例如 , ixjXj 可 以 表示 GX JO XJ H=KXJ=—-iix 
(jxXj)=ixX0=0. 

向 量 乘法 没有 道 ,因为 如 果 v 用 y 除 的 商 是 一 个 向 量 g ,我 们 
就 必然 会 有 


y — v Xq. 
而 无 论 9 是 什么 ,这 都 需要 v 垂直 于 v, 但 这 可 能 不 是 出 发 时 的 
情况 . 假如 9 是 一 个 数量 ,那么 偶然 才 会 有 gal + oj + ack 等 
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像 数 量 积 一 样 ,向 量 积 是 由 物理 情况 提出 的 . 设 图 32. 3 中 的 
OP f1 PP’ v 和 v 的 长 度 和 方向 . 设 v 是 一 个 力 , 它 的 大 小 和 和 方 
向 同 PP 的 一 样 , 力 Y 绕 O 的 力矩 的 量度 是 v Xv 的 长 度 ,其 方向 
通常 取 vX v' 的 方向 ， 


v(t) 


图 32. 3 图 32. 4 

向 量 代 数 被 推广 到 变 向 量 和 向 量 微 积分 . 例如 , 变 向 量 vz) 
= a(t)it b(0)J + c(Ok E EU EE ERI LX HH. a(t), AOA cl) 
都 是 1 的 函数 . h c S) A FR L8 NSA, ORB O 作为 原点 
画 出 来 (图 32. 4) , 则 这 些 向 量 的 终点 描 出 一 条 曲线 . 因此 数量 变 
E 上 的 向 量 函 数 所 起 的 作用 类 似 于 通常 的 函数 ,比如 说 ， 

y= +7, 

对 这 些 向 量 函 数 建立 的 向 量 微 积分 完全 和 通常 图 数 的 一 样 . 

梯度 “的 概念 ， 
(14) Vw = Sti + i + Sek. 
这 里 w E xy 和 x 的 一 个 数量 函数 ,向 量 函 数 NED 


QU FU, av; 


(15) ALLE tay tae 


这 里 v, v 和 mm 是 ?的 分 量 .y 的 旋 度 为 
dz dv, ji (= IV; ) . 


(16) vxv= (5-5 i+ 


on A) 
+ dy k, 


az az 
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都 从 四 元 数 抽象 出 来 . 

分 析 的 很 多 基本 定理 能 用 向 有 量 形式 表示 . 例如 在 求解 热 的 偏 
微分 方程 的 过 程 中 ,Ostrogradsky 吕 利用 了 体积 分 到 曲面 积分 的 
下 列 转换 : 


Me 十 22 38 F Jazdydz = Jereosa + Qcos # + Reos v) dS, 


这 里 P,Q, RÆ x, yM: 的 函数 ,并 且 都 是 一 个 向 量 的 分 量 ， 
而 4, # 和 vy 是 曲面 S 的 法 线 的 方向 余弦 ,S 是 在 左边 积分 中 的 立 
体 V 的 边界 . 这 个 定理 称 为 散 度 定理 (也 称 Gauss 定理 和 Ostro- 
gradsky 定理 ) , 它 能 表 成 向 量 形式 : 设 焉 是 向 量 , 它 的 分 量 是 P, 
Q, R,ifü n Æ S 的 法 线 方向 , 则 


(17) |] v «rav = [r nas. 


[A] Stokes 的 定理 ( 它 是 1854 年 @ 剑 桥 大 学 作为 Smith 奖 的 一 次 考 
试 的 题目 ,由 他 首先 叙述 ) 一 样 ,用 数量 形式 表述 为 


(28-22) (22-28) (28-22) as 


= | (pPZ+Q2+Rz has, 
这 里 $ 是 曲面 的 任 一 部 分 ,C 是 S 的 边界 曲线 ,而 x(s), y GS) AU 
z(s) 是 C 的 参数 表示 式 . 用 向 量 形式 ,Stokes 定理 可 写成 
(18) ffeurir - ndS = [r.i ds, 


这 里 r(s) 是 向 量 , 它 的 分 量 是 x(s), y(s)M z(s). 

当 Maxwell 写 出 电磁 学 的 一 些 表达 式 和 方程 ,特别 是 现在 以 
他 命名 的 方程 时 ,他 常常 把 gradu, div v 和 curl 中 涉及 的 向 量 
的 分 量 写 出 来 . 然而 Heaviside 把 Maxwell 方程 写成 向 量 形式 (第 


(D Mém. Acad. Sci. St. Peters, » (6),1,1831,39~53. 
Q 此 定理 是 Lord Kelvin 1850 7 月 在 给 Stokes 的 一 封 信 中 氢 述 的 . 
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28 3£(52)). 

的 确 ,向 量 和 向 量 函 数 的 演算 通常 是 依靠 笛 卡 儿 分 量 来 做 的 ， 
但 特别 重要 的 是 还 要 用 向 量 作 为 单独 的 实体 来 思考 ,用 梯度 、 散 度 
和 旋 度 来 思考 . 这 些 都 有 直接 的 物理 意义 ,更 不 必 说 有 如 下 的 事 
3k ,复杂 的 技术 步骤 能 直接 用 向 量 来 实现 ,如 像 人 们 把 V : (uo, 
y, z) X v(z, y, z)) 换 成 它 的 等 价 的 式 子 v. VXu—u: VXv 
一 样 . 还 有 ,梯度 . 散 度 和 旋 度 的 积分 已 被 定义 ,这 些 定 义 使 这 些 概 
念 与 任何 坐标 定义 无 关 . 这 样 , 代 替 (14) 我 们 有 ,例如 


grad u — lim xj undS, 
Ard AT. S 


这 里 S 是 体积 元 Ar WH n E SHET dS 的 法 线 ， 

正当 向 量 分 析 创 立 的 时 候 及 其 后 ,在 四 元 数 的 拥护 者 和 向 量 
的 拥护 者 之 间 对 究竟 哪 一 个 更 为 有 用 的 问题 有 很 多 争论 . 四 元 数 
主义 者 迷信 四 元 数 的 价值 ,而 向 量 分 析 的 提倡 者 同样 是 派 性 的 人 . 
一 方 在 Tait 这 些 四 元 数 的 领头 的 支持 者 们 之 下 结 成 联盟 , 另 一 方 
是 结盟 于 Gibbs 和 Heaviside 之 下 . 关于 争论 , Heaviside 讽刺 地 
评论 说 ,对 四 元 数 的 处 理 , 四 元 数 是 最 好 的 工具 . 而 Tait 则 描述 
Heaviside 的 向 量 分 析 为 “组 合 了 Grassmann 和 Hamilton 的 记 法 
的 一 种 阴阳 怪物 . "Gibbs 的 书 在 促进 向 量 的 产生 方面 证 明 有 不 可 
估量 的 价值 . 

这 争论 最 后 以 有 利于 向 量 而 解决 了 . 工程 师 欢 迎 Gibbs 和 
Heaviside 的 向 量 分 析 , 虽然 数学 家 们 不 是 这 样 . 20 世纪 开始 时 ， 
物理 学 家 也 完全 信服 向 量 分 析 是 他 们 所 要 的 东西 . 有 关 这 课题 的 
教科 书 立 刻 在 所 有 国家 出 现 ,而 且 现 在 是 标准 化 的 了 . 最 后 ,数学 
家 们 也 跟着 适应 了 ,并 把 向 量 方法 引进 到 分 析 和 解析 几何 中 来 . 

应 当 指出 物理 学 对 促进 创立 这 样 的 数学 对 象 ,如 四 元 数 、 
Grassmann 超 复数 和 向 量 的 影响 ,这 些 创造 变 成 数学 的 一 部 分 ,但 
它们 的 意义 远 远 超出 这 些 新 课题 的 添加 . 这 几 种 量 的 引进 揭 开 了 
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不 是 只 有 一 个 实数 和 复数 的 代数 ,而 是 有 很 多 


新 的 数学 前 景 
个 不 相同 的 代数 . 


6. 线性 结合 代数 
从 纯粹 代数 的 观点 看 ,四 元 数 是 令 人 兴奋 的 ,因为 它 提供 了 一 
个 除了 乘法 的 交换 性 而 外 具有 实数 和 复数 性 质 的 代数 的 例子 . 19 
世纪 后 半期 ,为 了 看 到 能 创造 出 些 什么 样 的 变种 ,同时 又 要 保持 实 
数 和 复数 的 许多 性 质 , 许 多 超 复数 系统 被 大 量 探 索 出 来 了 . 
Cayley 给 出 了 实 四 元 数 的 一 个 八 单元 推广 ,他 的 单元 是 1， 
e, 6, 7n. & ,具有 性 质 


2 . . 
€; ——]l, ee, =—ee,,7 = 1, 2, “-, 7H isy, 

Eez 一 Eee 77 £5, €j€g = €; , €2€5 — €; , Colg 一 一 66， 
€3€4 — €7, €3@5 — £g, 


以 及 对 三 足 标的 每 一 个 集合 循环 地 进行 排列 ,从 这 后 7 个 方程 得 
到 的 14 个 方程 ,例如 ese = e1; ese) e. 
一 个 一 般 的 ( 八 元 数 ) 数 工 定义 为 

z= ty tre He tare, 
这 里 r ERM. xc 的 模 N(z) 定 义 为 

N(x) = xo tai te +a. 
积 的 模 等 于 模 的 积 . 乘法 的 结合 律 一 般 不 成 立 (和 乘法 的 交换 律 一 
样 ). 右 除 及 左 除 ,除去 用 零 除 以 外 ,总 是 可 能 的 并 且 是 唯一 的 . 这 
HF Cayley Ket BB, iE Leonard Eugene Dickson@ 证 明 的 . 
Cayley 在 以 后 的 文章 中 给 出 了 另外 的 超 复 数 的 代数 ,和 上 面 的 一 
个 有 些 不 同 . 


(D Phil, Mag., (3) ,26,1845,210~213 和 30,1847,257~258 = Coll. Math. 
Papers, 1, 127 和 301. 
© Amer. Math. Soc. Trans. , 13,1912,59— 73. 
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Hamilton 在 他 的 《四 元 数 讲义 ?中 还 引进 了 拟 四 元 数 , 即 带 
有 复 系数 的 四 元 数 . 他 指出 乘积 定律 对 这 些 拟 四 元 数 不 成 立 ; 即 两 
个 非 零 的 拟 四 元 数 相 乘 可 以 为 零 . 

伦敦 的 大 学 学 院 的 数学 和 力学 教授 William Kingdon Clif- 
ford(1845 一 1879), 创 立 了 男 一 类 型 的 超 复 数 多 ,他 也 称 之 为 拟 四 
元 数 . 设 g 和 Q 是 实 四 元 数 ,又 设 w 满足 w: — 1, 且 w 与 每 个 实 四 
元 数 交 换 , 则 a + iQ 是 一 拟 四 元 数 . Clifford 的 拟 四 元 数 满足 乘法 
的 乘积 定律 ,但 这 乘法 不 是 结合 的 . Clifford 在 后 来 的 工作 中 引进 
了 以 他 的 名 字 命 名 的 代数 . Clifford 代数 具有 单元 1, e, e, c, 
es-1, 每 个 单元 的 平方 满足 ef =— 1 而 ee, —— ee (177). 两 个 或 
多 个 单元 的 每 一 乘积 是 一 个 新 的 单元 ,所 以 有 2* 个 不 同 的 单元 . 
所 有 乘积 是 可 结合 的 ,一 个 型 就 是 一 个 数量 乘 上 一 个 单元 ,而 一 个 
代数 就 由 型 的 和 与 积 生成 ， 

新 的 超 复数 系统 继续 涌现 ,种 类 是 大 量 的 . 哈佛 大 学 数学 教授 
Benjamin Peirce(1809 一 1880) 在 一 篇 1870 年 宣读 而 在 1871 年 @ 
以 石 印 形式 发 表 的 文章 《线性 结合 代数 》 中 定义 并 给 出 一 份 当时 已 
经 知道 的 线性 结合 代数 概要 . 线性 这 个 词 意味 着 任何 两 个 原始 单 
元 的 积 可 化 简 成 这 些 单元 之 一 ,就 像 四 元 数 中 i 乘 j 用 k RB 
FE ,而 结合 这 个 词 意味 着 乘法 是 结合 的 , 在 这 些 代数 中 ,加 法 具有 
实数 和 复数 的 通常 性 质 . 在 这 篇 文章 中 Peirce 5| ut T BITCH 
念 , 即 元 素 A 对 某 正 整数 ”满足 4" = 0, 也 引进 了 宕 等 元 的 概念 ， 
即 元 素 A 对 某 个 满足 4" = A. 他 还 证 明了 :一 个 代数 如 果 在 其 
中 至 少 有 一 个 非 究 零 元 , 则 必 有 具有 一 个 短 等 元 . 

就 在 数学 家 们 创立 特定 的 代数 的 同一 期 间 , 在 各 种 这 样 的 代 
数 中 能 有 多 大 自由 度 的 问题 也 已 经 出 现在 他 们 面前 . Gauss 深信 

@ 1853,p. 650. 
@ Proc. Lond. Math. Soc. , 4,1873,381~395 = Coll. Math. Papers , 181~ 200 


与 Amer. Jour. of Math, > 1,1878,350— 358 = Coll. Math., Papers , 266~ 276, 
@ Amer, Jour. of Math. , 4, 1881, 97~229. 
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(Werke. 2,178) ,保持 复数 基本 性 质 的 复数 的 扩张 是 不 可 能 的 .有 
意义 的 是 , 当 Hamilton 找寻 一 个 三 维 的 代数 来 表达 空间 的 向 量 
而 建立 了 没有 交换 性 的 四 元 数 时 ,他 不 能 证 明 三 维 交换 代数 不 存 
在 . Grassmann 也 没有 这 样 一 个 证 明 ， 

在 这 个 世纪 的 后 期 ,精确 的 定理 才 建 立 起 来 . 1878 年 F. 
Georg Frobenius(1849 一 1917)@ 证 明了 :具有 有 限 个 原始 单元 的 ， 
有 乘法 单位 元 素 的 实 系数 (原始 单元 的 ) 线 性 结合 代数 ,如 服从 结 
合 律 , 那 就 只 有 实数 .复数 和 实 四 元 数 的 代数 . 这 个 定理 也 由 
Charles Sanders Peirce(1839 一 1914) 在 他 父亲 的 文章 的 附录 多 中 
独立 地 加 以 证 明 . Weierstrass1861 年 得 到 另 一 关键 结果 :有 有 限 
个 原始 单元 的 , 实 或 复 系数 (原始 单元 的 ) 线 性 结合 代数 ,如 服从 乘 
积 定律 和 乘法 交换 律 , 就 是 实数 的 代数 和 复数 的 代数 . AA) 1870 
年 Dedekind 获得 了 同样 的 结果 . Weierstrass 的 结果 发 表 于 1884 
f Dedekind 发 表 在 下 一 年 @. 

1898 年 Adolf Hurwitz(1859 一 ]919) 信 证 明了 实数 .复数 、 实 
四 元 数 和 Clifford 拟 四 元 数 是 仅 有 的 满足 乘法 定律 的 线性 结合 代 
数 . 

:这些 定 理 是 有 价值 的 ,因为 它们 告诉 我 们 ,在 推广 复数 系统 
时 ,如 果 我 们 希望 至 少 保持 它 的 某 些 代数 性 质 ,那么 我 们 能 期 望 得 
到 什么 结果 . 如 果 Hamilton 知道 这 些 定理 的 话 ,他 就 会 节省 找寻 
三 维 向 量 代 数 的 好 些 年 劳动 . 


(D Jour. für Math, , 84,1878,1~63 = Ges. Abh. , 1,3437 405. 

®© Amer. Jour. of Math. , 4,1881,225~229. 

@ Nachrichten König. Ges, der Wiss. zu Gött. , 1884,395 — 410 = Math. 
Werke, 2, 311 — 332, 

QD Nachrichten König. Ges. der Wiss. zu Gött. , 1885,141—159 与 1887,1—7 
= Werke, 2, 1 — 27. 

® Nachrichten König. Ges. der Wiss. zu Gött, , 1898,309 — 316 — Math. 
Werke, 2, 565 — 571. 
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具有 有 限 个 或 甚至 无 限 个 生成 (原始 ) 单 元 以 及 具有 或 不 具有 
除法 的 线性 代数 的 研究 ,几乎 到 20 世纪 还 继续 成 为 一 个 活跃 的 课 
题 ,如 Leonard Eugene Dickson 和 J. H. M. Wedderburn 那样 的 


人 对 这 个 课题 作 了 许多 贡献 . 
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这 就 是 结构 好 的 语言 的 好 处 , 它 的 简化 的 记 法 常常 是 深奥 
P.S. Laplace 


Dill 


1. 5| 
虽然 行列 式 和 和 矩阵 在 19 世纪 受到 很 大 的 注意 ,而 且 写 了 成 干 
篇 关于 这 两 个 课题 的 文章 ,但 它们 在 数学 上 并 不 是 大 的 改革 . 向 量 


它 以 力 或 速度 作为 直接 的 物理 意义 ,并 且 数 学 上 用 它 能 立刻 写 出 
物理 上 所 说 的 事情 . 向 量 用 于 梯度 、 散 度 , 旋 度 就 更 有 说 服 力 . 同 
样 ,虽然 dy/dx 在 数学 上 不 过 是 一 个 符号 ,表示 包括 Ay/Ax 的 极 
眼 的 长 式 子 , 但 导数 本 身 是 一 个 强 有 力 的 概念 ,能 使 我 们 直接 而 创 
造 性 地 想象 物理 上 发 生 的 事情 . 因此 ,虽然 表面 上 看 ,数学 不 过 是 
一 种 语言 或 速记 ,但 它 的 大 多 数 生动 的 概念 能 对 新 的 思想 领域 提 
供 钥匙. 相反 地 ,行列 式 和 和 矩阵 却 完全 是 语言 上 的 改革 . 对 于 已 经 
以 较 扩 展 的 形式 存在 的 概念 ,它们 是 速记 的 表达 式 . 它们 本 身 不 能 
直接 说 出 方程 或 变换 所 没有 说 出 的 任何 东西 ,当然 ,方程 和 变换 的 
表达 方式 是 元 长 的 . RST RAE A REOR BO RAR, REM 
阵 在 领悟 群 论 的 一 般 定理 方面 具有 作为 具体 的 群 的 启发 作用 ,但 
它们 都 没有 深刻 地 影响 数学 的 进程 . 然而 已 经 证 明 这 两 个 概念 是 
高 度 有 用 的 工具 ,现在 是 数学 器 具 的 一 部 分 . 
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2. 行列 式 的 一 些 新 应 用 

行列 式 出 现 于 线性 方程 组 的 求解 (第 25 章 第 3 节 ). 这 个 问题 
和 消 元 法 .坐标 变换 、 多 重 积分 中 的 变数 替换 、 解 行星 运动 的 微分 
方程 组 .将 三 个 或 多 个 变数 的 二 次 型 及 二 次 型 束 ( 一 个 束 是 A 十 
AB, 这 里 4, B 是 指定 的 型 ,而 4 是 参数 ) 化 简 成 标准 型 ,全 都 引起 
行列 式 的 各 种 新 应 用 . 19 世纪 的 工作 直接 继承 于 Cramer， 
Bezout, Vandermonde, Lagrange 和 Laplace 的 工作 . 

行列 式 这 个 词 (Gauss 用 以 指 二 次 型 ar’ + 2bry 十 cy? 的 判别 
式 ) 是 Cauchy 把 它 用 于 已 经 出 现在 18 世纪 著作 中 的 行列 式 的 . 
把 元 素 排 成 方 阵 并 采用 双重 足 标的 记 法 也 是 属于 他 的 .例如 一 
个 三 阶 的 行列 式 写 成 (两 条 竖 线 是 Cayley 在 1841 年 引进 的 ) 


(1) 


31 32 33 
在 这 篇 文章 中 ,Cauchy 给 出 了 行列 式 的 第 一 个 系统 的 `. 几乎 是 近 
代 的 处 理 . 主要 结果 之 一 是 行列 式 的 乘法 定理 . LagrangeO 已 经 对 
三 阶 行列 式 给 出 了 这 个 定理 ,但 因为 他 的 行列 式 的 行 是 一 个 四 面 
体 的 顶点 的 坐标 ,他 未 被 引 向 普遍 化 . 按 Cauchy 的 说 法 (用 现代 
记号 表达 ) ,一 般 定 理 为 

(2) las || 6 |=| cl, 

这 里 |as | 和 |6; | 代表 n 阶 行 列 式 ,而 cj = anbs. 就 是 说 ,在 乘 


积 的 第 111557 列 的 项 是 |as | 的 第 1 行 和 |6; | 的 第 j 列 的 对 应 元 

素 的 乘积 之 和 . 这 个 定理 在 1812 年 曾 由 Jacques P. M. Binet 

(1786 一 1856) 叙 述 过 但 没有 令 人 满意 的 证 明 @., Cauchy 还 改进 了 
(D Jour. del’ Ecole Poly. , 10,1815,29—112 = Œuvres, (2),1,91~169, 


@ Nouv, Mém. del'Acad. de Berlin, 1773,85—128 = Güuvres, 3,577~616, 
@ Jour, de l'Ecole Poly. , 9,1813,280~302. 
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Laplace 行列 式 展 开 定理 ,并 给 了 一 个 证 明 ( 第 25 章 第 3 75). 

Heinrich FE，Scherk(1798 一 1885) 在 他 的 《数学 论文 》( Mathe- 
matische Abhandlungen, 1825) vh £8 tH f fT Fil 式 的 几 个 新 的 性 
质 . 他 建立 了 只 有 一 行 (或 列 ) 不 同 的 两 个 行列 式 相 加 的 规则 和 一 
常数 乘 行列 式 的 规则 . 他 还 叙述 了 , 当 一 个 方 阵 的 菜 一 行 是 男 两 
行 或 几 行 的 线性 组 合 时 ,其 行列 式 为 零 ,以 及 三 角 行列 式 ( 主 对 
角 线 以 上 或 以 下 的 所 有 元 素 是 零 ) 的 值 是 主 对 角 线 上 的 元 素 的 
乘积 . 

在 50 多 年 内 行列 式 理论 的 始终 不 渝 的 作者 之 一 是 James 
Joseph Sylvester(1814— 1897). 在 赢得 剑桥 大 学 数学 荣誉 会 考 一 
等 第 二 名 后 ,他 仍然 被 禁止 在 剑桥 大 学 任教 ,因为 他 是 犹太 人 . 从 
1841 年 起 到 1845 年 ,他 是 弗吉尼亚 (Virginia) 大 学 的 教授 . 后 来 
他 回 到 伦敦 ,并 从 1845 年 起 到 1855 年 担任 书记 官 和 律师 ,他 接受 
了 在 英格兰 伍 尔 芝 (Woolwich) 军 事 科 学 院 的 比较 低 的 教授 职位 ， 
并 在 那里 任职 到 1871 年 . 经 过 一 些 年 的 多 方 活动 以 后 成 为 堆 普 金 
斯 (Hopkins) 大 学 的 教授 ,在 那里 自 1876 年 起 演讲 不 变量 理论 ， 
他 开创 了 合众国 的 纯 数 学 的 研究 ,并 创办 了 《美国 数学 杂志 》. 1884 
年 他 回 到 英格兰 ,70 岁 时 成 为 牛津 大 学 教授 ,并 保持 职位 到 去 世 ， 

Sylvester ££ — MMR SUK KB AREA BRA. 
他 的 谈话 是 出 色 而 机 敏 的 ,他 用 火 一 般 的 热情 介绍 他 的 思想 . 在 他 
的 文章 中 ,他 使 用 热烈 的 语言 . 他 引进 了 很 多 新 术语 ,开玩笑 地 把 
自己 比 做 Adam(Adam 曾 给 野兽 和 花 起 名 字 ). 虽然 他 同 力学 和 
不 变量 理论 等 许多 不 同 的 领域 相 联系 ,但 他 不 爱好 系统 而 彻底 地 
做 出 理论 , 实际 上 他 频繁 地 发 表 猜 想 , 虽 然 其 中 许多 是 出 色 的 ,但 
其 余 的 是 不 正确 的 . 他 忧伤 地 承认 ,他 的 大 陆 的 朋友 们 “在 损害 他 
的 判断 力 的 条 件 下 恭维 他 的 预见 力 ”. 他 的 主要 贡献 是 组 合 的 思想 
和 从 较 具 体 的 发 展 中 进行 抽象 . 

Sylvester 的 重要 成 就 之 一 是 改进 了 从 一 个 nn 次 的 和 一 个 


il 200 第 33 章 ”行列 式 和 和 矩阵 


次 的 多 项 式 中 消去 x 的 方法 ,他 称 这 为 析 配 消 元 法 (dialytic me- 
thod)O . 例如 ,为 消去 方程 
aort Haiz? Har +a, =0, 

pz 十 bz 十 站 =0 
中 的 zt, 他 形成 五 阶 行列 式 

Qo d; a a; 0 

Ü dæ di às ay 
(3) b b b 0 0|, 

0 bà bà b 0 

0 0 & hà bh 
这 个 行列 式 为 零 是 这 两 个 方程 有 公共 根 的 必要 充分 条 件 . Sylves- 
ter 没有 给 出 证 明 . 这 方法 ,如 Cauchy 所 证 明 的 @ ,引导 到 Euler 
和 Bezout 方法 的 同样 结果 . 

当 行 列 式 的 元 素 是 上 的 函数 时 , 它 的 导数 的 公式 首先 由 Jaco- 

bi Æ 1841 F HO. Ra; 是 上 HARA 是 av 的 余子 式 ,是 行 
列 式 , 则 


X EB CATONE : 的 微 商 . 

行列 式 被 应 用 到 另 一 方面 , 即 应 用 到 多 重 积分 的 变数 替换 中 . 
首先 由 Jacobi (1832 和 1833 年 ) 找 到 一 些 特 殊 的 结果 . 后 来 
Eugene Charles Catalan(1814 一 1894) 在 1839 年 @ 给 出 今天 大 学 生 


D Phil. Mag., 16,1840,132 — 135 和 21, 1842,534 ~ 539 = Coll. Math. 
Papers, 1,54~57 和 86—90, 

@ Exercices d'analyse et de bhysique mathématique, 1,1840, 385 ~ 422 = 
Œuvres, (2),11,466~509. 

© Jour. für Math. , 22,1841,285~318 = Werke, 3,355 ~ 392. 

@ Mémoires, couronnés par l'Academie Royale des Sciences et Belles-Lettres de 


Bruxelles, 14,1841. 
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所 熟悉 的 结果 . 例如 二 重 积分 


(4) [[Fce, »dedy 
在 变数 替换 
(5) z= f(u, v), y= g(u, v) 
下 成 为 
fe fe 
G(u, dudv, 
(6) ffau, v) MENL 


这 里 Glu, v) = F(x(u, v),y(u, v)). (6) 中 的 行列 式 称 为 z，y 
SF u, v 的 Jacobi 行列 式 或 函数 行列 式 . 

Jacobi 对 于 函数 行列 式 专门 有 一 篇 重要 文章 中 . 在 此 文中 ,Ja- 
cobi 考虑 了 n SRAM, wm, +, ,其 中 每 一 个 都 是 zi， 
Xz c, zr. 的 图 数 ;他 提出 问题 , 问 什 么 时 候 从 这 盖 个 函数 能 消去 
x; 使 得 这 些 u 用 一 个 方程 联系 起 来 . 如 果 这 不 可 能 ,就 称 函 数 u 
是 无 关 的 . 答案 是 ,如 果 u 关于 x; 的 Jacobi 行列 式 是 零 , 则 函数 
不 是 无 关 的 ,反之 也 对 , 他 还 给 出 了 Jacobi 行列 式 的 乘积 定理 , 即 
如 果 u 是 y; 的 函数 ,而 y; a, Hew, Wu, KF x, 的 Jacobi £T 
列 式 是 u 关于 y: 的 Jacobi TARA y, KF z; 的 Jacobi 行列 式 
的 乘积 . 


3. 行列 式 和 二 次 型 

将 二 次 曲线 和 二 次 曲面 的 方程 变形 , 选 有 主轴 方向 的 轴 作 为 
坐标 轴 以 简化 方程 的 形状 ,这 个 问题 是 在 18 世纪 中 引进 的 . 当 方 
程 是 标准 型 即 主轴 是 坐标 轴 时 ,二 次 曲面 用 二 次 项 的 符号 来 进行 
分 类 ,这 是 Cauchy 在 他 的 《几何 中 无 穷 小 演算 的 应 用 教程 》 


(Leconssur les applications du calcul infinitésimal à la géométrie, 


Q Jour. für Math. , 22,1841,319— 359 = Werke, 3,393~ 438. 
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1826) Drp se Hi Ag. 然而 , 那 时 并 不 清楚 ,在 化 简 成 标准 型 时 ,总 得 
到 同样 数目 的 正 项 和 负 项 . Sylvester 回答 了 这 个 问题 ,利用 了 他 
关于 个 变数 的 二 次 型 的 惯性 定律 马 . 早已 知道 ， 


(7) D aiziz, 
总 能 用 具有 非 零 行列 式 的 实 线性 变换 


X; = bx: i= l, 2, UV, n 
j=] 


化 成 7 个 平方 项 的 入 ，; 
(8) Yi 二 十 一 yy 
Sylvester 定律 说 , 正 项 的 个 数 s 以 及 负 项 的 个 数 r — 5 总 是 不 变 
的 ,不 管用 的 是 什么 实 变换 . Sylvester 把 这 定律 看 成 是 自明 的 , 没 
有 给 出 证 明 . 

这 定律 被 Jacobi 重新 发 现 和 证 明了 @. 设 一 个 二 次 型 对 变数 
的 所 有 非 零 的 实 值 都 取 正 值 ,就 称 它 为 正定 的 ;如 对 上 述 变 数 它 能 
取 正 值 或 零 ,就 称 为 半 定 的 ;而 当 取 值 永远 是 负 的 或 0 时 就 称 为 负 
定 的 ,这 些 术 语 是 Gauss 在 他 的 《算术 研究 》 中 加 以 引进 的 (第 271 
T. 

二 次 型 化 简 的 进一步 研究 涉及 二 次 型 或 行列 式 的 特征 方程 的 
概念 . 三 个 变数 的 二 次 型 在 18 世纪 和 19 世纪 前 半期 通常 是 写成 
Ax! + By? + Cz! + 2Dry + 2Erz + 2Fyz, 

而 在 近代 则 写成 
(9) auxi + as xi + assai + 2a xix; + 2a zi rs + 28g Te xs. 


在 二 次 型 的 后 一 种 记 法 中 曾 把 它 癌 行列 式 


CEuvres, (2),5,244--285. 

Phil, Mag. , (4),1852,138~142 = Coll. Math. Papers, 1,378~381, 

r SAUER, B FR BE RE ROR , 秩 的 概念 见 第 4 节 . 

Jour. für Math. , 53,1857,265~270 = Werke, 3,583 ~ 590; 也 看 593— 


eeoo 


598. 
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(10) 


G31 G32 433 


相 联系 . 二 次 型 或 行列 式 的 特征 方程 或 本 征 方程 是 


a1—A an Q13 
(11) n az —À az = 0, 

3 Q32 da; 一 从 
满足 这 个 方程 的 值 4 称 为 特征 根 或 本 征 根 . 由 4 的 这 些 值 能 立刻 
获得 主轴 的 长 度 D. 


特征 方程 的 概念 隐 含 地 出 现在 Euler 的 化 三 个 变数 的 二 次 型 
到 它们 的 主轴 上 去 的 著作 中 ,虽然 他 对 特征 根 的 实 性 缺乏 证 明 . 
特征 方程 的 概念 首先 明确 地 出 现在 Lagrange 关于 线性 微分 方程 
HRS EHE TRO ,也 出 现 于 Laplace 在 同一 领域 的 著作 中 @， 

Lagrange 在 处 理 他 那 时 代 已 经 知道 的 六 大 行星 的 运动 微分 
方程 组 时 ,涉及 到 这 些 行 星相 互 作用 的 长 期 微 扰 . 他 的 特征 方程 
(也 称 长 期 方程 ) 联 系 于 一 个 六 阶 行列 式 ,而 4 的 值 确定 了 微分 方 
程 组 的 解 . 他 会 分 解 这 六 次 方程 并 且 获 得 了 根 的 情况 . Laplace 在 
他 的 《天 体力 学 ?中 证 明了 ,如 果 这 些 行星 都 沿 同一 方向 运动 , 则 这 
六 个 特征 根 是 实数 且 各 不 相同 . 三 个 变数 的 二 次 型 的 特征 值 的 实 
性 是 由 Hachette, Monge 和 Poisson 建立 的 @. 

Cauchy 从 Euler，Lagrange 和 Laplace 的 著作 中 认识 了 共同 


O 型 (9) 可 以 通过 一 个 线性 变换 I = mu (i, j = 1, 2, 3) 化 简 成 


3 
2t. HB A; 是 (11) 的 特征 根 . AER TE UL. ERIS AE REM 是 正 交 的 ; 即 M 的 
iz 
转 置 等 于 M mu. 

© 他 的 Introductio(1748) Mit RK) BAB = Opera, (1),9,379~392, 

@ Misc. Taur. , 3,1762~1765 = Œuvres, 1,520~534, 5j Mém. de l'Acad. 
des Sci, , Paris, 1774 = Œuvres , 6,655 ~666, 

@ Mém. del'Acad. des Sci. , Paris, 1772, pub. 1775 = Œuvres , 8,325~366. 

@ Hachette 与 Monge: Jour. de l'Ecole Poly. , 4,1801 ~ 1802, 143 — 169; 
Poisson 与 Hachette, ibid. , 170—172. 
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的 特征 值 问题 . 在 他 1826 年 的 《教程 》 呈 中 着 手 研 究 化 简 三 个 变数 
的 二 次 型 的 问题 ,并 证 明了 特征 方程 在 直角 坐标 系 的 任何 变换 下 是 
不 变 的 . 三 年 后 在 他 的 《数学 练习 》( Ezercices de mathématiques )® 
中 ,他 开始 研究 行星 轨道 的 长 期 不 等 式 的 问题 . 在 这 工作 的 过 程 
中 ,他 证 明了 ?个 变数 的 两 个 二 次 型 


(Cauchy 的 B 是 平方 和 ) 能 用 一 个 线性 变换 

Zi 二 cuzi 十 十 Cnr， 

X, = Cadi 十 十 cm 
问 时 化 成 平方 和 . 他 还 解决 了 对 任何 多 个 变数 的 二 次 型 找 主 轴 的 
问题 ,在 这 工作 中 ,他 再 次 用 到 特征 根 的 概念 . 

他 的 工作 总 括 如 下 : 设 A 和 B 是 任 两 个 给 定 的 二 次 型 ,于 是 能 
考虑 二 次 型 束 wh 十 码 , AJL u Fv 是 任意 参数 , 束 的 本 征 根 是 比 
一 wv 的 一 些 值 ,这 些 值 使 束 的 行列 式 | uA + UB | 为 零 . Cauchy 证 
明了 束 的 本 征 根 在 如 下 的 特殊 情况 下 全 为 实数 , 即 当 其 中 一 个 二 次 
型 对 变数 的 所 有 非 零 实数 值 是 正定 的 情况 . 因 uA + wB 的 行列 式 是 
对 称 的 ( dj = di ), 而 BB 可 以 是 单位 行列 式 ( b; =OM IAs, MS, 
= 1). Cauchy 证 明了 ,任何 阶 的 任何 一 个 实 对 称 行列 式 都 有 实 特 征 
TR. Cauchy 的 结果 在 1834 年 由 Jacobi® 所 重复 ,排除 了 有 相等 本 征 
根 的 情况 . 特征 方程 这 个 术语 是 属于 Cauchy ff]. 

相似 行列 式 的 概念 也 产生 于 变换 的 研究 . 两 个 行列 式 A 和 8B 
是 相似 的 ,如果 存 在 一 个 非 零 行列 式 己 使 A = P^ BP. Cauchy X 


(D Œuvres, (2),5,244—285. 

@ 4,1829,140~160 = Œuvres , (2),9,174--195, 

© Jour. für Math. , 12,1834,1~69 = Werke, 3, 191 ~ 268. 

(D Exercices d'analyse et de physique mathématique, 1,1840,53 — Œuvres , 
(2),11,76. 
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察 了 相似 变换 ,在 1826 年 的 《教程 ?也 中 ,他 证 明了 它们 有 相同 的 
特征 值 .相似 变换 的 重要 性 在 于 将 投影 变换 分 类 (第 38 章 第 5 
节 ) ,这 是 一 个 长 期 以 来 被 综合 处 理 的 问题 . 设 一 个 图 形 下 是 用 线 
性 变换 A 同 图 形 G 相 联 系 ,并 设 另 一 个 这 样 的 变换 B 变 F FF’, 
变 G EG’ WEP RG ERC 将 和 A 有 同样 的 性 质 . 变换 C= 
BAB”, 这 是 由 于 BIS FRE, ASF AG, HBG 到 G 的 
缘故 . 

1858 年 Weierstrass@ 对 同时 化 两 个 二 次 型 成 平方 和 给 出 了 
一 个 一 般 的 方法 , 他 还 证 明了 ,如 果 二 次 型 之 一 是 正定 的 ,那么 , 即 
使 某 些 特征 根 是 相等 的 ,这 个 化 简 也 是 可 能 的 . Weierstrass 对 此 
问题 的 兴趣 是 由 围绕 平衡 位 置 的 小 振动 的 动力 学 问题 引起 的 ,他 
用 他 关于 二 次 型 的 工作 证 明了 稳定 性 并 不 因 该 系统 的 相等 周期 的 
出 现 而 受到 破坏 ,这 与 Lagrange 和 Laplace 的 假设 相反 . 

Sylvester 在 1851 年 号 研究 二 次 曲线 和 二 次 曲面 的 切 触 和 相 
交 时 需要 考虑 这 种 二 次 曲线 和 二 次 曲面 束 的 分 类 . 特别 地 ,他 找寻 
任何 束 的 标准 型 ,把 束 写成 形式 A 十 4B, 这 里 

4 一 az 十 十 cz 十 2dy 十 2exr 十 2Fry， 
B = Ar’ + By! + Cz! + 2Dyz + 2Exx + 2Fry, 
他 考察 了 行列 式 
atiA f+iAF e+2E 
(12) f+aF 6+AB d-aiD|. 
etaE d+aD cc +AC 

他 的 分 类 方法 引进 了 初等 因子 的 概念 . 4 十 4B 的 行列 式 的 元 素 是 
A 的 多 项 式 . Sylvester 证 明了 ,如 果 | A 十 48 | 的 任 一 阶 的 全 部 子 
式 有 一 个 公共 因子 4 十 e, 则 当 A 和 B 经 它们 变数 的 一 个 线性 变 
换 同时 变换 以 后 ,这 个 因子 将 仍 是 同样 子 式 组 的 公共 因子 . 他 还 证 


D Œuvres, (2),5,244— 285. 
© Monatsber. Berliner Akad. , 1858,207~220 = Werke , 1,233— 246, 
@ Phil. Mag. , (4),1,1851,119~140 = Coll, Math. Papers, 1,219~240, 
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骨 了 ,如 果 全 部 i 阶 子 式 有 因子 Ate), MU+h 阶 子 式 将 包含 
因子 Ate). 对 每 个 i,i 阶 子 式 的 最 大 公 因 子 D;(4) 中 所 出 现 
的 各 线性 因子 的 方 塞 是 | A 十 4B | 的 或 任何 一 般 行列 式 A 的 初等 
因子 . 对 每 个 i,D.(4) 被 D1(4) 所 除 的 商 称 为 | A 十 48 | 的 不 变 
因子 . Sylvester 没有 证 明 不 变 因子 组 成 两 个 二 次 型 的 不 变量 的 完 
全 集 . 

Weierstrass 吕 完成 了 二 次 型 的 理论 并 将 其 推广 到 双 线 性 型 ， 
双 线 性 型 是 

Qui yy d axi ys 十 … + Om lane 

用 Sylvester 初等 因子 的 概念 ,Weierstrass 得 到 束 A+AB 的 标准 
RE AMB 不 一 定 是 对 称 的 ,但 服从 于 | A 十 48 | 不 恒 等 于 零 
的 条 件 . 他 还 证 明了 属于 Sylvester 的 一 个 定理 的 逆 . ee, 
W AHAB 的 行列 式 同 4 --AB' 的 行列 式 的 初等 因子 一 致 , 则 能 找 
到 一 对 线性 变换 同时 将 A 变 到 A', 将 BERB’. 

在 行列 式 的 大 量 的 定理 中 ,有 一 些 涉 及 到 个 未 知 数 m 个 线 
性 方程 的 解 . Henry J. S. Smith(1826—1883) 9| dE T 3$] Be 
和 非 增 广 矩 阵 的 术语 ,例如 ,来 讨论 方程 组 


az 十 azy 王 上 
ncs 
eorcoy-—h 
的 解 的 存在 性 和 个 数 . SE ES RE E 
a da f a, à; 
b b gill a b 
€Q Q A cl €» 


有 很 多 人 ,包括 Kronecker 和 Cayley 在 内 ,作出 的 一 系列 结果 引 
导 到 现在 用 矩阵 来 叙述 的 一 般 结 果 ,但 在 19 世纪 中 时 它们 是 用 增 


(D  Monatsber. Berliner Akad , 1868,310~338 = Werke, 2,19— 44. 
@ Phil. Trans. , 151,1861,293~326 = Coll. Math. Papers, 1,367~409, 
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广 和 非 增 广 行列 式 来 叙述 的 . 关于 n 个 未 知 数 m 个 方程 ,m 可 以 
大 于 .等 于 或 小 于 ”方程 可 以 是 齐 次 的 (常数 项 为 零 ) ,或 非 齐 次 
的 ,其 一 般 结 果 叙 述 在 (例如 )Charles L. Dodgson( Lewis Carroll, 
1832 一 1898 ) 的 《行列 式 的 初等 理论 》( Am Elementary Theory of 
Determinants ，1867) 中 .在 上 面 的 课本 中 可 发 现 现代 的 条 件 :为 使 
n 个 未 知 数 的 m 个 非 齐 次 线性 方程 的 方程 组 是 相 容 的 ,必要 而 充 
分 的 是 ,在 非 增 广 和 增 广 矩阵 中 的 最 高 阶 非 零 行列 式 是 同 阶 的 ,用 
矩阵 的 语言 来 说 就 是 两 个 矩阵 的 秩 相 同 ， 

整个 19 世纪 都 得 到 行列 式 的 新 结果 . 作为 一 个 例证 ,可 举 
Hadamard 在 1893 年 中 证 明 的 一 个 定理 ,虽然 这 定理 在 此 以 前 及 
以 后 有 很 多 人 知道 和 证 明 过 . 设 行列 式 D =| a; | 的 元 素 满足 条 
fF | as ISA, Wl 


| D |< A™-n™, 
行列 式 的 以 上 各 定理 只 是 已 建立 的 大 量 定理 中 很 少 的 样本 . 
在 一 般 行列 式 的 大 量 其 他 定理 之 外 ,还 有 成 百 个 有 关 特 殊 形 式 行 
列 式 的 其 他 定理 ,这些 特 殊 形式 中 有 对 称 行列 式 ( as = as ), 斜 对 
称 行列 式 (ay —— ay), 正 交行 列 式 ( 正 交 举 标 变换 的 行列 式 ) ,加 
边 行 列 式 (由 添加 一 些 行 和 列 扩大 而 成 的 行列 式 ), 复 合 行列 式 (元 
素 本 身 是 行列 式 ), 以 及 其 他 很 多 特殊 类 型 的 行列 式 . 


4. & & 

可 以 说 矩阵 这 个 课题 在 诞生 之 前 就 发 展 得 很 好 了 . 我 们 知道 ， 
行列 式 的 研究 开始 于 18 世纪 中 时 以 前 . 行列 式 包 括 一 个 数字 方 
阵 ,通常 总 是 涉及 这 个 方 阵 的 值 , 就 是 由 行列 式 的 定义 所 给 出 的 
E. 然而 从 行列 式 的 大 量 工作 中 明显 地 表现 出 来 的 是 ,对 于 很 多 目 
的 , 方 阵 本 身 都 可 以 研究 和 使 用 ,不 管 行列 式 的 值 是 否 与 该 问题 有 


D Bull. des Sci, Math. , (2),17,1893,240~246 = Œuvres , 1,239~245, 
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关 . 于 是 ,仍然 需要 认识 方程 本 身 应 该 有 与 行列 式 无 关 的 本 性 . 方 
阵 本 身 称 为 矩阵 . 矩阵 这 个 词 是 SylvesterD 首 先 使 用 的 ,这 是 发 生 
在 他 实际 上 希望 引用 数字 的 矩形 阵列 而 又 不 能 再 用 行列 式 这 个 词 
的 时 候 , 虽 然 那 时 他 仅仅 涉及 到 由 和 矩形 阵列 的 元 素 所 能 形成 的 那 
些 行列 式 . 后 来 ,如 我 们 在 上 一 节 中 看 到 的 ,在 根本 没有 说 到 矩阵 
时 增 广 和 矩阵 就 自由 地 使 用 了 . 矩阵 的 基本 性 质 ,如 我 们 将 要 看 到 
的 ,也 是 在 行列 式 的 发 展 中 建立 起 来 的 . 

确实 如 像 Arthur Cayley 所 坚持 的 (在 下 面 引 证 的 1885 年 的 
文章 中 ) 那 样 ,在 逻辑 上 ,和 矩阵 的 概念 先 于 行列 式 的 概念 ,而 在 历史 
上 次 序 正 相反 . 这 就 是 为 什么 在 矩阵 引进 的 时 候 它 的 基本 性 质 就 
已 经 清楚 了 的 原因 . 因此 , 当 数 学 家 们 预言 矩阵 概念 的 可 能 的 用 途 
时 ,有 一 个 普遍 的 印象 是 错误 的 , 即 和 矩阵 是 由 纯 数学 家 发 明 的 有 高 
度 创 见 的 独立 创造 . 由 于 矩阵 的 应 用 已 很 好 地 建立 ,这 使 Cayley 
想起 要 把 它们 作为 不 同 的 实体 引进 . 他 说 :“ 我 决然 不 是 通过 四 元 
数 而 获得 矩阵 概念 的 ; 它 或 是 直接 从 行列 式 的 概念 而 来 ,或 是 作为 
一 个 表达 方程 组 

[ = az by 
y =e +dy 
的 方便 的 方法 而 来 的 . "就 这 样 他 引进 了 和 矩阵 
a 6 
( i) 

它 代表 了 这 个 变换 的 主要 信息 . AW Cayley 是 首先 指出 矩阵 本 身 
的 ,而 且 关 于 这 个 题目 首先 发 表 了 一 系列 文章 ,所 以 他 一 般 地 被 归 
功 为 矩阵 论 的 创立 者 . 

Cayley 1821 年 生 于 一 个 古老 而 有 才能 的 英国 家 庭 ,在 学 校 巾 
他 就 显示 了 数学 才能 . 他 的 老师 说 服 他 的 父亲 送 他 到 剑桥 ,而 不 要 
让 他 做 家 务 . 在 剑桥 他 是 数学 荣誉 会 考 的 一 等 第 一 名 ,并 获得 


(QD Phil. Mag. , (3), 37,1850,363~370 = Coll. Math. Papers, 1,145— 151. 
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Smith 奖 . 他 当选 为 剑桥 的 三 一 学 院 的 研究 员 和 助理 导师 ,但 3 年 
后 由 于 必须 担任 圣 职 而 离开 . 他 转向 法 律 并 在 这 个 职业 上 花费 了 
后 来 的 15 年 . 这 期 间 他 用 了 可 观 的 时 间 搞 数学 ,并 发 表 了 近 200 
篇 文章 . 也 是 在 这 时 ,他 和 Sylvester 开始 了 长 期 的 友谊 和 合作 . 

1863 年 ,他 被 任命 为 剑桥 新 创立 的 Sadler 数学 教授 . 除去 
1882 年 受 Sylvester 的 聘请 在 霍 普 金 斯 大 学 以 外 ,他 一 直 在 剑桥 ， 
直到 1895 年 逝世 为 止 . 他 在 各 个 课题 上 都 是 多 产 的 作者 和 创造 
者 ,特别 是 在 二 维 解析 几何 ,行列 式 理 论 .线性 变换 、 斜 曲面 和 和 矩阵 
论 方面 . 同 Sylvester 一 起 ,他 是 不 变量 理论 的 黄 基 人 . 由 于 这 大 量 
的 贡献 ,他 获得 很 多 荣誉 ， 

和 Sylvester 不 一 样 ,Cayley 是 一 个 性 情 温 和 ,冷静 判断 和 沉 
着 的 人 ,他 慷慨 地 帮助 和 鼓励 别人 . 在 法 律 方面 的 良好 工作 和 数学 
上 的 巨大 成 就 以 外 ,他 还 找 时 间 培 养 兴 趣 于 文学 旅行、 绘画 和 建 
筑 学 . | 

同 研究 线性 变换 下 的 不 变量 (第 39 章 第 2 节 ) 相 结合 ,Cayley 
首先 引进 矩阵 以 简化 记号 0. 这 里 他 给 出 一 些 基 本 概念 . 接着 是 他 
关于 这 个 课题 的 头 一 篇 重要 文章 《矩阵 论 的 研究 报告 )@. 

为 简单 起 见 ,我 们 就 2x 2 EREE 30€ 3 B EXE AUR Cayley 的 
一 些 定 义 , 虽 然 这 些 定义 是 用 于 nox n REESE TE Ue PEK 
方形 矩阵 的 . 两 个 矩阵 相等 ,如果 他 们 的 对 应 元 素 相等 . Cayley E 


SCS EE RL EB Br FEE Oy 
0 0 0) {1 0 0 
o 0 0| 和 |0 1 oj. 
0 0 0} to 0 1 


定义 两 个 矩阵 的 和 为 这 样 的 矩阵 , 它 的 元 素 是 两 个 相 加 和 矩阵 的 对 
应 元 素 之 和 . 他 注意 到 这 个 定义 可 用 于 任何 两 个 m x n 和 矩阵, 且 加 


(D Jour. für Math. , 50,1855,282~285 = Coll. Math. Papers, 2,185— 188. 
@ Phil, Trans., 148,1858,17--37 = Coll. Math. Papers, 2,475--496, 
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法 是 可 结合 和 可 调换 的 (交换 的 ). Bom 是 一 个 数 而 A BT 
阵 , 则 mA 被 定义 为 这 样 的 矩阵 , 它 的 每 一 个 元 素 都 是 A 的 对 应 
元 素 的 m fi. 
Cayley 直接 从 两 个 相继 变换 的 效应 的 表示 作出 两 个 矩阵 乘 
法 的 定义 . 例如, 设 变换 
x = ant t+ azy, 
y =anxrtany, 
后 跟着 变换 一 bux 十 boy’ , 
y, = bar d buy, 
则 2", Fz, y 之 间 的 关系 由 下 式 给 出 : 
z^ = (bnan d- bisan )x + (bray + bzass )y, 
y = (bnan + ban )z + (bnan + Dian ) y. 
因此 Cayley 定义 两 个 矩阵 的 积 为 
bu Oe] fan ax o [bnan bran bian + biaz 
n by » M 7 n + ban baan + bray} 
即 元 素 cj 是 左边 因子 的 第 i 行 元 素 和 右边 因子 的 第 7) 列 对 应 元 素 
乘积 之 和 , 乘法 是 可 结合 的 ,但 一 般 不 可 交换 . Cayley 指出 , m X n 
和 矩阵 只 能 用 nn X p ERAR. 
在 同一 篇 文章 中 ,他 叙述 了 


的 逆 为 

IN , IAN, AN 
IV, VV |, 
INV, IN, AM 
RE VEERE KITIR, MOVE s 在 这 行列 式 中 的 余子 式 , 即 x 
的 子 式 带 上 适当 的 符号 . 一 个 矩阵 和 它 的 逆 的 乘积 是 单位 矩阵 ,用 
IER. 


l 
V 
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当 台 天 0 时 ,年 阵 是 不 定 的 (用 现代 术语 来 说 ,是 奇异 的 ), 因 
而 没有 道 . Cayley 断言 ,两 个 矩阵 的 乘积 可 以 是 零 ,而 无 须 其 中 有 
一 个 为 零 , 只 须 其 中 之 一 是 不 定 的 . 实际 上 ,Cayley 是 错 的 ;两 个 
矩阵 都 必须 是 不 定 的 才 行 . AARMAB=0,A40,B40. H 
A 是 不 定 的 ,那么 BINH , BI B :存在 ,因而 4BB- —0- B^"! —0. 
但 BB = I, Bil; Al = 02k A =O. 

TPE RE (HE E FE) GES E HO AE RE LAB B h A 
换 . 给 出 陈述 说 (但 没有 证 明 ) (LMN) = N'M'L', x Bi (ox 
示 转 置 . 如 果 M = M, 则 M 称 为 是 对 称 的 ;如 果 M = 一 M, 则 M 
是 斜 对 称 的 (或 交错 的 ). 任何 一 个 矩阵 可 表 成 一 个 对 称 和 矩阵 和 一 
个 斜 对 称 和 矩阵 的 和 . 

从 行列 式 理论 中 带 来 的 另 一 个 概念 是 方 阵 的 特征 方程 . 对 于 
矩阵 M, CEMA 

|M—zxl |= 0, 

这 里 | M 一 zxI | EERE M— cl FTIR, I ERER. 例如 设 


则 特征 方程 (Cayley 不 用 这 术语 ,虽然 它 是 由 Cauchy 引进 用 于 行 
列 式 的 [第 3 节 ]) 是 
(13) x! — (ad- d)x - (ad — ix) = 0. 
这 方程 的 根 是 矩阵 的 特征 根 (特征 值 ). 

在 1858 年 的 文章 中 ,Cayley 宣告 了 一 个 结果 ,现在 称 为 任意 
阶 方 阵 的 Cayley-Hamilton 定理 . 这 定理 说 ,在 (13) 中 用 M 代替 
工 , 则 得 到 的 矩阵 是 零 矩 阵 , Cayley 说 他 曾 对 3 x 3 情况 验证 了 这 
定理 ,又 说 进一步 的 证 明 是 不 必要 的 . Hamilton 与 这 定理 的 关系 
是 根据 下 述 事实 , 即 在 他 的 《四 元 数 讲义 》 了 中 在 引进 向 量 > 的 线 
性 向 量 函数 六 的 概念 时 ,涉及 到 从 x, y Mz Bc’, y’ 和 x 的 一 个 


(D 1853, p. 566. 
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线性 变换 . 他 证 明 这 个 变换 的 矩阵 满足 它 的 特征 方程 ,虽然 他 不 想 
正式 用 和 矩阵 语言 来 表述 . 

别 的 数学 家 发 现 了 一 些 符 阵 类 的 特征 根 的 特殊 性 质 . Her- 
mite 册 证 明了 ,如 矩阵 M = M^ , 则 特征 根 是 实数 ,这 里 M 是 将 
M 的 每 个 元 素 用 它 的 共 轿 复数 代 礁 后 ,再 转 置 得 到 的 矩阵 (这 样 
的 矩阵 M 现在 称 为 Hermite AM). 1861 年 Clebsch? 从 Hermite 
定理 推导 出 , 实 斜 对 称 矩 阵 的 非 零 特 征 根 是 纯 虚 数 , 后 来 Arthur 
BuchbeimS(1859 一 1888) 证 明了 , 若 M ROS ERIS, Boc E SUN, 
则 特征 根 是 实数 ,虽然 Cauchy@ 已 对 行列 式 建立 了 这 个 结果 . 
Henry Taber(1860 一 ?) 在 另 一 篇 文章 人 @ 中 作为 显然 的 事实 断言 : 
设 


zw" ma"! mr 二 m, 二 0 

是 任 一 方 阵 M 的 特征 方程 , 则 M 的 行列 式 是 m, ,如 果 把 矩阵 的 
主子 式 理解 为 这 样 的 子 式 的 行列 式 , 这 些 子 式 的 对 角 线 是 矩阵 M 
的 主 对 角 线 的 一 部 分 , 则 m 是 i 阶 主子 式 的 和 . 于 是 特别 地 ,ma 
是 主 对 角 元 的 和 , 它 也 是 特征 根 的 和 . 这 个 和 称 为 矩阵 的 迹 . Ta- 
ber 的 断言 是 由 William Henry Metzler(1863 一 ?)@ 给 出 证 明 的 . 

Frobenius 对 于 特征 方程 提出 了 一 个 问题 ,他 要 找 最 小 多 项 
式 , 即 矩阵 所 满足 的 次 数 最 低 的 多 项 式 . 他 说 , 它 是 由 特征 多 项 式 
的 因 式 所 形成 的 ,而 且 是 唯一 的 . 直到 1904 年 @, Kurt Hensel 
(1861 一 1941) 才 证 明了 Frobenius 的 唯一 性 的 结论 . 在 同一 篇 文 
章 中 , Hensel 还 证 明了 ,如 f(z) 是 矩阵 M 的 最 小 多 项 式 , 而 g(x) 


Comp. Rend. , 41,1855,181—183 = Œuvres, 1,479~ 481, 
Jour. für Math, , 62,1863,232~245, 

Messenger of Math. , (2),14,1885,143— 144. 

Œuvres, (2),9,174—191. 

Amer. Jour. of Math. , 12,1890,337— 396, 

Amer. Jour. of Math. , 14. 1891/1892,326— 377. 

Jour. für Math. , 84,1878,1~63 = Ges. Abh. 1,343~405, 
Jour. für Math, , 127,1904,116~166. 


eoeoeocoeo 


4, 5h 阵 213 | 


是 矩阵 满足 的 任 一 其 他 的 多 项 式 , 则 f(x) 整除 gx). 

和 矩阵 的 秩 的 概念 是 由 Frobenius? fr 1879 年 引进 的 ,虽然 是 
联系 到 行列 式 而 说 的 . 一 个 m {T n 列 矩 阵 ( 阶 为 mXn) 有 所 有 
Et C 1 阶 (A 的 元 素 本 身 ) 到 包括 两 个 整数 和 办 和 ?7 中 的 较 小 者 
在 内 的 所 有 的 阶 ) 子 式 . 一 个 矩阵 的 秩 为 > 当 且 仅 当 它 至 少 有 一 
个 r 阶 子 式 其 行列 式 不 为 等 ,而 所 有 高 于 r 阶 的 子 式 的 行列 式 都 

Pi ABER A 和 B 可 用 各 种 方式 相 联 系 . 如 果 存 在 两 个 非 奇 异 
EEU 及 V 使 A = UBV, 则 称 它们 等 价 . Sylvester@ 曾 在 他 的 关 
于 行列 式 的 著作 中 证 明 :8 的 i 行 子 式 的 行列 式 的 最 大 公 因 子 df 
等 于 A 的 i 行 子 式 的 行列 式 的 最 大 公 因 子 di. AX H. J.S. 
Smith@ 在 研究 整数 元 素 的 矩阵 时 ,证 明了 :每 个 秩 为 o 的 矩阵 A 
等 价 于 对 角 和 矩阵 ,其 元 素 沿 主 对 角 线 向 下 排列 是 hi ,hs ，… ,hh,， 
Bh, BEER hm. 商 hi =a, hs = d/d, +5 , 称 为 A 的 不 变 因 子 . 
进一步 设 | ; 

h; = pr p, Up 
(这 里 p, 是 素数 ) REPANSE p 是 A 的 初等 因子 . FEA 
子 确 定 初 等 因子 ,反之 亦 然 . 

不 变 因 子 和 初等 因子 的 概念 ,是 从 Sylvester 和 Weierstrass 
的 行列 式 的 工作 中 产生 的 (如 早先 指出 的 ) ,它们 是 被 Frobenius 
在 1878 年 的 文章 中 带 到 矩阵 中 来 的 . 不 变 因子 和 初等 因子 的 意义 
在 于 :和 矩阵 A 等 价 于 矩阵 B 当 且 仅 当 4 和 B 有 相同 的 初等 因子 
或 不 变 因子 . 

Frobenius 在 1878 年 的 文章 中 对 不 变 因 子 做 了 进一步 的 工 
作 ,然后 以 合乎 逻辑 的 形式 整理 了 不 变 因 子 和 初等 因子 的 理论 @. 


Jour, fiir Math, , 86,1879,146~208 = Ges. Abh. 1,482~544, 

Phil. Mag. , (4),1,1851,119~140 = Coil. Math. Papers, 1,219~240. 
Phil, Trans. , 151,1861—1862,293—326 = Coll. Math. Papers, 1,367409. 
Suzungsber. Akad. Wiss. zu Berlin, 1894,31~44 = Ges. Abh. , 1,577 ~ 590. 
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1878 年 文章 中 的 工作 使 Frobenius 能 给 出 Cayley-Hamilton 定理 
的 第 一 个 一 般 性 的 证 明 , 且 对 和 矩阵 的 本 征 根 (特征 根 ) 有 一 些 是 相 
等 的 情况 修改 了 这 个 定理 . 在 这 篇 文章 中 ,他 还 证 明了 : 当 
AB = B' A 时 ,这 时 有 确定 的 商 A/B, UJ (A/B) = B/A, 还 
证 明了 (At)? = (AT), RE AT 是 4 的 转 置 . 

正 交 和 矩阵 这 个 课题 曾 受 到 很 大 的 注意 . 虽然 这 术语 在 1854 
年 中 就 由 Hermite 使 用 了 ,但 直到 1878 年 才 由 Frobenius 发 表 正 
式 的 定义 (看 前 面 的 参考 书目 ). 矩阵 M 是 正 交 的 ,如 果 它 等 于 它 
的 转 置 的 逆 , 即 如 果 M = (MT). 除 定义 外 ,Frobenius 证 明了 ， 
如 SS 表示 一 个 对 称 和 矩阵 ,T 表示 一 个 斜 对 称 矩阵 , DUI TE 3x 5E E 
能 写成 形式 (S—T)/(S+T), 或 更 简单 地 写 为 (1 一 T)/(I 十 T). 

像 矩阵 论 的 许多 其 他 概念 一 样 ,相似 矩阵 的 概念 ,起 源 于 行列 
式 的 早期 研究 工作 , 早 至 Cauchy 的 工作 . 两 个 方 阵 是 相似 的 ,如 
采 存 在 一 个 非 奇异 矩阵 已 使 B = P'AP. 两 个 相似 矩阵 的 特征 
方程 是 相同 的 ,因而 有 相同 的 不 变 因子 和 初等 因子 . 对 复元 素 的 矩 
BF , Weierstrass 在 他 1868 年 的 文章 中 证 明了 这 个 结果 (虽然 是 对 
行列 式 做 的 ). 由 于 一 个 矩阵 代表 一 线性 齐 次 变换 ,所 以 相似 矩阵 
可 看 成 代表 同一 个 变换 ,只 是 参考 于 两 个 不 同 的 坐标 系 . 

用 相似 矩阵 和 特征 方程 的 概念 ,Jordan@ 证 明了 和 矩阵 可 变 到 
标准 型 . RERE J 的 特征 方程 是 

FA) — A c ban! + +b, = 0, 

Ho FAY = (a—Aa)^(—Aà)*--(Q—A)P, 
iX Ha; 是 互 不 相同 的 , 则 令 


aA; l1 0 

0 A; 1 0 
Ji; = 

0 0 0 À 


(D Cambridge and Dublin Math, Jour. , 9, 1854,63—67 = Œuvres, 1, 290—295, 
© Traité des substitutions, 1870, Book [I ,88~~249. 
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表示 一 个 /i 界 和 矩阵 . Jordan 证 明了 /可 以 变换 到 一 个 相似 和 矩阵， 
它 具 有 形式 


J, 0 0 
0 J, 0 0 
0 0 0 see Ja 


这 就 是 矩阵 的 Jordan 标准 型 或 法 式 . 
Frobenius 在 他 1878 年 的 文章 中 用 道 步 变换 的 名 称 处 理 了 A 
到 B 的 相似 变换 . 在 同一 论述 中 他 处 理 了 合同 矩阵 或 同步 矩阵 的 


概念 . 这 告诉 我 们 ,如 果 A — P'BP, IM A S5 B 合同 ,写成 A 5B. 
例如 将 矩阵 A 的 同样 的 行 和 列 同时 进行 对 换 , 所 得 到 的 矩阵 A 的 
变换 就 是 合同 变换 . 还 有 , 秩 为 > 的 对 称 矩 阵 A 可 以 用 合同 变换 
化 简 成 同 秩 的 对 角 和 矩阵 ; 即 


di 0 s 0 s 0 
0 da 0 0 
prap- 0 UT 
0 d, 0 
0 0 - 0 e 0 


天 于 合同 变换 ,有 很 多 基本 的 定理 . 例如 , 设 S 是 对 称 的 ,而 Si 合 
同 于 S$, 则 S, 是 对 称 的 ; 设 S 是 斜 对 称 的 , 则 S, 也 是 斜 对 称 的 . 

Metzler 于 1892 年 发 表 在 《美国 数学 杂志 》 上 的 文章 中 引进 了 
矩阵 的 超越 函数 ,把 每 个 这 样 的 函数 写成 年 阵 的 寡 级 数 . 他 对 eM, 
e“,log M, sin M 和 sin! M 建立 了 级 数 . 例如 


eM 一 3720 
n=0 


和 矩阵 论 的 分 支 是 很 多 的 . 矩阵 已 用 来 表示 二 次 型 和 双 线 性 型 . 
这 样 的 型 化 简 成 简单 的 标准 型 是 关于 矩阵 不 变量 工作 的 核心 . E 
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们 还 与 超 复数 紧密 联系 ,而 Cayley 在 他 1858 年 的 文章 中 建立 了 
把 超 复 数 当 作 和 矩阵 来 看 待 的 思想 . 

行列 式 和 年 阵 两 者 都 已 经 被 推广 到 了 无 限 阶 . 无 限 阶 行列 式 
已 出 现在 Fourier 的 工作 中 ,用 以 确定 一 个 函数 的 Fourier 级 数 展 
开 的 系数 (第 28 章 第 2 节 ), 也 已 出 现在 Hill 关于 常 微分 方程 的 
解 的 工作 中 (第 29 章 第 7 节 ). 关于 无 限 阶 行列 式 的 零星 的 文章 写 
于 这 两 篇 杰出 的 19 世纪 的 研究 工作 之 闻 , 但 重要 的 活动 推迟 到 
Hill 的 时 候 . 

无 限 阶 矩阵 隐 含 地 及 明显 地 包含 在 Fourier, Hill 和 Poincaré 
的 著作 中 ,Poincare 完成 了 Hill 的 工作 . 可 是 研究 无 限 矩 阵 的 巨 
大 动力 是 来 自 积分 方程 的 理论 (第 45 章 ). 我 们 不 能 给 无 限 阶 行列 
UNE EE SE DC ES T O. 

在 和 矩阵 的 初等 的 工作 中 ,元 素 是 通常 的 实数 ,虽然 为 了 数论 的 
好 处 ,限制 于 整数 元 素 做 了 大 量 的 工作 . 然而 ,它们 可 以 是 复数 并 
且 的 确 可 以 是 许多 别 的 量 . 自然 ,矩阵 本 身 所 具有 的 性 质 依赖 于 元 
素 的 性 质 , 19 世纪 末 和 20 世纪 初 的 研究 已 经 专门 针对 元 素 属 于 
抽象 域 的 矩阵 的 性 质 . 近代 物理 的 数学 机 械 中 的 矩阵 论 的 重要 性 
在 这 儿 不 能 再 谈 了 ,但 关于 这 一 方面 联系 到 Tait 所 作 的 预言 是 有 
趣 的 ,他 说 :“Cayley 正 为 未 来 的 一 代 物 理学 家 锻造 武器 .” 
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Fourier 确实 有 过 这 样 的 看 法 ,认为 数学 的 主要 目的 是 公众 
的 需要 和 对 自然 现象 的 解释 ;但 是 像 他 这 样 一 个 哲学 家 应 
当知 道 , 科 学 的 唯一 目的 是 人 类 精神 的 光荣 ,而 且 应 当知 
道 ,在 这 种 观点 之 下 , 数 [ 论 ] 的 问题 和 关于 世界 体系 的 问题 


具有 同等 价值 . 
C. G.J. Jacobi 


1.5 F 

直到 19 世纪 ,数论 还 只 是 一 系列 狐 立 的 结果 ,虽然 这 些 结果 
常常 是 光辉 的 . 一 个 新 的 纪元 是 从 Gauss 的 《算术 探讨 》( Disqui- 
sitiones Arithmeticae )O JF 988 8) , x Sp-E E ib 20 岁 时 写 的 . 这 部 伟 
大 的 著作 曾 在 1800 年 寄 到 法 国 科 学 院 而 被 拒绝 ,但 Gauss 自己 把 
它 发 表 了 .在 这 部 书 中 ,他 把 记号 标准 化 了 ,把 现存 的 定理 系统 化 
并 推广 了 ,把 要 研究 的 问题 和 攻 题 的 已 知 方法 进行 了 分 类 ,还 引进 
了 新 的 方法 .在 Gauss 关于 数论 的 著作 中 有 三 个 主要 思想 : 同 余 
的 理论 ,代数 数 的 引进 ,以 及 作为 Diophantine 分 析 的 指导 思想 的 
型 的 理论 . 这 部 著作 不 仅 是 现代 数论 的 开始 ,而 且 还 确定 了 直到 目 
前 为 止 有 关 这 一 课题 的 工作 方向 《探讨 》 难 读 ,但 Dirichlet 作 了 
解释 . 

在 19 世纪 另 一 重要 的 发 展 是 解析 数论 , 它 除 了 应 用 代数 去 处 
理 涉及 整数 的 问题 外 ,还 用 了 分 析 . 这 一 革新 的 领导 人 是 Dirichlet 


和 Riemann. 


Q 发 表 于 1801 年 = Werke, 1. 
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2k Bt 

虽然 同 余 的 概念 不 是 从 Gauss 开始 的 一 一 它 出 现在 Euler, 
Lagrange 和 Legendre 的 著作 中 一 一 但 是 Gauss 在 《探讨 》 的 第 一 
节 引 进 了 同 余 的 记号 ,并 在 此 后 系统 地 应 用 了 它 . 基本 思想 是 简单 
的 . 数 27 以 4 为 模 同 余 于 3, 

27 = 3 modulo 4, 
因为 27 一 3 恰 被 4 整除 . ( 字 modulo 常常 简写 为 mod. ) 一 般 地 说 ， 
当 a,6 和 m 是 整数 时 ,如 果 a 一 5 ( 恰 ) 被 mx 整除 ,或 者 如 果 a 和 6 
被 m 除 时 具有 相同 的 余数 ,那么 
a = b modulo m. 

这 时 就 说 5 是 a 的 模 m 剩余 ,或 者 < 是 5 NR m 剩余 , 正如 Gauss 
所 指出 的 ,对 固定 的 a Alm DA m ARH a 的 一 切 剩 余 由 a 十 km 
给 出 ,这 里 == 0,41, £2, + 

关于 相同 模 的 同 余 式 ,在 某 些 范围 内 能 像 方程 式 那样 处 理 . 这 
种 同 余 式 可 以 相 加 、 相 减 和 相 乘 , 也 可 以 求 包含 未 知 量 的 同 余 式 的 
解 . 例如 ,z 的 什么 值 满足 

2x = 25 modulo 12? 
这 个 方程 没有 解 , 因 为 22 是 偶数 而 2z 一 25 是 奇数 ,所 以 2x — 25 
不 可 能 是 12 的 倍数 . 多 项 式 同 余 式 的 基本 定理 已 由 LagrangeD ££ 
iS ‚Gauss 在 第 二 节 对 它 重新 作 了 证 明 . 一 个 次 同 余 式 
Ax" + Bx" + + + Mr + N = 0 modulo p 

不 可 能 有 多 于 ”个 互 不 同 余 的 根 ,其 中 模 p 是 素数 , 它 不 能 整 
除 4. 

在 第 三 节 Gauss FALLER KARR. 在 这 里 他 用 同 余 式 的 
术语 给 了 Fermat 小 定理 一 个 证 明 ; Fermat 小 定理 用 同 余 式 的 术 


(QD Hist, del'Acad. de Berlin, 24,1768,192ff. , pub. 1770— Œuvres, 2,655726. 
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语 叙 述 就 是 :车 p 是 素数 而 a 不 是 p 的 倍数 , 则 
a^ ! =1 modulo p. 
这 个 定理 从 他 对 高 次 同 余 式 , 即 对 
x" = a modulo m 
的 研究 中 推出 ,这 里 a 和 m 是 互 素 的 . 这 个 题目 被 Gauss 之 后 的 
许多 人 继续 研究 着 . 

《探讨 》 的 第 四 节 讨 论 平方 剩余 . 如 果 户 是 一 个 素数 ,而 a 不 
是 p 的 倍数 ,并 且 如 果 存 在 一 个 x, 使 得 x? =a mod p, WM a p 
的 平方 剩余 ;否则 “是 户 NASER AR. 在 证 明了 一 些 关 于 二 次 
同 余 式 的 次 要 的 定理 之 后 ,Gauss 给 出 了 二 次 反 转 定律 的 第 一 个 
严密 证 明 ( 第 25 章 第 4 节 ). 虽然 1783 年 ,Euler 在 他 的 《分 析 短 
论 》 的 一 篇 论文 中 已 经 给 出 了 像 Gauss 一 样 完全 的 叙述 ,但 是 
Gauss 在 他 的 《探讨 ?的 论文 第 151 条 中 说 ,没有 一 个 人 以 他 那样 
简单 的 形式 提出 过 这 个 定理 , 他 参考 了 Euler 的 其 他 著作 ,其 中 包 
括 《 短 论 》 中 的 别 的 论文 ,还 参考 了 Legendrel785 年 的 著作 . 关于 
这 些 论文 ,Gauss 正确 地 指出 ,证 明 都 是 不 完全 的 . 

据 推测 ,Gauss 在 1796 年 当 他 19 岁 时 已 经 发 现 了 这 个 定律 
的 证 明 . 在 《探讨 ?中 他 给 出 了 另 一 个 证 明 ,以 后 他 又 发 表 了 四 个 别 
的 证 明 . 在 他 未 发 表 的 论文 中 还 找到 另外 两 个 证 明 . Gauss 说 他 找 
了 许多 证 明 ,因为 他 希望 找 出 一 个 能 够 建立 双 二 次 反 转 定律 的 证 
明 ( 见 下 面 ). 二 次 反 转 定律 是 同 余 式 中 的 一 个 基本 结果 ,Gauss 把 
它 誉 为 算术 中 的 宝石 . 在 Gauss 给 出 他 的 各 个 证 明之 后 ,后 来 的 
数学 家 给 出 了 50 个 以 上 的 其 他 证 明 . 

Gauss 还 讨论 了 多 项 式 的 同 余 式 , 如 果 AMB 是 x 的 两 个 多 
项 式 ,不 芒 设 是 实 系 数 的 ,那么 人 们 知道 ,可 以 唯一 地 找到 多 项 式 
QHR, ,使 得 


A=B-Q+R, 
式 中 RERE. B 的 次 数 低 . 这 时 就 能 说 ,多 项 式 A, MA, 以 第 
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三 个 多 项 式 PP 为 模 是 同 余 的 ,只 要 它们 被 P RERA HARR 
AR. 

Cauchy 用 这 种 思想 中 通过 多 项 式 的 同 余 式 去 定义 复数 . 如 果 
f(z) 是 一 个 实 系数 多 项 式 ,用 x? +l 去除 它 ,因为 余数 要 比 除 数 
的 次 数 低 ,这 时 就 有 

f(x) = a+ bx mod x! +1. 
根据 除法 的 步骤 知道 ,这 里 的 a 和 2 一 定 是 实数 . 如 果 g(x) 是 另 
一 个 那样 的 多 项 式 , 则 
g(r) 2: c d4- dx mod x? +1. 
现在 Cauchy fai, WRAL, A; GB Té SU Lf ELS 
A, = BQ, +R, 和 A = BQ; + R;, 
则 A, +A, =R +R:modB 和 AA: = R,R;mod B. 
现在 我 们 立刻 可 以 看 出 
f(z) + g(x) = (a+c)+(b+d)r modz’ +1, 
#HANA x^ = — 1mod zx +1, 还 有 
f(x)g(x) = (ac — bd) + (ad + bc) x mod x? +1. 
于 是 , 数 a 十 br co dr 像 复数 一 样 结合 起 来 了 ;也 就 是 说 ,它们 
具有 复数 的 形式 上 的 性 质 ,x 取代 了 i 的 位 置 . Cauchy 还 证 明了 ， 
每 一 个 模 x 十 1 不同 余 于 0 的 多 项 式 g(z) 都 有 道 , 即 存在 多 项 式 
h(x) 使 得 h(x)g(x) 模 x 十 1 同 余 于 1. 

Cauchy 确实 引进 了 i 去 代替 ,对 他 来 说 i 是 一 个 实 的 未 定 

量 . 然后 他 证 明了 对 任何 

fG) =a taita tee 
都 有 Sf (i) =ay — a2 Fay + (a, — a3 +a; — +- )i mod ? +1, 
因此 任何 包含 复数 的 表达 式 看 起 来 就 同 c + di 这 种 形式 一 样 , 布 
人 们 是 拥有 对 复数 奏效 的 一 切 必需 的 工具 的 . 于 是 对 Cauchy 而 


(D Erercicesd’analyse et de physique mathématique , 4, 1847,84 ff, = Œuvres, 
(1),10,312~323 45 (2),14,93~120, 
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言 , 以 他 对 i 的 理解 ,i 的 多 项 式 取 代 了 复数 ,并 且 人 们 可 以 把 对 模 
? +1 有 相同 余 式 的 所 有 多 项 式 归 入 同一 类 . 这 些 类 就 是 复数 ， 

有 趣 的 是 ,在 1847 年 Cauchy ÆVI A RER. 他 说 :在 
代替 了 虚数 论 的 代数 等 价 论 中 ,字母 i 不 再 表示 符号 /二 1 了, 我们 完 
全 拒绝 了 这 个 符号 ,并 且 我 们 能 够 党 无 遗憾 地 放弃 它 ,因为 人 们 既 
不 知道 这 个 想像 的 符号 表示 什么 ,也 不 知道 它 意味 着 什么 . 相反 ， 
我 们 用 字母 i 表示 一 个 实 的 但 却 是 未 定 的 量 ,并 且 在 用 符号 圭 代 
蔡 二 的 同时 ,我 们 把 所 谓 虚 方程 变换 为 对 于 变量 i 和 对 于 除数 请 
十 1 的 代数 等 价 关 系 . 因为 这 个 除数 在 一 切 公 式 中 都 一 样 ,所 以 可 
以 不 写 它 .” 

在 这 个 世纪 的 20 年 代 Gauss 着 手 研 究 可 应 用 于 高 次 同 余 式 
的 反 转 定律 . 这 些 定律 又 涉及 到 同 余 式 的 剩余 . 例如 对 于 同 余 式 

x‘ = q mod p, 
如 果 存 在 x 的 一 个 整 值 满足 这 个 方程 ,人 们 就 可 以 定义 q TEX p 
的 一 个 双 二 次 剩余 . 他 得 到 了 双 二 次 反 转 定律 ( 见 下 面 ) 和 三 次 反 
转 定律 . 这 方面 的 许多 工作 出 现在 从 1808 一 1817 年 的 论文 中 ,而 
关于 双 二 次 剩余 的 正式 定理 是 在 1828 年 和 1832 年 中 的 论文 中 给 
出 的 . 

为 了 使 他 的 三 次 和 双 二 次 剩余 的 理论 优美 而 简单 ,Gauss 使 
用 了 复数 , 即 形 如 “十 下 的 数 ,其 中 a 和 6 是 整数 或 0. 在 Gauss 关 
于 双 二 次 剩余 的 著作 中 ,必须 考虑 模 p 是 形 如 4n 十 1 的 素数 的 情 
形 , 形 如 4n 十 1 的 素数 能 分 解 成 复 的 因数 ,Gauss 需要 这 些 因 数 . 
为 了 获得 这 些 因 数 ,Gauss 认识 到 ,必须 超出 通常 的 整数 域 而 引进 
复 整数 . 虽然 Euler 和 Lagrange 已 经 把 这 种 整数 引入 了 数论 ,但 
正 是 Gauss 建立 了 它们 的 重要 性 . 

在 通常 的 整数 论 中 ,可 道 元 素 是 十 1 和 一 1, 而 在 Gauss 的 复 


(D Comm. Soc. Gott., 6,1828, 和 7, 1832 = Werke, 2,65~92 和 93~148; th 
见 pp, 165—178. 
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整数 论 中 ,可 道 元 素 却 是 土 1 和 土 i. 一 个 复 整 数 叫做 合 数 , 如 果 它 
是 两 个 非 可 道 元 素 的 复 整 数 的 乘积 . 如 果 那 种 分 解 是 不 可 能 的 , 则 
该 整数 叫做 一 个 素数 . 例如 5 = (1 十 2 让 (1 一 2), 所 以 是 合 数 , 而 
3 却 是 一 个 复 素 数 . 

Gauss 证 明了 复 整数 在 本 质 上 具有 和 普通 整数 相同 的 性 质 . 
Euclid 证 明了 (第 4 章 第 7 节 ), 每 一 个 整数 可 唯一 地 分 解 为 素数 
的 乘积 . 这 个 唯一 分 解 定理 常 被 称 为 算术 基本 定理 ,Gauss 证 明 
了 ,只 要 不 把 四 个 可 道 元 素 作为 不 同 的 因数 ,唯一 分 解 定理 对 复 整 
数 也 成 立 . 这 就 是 ,如 果 a = be = (ib) (— ic), 则 这 两 种 分 解 是 一 
样 的 . Gauss 还 指出 , 求 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 Euclid 法 可 应 用 
于 复 整 数 . 

普通 素数 的 许多 定理 可 转化 为 复 素 数 的 定理 . 例如 Fermat 
定理 转化 为 如 下 形式 :如 果 p 是 一 个 复 素数 a 十 56i, 而 上 是 任何 一 
个 不 能 被 p 整除 的 复 整数 , 则 

kN?! = lmodulo p, 
式 中 Np p 的 模 a? +6. 对 复 整 数 也 有 二 次 反 转 定律 ,这 点 
Gauss 在 他 1828 年 的 论文 中 已 陈述 过 . 

通过 复数 ,Gauss 能 够 把 双 二 次 反 转 定律 叙述 得 相当 简单 . 把 
不 能 被 1 十 i 整除 的 整数 定义 为 非 偶 整数 . 准 素 非 偶 整数 是 那 种 非 
Mat bi, 其 中 5 是 偶数 ,4 十 5 一 1 也 是 偶数 .例如 一 7 和 一 5 
十 2i 是 准 素 非 偶 整 数 . 双 二 次 剩余 的 反 转 定律 可 叙述 为 :如 果 a 和 
8B 是 两 个 准 素 非 偶 素数 ,A 和 B 是 它们 的 模 , 则 


(§) = (= 1) MA 0B- (£) . 
4 a Ja 


RES (a/B), FUB PREM LAUR. p 是 任何 一 个 复 素数 ,k 是 任何 一 
个 不 能 被 p 整除 的 双 二 次 剩余 , 则 (p) BiB CREA 
余 式 


&O?7* = modulo p, 
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式 中 Np RR p 的 模 . 这 个 定律 等 价 于 下 列 说 法 :两 个 准 素 非 偶 素 
数 之 间 的 两 个 双 二 次 特征 是 相同 的 ,也 就 是 (a/B), = (724, R 
要 每 个 素数 模 4 同 余 于 1; 但 是 如 果 没 有 一 个 素数 满足 这 个 同 余 
条 件 , 则 这 两 个 双 二 次 特征 就 互 反 , 即 (a/B), = 一 (Pa). 

Gauss 陈述 了 这 一 互 反 性 定理 ,但 是 没有 发 表 他 的 证 明 . 定理 
的 证 明 是 Jacobi 于 1836—1837 年 在 哥 尼 斯 堡 (Konigsberg) 的 演 
讲 中 给 出 的 . Ferdinand Gotthold Eisenstein (1823 一 1852) 是 
Gauss 的 学 生 , 他 发 表 了 这 一 定理 的 五 个 证 明 , 其 中 前 两 个 出 现 于 
1844 OD, 

Gauss 发 现 ,对 于 三 次 互 反 性 他 能 得 到 一 个 运用 “整数 ”a 十 印 
的 定律 ,这 里 是 zx" 十 z 十 1 = 0 的 一 个 根 ,a 和 5 是 通常 的 (有 理 ) 
整数 ,但 是 Gauss 没有 发 表 这 个 结果 . 那 是 他 死 后 在 他 的 论文 中 
发 现 的 . 三 次 反 转 定律 首先 为 Jacobi@ 所 陈述 ,并 由 他 在 哥 尼斯 保 
的 演讲 中 证 明 . 第 一 个 发 表 出 来 的 证 明 是 属于 Eisenstein 9. 看 
到 这 个 证 明 Jacobi 就 声称 @ ,这 正 是 他 在 他 的 演讲 中 给 出 的 ,但 是 
Eisenstein RW AUT ALAND. 还 存在 高 于 四 次 的 同 余 式 
的 反 转 定律 . 


3. 代 数 数 

复 整 数 的 理论 是 代数 数论 这 一 巨大 课题 发 展 方向 上 的 一 个 阶 
段 . 无 论 Euler 或 Lagrange 都 没有 预想 到 他 们 关于 复 整数 的 工作 
所 打开 的 丰富 可 能 性 . Gauss 也 没有 想到 . 

这 个 理论 产生 于 要 证 明 Fermat 关于 zy! = 2" SHA 
图 之 中 . n = 3, 4 和 5 的 情况 已 经 讨论 过 了 (第 25 章 第 4 节 ). 
Jour. für Math. , 28,1844,53~67 和 223—245. 
Jour. für Math. , 2,1827,66—69 = Werke, 6,233—237. 
Jour. für Math. , 27,1844,289—310. 


Jour. für Math. , 30,1846,166—182, p. 172 — Werke, 6,254274. 
Jour. für Math. , 35,1847,135~274(p. 273). 
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Gauss 试图 证 明 n = 7 时 的 断言 ,但 失败 了 .或 许 因 为 他 厌恶 自己 
的 失败 ,他 在 1816 年 给 Heinrich W. M，Olbers(1758 一 1840) 的 
一 封 信 中 说 :我 的 确 承认 ,Fermat 定理 作为 一 个 孤立 的 命题 对 我 
没有 多 少 兴趣 ,因为 可 以 容易 地 立 出 许多 那样 的 命题 ,人们 既 不 全 
证 明 它 们 也 不 能 否定 它们 . ”n= 7 的 特殊 情况 由 Lame 在 1839 年 
予以 解决 ,而 Dirichlet 建立 了 n= 14 的 论断 @. 但 是 ,一 般 命题 
没有 被 证 明 . 

这 个 问题 由 Ernst Eduard Kummer(1810 一 1893 ) 接 续 下 来 ， 
他 从 神学 转向 数学 并 做 了 Gauss 和 Dirichlet M44 ,后 来 在 布雷 
WU (Breslau) 和 柏林 做 教授 . 虽然 Kummer 的 主要 工作 是 在 数论 
方面 ,但 他 在 几何 学 方面 还 做 出 了 麻 亮 的 发 现 ,这 起 源 于 光学 问 
题 ; 他 在 大 气 对 光 的 反射 的 研究 中 也 做 出 了 重要 的 贡献 . 

Kummer 把 z^ + y’ (p 为 素数 ) 分 解 成 

(zx 十 y)(z 二 ay)…(z 十 a”!y)， 
这 里 a 是 一 个 虚 的 p 次 单位 根 . 也 就 是 ,a 是 
(1) a^! +a? +e tatl = 二 0 
的 一 个 根 . 这 就 引导 着 他 把 Gauss 的 复 整数 理论 推广 到 由 (1) 那 
样 的 方程 所 引进 的 代数 数 , 即 形 如 
fla) = as tajat Hapa’? 

的 数 ,其 中 每 一 个 a; 是 通常 的 (有 理 ) 整 数 . (因为 a 满足 (1) ,所 以 
a^ 的 项 能 用 低 次 寡 的 项 来 替换 . )Kummer 把 这 样 的 数 f(a) 叫 
做 复 整数 . 

TE 1843 年 Kummer 对 整数 . 素 整数 .可 除 性 以 及 类 似 东西 给 
出 了 适当 的 定义 (我 们 将 马上 给 出 标准 定义 ) ,然后 错误 地 假定 了 
在 他 所 引进 的 那 类 代数 数 中 唯一 因子 分 解 成 立 , 在 1843 年 , 当 他 
把 他 的 手稿 宕 给 Dirichlet 的 时 候 ,他 指出 ,这 个 假定 对 证 明 Fer- 


(D Jour. de Math. , 5,1840,195~211, 
© Jour. für Math. , 9,1832,390~393 = Werke, 1,189— 194. 
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mat 定理 是 必需 的 . Dirichlet 通知 他 ,唯一 因子 分 解 仅 对 某 些 素数 
p Bor. 附带 说 一 名 ,对 代数 数 假定 唯一 因子 分 解 ,Cauchy 和 Lame 
也 犯 了 同样 的 错误 , 在 1844 f£ , Kummer P A iH. 8| Dirichlet 批评 
的 正确 性 . 

为 了 重建 唯一 因子 分 解 ,Kummer 在 1844 年 名 开始 的 一 系列 
论文 中 创立 了 理想 数 的 理论 . 为 理解 他 的 思想 起 见 ,我 们 来 考虑 a 
十 pv 一 5 所 生成 的 域 ,这 里 a, 5 是 整数 . 在 这 个 域 中 

6 一 2.3=(1+Vv 一 5)(1 一 V 一 5)， 

而 县 容易 证 明 这 四 个 因子 都 是 素 整 数 . 这 时 唯一 因子 分 解 不 成 立 , 
对 这 个 域 , 让 我 们 引进 理想 数 — V2, B, = (14 /—5)742, B = 
(1— /—5)/42. 我 们 看 到 , 6 = a" BA. 这 样 ,6 现在 唯一 地 被 表 
示 为 四 个 因子 的 乘积 ,就 域 a 十 bv 一 5 而 论 ,这 四 个 因子 全 是 理想 
WS. 通过 这 些 理想 数 和 其 他 素数 ,在 这 个 域 中 因子 分 解 是 唯一 的 
(除去 构成 可 逆 元 素 的 因子 ). 借助 于 理想 数 , 人 们 可 以 证 明 , 在 预 
先 缺乏 唯一 因子 分 解 的 所 有 域 中 ,普通 数论 的 一 些 结果 成 立 ， 

Kummer 的 理想 数 虽 是 普通 的 数 ,但 是 不 属于 他 所 引进 的 代 
数 数 类 . 而 且 , 理 想 数 也 不 是 以 一 般 方式 定义 的 . 就 Fermat 定理 
来 说 ,Kummer 用 他 的 理想 数 确实 成 功 地 证 明了 它 对 许多 素数 是 
正确 的 . 在 前 100 个 整数 中 ,只 有 37, 59 和 67 不 为 Kummer 的 证 
明 所 包括 . 然后 ,Kummer 在 1857 年 的 一 篇 论文 中 @ 将 他 的 结果 
扩展 到 这 些 例外 素数 . 这 些 结果 又 进一步 地 为 Dimitry Miri- 
manoff(1861 一 1945 ) 所 扩展 ,他 是 日 内 瓦 大 学 的 教授 ,完善 了 
Kummer M Ò i O. Mirimanoff 证 明了 对 于 直到 256 的 每 一 个 n, 


Jour. de Math, , 12,1847,185~212. 

Jour. für Math. , 35,1847,319— 326,327 — 367. 

引进 这 些 理想 数 后 ,2 和 3 不 再 是 不 可 分 解 的 了 ,因为 2 二 a 而 3=B. 民 . 
Abh. König. Akad. der Wiss, Berlin, 1858,41~74. 

Jour. für Math. , 128,1905,45~68. 


06000 


3. 代数 数 27 W 


Fermat 定理 是 正确 的 ,只 要 x, y Rz 与 指数 RE. 

Kummer 是 研究 由 单位 根 形成 的 代数 数 , 而 Gauss 的 学 生 
Richard Dedekind(1831 一 1916) 却 以 全 新 而 有 启发 性 的 方式 探讨 
唯 -~ 因子 分 解 的 问题 ,他 在 德国 的 高 等 技术 学 校 作为 一 名 教师 花 
费 了 一 生 中 的 50 个 年 头 . Dedekind 在 他 所 编辑 的 Dirichlet 的 《 数 
论 》(Zahlentheorie，1871) 的 第 二 版 的 附录 10 中 ,发 表 了 他 的 结 
AR. 在 同一 书 中 的 第 三 版 和 第 四 版 的 附录 中 他 扩展 了 这 些 结果 . 就 
是 在 这 里 他 创立 了 现代 代数 数 的 理论 . 

Dedekind 的 代数 数 的 理论 是 Gauss 的 复 整 数 和 Kummer 的 
代数 数 的 一 般 化 ,但 是 这 个 一 般 化 与 Gauss 的 复 整数 多 少 有 些 差 
别 . 一 个 数 ”>, 若 它 是 方程 
(2) at” d aix") 十 … 十 ar 十 as 一 0 
的 根 ,而 不 是 次 数 比 n 低 的 这 种 方程 的 根 , 则 称 它 是 一 个 次 代数 
数 , 式 中 a; 是 普通 整数 ( 正 的 或 负 的 ). MORE DH r MRE TUR 
的 系数 是 1, 则 所 有 的 解 叫 做 次 代数 整数 . 代数 整数 的 和 、 差 、 积 
仍 是 代数 整数 ,并 且 , 如 果 一 个 代数 整数 是 有 理 数 , 则 它 是 普通 
整数 . 

我 们 应 当 注 意 到 在 新 定义 之 下 ,一 个 代数 整数 可 以 包括 普通 
分 数 . 例如 (一 13 十 V 一 115)/2 是 一 个 二 次 代数 整数 ,因为 它 是 x 
十 13z 十 71 = OR. RZ, (1 一 V 一 5)/2 是 一 个 二 次 代数 数 而 不 
是 代数 整数 ,因为 它 是 2x’ 一 2t 十 3 = 0 HOM. 

Dedekind 接着 引进 了 数 域 的 概念 . 这 是 一 个 实数 或 复数 的 集 
合 , 满 足 这 样 的 条 件 : 如 果 a, 8B 属于 FF, 则 a 十 B, a 一 8B, of 属于 
,而 且 如 果 PB 关 0, 则 ap 也 属于 下 .每 一 个 数 域 都 包含 有 理 数 , 因 
为 如 果 a 属于 这 数 域 , 则 a/a BO 1 也 属于 它 , 因 此 1 十 1, 1 十 2 等 也 
都 属于 它 . 不 难 证 明 ,一 切 代数 数 的 集合 形成 一 个 域 . 

如 果 和 人 们 从 有 理 数 域 出 发 ,而 96 是 一 个 n 次 代数 数 , 则 04 同 自 


(D 4thed,, 1894 = Werke, 3,2~222. 
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身 及 有 理 数 在 四 种 运算 之 下 结合 起 来 所 形成 的 集合 也 是 n 次 域 . 
这 个 域 也 可 以 说 成 是 包含 有 理 数 和 4 的 最 小 域 . 它 也 称 为 有 理 数 
的 扩 域 . 这 样 的 域 不 包含 所 有 的 代数 数 , 而 是 一 个 特殊 的 代数 数 
域 . 现在 通常 记 为 R(9). 虽然 人 们 可 以 期 望 R(9) 中 的 数 是 商 
f(8)/g(0) ,其 中 f(z) 和 g(xz) 是 任何 具有 有 理 系数 的 多 项 式 , 人 
们 还 是 能 够 证 明 , 如 果 6 是 次 的 , 则 尺 (9) 的 任何 一 个 数 a BE 
a = a0" 十 ab 二 十 al， 
这 里 a; 是 普通 的 有 理 数 . 此 外 ,存在 着 这 个 域 的 7 个 代数 整数 9， 
如 ，… ,0, ,使 得 这 个 域 中 的 所 有 代数 整数 都 有 形式 
A10, + AsO, 十 … 十 A,0,， 

这 里 A, 是 普通 的 正 的 或 负 的 整数 . 

环 , 是 Dedekind 引进 的 概念 ,本 质 上 是 这 样 一 个 集合 , 即 如 果 
a 和 BB 属于 这 个 集合 , 则 a 十 86, a 一 8 和 op 也 属于 这 个 集合 . 所 有 代 
数 整数 的 集合 形成 一 个 环 , 任 何 一 个 特殊 代数 数 域 中 的 一 切 代 数 
整数 也 形成 环 . 

说 代数 整数 a 能 被 代数 整数 8 整除 ,如 果 存 在 一 个 代数 整数 7 
使 得 a = By. 如 果 7 是 一 个 代数 整数 , 它 能 整除 代数 数 域 中 的 每 一 
个 其 他 整数 , 则 称 7 是 这 个 域 的 一 个 可 首 元 素 . pore nr aoo x LE 
中 包括 十 1 和 一 1 ,是 普通 数论 中 的 可 逆 元 素 十 1 和 一 1 的 一 般 化 . 
如 果 代 数 整数 a 不 是 零 或 可 北 元 素 ,而 且 如 果 它 分 解 为 py, 其 中 有 
Fly 属于 这 同一 个 代数 数 域 , 就 蕴含 着 8 或 y 是 这 个 域 的 可 逆 元 
E Wha 是 一 个 素数 . 

现在 让 我 们 来 看 看 算术 基本 定理 成 立 的 范围 . 在 一 切 代数 整 
数 所 形成 的 环 中 没有 素数 . 让 我 们 考虑 在 特殊 的 代数 数 域 R(9) 中 
的 整数 环 , 璧 如 域 a 十 b Vv 一 5, 其 中 a 和 6 是 普通 的 有 理 数 . 在 这 
个 域 中 唯一 因子 分 解 不 成 立 . 例如 
21—3 - 7=(4TV 一 5)(4 一 v 一 5) 一 (1 十 2v 一 5)(1 一 2v 二 5). 
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最 后 这 四 个 因子 中 的 每 一 个 在 如 下 意义 下 是 素数 , 即 它 不 能 表 为 
形 如 (ce 十 dv 二 5)(e 十 人 二 5) 的 乘积 ,其 中 c, d, e Af 是 整数 . 
另 一 方面 让 我 们 考虑 域 4 十 bYV6, 其 中 a 和 5 是 普通 的 有 理 
数 . 如 果 对 这 些 数 实行 四 种 代数 运算 , 则 仍 得 到 这 种 数 . 如 果 限 
E a 和 2 是 整数 , 则 得 到 这 个 域 的 (2 次 ) 代 数 整数 . 在 这 个 域 中 
RANA BAM RNS EMMA: AIM 也 是 代数 整数 , 则 
代数 整数 M 就 是 可 道 元 素 .于 是 1, 一 1, 5 一 2Y6 和 5 十 2Y6 都 
是 可 逆 元 素 , 每 个 整数 都 可 被 任 一 可 逆 元 素 整 除 . 进而 ,这 个 域 
中 的 一 个 代数 整数 如 果 仅 能 被 它 自 己 和 可 逆 元 素 整 除 , 则 它 是 
素 的 . 现在 
6 一 2.3 一 vV6.vV6. 

看 来 仿佛 不 存在 素 因 数 的 唯一 分 解 .但 是 上 面 所 展示 的 因数 不 是 
ZAR 事实 上 ， 

6=2-3=/6 .v6 

= (2 +46) (~ 2+76)(3+V6)(3 — V6). 
最 后 四 个 因数 中 的 每 一 个 都 是 这 个 域 中 的 素数 ,而 唯一 分 解 在 这 个 
域 中 确实 是 成 立 的 . 

在 特殊 代数 数 域 里 的 整数 环 中 ,代数 整数 分 解 为 素 因 数 总 是 可 
能 的 ,但 是 唯一 分 解 一 般 不 成 立 . 事 实 上 ,对 形 如 < 十 &/ 二 万 的 域 ， 
其 中 DD 可 取 不 为 平方 数 整除 的 任何 正 整数 值 ,至 少 对 直到 10? 的 
D, 仅 当 D=1,2,3,7,11,19, 43, 67 和 163 时 唯一 因子 分 解 定理 
才 是 合理 的 由 . 因此 代数 数 本 身 不 具有 唯一 因子 分 解 的 性 质 . 


4. Dedekind 的 理想 
将 代数 数 的 概念 一 般 化 之 后 , Dedekind 立刻 用 一 个 和 


(D H.M. Stark 已 经 证 明 D 的 上 述 值 是 唯 -- 的 -一 种 可 能 , 见 他 的 《 论 复 二 次 域 中 
的 佳 - -因子 分 解 问 题 》, Proceedings of Symposia in Pure Mathematics, X ,41~56, 
Amer. Math. Soc. , 1969, 
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Kummer 的 十 分 不 同 的 方案 去 着 手 重建 代数 数 域 中 的 唯一 因子 分 
解 . 他 引进 了 代数 数 类 去 代替 理想 数 ,为 了 纪念 Kummer 的 理想 
数 , 他 把 它们 称 为 理想 . 

在 定义 Dedekind 的 理想 之 前 让 我 们 注意 根本 思想 . 考虑 普通 
的 整数 . 代替 整数 2，Dedekind 考虑 整数 2m 的 类 ,这 里 m 是 任何 
TEX. 这 个 类 由 一 切 可 被 2 整除 的 整数 构成 . 类 似 地 ,3 由 一 切 可 
被 3 整除 的 整数 3 的 类 代替 . 积 6 就 变 成 了 一 切 数 Op 的 集合 ,其 
中 p 是 任何 整数 . 这 时 积 2. 3 = 6 用 下 述 断 语 代 替 : 类 2m"“ 乘 "类 
3n 等 于 类 6p. 进而 言 之 ,类 2m 是 类 6p 的 因子 ,而 不 管 在 实际 上 
是 前 者 包含 后 者 . 这 些 类 是 普通 整数 环 中 的 Dedekind 称 之 为 理想 
的 例子 .为 了 领会 Dedekind 的 工作 , 人们 必须 使 自己 习惯 于 用 数 
类 的 术语 去 思考 . 

更 一 般 地 ,Dedekind 把 他 的 理想 定义 如 下 ; 设 K 是 一 个 特殊 
的 代数 数 域 , 说 K 的 整数 A 的 集合 形成 一 个 理想 ,如 果 当 w 0 B 
是 这 个 集合 中 的 任何 两 个 整数 时 , 则 整数 ja 十 vB 也 属于 这 个 集 
合 ,这 里 & 和 ，* 是 天 中 的 任何 其 他 代数 整数 . 或 者 这 样 说 ,理想 A 
是 由 天 中 的 代数 整数 gi ， a; ，…，, a, 产生 的 ,如 果 A 是 由 一 切 和 

Aiai 十 Azas 十 … Aus 

所 构成 ,这 里 4; 是 域 中 的 任何 整数 . 这 个 理想 用 (ww ， as ，…， 
o, ) 来 表示 . 零 理 想 只 含有 数 0, 相 应 地 用 (0) 来 表示 . 单位 理想 是 
由 数 1 产生 的 , 记 为 (1). 如 果 理 想 A 只 是 由 一 个 整数 a 产生 的 ， 
就 称 它 为 主 理想 ,所 以 (a) 是 由 一 切 被 a 整除 的 代数 整数 构成 的 . 
在 普通 的 整数 环 中 每 一 个 理想 都 是 主 理想 . 

由 整数 2 和 1 十 /二 5 所 产生 的 理想 是 代数 数 域 a 十 bv 二 5 中 
的 理想 的 一 个 例子 ,这 里 a 和 4 是 普通 的 有 理 数 . 这 个 理想 由 所 
有 形 如 24 十 (1 十 /一 5)v 的 整数 构成 ,这 里 x 和 vy 是 这 个 域 中 的 
任意 整数 . 考虑 到 (1 十 /一 5)2 必定 属于 2 所 产生 的 理想 这 一 事 
实 , 这 个 理想 是 仅 由 一 个 数 2 所 产生 的 ,所 以 它 恰巧 也 是 主 
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如 果 理 想 (w ,wz ，…，, ar) 中 的 每 一 个 成 员 也 是 理想 (有 , P, 
… ,BB,) 的 成 员 , 反 之 也 对 , 则 两 理想 相等 . 为 了 处 理 因 子 分 解 的 问 
AR ,我 们 必须 首先 考虑 两 个 理想 的 乘积 , K 中 的 理想 A = (m. ons 
a, ) me B= (Boo, B) 的 乘积 定义 为 理想 
= (afi, oP, ah, +, Bs, ++, af). 
很 明显 ， ARRETAADAT AAN. 凭借 这 个 定义 ,如 果 存 
在 一 个 理想 CC 使 得 B = AC, 我 们 就 可 以 说 A MM iU AIB, 


并 称 A 是 B 的 因子 . 正 像 上 面 普通 整数 的 例子 已 经 启示 的 ,B 的 
元 素 被 包含 在 A 的 元 素 之 中 ,并 且 普 ORE kth oh 
RE. 


类 似 于 通常 素数 的 理想 称 为 素 理想 . 这 样 的 理想 PP 定义 为 除 
去 自身 和 理想 (1) 外 不 含有 其 他 因子 的 理想 ,所 以 已 不 被 包含 在 
K 的 任何 其 他 理想 之 中 . 由 于 这 个 理由 , 素 理想 也 被 称 做 是 最 大 
的 .所 有 这 些 定 义 和 定 理 都 导致 关于 代数 数 域 K 的 理想 的 基本 定 
理 . 任何 一 个 理想 仅 能 被 有 限 个 理想 所 整除 ,并且 如 果 一 个 素 理想 
整除 (同一 个 数 类 的 ) 两 个 理想 的 乘积 AB, 则 它 整 除 A RB. 最 
后 ,理想 论 中 的 基本 定理 是 ,每 一 个 理想 能 唯一 地 分 解 为 素 理想 . 

在 关于 形 如 a 十 bYVD (D 为 整数 ) 的 代数 数 域 的 最 早 的 例子 
中 ,我 们 发 现 ,有 些 代数 数 域 多 许 有 这 些 域 的 代数 整数 的 唯一 因子 
分 解 , 另 一 些 由 不 允许 . 允许 或 不 允许 这 一 问题 的 答案 是 由 下 述 定 
理 给 出 的 :代数 数 域 K 的 整数 能 唯一 地 分 解 为 素 因 子 的 充 要 条 件 
是 ,K 中 所 有 的 理想 都 是 主 理想 . 

从 Dedekind 著作 中 的 这 些 例子 可 以 看 出 ,他 的 理想 的 理论 实 
际 上 是 普通 整数 的 一 般 化 . 特别 是 ,他 的 著作 提供 了 代数 数 域 的 概 
念 和 性 质 ,使 别人 能 够 去 建立 唯一 因子 分 解 定理 . 

Leopold Kronecker(1823 一 1891) 是 Kummer 的 得 意 门 生 , 他 
接替 Kummer 在 柏林 大 学 任教 授 . 他 继续 研究 代数 数 的 问题 ,并 
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沿 着 类 似 于 Dedekind 的 路 线 发 展 了 它 . Kronecker 的 博士 论文 
《 论 复 可 逆 元 素 》 是 他 在 这 个 论题 上 的 第 一 项 工作 . 这 篇 论文 写 于 
1845 年 ,但 直到 很 晚 才 发 表 中 . 论文 中 讨论 在 Gauss 所 创立 的 代 
数 数 域 中 可 能 存在 的 所 有 可 逆 元 素 . 

Kronecker 创立 了 另 一 种 域 论 (有 理性 域 ) 包 . 由 于 他 考虑 了 
任意 个 变量 (未 定量 ) 的 有 理 函 数 域 , 他 的 域 的 概念 比 Dedekind 的 
更 一 般 . 特别 地 ,Kronecker 引进 了 (1881) 添 加 于 域 的 未 定量 的 概 
念 , 未 定量 恰 是 一 个 新 的 抽象 量 . 用 增加 未 定量 去 推广 域 的 这 种 思 
想 , 成 为 他 的 代数 数 的 理论 的 基石 . 在 这 里 他 用 了 由 Liouville, 
Cantor 和 其 他 数学 家 所 建立 的 关于 代数 数 与 超越 数 的 差别 的 知 
识 . 特别 是 他 注意 到 , 如果 z 是 域 K 上 的 一 个 超越 数 (z 是 一 个 未 
定量 ), 则 由 添加 未 知 量 x FK MENR K), ERES K 
与 x 的 最 小 域 , 同 构 于 系数 在 K 中 的 一 个 变量 的 有 理 函 数 所 生成 
的 域 天 [zj .他 确实 强调 过 ,这 个 未 定量 仅 是 一 个 代数 元 素 ,而 不 
是 一 个 分 析 意 义 下 的 变量 @. 然后 他 在 1887 年 仿 证 明了 ,对 每 一 
个 普通 素数 p, 在 具有 有 理 系 数 的 多 项 式 环 Q(x) 中 存在 一 个 相应 
的 素 多 项 式 p(x), 它 在 有 理 域 Q 中 是 不 可 约 的 . 两 个 多 项 式 若 以 
给 定 的 素 多 项 式 p(x) 为 模 同 余 就 认为 相等 , 据 此 ,在 Q(z) 中 一 切 
多 项 式 的 环 就 变 成 了 同 余 类 的 域 ,这 个 域 与 由 添加 p(x) = 0 的 一 
AR a FRK 而 产生 的 代数 数 域 K (8) 具 有 相同 的 代数 性 质 . 在 
这 里 他 用 了 Cauchy 曾经 用 过 的 思想 , 即 用 多 项 式 关于 模 rt A 
余 而 引进 虚数 . 在 这 同一 部 著作 中 他 说 明了 ,代数 数 的 理论 独立 于 
代数 基本 定理 和 完备 的 实数 系 的 理论 . 


Q Jour, für Math. , 93,1882, I~ 52 = Werke, 1,5 —71. 

© "Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Gróssen," Jour, 
für Math. , 92,1882, 1 — 122 — Werke, 2,237 ~387; 也 被 G. Reimer HAR, 1882. 

Q Werke, 2,253. 

@ Werke, 2,339. 

®© Jour. für Math. , 100,1887, 490 ~ 510 = Werke, 3,211— 240. 


4. Dedekind 的 理想 233 J 


在 他 的 域 论 中 (在 “Grundzige" 中 ) ,其 元 素 是 从 域 K 出 发 然 
后 添加 未 定量 x ,x:，…, x, 而 形成 的 ,Kronecker 引进 了 模 系 的 
概念 ,这 相当 于 Dedekind 理论 中 的 理想 . 对 Kronecker 而 言 ,一 个 
模 系 是 ”个 变量 rz ,xs,…, Xx, 的 多 项 式 的 一 个 集合 M, 具 有 下 
述 性 质 :如 果 Pi 和 P 属于 这 个 集合 , 则 已 t+ P; 也 属于 这 个 集 
a. 如 果 已 属 于 这 个 集合 ,而 Q 是 zz， …，m 的 任 一 多 项 式 ， 
则 QP 也 属于 这 个 集合 . 

模 系 M 的 一 组 基 (basis) 是 指 M 的 多 项 式 Bi, Bo, … 的 任何 
一 个 集合 ,使 得 M 的 每 一 个 多 项 式 都 可 表 为 形式 

R,B, 十 民 B 十 … 
iR, R, .是 党 数 或 多 项 式 (不 必 属于 M). 在 Kronecker 的 
一 般 域 中 ,可 除 性 理论 是 依据 模 系 定义 的 ,很 像 Dedekind 用 理想 
KEM. 

代数 数论 的 工作 在 19 世纪 以 Hilbert 的 “ 论 代数 数 ”" 的 著名 
报告 了 为 顶峰 , 这 个 报告 主要 是 记述 那个 世纪 内 所 做 的 工作 的 . 但 
xe, Hilbert 重新 整理 了 所 有 这 些 早期 的 理论 ,并 且 给 出 了 获得 这 
些 结 果 的 新 颖 .漂亮 而 强 有 力 的 方法 . MAA) 1892 年 起 ,他 在 代数 
数论 中 已 开始 创立 的 新 概念 以 及 关于 Galois 数 域 的 一 个 新 创造 
也 一 并 组 织 进 这 个 报告 中 了 . 其 后 , Hilbert 和 许多 其 他 人 大 大 地 
扩展 了 代数 数论 . 但是, 这些 后 来 的 发 展 ,相对 于 Galois 域 ,相对 
于 Abel 数 域 和 类 域 , 都 刺激 着 20 世纪 的 大 量 工作 ,这 些 都 主要 是 
专家 们 所 关心 的 

代数 数论 ,本 来 是 研究 古老 数论 中 的 问题 的 解 的 一 种 方案 , 自 
身 却 变 成 了 一 个 目的 . 它 终 于 在 数论 和 抽象 代数 之 间 占 据 了 一 席 
之 地 . 而 现在 ,数论 和 近世 高 等 代数 也 被 吸收 到 代数 数论 之 中 了 . 
当然 ,代数 数论 在 普通 数论 中 也 产生 了 新 的 定理 . 


@ “Die Theorie der algebraischen Zahtkorper” (RARR ir] BEC), Jahres. der 
Deut. Math. - Ver, ,4,1897, 175 ~ 546 = Ges, Abh. , 1,63~ 363, 
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5. 型 的 理论 

数论 中 的 另 一 类 问题 是 整数 的 型 表示 . 表达 式 

(3) ax’ + 2bry t cy’, 
Hp a, bic 是 整数 ,是 一 个 二 元 型 ,因为 它 包 含 着 两 个 变数 ; 它 
又 是 一 个 二 次 型 ,因为 它 是 二 次 的 ,一 个 数 M 称 为 用 型 表 出 ,如果 
对 于 ac, b,c, x My 的 特殊 整数 值 ,上 一 表达 式 等 于 M. 一 个 问题 
是 要 找 一 组 数 , 它 们 能 被 已 给 的 型 或 一 类 型 所 表 出 . 逆 问 题 是 ,已 
给 M 与 已 给 a ,5 NL c 或 某 些 类 的 a, b Me, BRAK MHz 
Ay 的 值 ,这 也 是 同等 重要 的 . 后 一 问题 属于 Diophantine 分 析 ， 
而 前 一 问题 也 一 样 可 以 看 成 是 这 一 课题 的 一 部 分 . 

在 这 些 问 题 方面 Euler 得 到 了 一 些 特殊 的 结果 . Lagrange 却 

作出 了 关键 性 的 发 现 : 如 果 一 个 数 能 被 一 个 型 所 表 出 , 它 就 能 被 许 
多 另外 的 型 所 表 出 ;他 称 这 些 型 是 等 价 的 . 后 者 可 从 原始 型 用 变数 
变换 
(4) x =ar thy’,y= yr’ ty’ 
来 得 到 ,这 里 a, P, y 和 6 RERA, HA od — By = 1. OFF BIE, 
Lagrange WH T ,对 于 一 个 已 给 的 判别 式 (discriminant,Gauss 使 
Hi f determinant) f — ac, 存在 着 有 限 个 型 ,使 得 具有 这 一 判别 
式 的 每 一 个 型 等 价 于 这 有 限 个 型 中 的 一 个 . 从 而 所 有 具有 已 给 判 
别 式 的 型 可 被 划分 归 类 ,每 一 类 由 等 价 于 那个 类 中 的 一 个 成 员 的 
一 切 型 所 构成 . 这 一 结果 以 及 由 Legendre 归纳 地 得 出 的 一 些 结果 
引起 了 Gauss 的 注意 . Gauss 迈 出 了 大 胆 的 一 步 ,从 Lagrange 的 
著作 中 抽象 出 了 型 的 等 价 的 概念 ,并 致力 于 此 . 他 的 《探讨 》 的 第 五 
节 , 一 个 出 乎 寻常 的 最 大 的 一 节 , 就 是 专注 于 这 一 课题 的 . 


(D NouvMém. de l'Acad. de Berlin, 1773, 263 ~ 312; 5j 1775, 323 ff. — 
Œuvres , 3,693795. 
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Gauss 系统 化 了 并 扩展 了 型 的 理论 . 他 首先 定义 了 型 的 等 价 . 


设 用 (4) 把 
F = ax! + 2bry + cy! 

变换 为 型 F — a'x" 4 26x! y! tey”. 
那么 b? — a'c' = (È —ac) (od — By)’. 
如 果 现 在 (ad — By)? = 1, 这 两 个 型 的 判别 式 就 相等 了 . 于 是 变换 
(4) 的 道 变换 将 同样 包含 整 系数 (根据 Cramer 法 则 ) ,并 将 FE 
HF. FMF RAS ON. WR od — By = 1, WF MF RAMA 
Sots MR od — By —— 1, 则 下 和 F' 称 为 非 固有 等 价 . 

Gauss 证 明了 一 系列 关于 型 的 等 价 的 定理 . 例如 ,如 果 下 等 价 
FF hm PEF FP SO Fn FSF’ 
数 M BEAR F RAMEE F RH, HE MR II IPC E 
多 . 然后 他 说 明 ,在 FMF EMRE, KRM FERA 
FUN ATA Em. YE x 和 y 的 值 是 互 素 的 情况 ,他 也 找到 了 已 知 数 
M 被 型 下 表 出 的 一 切 表 示 . 

由 定义 ,两 个 等 价 的 型 的 判别 式 D = 太一 ac 有 相同 的 值 , 然 
而 两 个 有 相等 判别 式 的 型 却 未 必 等 价 . Gauss 说 明了 所 有 具有 一 
个 已 给 DD 的 型 可 以 被 划分 归 类 ; 任 一 类 的 成 员 都 是 彼此 固有 等 价 
的 . 虽然 具有 一 个 已 给 D 的 型 的 个 数 是 无 限 的 ,但 是 对 于 一 个 已 
给 D 的 类 的 个 数 却 是 有 限 的 . 在 每 一 类 中 一 个 型 可 被 取 为 代表 ， 
Gauss 给 出 了 选择 最 简单 代表 的 准则 .所 有 以 D 为 判别 式 的 型 中 
最 简单 的 型 是 a = 1, 5 = 0, c= 一 D. 他 称 这 样 的 型 为 主要 型 , 它 
所 属 的 类 为 主要 类 ， | 

接着 ,Gauss 着 手 研究 型 的 复合 (乘积 ). 如 果 型 

F = AX! 十 2BXY 十 CY2， 
在 替换 X = pizz’ 十 加 zy + pzy + pyy’, 
Y = qar’ + gry t qix y a qu yy! 

之 下 被 变换 为 两 个 型 
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f = ax? +2bry + cy? Il f£ — a'r” 26x! 十 cy 

的 乘积 ,那么 就 称 下 可 被 变换 为 ff'. 更 进一步 ,如 果 六 个 数 
Pige T qi Pz, Pigs Ps Didi ~Qi Pas + 
P2ds — 42 Ps, Peda ~ Qo Ps» P3ds — G3 Psy 

没有 公 因 数 , 则 称 下 是 型 f 入 的 复合 . 

于 是 Gauss 就 能 证 明 一 个 重要 定理 :如 果 Ss 属于 同一 
类 ,市 fue 属于 同一 类 , 则 由 了 和 产 所 复合 的 型 与 由 & 和 gg 所 
复合 的 型 属于 同一 类 . 于 是 人 们 就 可 以 谈 到 由 两 个 (或 更 多 ) 给 定 的 
型 的 类 所 复合 的 型 的 类 . 在 这 种 类 的 复合 中 ,主要 类 起 了 单位 类 的 
作用 ,就 是 说 ,如 果 类 K 与 主要 类 相 复 合 , 则 得 出 的 类 仍 将 是 K. 

Gauss 又 转向 处 理 三 元 二 次 型 

Ax" + 2Bry + Cy! 十 2Drz + 2Eyz + Fz’, 

这 里 系数 都 是 整数 ,并 且 作 了 极 类 似 于 他 对 于 二 元 型 所 作 过 的 研 
3t. 在 二 元 型 的 情况 ,目标 是 整数 的 表示 . Gauss 对 三 元 型 的 理论 
未 作 深入 研究 ， 

关于 型 的 理论 的 全 部 工作 之 目的 ,已 如 所 述 ,就 是 要 建立 数论 
中 的 一 些 定理 . Gauss 在 他 研究 型 的 过 程 中 表明 ,这 一 理论 能 怎样 
被 用 于 证 明 任何 多 个 关于 整数 的 定理 ,其 中 包括 许多 早已 被 Eul- 
er 和 Lagrange 等 人 证 明 过 的 定理 . 例如 ,Gauss 证 明了 ,任何 形 如 
4n+ 1 的 素数 能 用 一 种 而 且 仅 是 一 种 方法 表示 为 平方 和 . 任何 形 
如 8n 十 1 或 8n 十 3 的 素数 能 用 一 种 而 且 仅 是 一 种 方法 表示 为 型 
x cy (对 正 整数 x fly 而 言 ). 他 阐明 了 如 何 去 找 一 个 已 知 数 
M 在 已 给 型 sr” 十 2bry 十 cy 下 的 所 有 表示 . 这 里 假定 判别 式 D 
是 一 个 正 的 非 平方 数 . 更 进一步 ,如 果 KK 是 一 个 基本 型 (a, be 
的 值 是 互 素 的 ), 带 有 判别 式 D, 并 且 p 是 一 个 能 除 尽 D 的 素数 ， 
那么 不 能 被 p 整除 而 能 被 表 出 的 诸 数 或 者 都 是 p 的 二 次 剩余 ， 
或 者 都 是 p 的 二 次 非 剩 余 . 

在 Gauss 关于 三 元 二 次 型 的 工作 所 引出 的 结果 中 有 下 述 定 
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理 的 首次 证 明 : 每 一 个 数 能 表示 成 三 个 三 角 数 的 和 . 我 们 记得 ,这 
些 数 是 
1,3, 6, 10, 15,7, 

他 也 重新 证 明了 已 被 Lagrange 证 明 过 的 定理 :任何 一 个 正 整 数 能 
表示 为 四 个 数 的 平方 和 . 谈 到 这 个 结果 时 值得 顺便 提 一 下 ,1815 
年 Cauchy 在 巴黎 科学 院 宣读 了 一 篇 论文 ,论文 中 建立 了 一 个 首 
先 为 Fermat 所 断言 的 一 般 性 的 结果 :每 一 个 整数 是 & 或 低 于 & 的 
k 角 数 之 和 (一 般 ARE n + (P 一 n)(k 一 2)/2). 

Gauss 提出 的 二 元 的 和 三 元 的 二 次 型 的 代数 理论 有 一 个 有 趣 
的 几何 模拟 ,这 是 Gauss 自己 首先 发 端的 . 出 现在 1830 年 的 《 格 丁 
ARIK) © EX T Ludwig August Seeber 写 的 三 元 二 次 型 的 一 本 
书 的 书评 中 ,Gauss 概述 了 他 的 型 和 型 类 的 几何 表示 人 @. 这 个 工作 
是 所 谓 数 的 几何 理论 的 发 展 的 一 个 开端 . Hermann Minkowski 
(1864 一 1909) 兽 历任 几 个 大 学 的 数学 教授 , 当 他 发 表 了 他 的 《 数 的 
几何 》(Geometrie der Zahlen, 1896) Z Ji ,这 一 理论 才 得 到 显著 的 
地 位 . 

在 19 世纪 的 数论 中 ,型 的 理论 成 为 一 个 主要 的 课题 , 关于 二 
元 的 和 三 元 的 二 次 型 以 及 多 元 的 和 高 次 的 型 ,许多 人 作 了 进一步 
的 研究 外. 


2 * 


6. 解析 数论 
数论 中 的 一 个 重要 发 展 是 解析 方法 和 解析 成 果 的 导入 ,以 表 


© Mém. de l'Acad. des Sci., Paris, (1),14, 1813 一 1815, 177 ~ 220 = 
Œuvres , (2),6,320— 353. 

© Werke, 2,188~196. 

@ Felix Klein 在 他 的 Entwicklung (KE 末尾 的 参考 书目 ) pp. 35~39, AR 
了 Gauss 的 概述 ， 

© ”进一步 的 细节 见 参考 文献 中 Smith 和 Dickson 的 工作 . 
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达 和 证 明 有 关 整 数 的 事实 . 实际 上 , Euler 已 经 在 数论 中 用 了 分 析 
(ULF Tl) Jacobi 用 椭圆 函数 得 到 了 同 余 论 和 型 的 理论 中 的 一 些 
结果 中. 然而 Euler IEEE AL AF RI RETE QR , Jacobi 的 数 
论 成 果 几 乎 是 他 的 分 析 著 作 的 偶然 的 副 

分 析 的 第 一 个 深刻 的 经 过 精心 考虑 的 用 途 是 由 Peter Gustav 
Lejeune-Dirichlet(1805 一 1859) 为 了 处 理 一 个 看 来 是 明白 的 代数 
问题 而 作出 的 . 他 是 Gauss 和 Jacobi 的 学 生 , 在 布雷 斯 劳 和 柏林 
4 BU ,后 来 在 格 丁 根 接替 Gauss. Dirichlet 的 伟大 著作 《数论 讲 
X. )(Vorlesungen über Zahlentheorie )® iE AiE T Gauss 的 《 探 
讨 》, 并 给 出 了 他 自己 的 贡献 . 

引起 Dirichlet 去 应 用 分 析 的 问题 是 证 明 每 一 个 算术 序列 

a, a+b, a+2b, a+3b, +, ad nb, - 

中 包含 无 穷 多 个 素数 ,这 里 < 和 4 BEAM. Euler® 和 Legen- 
dre9 JE H4 T 3x — 358 18 , E 1808 年 Legendre@@ 给 出 了 一 个 证 明 ,但 
含有 错误 ,在 1837 年 Dirichlet@ 给 出 了 一 个 正确 的 证 明 . 这 个 结 
果 推 广 了 Euclid 关于 在 序列 1,，2，3，… 中 包含 有 无 穷 多 个 素数 


的 定理 ,Dirichlet 的 分 析 证 明 长 而 又 繁 . 特别 是 他 用 了 de n* 


现在 被 称 为 Dirichlet BW, HH a, 和 >* 都 是 复数 . Dirichlet 还 还 证 
明了 在 序列 lat nb] 中 的 素数 的 倒数 之 和 是 发 散 的 . 这 就 推广 了 
Euler 关于 通常 素数 的 结果 ( 见 下 面 ). 在 1841 年 @ | Dirichlet 证 明 
了 一 个 关于 在 复数 a 十 i 的 级 数 中 的 素数 的 一 个 定理 . 


(D Jour, firMath., 37,1848,61~94 和 221—254 = Werke, 2,219~288, 

© RAF 1863 年 ,1871 年 .1879 年 和 1894 年 的 二 .三 .四 版 由 Dedekind 作 了 广 
Em. 

@ Opuscula Analytica , 2,1783. 

图 Mém. del'Acad. des Sci. , Paris, 1785 ,465~559, pub. 1788, 

© Théorie des nombres, 2nd ed. , p. 404. 

(D Abh. König, Akad. der Wiss. , Berlin, 1837 ,45—81 和 108—110 = Werke , 
1,307~ 342, 

D Abh. König. Akad. der Wiss. , Berlin, 1841,141~161 = Werke , 2,509532. 
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围绕 着 引进 分 析 的 主要 问题 涉及 到 函数 x(z)，r(z) 表 示 不 
超过 z 的 素数 的 个 数 . 例如 ,x(8) 是 4, 因 为 2,，3, 5 和 7 是 素数 ， 
而 x(11) 是 5. 427 ON, 8 S A A E ARK AMA 
r(z) 的 固有 的 分 析 表 达 式 是 什么 ”Legendre 证 明了 不 存在 有 理 
表达 式 , 他 曾 在 一 个 时 期 内 放弃 了 可 能 找到 任何 表达 式 的 希望 . 那 
时 Euler, Legendre, Gauss 和 其 他 人 都 推测 

. (zr) 
(5) lim Vlog 

Gauss 利用 素数 表 ( 他 事实 上 研究 了 直到 3 000 000 的 一 切 素 

BOR (x) 作 了 猜想 ,并 推断 x(z) 与 | dilog c 的 差 是 很 小 的 . 


_dt/log t 
lim “log 
1848 年 ,彼得 格 勒 大 学 的 教授 Pafnuti L. Tchebycheff 
(1821 一 1894) 继 续 研 究 小 于 或 等 于 z 的 素数 个 数 的 问题 ,并 在 这 
一 古老 问题 上 迈 出 了 一 大 步 , 在 一 篇 关键 性 的 论文 《 论 素数 》@ 中 ， 
Tchebycheff 证 明了 


A, < Z0 


x/log x 
这 里 0.922 <A C1 AMI < A, «1.105, 但 是 没有 证 明 这 个 函数 
趋向 于 一 极限 . 这 个 不 等 式 为 许多 数学 家 所 改进 ,这 些 人 中 包括 
Sylvester, 他 在 1881 年 则 其 他 一 些 人 曾 怀 疑 这 个 函数 有 极限 . 
Tchebycheff 在 他 的 著作 中 ,使 用 了 


Ue) = MI, 
我 们 现在 把 它 叫 做 Riemann’ 函数 ,可 是 ,他 是 仅 对 = 的 实 值 应 用 


«A, 


(Q Werke, 2,444~447, 
© Mém. Acad. Sci. St. Peters. , 7,1854,15~33; 也 见 Jour. de Math. , (1), 
17,1852,366—390 = Œuvres, 1,51— 70. 
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XX P ER CR. (这 个 级 数 是 Dirichlet 级 数 的 一 种 特殊 情况 . ) 在 同 
一 篇 论文 中 ,他 还 顺便 证 明了 ,对 x> 3, fE n 2n - 2 2 IR] RP 
总 有 一 个 素数 存在 . 

实 z 的 5 函数 出 现在 Euler 的 一 本 著作 中 ,他 在 其 中 引 
进 了 _ . F 

()-XI-I(-z. 
这 里 p, 都 是 素数 . Euler 用 这 个 函数 去 证 明 素 数 的 倒数 之 和 是 
发 散 的 , 对 * 的 偶 的 正 整数 值 , Euler 知道 $s) 的 值 ( 见 第 20 章 第 
4 节 ). 然后 在 一 篇 宣读 于 1749 年 的 论文 @ 中 ,Euler 断言 对 实 
Rs, 
EC = s) = 2(2m) ‘cos ST G)EG). 

他 说 他 验证 这 一 方程 一 直到 了 对 它 无 可 怀疑 的 程度 . 这 个 关系 式 
是 由 Riemann 在 1859 年 的 一 篇 下 面 将 要 提 到 的 论文 中 建立 的 . 
Riemann 用 了 复数 = 的 函数 去 试图 证 明 素数 定理 , 即 上 面 提 到 
的 (5)@. 他 指出 ,要 再 深入 一 步 研究 ,就 应 当知 道 5(x) 的 复 零 点 . 
实际 上 , 当 = 一 z 十 这 时 ,5(z) 对 入 1 不 收敛 ,而 # 在 半 平面 z 苹 
1 内 的 值 是 由 解析 开拓 定义 的 . 他 叙述 了 一 个 假设 :$ 在 带 形 区 域 
0<2<1 中 的 一 切 零点 都 位 于 = > 这 条 线 上 .这 个 假设 一 直 
还 未 被 证 明 @， 

在 1896 年 , Hadamard@ 应 用 (一 个 复 变量 的 ) 整 函数 的 理论 ， 
以 及 证 明 当 z 一 1 时 Ele) 天 0 这 一 决定 性 的 事实 ,终于 证 明了 素 

(D Comm, Acad. Sci. Petrop. , 9,1737,160—188, pub. 1744 = Opera, (1), 

14,216—244. 


© Hist. del’ Acad, de Berlin, 17,1761,83~106, pub. 1768=Opera, (1),15,70—90. 
©  Monatsber. Berliner Akad. , 1859 ,671~680 = Werke, 145—155, 


Q 1914 Æ Godfrey H. Hardy 证 明了 5(z) 有 无 穷 多 零点 位 于 直线 + E 


(Comp. Rend. , 158,1914,1012— 1014 = Coll. Papers, 2,6~9). 
®© Bull. Soc. Math. de France, 14,1896,199—220 = Œuvres, 1,189~210, 
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数 定理 ;他 研究 整 函 数 的 目的 就 在 于 证 明 这 个 素数 定理 . Charles- 
Jean de la Vallée Poussin(1866 一 1962) 关 于 “函数 得 到 同样 的 结 
果 , 并 同时 证 明了 素数 定理 外. 这 个 定理 是 解析 数论 的 中 心 问题 
之 一 . 
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第 35 章 
射影 几何 学 的 复兴 


纯粹 几何 学 的 学 说 往往 会 给 出 ,而 在 许多 问题 中 会 给 出 一 

个 简单 而 自然 的 办 法 来 洞察 诸 真理 的 来 源 ,去 揭露 那 连 接 

它们 的 神秘 链 索 ,去 使 它们 独特 地 、 明 白地、 完全 地 被 认识 . 
Michel Chasles 


1. 对 几何 学 的 兴趣 的 恢复 

在 Descartes 和 Fermat 引进 解析 几何 学 以 后 的 百 余年 里 , 代 
数 的 和 分 析 的 方法 统治 了 几何 学 ,几乎 排斥 了 综合 的 方法 . 在 这 段 
时 期 , 某 些 人 ,例如 坚持 尝试 要 使 微 积分 严格 地 黄 基 于 几何 学 的 那 
些 英国 数学 家 ,综合 地 得 到 过 新 结果 . 几何 的 方法 ,优美 而 且 直 观 
上 清晰 ,总 是 吸引 住 一 些 人 . 特别 是 Maclaurin, 他 喜爱 综合 的 几何 
学 胜 过 分 析 学 . 因此 ,纯粹 几何 学 即使 不 处 在 17 .18 世纪 最 生气 勃 
PDA ARRAY AU, ,也 还 保持 着 一 些 活力 . 19 世纪 初 , 几 位 大 数学 家 
判定 综合 几何 学 过 去 是 被 不 公平 .不 明智 地 忽视 了 ,因而 作出 积极 
的 努力 来 复兴 和 扩展 它 . 

综合 方法 的 新 提倡 者 之 一 ,Jean-Victor Poncelet, 是 承认 旧 的 
纯粹 几何 学 的 局 限 性 的 . 他 说 :“ 解 析 几 何 学 以 其 特有 的 方法 提供 
通用 而 且 一 致 的 手段 去 解决 出 现 的 问题 …… 它 得 出 的 结果 其 普遍 
性 是 无 止境 的 ,然而 男 一 个 [综合 几何 学 ] 却 碰巧 才能 前 进 ;其 办 法 
完全 依靠 使 用 者 的 聪明 ,其 结果 几乎 总 是 局 限于 所 考虑 的 特定 图 
JE. "但 是 ,Poncelet 不 相信 综合 方法 必然 这 样 局 限 ,他 提出 要 创造 
与 解析 几何 学 的 威力 相 匹 敌 的 新 的 综合 方法 . 
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Michel Chasles(1793 一 1880) 是 几何 方法 的 另 一 位 大 支持 者 . 
在 他 的 《几何 方法 的 起 源 和 发 展 的 历史 概述 》(Apercu historique 
sur l'origine et le développement des méthodes en géométrie, 
1837 ,这 是 一 篇 历史 研究 ,其 中 Chasles 声明 他 因 不 懂 德 文 而 未 谈 
到 德国 作者 ) 中 ,他 说 ,当时 的 以 及 更 早 的 数学 家 们 曾 宣称 几何 学 
是 一 种 死 的 语言 ,将 来 不 会 再 有 用 处 和 影响 . Chasles 不 但 否定 这 
种 说 法 ,而 且 引 完全 是 分 析 学 家 的 Lagrange 为 证 . 当 遇 到 天 体力 
学 中 一 个 很 难 的 问题 时 ,60 岁 的 Lagrange 说 DPD:“ 虽 然 分 析 学 也 许 
比 旧 的 几何 学 的 (通常 被 不 适当 地 称 为 综合 的 ) 方 法 要 优越 ,但 是 
在 有 一 些 问题 中 ,后 者 却 显得 更 优越 ,部 分 是 由 于 其 内 在 的 清晰 ， 
部 分 是 由 于 其 解法 的 优美 平易 , 甚至 还 有 一 些 问题 ,代数 的 分 析 有 
点 不 够 用 ,似乎 只 有 综合 的 方法 才能 制服 . "Lagrange 举 出 的 例证 
是 旋转 椭 球 体 对 其 表面 或 内 部 一 点 (单位 质量 ) 的 引力 这 个 很 难 的 
问题 . 这 个 问题 曾 被 Maclaurin 用 纯粹 综合 的 方法 解决 过 . 

Chasles 还 摘 引 了 比利时 天 文学 家 兼 统计 学 家 Lambert Adol- 
phe Quetelet(1796 一 1874) 给 他 的 信 . Quetelet 说 :我 们 的 大 多 数 
年 轻 数 学 家 这 么 轻视 纯粹 几何 学 ,是 不 恰当 的 . "他 接着 说 ,年 轻 人 
嫌 其 方法 缺乏 普遍 性 ,他 问 道 ,这 究竟 是 几何 学 的 过 错 还 是 研究 几 
何 学 的 人 的 过 错 呢 ? 为 了 克服 缺乏 普遍 性 ,Chasles 向 未 来 的 几何 
学 家 提出 两 条 守则 . 他 们 应 当 把 特殊 的 定理 推广 成 最 普遍 的 (同时 
还 应 是 最 简单 而 自然 的 ) 结 果 . 其 次 ,他 们 不 应 当 满 足 于 一 个 结果 
的 证 明 ,如 果 他 不 是 一 个 一 般 方法 或 所 从 属 的 学 说 的 一 部 分 . 什么 
叫 找到 一 个 定理 的 真正 基础 呢 ? 他 说 ,总 是 有 一 个 主要 的 真理 的 ， 
人 们 会 认 出 它 来 ,因为 别 的 定理 都 将 通过 简单 的 变换 或 作为 容易 
的 推论 而 从 它 得 出 . 作为 知识 的 基础 的 伟大 的 真理 总 具有 简单 和 
直观 的 特色 . 


(D Nouv. Mém. del'Acad. de Berlin, 1773,121~148, pub, 1775 = Œuvres , 
3,617~658, 
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别 的 数学 家 用 比较 粗鲁 的 语言 攻击 分 析 方 法 . Carnot 希望 
“把 几何 学 从 分 析 学 的 画 符 样 难 懂 的 文字 中 解放 出 来 ”. 这 个 世纪 
后 期 ,Eduard Study(1862 一 1922) 称 坐标 几何 学 的 机 器 似 的 过 程 
为 “坐标 磨坊 的 嘎嘎 声 ”. 

对 几何 学 中 解析 方法 的 反对 不 只 是 出 于 个 人 的 偏好 或 口味 . 
首先 ,一 个 真正 的 问题 是 ,到 底 解析 几何 学 是 不 是 几何 学 ”因为 方 
法 和 结果 的 实质 都 是 代数 ,它们 的 几何 意义 都 是 隐藏 的 . 此 外 , 正 
像 Chasles 所 指出 的 ,分 析 学 以 其 形式 过 程 全 部 略 去 了 几何 学 所 
不 断 采 取 的 小 步骤 .分 析 学 的 快速 而 且 也 许 是 渗透 的 步伐 不 显露 
已 经 完成 了 的 事情 的 意义 . 起 点 与 最 终结 果 之 间 的 联系 是 不 清楚 
A). Chasles 问 道 : 在 一 门 科 学 的 哲理 性 的 .基础 的 研究 中 , 交 知 道 
某 件 事 是 对 的 却 不 知道 它 为 什么 对 .不 知道 它 在 所 属 的 真理 系列 
中 处 于 什么 地 位 ,这 难道 够 吗 ?” 另 一 方面 ,几何 的 方法 可 以 得 到 简 
单 的 .直观 上 明显 的 证 明和 和 结论. 

首先 由 Descartes 提出 的 另 一 个 论点 ,在 19 世纪 还 引起 共鸣 . 
几何 学 被 认为 是 关于 空间 和 现实 世界 的 真理 . 代数 学 和 分 析 学 本 
身 , 连 关于 数 和 函数 的 重要 真理 都 算 不 上 . 它们 不 过 是 达到 真理 的 
方法 ,而 且 还 是 矫 揉 造作 的 . 对 于 代数 学 和 分 析 学 的 这 种 着 法 逐渐 
在 消失 . 然而 在 19 世纪 初 这 种 批评 还 是 强 有 力 的 ,因为 分 析 的 方 
法 还 不 完善 ,甚至 逻辑 上 还 不 健全 . 几何 学 家 理直气壮 地 怀疑 解析 
证 明 的 正确 性 , 贬 之 为 仅 供 参考 的 一 些 结果 . 分 析 学 家 却 只 能 回 嘴 
说 几何 的 证 明 是 笨拙 瑟 不 优美 的 . 

论战 的 结局 是 纯粹 几何 学 家 重申 他 们 在 数学 中 的 作用 , 恰 像 是 
内 解析 几何 学 的 创立 使 纯粹 几何 学 被 抛弃 而 向 Descartes 报仇 似 的 ， 
19 世纪 初 的 几何 学 家 们 以 在 几何 学 的 竞赛 中 胜 过 Descartes 作为 他 
们 的 目标 . 分 析 学 家 与 几何 学 家 之 间 的 对 抗 如 此 激烈 ,以 至 Steiner 
(一 位 纯粹 几何 学 家 ) 曾 威胁 要 停止 为 Crelle 的 《数学 杂志 》 写 稿 ,如 
果 Crelle 继续 发 表 Plücker 的 分 析 学 的 文章 的 话 . 
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复兴 综合 几何 学 的 刺激 主要 来 自 一 个 人 
我 们 已 经 谈 到 过 他 对 解析 几何 学 和 微分 几何 学 的 宝贵 贡献 以 及 他 
1795 至 1809 年 间 在 多 科 工 艺 学 校 的 鼓舞 人 心 的 讲演 . Monge 本 
人 并 不 企图 做 更 多 的 事 , 只 不 过 是 想 把 几何 学 带 回 到 数学 圈子 里 
来 ,作为 分 析 学 结果 的 有 启发 性 的 途径 和 解释. 他 只 企图 使 两 种 思 
想 方 法 并 重 . 然而 ,他 自己 的 几何 学 研究 和 他 对 几何 学 的 热情 在 他 
的 学 生 们 , Charles Dupin, François-Joseph Servois, Charles- 
Julien Brianchon, Jean-Baptiste Biot (1774—1862),Lazare-Nich- 
olas-Marguerite Carnot 和 Jean-Victor Poncelet 之 中 激发 起 复兴 
纯粹 几何 学 的 强烈 愿望 . 

Monge 对 纯粹 几何 学 的 贡献 是 他 的 《 画 法 几何 学 》( Traizé 
de géométrie descriptive, 1799). 这 门 学 科 是 讲 怎 样 把 三 维 物体 
正 交 投影 到 两 个 (一 个 水 乎 的 .一 个 垂直 的 ) 平 面 上 ,使 得 从 这 个 
表示 法 可 以 推断 该 物体 的 数学 性 质 . 这 种 图 解法 适用 于 建筑 学 、 
堡垒 设计 、 透 视 学 、 木 匠 业 和 石匠 业 , 而 旦 是 第 一 次 讨论 三 维 图 
形 到 两 个 二 维 图 形 的 投影 . 画 法 几何 学 的 思想 和 方法 并 没有 成 
为 通 向 几何 学 后 来 发 展 的 道路 ,或 者 通 向 数学 的 任何 别 的 部 分 
的 道路 ， 


Gaspard Monge. 


2. 综合 的 Euclid 几何 学 

虽然 Monge 所 鼓动 起 来 的 几何 学 家 们 去 搞 射影 几何 学 了 ,但 
我 们 先 停 下 来 看 看 综合 的 Euclid 几何 学 中 的 一 些 新 成 果 . 这 些 成 
RR ,或 许 重要 性 不 大 ,然而 显示 出 这 门 古老 学 科 的 新 的 主题 和 几乎 
无 穷 无 尽 的 丰富 多 彩 . 实际 上 产生 了 数 以 百 计 的 新 定理 ,我 们 只 能 
从 中 举 几 个 例子 . 

每 个 三 角形 ABC 有 九 个 特别 的 点 :各 边 的 中 点 .三 条 高 的 垂 
足 \ 以 及 各 顶点 与 甜心 连 线 的 中 点 . 这 九 个 点 全 在 一 个 圆周 上 , 叫 
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(7L ABL. 这 定理 是 Gergonne 与 Poncelet 首先 发 表 的 0. 它 常 被 归 
IF Karl Wilhelm Feuerbach(1800— 1834) ,一 位 高 中 教师 ,他 的 
证 明 发 表 在 《4 直 边 三 角形 的 一 些 特殊 点 的 性 质 》( Eigenschaften 
einiger merkwiirdigen Punkte des geradlinigen Dreiecks, 1822) 
里 .在 这 本 书 里 , Feuerbach 添加 了 关于 九 点 圆 的 另 一 个 事实 . 59 
切 贺 是 与 一 条 边 和 另外 二 条 边 的 延长 线 相 切 的 圆 .〈 旁 切 圆 的 圆心 
位 于 两 个 外 角 和 较 远 的 那个 内 角 的 分 角 线 上 . ) Feuerbach 的 定理 
说 , 九 点 圆 与 内 切 圆 以 及 三 个 旁边 圆 都 相 切 . 

在 1816 年 出 版 的 一 本 c 
小 书 《平面 直 边 三 角形 的 一 Mi 
HE ovk Om ( Über einige 
Eigenschaften des ebenen J! 
geradlinigen Dreiecks ) rH, 4 aN 
Crelle 指出 怎样 在 一 个 三 角 图 35.1 
形 内 部 求 一 点 也, 使 得 P 与 三 角形 的 顶点 的 连 线 和 三 角形 的 边 作 
成 相等 的 角 . 就 是 说 ,在 图 35. 1 中 41 一 42 = 人 3 .还 有 另 一 点 
P’ ,使 得 人 P'AC = 了 PCB = Z P'BA. 

我 们 知道 ,圆锥 曲线 曾 被 Apollonius 看 做 是 圆锥 的 截 口 而 明 
确 地 讨论 过 ,后 来 在 17 世纪 又 被 作为 平面 上 的 轨迹 引进 过 . 1822 
年 Germinal Dandelin(1794 一 1847) 证 明 了 关于 圆锥 曲线 与 圆锥 
的 关系 的 一 个 十 分 有 趣 的 定理 多 . 他 的 定理 说 ,如 果 两 个 球面 内 切 
于 一 个 圆锥 并 且 都 与 一 个 已 知 平面 相 切 ,该 平面 与 圆锥 交 于 一 条 
圆锥 曲线 ,那么 球面 与 平面 的 接触 点 是 圆锥 曲线 的 焦点 ,球面 与 圆 
锥 相 切 的 圆 所 在 的 平面 同 已 知 平面 的 交 线 是 圆锥 曲线 的 准 线 . 

19 世纪 时 人 们 探讨 的 另 一 个 有 趣 的 主题 是 用 纯 几 何 的 方法 ， 
也 就 是 不 依靠 变 分 法 ,求解 极 大 极 小 问题 . 在 Jacob Steiner 用 综 


D Am. de Math, , 11,1820/1821 ,205~ 220, 
@ Nouv. Mém. del'Acad, Roy. des Sci. , Bruxelles, 2,1822,169--202. 
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合 方 法 证 明 的 几 个 定理 中 ,最 著名 的 结果 是 等 周 定理 :在 具有 一 定 
周 长 的 所 有 平面 图 形 中 ,圆周 包围 着 最 大 的 面积 . Steiner 给 出 了 
各 种 各 样 的 证 明 中 . 可 惜 Steiner 假定 了 存在 着 一 条 曲线 它 确实 包 
围 着 最 大 的 面积 . Dirichlet 好 几 次 试图 说 服 他 ,说 因此 他 的 证 明 是 
不 完全 的 ;但 是 Steiner 坚持 说 这 是 不 证 自明 的 . 然而 有 一 次 他 的 
人 确 写 过 (在 1842 年 文章 的 第 一 篇 中 ) 号 ;“ 而 如 果 假 定 有 一 个 最 大 
的 图 形 ,证 明 就 是 轻而易举 的 .” 

极 大 化 曲线 的 存在 性 证 明 难 住 了 数学 家 们 好 些 年 ,直到 
Weierstrass 在 他 1870 年 代 的 讲演 中 求助 于 变 分 法 令 解决 了 这 个 
问题 为 止 . 其 后 Constantin Caratheodory(1873 一 1950) 和 Study? 
在 一 篇 合 写 的 文章 中 不 用 变 分 法 而 严格 化 了 Steiner 的 证 明 . 他 们 
的 证 明 ( 有 两 个 ) 是 直接 的 ,不 像 Steiner 的 方法 是 间接 的 . 在 偏 微 
分 方程 和 分 析 学 中 做 过 伟大 的 工作 并 曾 在 包括 格 丁 根 和 柏林 在 内 
的 几 所 大 学 当 过 教授 的 Hermann Amandus Schwarz, 对 三 维 的 等 
周 问 题 给 了 一 个 严格 的 证 明 人 @， 

Steiner 也 证 明了 (在 1842 年 文章 的 第 一 篇 中 ) 在 具有 一 定 周 
长 的 所 有 三 角形 中 ,等 边 三 角形 具有 最 大 的 面积 . 他 的 另 一 个 结 
RO ii, MRA, B, C 是 给 定 的 三 点 (图 35. 2) 并 且 三 角形 ABC 
的 每 个 角 都 小 于 1207 ,那么 使 PA 十 PB 十 PC 最 小 的 点 P 正好 使 
P 处 的 每 个 角 都 是 1207. 但 是 如 果 三 角形 的 一 个 角 , 比方 说 角 A, 
等 于 或 大 于 1207,88 P 5 A 重合 . 这 个 结果 很 时 以 前 Cavalieri 
(六 道 几 何 练 习题 》, 1647) 就 证 明 过 ,但 Steiner 一 定 不 知道 . 

D Jour. für Math., 18,1838, 281 ~ 296; VA & 24, 1842, 83 — 162,189 ~ 250; 
1842 年 的 文章 收 在 他 的 Ges. Werke , 2,177~ 308, 

Q Ges. Werke, 2,197, 

@ Werke, 7,257~264 ,301~302. 

@ Math. Ann. , 68,1909, 133 ~ 140 = Caratheodory , Ges, math. Schriften, 
2,3—11 

© Nachrichten König. Ges. der Wiss. zu Gött. ; 1884, 1 ~ 13 = Ges. math. 


Abh, 2,327~340. 
©  Monatsber, Berliner Akad. , 1837, 144 = Ges. Werke, 2,93 和 729—731. 
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图 35.2 图 35.3 

Steiner 也 把 这 结果 推广 到 ?个 点 . 

Schwarz 解决 了 下 面 的 问题 :已 知 一 个 锐角 三 角形 ,考虑 所 有 
这 样 的 三 角形 ,其 每 个 顶点 都 在 原来 那个 三 角形 的 三 条 边 上 ;问题 
是 要 找 出 周 长 最 短 的 三 角形 . Schwarz 综合 地 证 明了 这 个 周 长 
最 短 的 三 角形 的 三 顶点 就 是 已 知 三 角形 的 三 个 高 的 垂 足 (图 
35. 3)®. 

Euclid 几何 学 的 一 条 新 奇 的 定理 ,在 1899 年 被 约翰 斯 ， EE 
金 斯 大 学 数学 教授 Frank Morley 所 发 现 , 后 来 许多 人 发 表 了 它 的 
WHS, 这 定理 说 ,如 果 画 出 一 个 三 角形 的 每 个 顶 角 的 三 等 分 线 ， 
则 相 邻 的 三 等 分 线 就 相交 于 一 个 等 边 三 角形 的 顶点 (图 35. 4). 新 
奇 处 在 于 涉及 角 三 等 分 线 . 直到 19 世纪 中 时 ,没有 一 个 数学 家 会 
去 考虑 这 些 线 , 因 为 只 有 可 以 作 图 的 那些 元 素 和 图 形 才 被 认为 在 
Euclid 几何 学 中 是 合法 的 . 可 作 图 性 保证 了 存在 性 . 然而 ,关于 确 
立 存在 性 的 观念 改变 了 ,这 一 点 当 我 们 考察 关于 Euclid 几何 学 的 
逻辑 基础 的 研究 工作 时 将 看 得 更 清楚 . 

沿 着 Mohr 和 Mascheroni( 第 12 章 第 2 节 ) 所 开创 的 路 线 , 为 
减少 直 尺 和 圆规 的 使 用 作 了 若干 努力 . Poncelet 在 他 1822 年 的 


Q 文章 未 发 表 ,Ges. Math. Abh. , 2,344— 345. 

@ Schwarz 的 证 明 可 以 在 Richard Courant 与 Herbert Robbins 的 What is 
Mathematics? Oxford University Press, 1941, pp. 346—349 中 找到 . J. F. de Toschi di 
Fagnano(1715 一 1797) 给 出 一 个 不 用 微 积分 的 证 明 , 见 于 Acta Eruditorum, 1775, p. 
297, 在 Schwarz 之 前 有 过 不 那么 优美 的 几何 的 证 明 . 

© 一 个 证 明 , 以 及 已 发 表 的 证 明 的 参考 资料 , 见 H. S. M. Coxeter, Introduction 
to Geometry, John Wiley and Sons, 1961, pp. 23~25. 
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图 35.4 


《论著 》 中 证 明了 能 用 直 尺 和 圆规 人 散 的 所 有 的 作 图 (除了 作 圆 弧 以 
外 ) 都 能 只 用 直 尺 做 到 ,只 需 事先 给 我 们 一 个 固定 的 圆 及 其 圆心 - 
Steiner 在 一 本 小 书 《 用 直 尺 和 一 个 定 圆 进行 的 几何 作 图 》( Die 
geometrischen Constructionen ausgeführt mittelst der geraden 
Linie und eines festen Kreises ) 了 中 更 优美 地 重新 证 明了 这 个 结 
A. 虽然 Steiner 这 本 书 是 为 教育 的 目的 写 的 ,但 他 在 序言 里 宣称 
他 将 证 明 一 位 法 国 数学 家 表达 过 的 一 个 猜想 . 

关于 用 综合 方法 证 明 的 Euclid 几何 学 定理 的 上 述 简 短 选 讲 ， 
不 应 给 读者 留 下 解析 几何 的 方法 没有 人 用 的 印象 . 事实 上 ,Ger- 
gonne 给 出 了 许多 几何 定理 的 解析 证 明 , 发 表 在 他 创办 的 杂志 《 数 
学 纪事 》(Annales de Mathématiques) E. 


3. 综合 的 射影 几何 学 的 复兴 

Monge 和 他 的 学 生 从 事 的 主要 领域 是 射影 几何 学 . 这 门 学 科 
在 17 世纪 曾经 有 过 相当 活跃 然而 短暂 的 突进 (第 14 3€) ,但 是 被 
”解析 几何 、 微 积分 和 分 析 学 的 兴起 所 淹没 了 . 我 们 已 经 提 到 过 ， 
Desargues 1639 年 的 主要 工作 被 忽略 至 1845 年 ,而 Pascal 关于 圆 
锥 曲线 的 主要 论文 (1639) 一 直 没 有 找到 . 只 有 La Hire 的 书 可 供 
使 用 , 其 中 采用 了 Desargues 的 某 些 结果 ，19 世纪 的 人 常 错 把 从 


(D 1833 出 版 = Werke , 1,461—522. 
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La Hire 的 书 中 学 到 的 东西 归功 于 La Hire. 但 是 ,整个 说 来 ,这 些 
几何 学 家 不 知道 Desargues 和 Pascal 的 工作 而 不 得 不 重 做 . 

射影 几何 学 的 复兴 始 于 Lazare N. M. Carnot(1753—1823), 
他 是 Monge 的 学 生 ,杰出 的 物理 学 家 Sadi Carnot 的 父亲 . 他 的 主 
要 著作 是 《位 置 的 几何 学 》(Géométrie de position, 1803), t 5 it 
《关于 和 斜 截 理论 》( Essai sur la théorie des transversales, 1806). 
Monge 赞成 联合 运用 解析 几何 与 纯粹 几何 ,但 是 Carnot 拒绝 使 
用 解析 方法 ,并 开始 了 纯粹 几何 学 的 奋斗 . 我 们 即将 充分 讨论 的 想 
法 有 许多 在 Carnot 的 书 中 至 少 是 提 过 的 . 如 Monge 称 之 为 偶然 
关系 的 原理 (又 通称 为 相关 原理 或 者 更 常 被 称 为 连续 性 原理 ) 那 里 
HRA. 为 了 避免 对 不 同 大 小 的 角 和 不 同方 向 的 直线 用 不 同 的 图 ， 
Carnot 个 使 用 他 认为 有 矛盾 的 负数 , 却 引 进 了 一 套 复杂 的 图 表 ， 
称 为 “ 正 负 号 的 对 应 ”. 

19 世纪 初期 的 射影 几何 研究 者 中 ,我 们 只 提 Francois Jo- 
seph Servois 和 Charles-Julien Brianchon(1785 一 1864) ,他 们 两 人 
都 把 他 们 的 工作 应 用 于 军事 问题 . 虽然 他 们 出 了 力 重建 .整理 和 
扩充 旧 的 结果 ,可 是 重要 的 新 定理 只 有 Brianchon 的 著名 结 
果 中 , 即 还 是 他 在 多 科 工 艺 学 校 当 学 生 时 证 明 的 . 这 定理 说 ,如 
果 一 个 圆锥 曲线 的 六 条 切线 (图 
35.5) 形 成 一 个 外 切 六 边 形 ,那么 
连结 相对 顶点 的 三 条 线 通过 同一 
点 . Brianchon 用 配 极 关系 导出 了 
这 个 定理 . 

射影 几何 学 的 复兴 从 Ponce- 
let(1788—1867) 得 到 主要 的 动 
J]. Poncelet 是 Monge 的 学 生 , 他 
也 从 Carnot 那里 学 了 许多 . 当 他 
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在 Napoleon 的 远征 军 中 做 军官 时 , 他 被 俘 并 在 俄国 萨 拉 托 夫 
(Saratoff) Wak Bot T 1813—1814 年 .在 那里 ,Poncelet 不 借助 
任何 书本 , 重 作 了 他 从 Monge 和 Carnot 那里 学 到 的 东西 ,然后 着 
手 创 造 新 的 结果 . 后 来 他 扩充 并 修订 了 这 个 工作 ,发 表 为 《 论 图 形 
的 射影 性 质 》( Traité des propriétés projectives des figures, 
1822). 这 个 工作 是 他 对 于 射影 几何 学 和 对 于 创立 新 学 科 的 主要 贡 
BR. 在 他 后 来 的 生涯 中 ,不 得 已 而 把 大 量 的 时 间 用 于 政府 事务 , 虽 
然 在 不 长 的 时 期 内 他 还 保持 着 教授 的 职位 . 

Poncelet 成 了 综合 几何 学 的 最 热心 的 支持 者 ,他 甚至 攻击 分 
析 学 家 . 他 曾 与 分 析 学 家 Joseph-Diez Gergonne(1771 一 1859) 友 
好 ,并 曾 在 Gergonne 的 《数学 纪事 》 上 发 表 过 文章 ,但 是 他 的 攻击 
不 久 也 指向 Gergonne T. Poncelet 深信 纯粹 几何 学 的 独立 性 和 重 
要 性 . 虽然 他 承认 分 析 学 的 威力 ,但 他 相信 能够 赋 子 综合 几何 学 以 
同样 的 威力 , 在 1818 年 的 一 篇 文章 (发 表 在 Gergonne 的 《纪事 》 
EOR ,他 说 ,解析 方法 的 威力 不 在 于 运用 代数 而 在 于 它 的 普遍 
性 ,这 个 优越 性 产生 于 这 样 的 事实 :从 一 个 典型 的 图 形 发 现 的 度量 
性 质 , 对 于 由 这 典型 的 或 基本 的 图 形 派 生出 来 的 所 有 图 形 都 仍然 
适用 , 顶 多 改变 一 下 正 负 号 , 这 种 普遍 性 在 综合 几何 学 里 能 由 连续 
性 原理 (我 们 即将 讲 它 ) 得 到 保证 . 

Poncelet 是 充分 认识 到 射影 几何 学 具有 独特 方法 和 目标 的 新 
数学 分 支 的 第 一 位 数学 家 . 17 世纪 的 射影 几何 学 家 讨论 特殊 问 
题 ,而 Poncelet 却 考虑 一 般 问题 ,探索 几何 图 形 任 一 投影 的 所 有 
截 影 所 共有 的 那些 性 质 , 亦 即 在 投射 与 截 影 下 保持 不 变 的 性 质 . 这 
就 是 他 和 他 的 后 继 者 们 研究 的 主题 . 由 于 距离 和 角度 在 投影 与 截 
影 下 是 会 改变 的 ,所 以 Poncelet 选择 并 发 展 了 对 合 与 调和 点 列 的 
理论 ,而 不 是 交 比 的 概念 . Monge 在 他 的 工作 中 用 了 平行 投影 ; 像 
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Desargues , Pascal, Newton 和 Lambert 一 样 , Poncelet 用 中 心 投 
影 , 即 从 一 个 点 投影 . Poncelet 把 这 个 概念 提高 成 为 研究 几何 问题 
的 一 种 方法 . Poncelet 也 考虑 了 从 一 个 空间 图 形 到 另 一 个 空间 图 
形 的 射影 变换 , 当然 是 用 纯 几 何 的 方式 . 这 时 他 好 像 对 射影 性 质 失 
去 了 兴趣 ,而 更 关心 这 方法 在 浮雕 和 和 舞台 设计 中 的 运用 . 

他 的 工作 以 三 个 观念 为 中 心 . 第 一 个 是 透射 的 图 形 . 两 个 图 形 
是 透射 的 ,如 果 一 个 能 够 从 男 一 个 经 过 一 次 投射 与 截 影 ( 这 叫做 透 
视 对 应 ) 或 一 连 串 投影 与 截 影 (这 叫做 射影 对 应 ) 得 出 . 他 运用 透射 
图 形 的 方法 是 ,对 于 一 个 给 定 的 图 形 , 找 一 个 比较 简单 的 透射 的 图 
JE ,研究 后 者 以 找 出 它 在 投射 与 截 影 下 不 变 的 性 质 , 这样 来 获得 原 
来 那 比较 复杂 的 图 形 的 性 质 . 这 个 方法 的 实质 曾 被 Desargues 和 
Pascal 使 用 过 , Poncelet 在 他 的 《 论 图 形 的 射影 性 质 》 里 赞扬 过 
Desargues 在 这 方面 及 其 他 方面 的 创见 ， 

Poncelet 的 第 二 个 主导 的 观念 是 连续 性 原理 . 在 他 的 《 论 图 
形 》 里 他 是 这 样 说 的 ;如果 一 个 图 形 从 另 一 个 图 形 经 过 连续 的 变 
化 得 出 ,并 且 后 者 与 前 者 一 样 地 一 般 ,那么 可 以 马上 断定 ,第 -一 个 
图 形 的 任何 性 质 第 二 个 图 形 也 有 . "怎样 判定 这 两 个 图 形 都 是 一 般 
的 呢 ? 他 没有 解释 . Poncelet 的 原理 也 断定 , 若 一 个 图 形 退 化 了 ， 
譬如 六 边 形 的 一 边 趋 于 零 而 退化 成 五 边 形 , 则 原来 图 形 的 任何 性 
质 都 会 转化 成 关于 那 退 化 图 形 的 一 个 适当 措辞 的 命题 . 

这 原理 对 Poncelet 来 说 其 实 不 是 新 的 ,在 概括 的 哲学 意义 
下 ,要 追溯 到 Leibniz, 他 在 1687 年 说 , 当 两 件 事 的 已 知 条 件 的 差 
别 能 变 得 任意 地 小 时 ,其 结果 的 差别 也 能 变 得 小 于 任意 给 定 的 量 ， 
从 Leibniz 以 来 这 原理 一 直 得 到 承认 和 运用 . Monge 开始 用 连续 
性 原理 来 论证 定理 . 他 想 要 证 明 一 个 普遍 的 定理 , 却 采 用 图 形 的 一 
个 特殊 位 置 来 证 它 , 然 后 声称 这 定理 是 普遍 成 立 的 ,甚至 当 该 图 形 
里 的 某 些 元 素 变 成 庶 的 时 候 也 成 立 . 例如 ,要 证 明 关于 线 与 曲面 的 
一 个 定理 ,他 就 在 线 与 曲面 相交 时 证 它 , 然 后 声称 即使 线 与 曲面 不 
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相交 ,交点 变 成 虚 的 时 候 , 结论 也 成 立 . 无 论 Monge 还 是 Carnot 
(他 也 用 过 这 原理 ) 都 没有 为 它 提 出 过 任何 根据 . 

制造 了 “连续 性 原理 "这 个 术语 的 Poncelet, 把 这 原理 抬 高 成 
绝对 的 真理 ,并 在 他 的 《 论 图 形 》 中 大 胆 地 应 用 . 为 了 “论证 " 它 是 可 
靠 的 ,他 举 出 圆 的 相交 弦 的 两 段 之 积 相等 这 条 定理 ,说 , 当 交 点 移 
到 圆 外 时 ,得 出 关于 制 线 与 其 圆 外 段 之 积 相 等 的 定理 .还 有 , 当 一 
条 割 线 变 成 切线 时 ,切线 与 其 圆 外 段 变 得 相等 ,它们 的 积 仍 等 于 另 
一 条 割 线 与 其 圆 外 段 的 积 . 这 一 切 都 是 挺 有 道理 的 ,但 是 Poncelet 
应 用 这 原理 来 证 明 许多 定理 ,并 且 像 Monge 一 样 ,引申 这 原理 去 
谈论 虚 的 图 形 . (以 后 我 们 将 提 到 一 些 例子 . ) 

巴黎 科学 院 的 别 的 院士 们 批评 这 连续 性 原理 ,认为 它 只 具有 
启发 的 意义 . 特别 是 Cauchy ,他 批评 这 原理 ,但 遗憾 的 是 他 的 批评 
指向 Poncelet 的 应 用 ,而 在 那里 这 原理 确实 是 有 效 的 . 批评 者 也 
指出 ,Poncelet 等 人 对 这 原理 的 信心 其 实 是 来 源 于 它 有 代数 上 的 
依据 . 事实 上 ,Poncelet 在 狱 中 的 笔记 表明 他 确 曾 用 分 析 学 来 检验 
这 原理 的 可 靠 性 . 顺便 说 一 下 ,这 些 笔记 由 Poncelet 写 好 并 由 他 
分 成 两 卷 出 版 , 题 为 《分 析 学 与 几何 学 的 应 用 》(Applications 
d'analyse et de géométrie ，1862 一 1864), 其 实 这 是 他 1822 年 的 
《 论 图 形 》 的 修订 版 ,而 且 在 后 面 这 一 著作 中 他 的 确 使 用 了 解析 方 
法 . Poncelet 承认 能 够 从 代数 上 证 明 这 原理 ,但 他 坚持 认为 这 原理 
并 不 依赖 于 这 样 一 个 证 明 . 然而 可 以 相当 肯定 的 是 ,Poncelet 依靠 
了 代数 的 方法 去 弄 清 事情 的 究竟 ,然后 又 以 这 原理 为 依据 来 肯定 
几何 的 结果 . 

Chasles 在 他 的 《概述 》 里 为 Poncelet 辩护 . Chasles 的 论点 
是 ,代数 是 这 原理 的 事后 诸葛 亮 的 (由 结果 追溯 原因 的 ) 证 明 . 然 
而 ,他 留 下 伏笔 ,指出 必须 小 心 ,不 要 把 本 质 上 依赖 于 元 素 的 虚实 
的 性 质 从 一 个 图 形 转 移 到 另 一 图 形 上 去 . 例如 圆锥 的 一 个 截 口 可 
能 是 双 曲 线 ,因而 它 有 渐 近 线 . 当 截 口 是 一 个 椭圆 时 , 渐 近 线 就 成 
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了 虚 的 . 因此 不 应 去 证 明 一 个 只 同 渐 近 线 有 关 的 结果 ,因为 渐 近 线 
依赖 于 截 口 的 特殊 种 类 . 也 不 应 把 抛物 线 的 结果 转移 到 双 曲 线 上 
去 ,因为 在 抛物 线 的 情形 , 截 割 平面 并 不 在 一 般 位 置 . 接着 ,他 讨论 
了 有 公共 弦 的 两 个 相交 圆 的 问题 . 当 两 圆 不 再 相交 时 ,公共 弦 成 虚 
的 . 他 说 ,其 实 公 共 弦 通过 两 个 实 点 这 件 事 是 一 种 附带 的 或 偶然 的 
性 质 . 必须 以 某 种 办 法 来 定义 这 条 弦 ,要 不 依赖 于 当 两 圆 相交 时 它 
通过 实 交 点 这 件 事 ,而 要 是 任意 位 置 的 两 个 圆 都 恒 有 的 性 质 . 例如 
可 以 定义 它 为 ( 实 的 ) 根 轴 , 意 思 是 这 条 线 上 的 任何 点 到 那 两 个 圆 
的 切线 长 都 相等 ;也 可 以 利用 这 么 个 性 质 来 定义 它 , 即 以 这 条 线 上 
任何 点 为 圆心 能 天 一 个 圆 与 那 两 个 圆 都 垂直 相交 ， 

Chasles 也 坚决 主张 连续 性 原理 适用 于 处 理 几何 里 的 虚 元 素 . 
他 先 解 释 几 何 里 的 虚 是 什么 意思 . 虚 元 素 属于 一 个 图 形 的 某 一 种 
情形 或 状态 ,在 其 中 某 些 成 分 不 再 存在 ,而 在 这 图 形 的 另 一 状态 中 
这 些 成 分 是 实 的 , 他 接着 说 ,因为 , 若 不 同时 想 想 这 些 量 是 实 量 时 
的 那些 有 关 的 状态 ,就 不 会 有 虚 量 的 观念 . 后 面 说 的 这 些 状态 ,他 
叫做 “偶然 的 "状态 ,提供 了 理解 几何 里 的 虚 元 素 的 钥匙 . 要 证 明 关 
于 虚 元 素 的 结果 ,只 需 取 图 形 的 一 般 位 置 ,其 中 该 元 素 是 实 的 , 然 
后 ,依据 偶然 关系 原理 或 者 说 连续 性 原理 ,可 以 推断 当 该 元 素 是 虚 
的 时 候 结 果 也 成 立 “ 这 样 就 看 出 , 虚 元 素 的 运用 和 考虑 是 完全 正 
当 的 . "19 世纪 时 ,连续 性 原理 被 承认 为 直观 上 明显 的 ,因而 具有 
公理 的 地 位 , 几何 学 家 们 随意 使 用 它 , 从 来 不 认为 它 需要 证 明 . 

虽然 Poncelet 用 连续 性 原理 去 断定 关于 虚 点 和 虚线 的 结果 ， 
但 他 从 未 给 出 过 这 些 元 素 的 一 般 定 义 . 为 了 引进 某 些 虚 点 ,他 给 了 
复杂 的 .不 十 分 清晰 的 几何 意义 . 当 我 们 从 代数 的 观点 来 讨论 它们 
时 ,我 们 会 更 容易 理解 这 些 虚 元 素 . 尽管 Poncelet 的 方法 缺乏 清 
晰 性 ,但 引进 圆 上 无 穷 远 点 的 概念 还 得 归功 于 他 , 那 是 任何 两 个 圆 
都 共有 的 、 位 于 无 穷 远 直 线 上 的 两 个 虚 点 0. 他 还 引进 了 任 两 球面 
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都 共有 的 球 上 无 穷 远 圆 . 他 接着 证 明 ,两 条 不 相交 的 实 圆锥 曲线 有 
两 条 虚 的 公共 弦 ,两 条 圆锥 曲线 交 于 四 个 点 ,或 实 或 虚 . 

Poncelet 的 工作 中 第 三 个 主导 观念 是 关于 圆锥 曲线 的 极点 与 
极 线 的 概念 . 这 概念 起 源 于 Apollonius ,并 在 17 世纪 的 射影 几何 
学 工作 中 被 Desargues( 第 14 章 第 3 节 ) 及 其 他 人 用 过 . Euler, 
Legendre, Monge, Servois 和 Brianchon 也 已 用 过 它 . 但 是 Poncelet 
给 出 了 从 极点 到 极 线 和 从 极 线 到 极点 的 变换 的 一 般 表述 ,并 且 在 
他 1822 年 的 《 论 图 形 》 和 他 在 1824 年 提交 巴黎 科学 院 的 《 论 配 极 
的 一 般 理论 》 包 中 用 作 建 立 许多 定理 的 方法 . 

Poncelet 研究 关于 圆锥 曲线 的 配 极 的 目的 之 一 是 要 建立 对 偶 
原理 . 射影 几何 的 研究 者 们 曾经 注意 到 ,涉及 平面 图 形 的 定理 如 果 
把 “点 ” 换 成 “ 线 "“ 线 " 换 成 “点 ” 重 述 一 遍 , 不 但 话 谈 得 通 , 而 且 竟 
是 正确 的 . 这 样 重 述 所 得 出 的 定理 为 什么 还 成 立 ” 其 原因 当时 是 
不 清楚 的 ,并 且 Brianchon 事实 上 还 怀疑 过 这 个 原理 . Poncelet 
想 , 配 极 关 系 是 其 原因 . 

然而 ,这 个 配 极 关 系 需要 一 个 圆锥 曲线 作 中 介 . Gergonne® 
坚决 主张 这 对 偶 原 理 是 一 个 普遍 原理 ,适用 于 除了 涉及 度量 性 质 
者 外 的 一 切 陈述 和 定理 . 极点 和 极 线 是 不 必要 的 中 间 支 撑 物 . 他 引 
进 了 “对偶 性 "这 个 术语 来 表示 原来 定理 与 新 定理 之 间 的 关系 . 他 
也 注意 到 在 三 维 的 情形 中 点 与 面 是 对 偶 的 元 素 ,而 线 与 它 自己 
X118. 

为 了 说 明 Gergonne 对 于 对 偶 原 理 的 理解 ,我 们 来 考察 他 是 
怎样 对 偶 化 Desargues 的 三 角形 定理 的 . 首先 我 们 应 注意 三 角形 
的 对 偶 是 什么 . 三 角形 由 不 在 同一 条 直线 上 的 三 个 点 ,以 及 连结 它 
们 的 三 条 线 组 成 . 对 偶 的 图 形 则 由 不 在 同一 个 点 上 的 三 条 线 ,以 及 
连结 它们 的 三 个 点 (交点 ) 组 成 . 这 对 偶 的 图 形 又 是 一 个 三 角形 ,所 


(D Jour. für Math. , 4,1829,1—71. 
Q Ann. de Math. , 16,1825~ 1826 ,209~231. 


3. 综合 的 射影 几何 学 的 复兴 257 |l 
以 三 角形 称 为 是 自 对 偶 的 . Gergonne 发 明了 把 对 偶 的 定理 写成 两 
栏 的 格式 ,把 对 偶 的 命题 并 排 写 在 原来 命题 的 旁边 . 

现在 让 我 们 考虑 Desargues 定理 ,这 时 两 个 三 角形 和 点 O 在 
一 个 平面 里 , 我们 来 看 看 把 点 与 线 对 换 会 得 出 什么 结果 . Ger- 
gonne 在 刚才 提 到 过 的 1825 一 1826 年 的 文章 中 把 这 个 定理 及 其 对 
偶 写 成 : 

Desargues 定理 Desargues 定理 的 对 偶 

如 果 有 两 个 三 角形 ,连结 如 果 有 两 个 三 角形 ,连结 

对 应 顶点 的 线 过 同一 个 点 对 应 边 的 点 在 同一 条 线 O 

O 〇 ,那么 对 应 边 相 交 的 三 上 ,那么 对 应 顶点 相连 的 

个 点 在 同一 条 线 上 . 三 条 线 过 同一 个 点 . 


这 里 ,对 侦 定 理 是 原来 定理 的 逆 定 理 . 

Gergonne 对 一 般 对 侦 原 理 的 表述 是 有 点 含糊 的 、 有 缺陷 的 . 
里 然 他 深信 它 是 一 个 普遍 的 原理 ,但 他 不 能 证 明 它 ,而 Poncelet 
正确 地 反对 了 这 些 缺 陷 . 他 还 与 Gergonne 争 发 现 这 原理 的 优先 
权 ( 这 实在 是 属于 Poncelet i), HE iF Gergonne El £5. 然而 ， 
Poncelet 确实 要 依靠 配 极 , 却 不 肯 承 认 Gergonne 在 认识 这 原理 的 
更 广 的 应 用 方面 前 进 了 一 步 . 后 来 , Poncelet, Gergonne, Mobius, 
Chasles 和 Plücker 之 间 开 展 的 讨论 完全 型 清 了 这 原理 . Mobius 
在 他 的 《重心 计算 》( Der barycentrische Calcul) 中 ,后 来 还 有 
Pilicker, 都 很 好 地 说 明了 对 偶 原 理 与 配 极 的 关系 :对 偶 的 概念 和 
圆锥 曲线 .二 次 型 无 关 , 但 当 后 者 能 用 时 ,就 与 配 极 一 致 . 这 时 期 还 
没有 得 到 一 般 对 偶 原理 的 逻辑 证 明 . 

Jacob Steiner(1796 一 1863) 推 进 了 射影 几何 的 综合 的 发 展 . 
他 是 接受 法 国 的 尤其 是 Poncelet 的 观念 ,偏爱 综合 方法 以 至 嫌 恶 
分 析 学 的 一 个 德国 几何 学 派 的 第 一 个 人 , 他 是 一 个 瑞士 农民 的 儿 
于 ,19 岁 以 前 一 直 在 农场 干 活 . 虽然 他 大 多 是 自学 的 ,但 他 终于 成 
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了 柏林 的 教授 . 他 年 轻 时 是 裴 斯 泰 洛 齐 学 校 的 教师 , 深 感 培养 几何 
直观 之 重要 . 裴 斯 泰 洛 齐 原 则 是 在 教师 引导 下 ,并 采用 Socrates 
方法 ( 即 问答 法 一 一 译 者 注 ), 让 学 生 创造 数学 . Steiner 走 到 极 
端 , 他 教 几何 不 用 图 ,在 黑 屋 子 里 培养 研究 生 . 在 其 后 期 的 工作 中 ， 
Steiner 把 英国 的 及 其 他 杂志 上 发 表 的 定理 和 证 明 拿 过 来 ,在 他 自 
己 的 著作 中 从 不 声明 他 的 成 果 已 有 人 建树 . 他 早年 做 过 好 的 创造 
性 的 工作 ,并 企图 维持 他 的 多 产 的 名 声 ， 

他 的 主要 著作 是 《几何 形 的 相互 依赖 性 的 系统 发 展 》(Sys- 
tematische Entwicklung der Abhängigkeit geometrischen Gestalt- 
en von einander , 1832) ,他 的 主要 原理 是 运用 射影 的 概念 从 简单 
的 结构 (如 点 、 线 、 线 束 、 面 . 面 束 ) 建 造 出 更 复杂 的 结构 . 他 的 结果 
不 是 特别 新 的 ,但 他 的 方法 是 新 的 . 
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为 解释 他 的 原理 ,我 们 来 考察 他 的 定义 圆锥 曲线 的 射影 方法 ， 
这 现 已 成 为 标准 的 方法 . 从 两 个 线束 ( 共 点 的 线 族 ) P, Ps 出 发 
(图 35.6) , 设 它们 是 通过 线 :上 的 点 束 透视 相关 的 ; 设 线束 P. 与 
P. 是 通过 另 一 条 线 m 上 的 点 束 透 视 相关 的 . NAR Pi 与 P. 
就 说 是 射影 相关 的 . 以 P, 为 中 心 的 线束 和 以 P» 为 中 心 的 线束 中 
标 着 a 的 线 ,是 在 两 个 线束 已 与 P. 间 的 射影 对 应 下 互相 对 应 的 
线 的 例子 . 圆锥 曲线 现在 就 定义 为 两 个 射影 相关 的 线束 的 所 有 各 
对 对 应 线 的 交点 的 集合 . 例如 PP 是 曲线 上 的 一 个 点 ,而 且 , 这 曲线 
通过 Pa 和 P:( 图 35. 7). 就 这 样 Steiner 用 较 简单 的 形 、 线 束 , 造 
出 了 圆锥 曲线 或 二 次 曲线 . 但 是 ,他 并 未 证 明 他 的 曲线 与 圆锥 的 截 
口 是 一 回 事 . 

他 也 以 类 似 的 方式 造 出 了 直 纹 的 二 次 曲面 . 单 叶 双 曲 面 和 双 
曲 抛物 面 ,用 射影 对 应 作为 他 的 定义 的 基础 . 实际 上 对 整个 射影 几 
何 来 说 他 的 方法 还 不 够 普遍 . 

在 证 明 中 他 采用 交 比 作为 基本 工具 . 然而 他 不 采用 虚 元 素 , 称 
之 为 "幽灵 "或 者 “几何 的 鬼 影 ” 他 也 不 采用 带 负 号 的 量 ,虽然 
M6bius( 他 的 工作 我 们 很 快要 讲 ) 已 经 引进 了 它们 . 

Steiner 在 他 的 工作 中 从 一 开头 就 使 用 对 偶 原 理 . 例如 他 把 圆 
锥 曲线 的 定义 对 偶 化 ,得 到 一 种 新 结构 , 称 为 线 曲线 . 如 果 从 两 个 
射影 相关 的 (但 非 透 视 相 关 的 ) 点 束 出 发 ,那么 连结 这 两 个 点 束 中 
对 应 点 的 线 族 (图 35. 8 ) 称 为 一 个 线 圆锥 曲线 . 这 样 的 线束 也 刻画 


| 260 第 35 章 ”射影 几何 学 的 复兴 


出 一 条 曲线 ,为 了 区 别 起 见 , 作 为 点 的 轨迹 的 通常 的 曲线 称 为 点 曲 
线 . 点 曲线 的 诸 切 线 是 一 个 线 曲 线 , 在 圆锥 曲线 的 情形 就 构成 对 侦 
曲线 . 反 过 来 ,每 个 线 圆锥 曲线 包 络 着 一 个 点 圆锥 曲线 ,或 者 说 它 
是 一 个 点 圆锥 曲线 的 切线 集体 . 

用 Steiner 的 点 圆锥 曲线 的 对 偶 的 概念 ,可 以 把 许多 定理 对 偶 
化 . 让 我 们 举 Pascal 定理 来 形成 它 的 对 偶 命题 . 我 们 把 定理 写 在 
左边 ,新 的 命题 写 在 右边 . 


Pascal 定理 
在 点 圆锥 曲线 二 取 六 个 点 
A, B, C, D, E, F, il 
A, B fj i£ 5 D. E f 
和 连 线 相交 得 一 点 了; 
B,C 的 连 线 与 ,下 的 连 
线 相交 得 一 点 Qi; 
C,D 的 连 线 与 人 ,A 的 
ik Hx —AR. 
P,Q, 尺 三 点 在 一 条 线 / 
L. 


Pascal 定理 的 对 偶 
在 线 圆锥 曲线 上 取 六 条 线 
a,b,c, d, es f,M a,b 
的 交点 与 d，e 的 交点 相 
if—b; 
b,c 的 交点 与 e, f HR 
点 相连 得 一 线 g; 
cd 的 交点 与 f，a 的 交 
LX c X LE 
记 , dg, -三 线 通过 同一 点 
L, 


第 14 章 的 图 14.12 解说 了 Pascal 定理 . 其 对 偶 就 是 Brianchon 利 
用 配 极 关 系 发 现 的 定理 (图 35. 5). Steiner, 像 Gergonne 一 样 , 没 
有 建立 对 偶 原 理 的 逻辑 基础 . 然而 ,他 在 前 进 过 程 中 ,通过 把 图 形 
分 类 积 注重 对 偶 命 题 而 系统 地 发 展 了 射影 几何 学 . 他 还 充分 研究 
了 二 次 曲线 和 二 次 曲面 . 

毕生 献身 于 几何 学 的 Michel Chasles 继续 Poncelet 和 Stei- 
ner 的 工作 ,虽然 他 个 人 并 不 知道 Steiner 的 工作 ,因为 我 们 曾经 
说 过 ,Chasles 不 能 读 德 文 . Chasles 在 他 的 《 论 高 等 几何 》( Traizé 
de géométrie supérieure ，1852) 和 《 论 圆锥 曲线 》( Traité des sec- 
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tions coniques ，1865) 中 提出 了 他 自己 的 想法 . 由 于 Chasles 的 许 
多 工作 或 者 无 意 地 重复 了 Steiner 的 ,或 者 被 更 普遍 的 概念 所 更 
替 , 所 以 我 们 只 讲 应 归功 于 他 的 少数 主要 结果 ， 

Chasles 从 他 弄 懂 Euclid 85 A fz iss fe (ir ie) ( Porisms) 的 
努力 中 得 到 交 比 的 观念 (虽然 Steiner 和 Mobius 已 经 重新 引进 了 
它 ) Desargues 也 用 过 这 概念 ,但 是 Chasles 只 知道 La Hire Ei 
的 有 关 的 东西 . Chasles 不 知 什么 时 候 还 得 知 Pappus 有 这 观念 ， 
因为 在 他 的 《概述 ?的 札记 IX(p. 302) 里 他 提 到 Pappus 用 了 这 观 
S. 这 个 领域 中 Chasles 的 结果 之 一 中 是 , 匮 锥 曲线 上 四 个 固定 点 
与 这 圆锥 曲线 上 的 任意 的 第 五 点 确定 的 四 条 线 有 相同 的 交 比 . 

1828 £F. Chasles® 给 出 了 定理 :已 知 两 个 共 线 点 集成 一 一 对 
应 ,使 得 一 条 线 上 任 四 点 的 交 比 等 于 另 一 条 线 上 的 对 应 点 的 交 比 ， 
那么 连结 对 应 点 的 那些 线 是 一 个 圆锥 曲线 的 切线 , 那 圆锥 曲线 与 
这 两 条 已 知 线 也 相 切 . 这 结果 等 价 于 Steiner 的 线 圆 锥 曲线 的 定 
义 ,因为 这 里 的 交 比 条 件 保 证 了 两 个 共 线 点 集 是 射影 相关 的 ,连结 
对 应 点 的 那些 线 就 是 Steiner 的 线 圆锥 曲线 的 那些 线 . 

Chasles 指出 ,从 对 偶 原 理 来 看 ,在 平面 射影 几何 学 的 发 展 中 ， 
线 可 以 同 点 一 样 基本 ,并 相信 Poncelet 和 Gergonne 对 这 一 点 是 
清楚 的 . Chasles 也 引进 了 新 的 术语 . 他 把 交 比 叫做 非 调和 比 .他 引 
进 “ 单 应 ”这 个 术语 来 描述 平面 到 自身 或 到 别 的 平面 的 ,把 点 变 成 
点 ` 线 变 成 线 的 变换 . 这 个 术语 包含 了 透射 的 或 者 射影 相关 的 图 
E. 他 加 了 一 个 条 件 ,要求 变换 保持 交 比 不 变 , 但 这 件 事 是 能 够 证 
明 的 . 把 点 变 成 线 . 线 变 成 点 的 变换 他 叫做 对 射 . 

虽然 Chasles 为 纯粹 的 几何 学 辩护 ,但 他 却 是 解析 地 思考 然 
后 几何 地 陈述 他 的 证 明和 结果 的 . 这 种 方法 称 为 “混合 法 ” ,后 来 别 
人 也 使 用 . 


(D Correspondance mathématique et Physique, 5,1829,6~ 22. 
Q) Correspondance mathématique et physique , 4,1828,363— 371. 
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1850 年 前 后 ,射影 几何 学 与 Euclid 几何 学 相 区 别 的 一 般 概念 
和 有 目的 是 清楚 的 ;可 是 这 两 种 几何 学 的 逻辑 关系 并 没有 弄 清 楚 . 从 
Desargues 到 Chasles ,射影 几何 里 用 了 长 度 的 概念 . 事实 上 , 交 比 
的 概念 就 是 用 长 度 定义 的 ,但 长 度 不 是 射影 概念 ,因为 它 在 射影 变 
换 下 不 是 不 变 的 . Karl Georg Christian von Staudt(1798 一 1867) 
是 埃 尔 兰 根 (Erlangen) 的 教授 ,他 对 逻辑 基础 有 兴趣 , 决 心 使 射影 
几何 摆脱 对 长 度 和 肥 合 的 依靠 . 他 的 方案 在 他 的 《位 置 的 几何 学 》 
(Geometrie der Lage, 1847) 中 提出 ,实质 上 是 在 射影 的 基础 上 引 
进 一 种 类 似 长 度 的 东西 . 他 的 方案 叫做 “ 投 的 代数 "(the algebra of 
throws). 在 直线 上 任 选 三 个 点 ,给 它们 指定 符号 0,，1，co. 然后 用 
- -种 (来 自 Mobius 的 ) 几 何 作 图 法 一 一 “ 投 ”, 给 任意 一 点 己 配 上 
一 个 符号 . 

为 了 看 看 这 作 图 法 在 Euclid 几何 里 相当 于 什么 ,我 们 从 直线 
上 标 着 0 和 1 的 点 (图 35.9) 出 发 . 过 一 条 平行 线 上 的 一 点 M 作 
0AM ,然后 , 作 1N 平行 于 0M. 再 画 出 1M, 作 N2 平行 于 1M. 显然 
01 — 12 ,因为 平行 四 边 形 对 边 相 等 . 这 样 就 用 几何 作 图 把 01 的 长 
度 转 到 12 T. 


M N 


0 l 2 
图 35.9 图 35. 10 

现在 来 看 射影 的 情况 . 从 三 个 点 0，1，co( 图 35. 10) 出 发 . 点 

co 在 无 穷 远 直 线 L. 上 ,但 在 射影 几何 中 这 不 过 是 一 条 普通 的 线 ， 

取 一 点 M, xt M 作 一 条 “平行 "于 01 的 线 . 这 意思 是 过 M 的 那 条 
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线 应 该 与 01 在 ce 相交 ,所 以 我 们 画 出 Moo. fF 0M 并 延长 它 直 到 
与 i 相交. 然后 过 1 作 0M 的 “平行 线 ”. 这 意思 是 过 1 的 那 条 “ 平 
行 线 " 应 该 与 0M 相交 在 L. 上. 这样 我 们 得 到 1P 线 ,从 而 确定 出 
NN 来 .再 画 出 1M 并 延长 它 直到 与 LOTHAR Q EN 而 “平行 "于 
1M 的 线 是 QN ,我 们 就 得 到 它 与 01 的 交点 , 标 上 2. 

用 这 种 作 图 法 能 给 01ce 线 上 的 点 配 上 ”有理数 坐标 ” 要 把 无 
理 数 配给 线 上 的 点 ,必须 引进 连续 性 公理 (第 41 章 ). 这 概念 当时 
尚未 被 很 好 地 了 解 , 因 而 von Staudt 的 工作 不 够 严密 . 

Von Staudt 给 线 上 的 点 指定 坐标 并 未 用 长 度 . 他 的 坐标 哩 是 
通常 的 数 的 记号 , 却 只 是 充当 点 的 有 系统 性 的 识别 符号 . 所 以 要 加 
或 减 这 种 “ 数 " 时 ,von Staudt 不 能 使 用 算术 的 法 则 . 他 用 几何 作 图 
来 定义 这 些 符 号 的 运算 ,举例 说 ,使 得 数 2 和 3 相 加 得 数 5. 这 些 
运算 服从 通常 的 数 的 一 切 规律 . 这 样 , 他 的 符号 或 坐标 就 能 当 作 普 
通 的 数 来 处 理 , 虽 则 它们 是 几何 地 造 出 来 的 . 

给 他 的 点 配 上 这 些 标号 以 后 ,von Staudt 就 能 定义 四 个 点 的 
交 比 . 如 果 这 四 点 的 坐标 是 xi. zx; ,x3 ,xz ,那么 交 比 定义 为 
这 样 ,von Staudt 不 依靠 长 度 和 辣 合 的 概念 就 得 到 了 建立 射影 几 
何 的 基本 工具 . 

交 比 是 一 1 的 四 点 叫做 调和 集 . 在 调和 集 的 基础 上 von 
Staudt 给 出 基本 定义 :两 个 点 束 是 射影 相关 的 . 如 果 在 一 一 对 应 
之 下 调和 集 对 应 于 调和 集 . 四 条 共 点 的 线 构成 一 个 调和 集 MRE 
们 与 任 一 斜 截 线 的 交点 是 一 个 调和 点 集 . 于 是 两 个 线束 的 射影 对 
应 也 能 定义 了 , 利用 这 些 概念 ,von Staudt 定义 了 平面 到 自身 的 直 
射 变换 为 点 到 点 、 线 到 线 的 一 一 变换 ,并 证 明 它 把 调和 和 集 变 成 调 
RI. 

在 他 的 《位 置 的 几何 学 》 里 ,von Staudt 的 主要 贡献 是 指出 身 
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影 几何 学 其 实 比 Euclid 几何 学 还 基本 . 它 的 概念 从 逻辑 上 看 是 前 
提 . 这 本 书 和 他 的 《位 置 的 几何 学 论 丛 》( Beitráge zur Geometrie 
der Lage, 1856,1857,1860) 显 示 了 射影 几何 学 是 与 距离 无 关 的 
学 科 . 然而 ,他 还 是 用 了 Euclid 几何 学 的 平行 公理 ,从 逻辑 的 观点 
看 来 这 是 个 缺点 ,因为 平行 性 不 是 射影 不 变 的 . 这 个 缺点 是 Felix 
Klein? 消除 的 . 


4. 代数 的 射影 几何 学 

在 综合 几何 学 家 们 发 展 射影 几何 学 的 同时 ,代数 几何 学 家 们 
沿用 自己 的 方法 也 研究 这 同一 个 学 科 , 新 的 代数 概念 中 最 早 的 是 
现在 所 称 的 齐 次 坐标 . 方案 之 一 是 Augustus Ferdinand Möbius 
(1790 一 1868) 创 立 的 ,他 像 Gauss 和 Hamilton 一 样 , 是 一 个 天 文 
学 家 ,但 是 他 把 太 量 的 时 间 用 于 数学 . 虽然 Mobius 没有 参加 综合 
方法 与 代数 方法 之 争 , 但 他 的 贡献 却 是 在 代数 方面 . 

他 用 坐标 表示 平面 上 的 点 的 方案 ,发 表 在 他 的 主要 著作 《重心 
ESO. 他 从 一 个 固定 的 三 角形 出 发 ,对 这 平面 的 任 一 点 PE 
虑 在 三 角形 的 三 个 顶点 上 各 放 多 少 质量 能 使 这 三 个 质量 的 重心 在 
P ,就 取 这 三 个 量 作 为 PP 的 坐标 . 当 P 在 这 三 角形 外 面 时 ,坐标 之 
一 或 之 二 可 以 是 负 的 . 当 这 三 个 质量 乘 以 同一 个 常数 时 PDE 
心 . 所 以 在 Mobius 的 方案 中 ,点 的 坐标 不 是 唯一 的 ;三 个 坐标 之 
比 才 是 确定 的 . 这 个 方案 用 于 空间 的 点 时 需要 四 个 坐标 . 在 这 个 坐 
标 系 里 写 出 的 曲线 和 曲面 的 方程 是 齐 次 的 , 即 所 有 各 项 的 次 数 都 
相同 . 稍 后 我 们 就 会 看 到 运用 齐 次 坐标 的 例子 . 

Mobius 把 从 平面 到 平面 或 从 空间 到 空间 的 变换 分 成 类 型 . 如 
果 对 应 的 图 形 相 等 ,变换 就 是 亚 合 变换 ;如 果 对 应 的 图 形 相似 , 变 


(D Math, Ann, , 6,1873, 112 — 145 = Ges. Abh. , 1,311843. 又 见 第 38 章 第 3 节 . 
Q) 1827 RÆ = Werke , 1,1~388. 
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换 就 是 相似 变换 . 再 普遍 一 些 的 是 保持 平行 性 但 不 保持 长 度 和 形 
状 的 变换 ,这 类 型 称 为 仿 射 变换 (Euler 引进 的 一 个 概念 ). 最 普遍 
的 是 把 直线 变 成 直线 的 变换 ,他 把 
它 叫做 直射 变换 . Mobius 在 《重心 
计算 ?中 证 明 每 个 直射 变换 是 一 个 
射影 变换 ;就 是 说 , 它 能 从 一 连 串 透 
视 变换 得 出 . 他 的 证 明 假 定 变换 是 
一 对 一 而 且 连 续 的 ,但 是 连续 性 条 
件 能 够 减弱 . 他 还 给 出 这 种 变换 的 ”4 B C D 
一 种 解析 表示 式 . Mobius 指出 , 可 图 35. 11 
以 在 上 述 的 每 一 类 型 变换 下 考虑 图 形 的 不 变性 质 . 

Mobius 在 几何 里 不 仅 对 线段 而 且 对 面积 和 体积 ,引进 了 带 正 
负 号 的 元 素 . 因此 对 于 在 同一 线 上 四 点 的 带 正 负 号 的 交 比 这 一 概 
念 他 能 给 出 完善 的 处 理 . 他 还 指出 ,线束 中 四 条 线 的 交 比 可 以 用 项 
点 了 处 各 角 ( 图 35. 11) 的 正弦 表示 为 


sin APB /sin BPD 
sin APC} sin CPD’ 


并 且 这 个 比值 与 任何 斜 截 线 所 截 得 的 四 点 A, B, C, 的 交 比 是 
相同 的 . 所 以 交 比 在 投射 与 截 影 下 不 改变 . Mobius 还 缓慢 地 发 展 
出 许多 别 的 观念 ,然而 没有 推进 得 很 远 . 

赋予 射影 几何 的 代数 方法 以 效率 和 活力 的 人 是 Julius 
Pliicker(1801 一 1868). 在 好 几 所 学 校 当 数学 教授 之 后 ,1836 年 起 ， 
他 一 直 是 波 思 的 数学 与 物理 学 教授 . Plücker 主要 是 一 个 物理 学 
家 ,其 实 是 一 个 实验 物理 学 家 ,在 那个 领域 里 有 许多 有 名 的 发 现 . 
1863 年 以 后 ,他 重新 献身 于 数学 . 

Plücker 也 引进 了 齐 次 坐标 ,但 与 Mobius 的 方式 不 同 . 他 的 
第 一 个 概念 是 三 线 坐 标 @, 也 见于 他 的 《解析 几何 的 发 展 》(Analy- 


P 


(QD Jour. für Math. , 5,1830, 1 ~ 36 = Wiss, Abh. , 1,124~158, 
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tisch-Eeometrische Entwickelungen, 1828, 1831) BY # — 4. 他 从 
一 个 固定 的 三 角形 出 发 , 任 一 点 己 的 坐标 取 为 从 已 到 该 三 角形 各 
边 的 带 正 负 号 的 垂直 距离 ;各 距离 可 以 乘 以 同一 个 带 数 . 后 来 在 第 
二 卷 里 他 引进 一 个 特殊 情况 ,相当 于 把 三 角形 的 一 条 边 看 成 无 穷 
远 直 线 . 这 等 价 于 把 通常 笛 卡 儿 坐 标 RU y 换 成 + = ar 和 y 
= as xs ,因而 曲线 的 方程 变 得 对 21, xs ,zi 为 齐 次 的 . 后 面 这 个 
概念 是 后 来 较 广 泛 地 采用 的 . 

利用 章 次 坐标 ,并 且 利 用 关于 齐 次 国 数 的 Euler 定理 , 即 若 
f(x, tre, txa) = fni, x, 2) , 则 


d 
n 4 x £L. n BE = nf (ai, mn). 


Plucker 能 够 给 几何 观念 以 优美 的 代数 表示 . 例如 若 f(r, x, 
Z3 ) 一 0 是 一 个 圆锥 曲线 的 方程 ,其 中 (x ; X2, Xx;) 是 这 圆锥 曲线 
上 的 点 的 堂 标 ,那么 方程 

Of ep AF rs Of 


or dr 340 9 

当 把 zx! ,zz , xi 看 成 流动 坐标 时 ,可 以 解释 为 点 (x1， xz; ,xi ) 处 的 
切线 方程 ,而 当 把 xi, xe. ts 看 成 流动 坐标 时 , 则 是 任意 点 (x! ， 
xe, xs ) 相 对 于 该 圆锥 曲线 的 极 线 的 方程 ， 

利用 齐 次 坐标 ,Plicker 给 出 了 无 穷 远 线 . 圆 上 无 穷 远 点 及 其 
他 概念 的 代数 表述 . 在 齐 次 坐标 系 (zi，x; ,zi ) 中 ,无 穷 远 线 的 方 
程 是 x = 0. 这 条 线 在 射影 几何 里 并 不 是 异常 的 ,但 是 在 我 们 关 
于 几何 元 素 的 直观 模型 由 ,Euclid 平面 的 每 个 寻常 点 落 在 一 个 有 
穷 位 置 上 ,由 工 = r/r Sy = zz/zs 确定 ,因而 我 们 不 得 不 把 2, 
一 0 上 的 点 看 成 无 穷 远 的 ， 

在 通过 x = Lil 2X3, Y 5 Tl Xs 引进 齐 次 笛 卡 儿 坐 标 Ti, T2, 
zs 之 后 ,加 的 方程 

(x—-a)P+(y~-byYf =r 

变 成 (zı — ars) + (r: — bx Y! = Px? 
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由 于 无 穷 远 线 的 方程 是 x; = 0 ,所 以 这 条 线 与 圆 的 交点 由 


i+ =0, 2, =0 
确定 ,而 这 乃 是 圆 上 无 穷 远 点 的 方程 . 这 些 点 的 坐标 是 (1，i，0) 和 
(1, —i, 0), 或 者 是 正比 于 它们 的 三 个 数 . 类 似 地 ,球面 上 的 无 穷 
远 圆 的 方程 是 
L H ar tei = 0, rs = 0. 
如 果 我 们 把 直线 方程 写成 齐 次 形式 (我 们 用 xz, y, z REx, 


X2, zi) 


Ar + By Fx —0, 
HABR ARM E Gn, n, m RICE, i, 0) ,那么 所 得 的 该 线 的 
非 齐 次 方程 是 
z— xr tily— y) =0, 
其 中 ro = nan, yo = yv. 同样 ,通过 (x s Mis zx) 和 (1， 一 i， 
0) 的 线 的 方程 是 
x— x;—d(y— y) = 0. 
这 两 条 线 都 与 自身 相 垂 直 , 因 为 斜率 等 于 其 负 倒 数 . Sophus Lie 称 
它们 为 球 沅 线 ; 现 在 称 为 迷 向 线 . 
Plicker 从 代数 上 处 理 对 偶 性 的 努力 使 他 得 到 一 个 漂亮 的 观 
念 , 线 坐标 山 , 如 果 一 条 直线 在 齐 次 坐标 中 的 方程 是 
ux + vy tur 二 0， 
u, v, w 或 与 它们 成 比例 的 三 个 数 就 是 这 条 线 的 坐标 多 .于 是 正 像 
方程 flav, x2, 23) 二 0 表示 一 些 点 的 集体 那样 , f(u,v, w) = 0 
表示 一 些 线 的 集体 ,或 者 一 个 线 曲 线 . 
用 这 种 线 坐 标的 概念 ,Pliicker 就 能 给 对 偶 原 理 一 个 代数 的 表 
述 和 和 证明, 给 定 任 一 方程 f(r, s, 0) — 0 ,如 果 把 r,s, : 解释 为 点 


®© Jour. für Math. , 6,1830, 107 ~ 146 = Wiss. Abh. , 1,178~219. 

© 译注 :这 一 句 原 书 为 "如 果 一 条 直线 在 齐 次 坐标 中 的 方程 是 xz 十 四 十 zz =0, 
X DR c. y, z ERER, IMA u, v, 也 或 与 它们 成 比例 的 三 个 数 就 是 这 平面 上 的 一 条 
EI) ^b ER. "P$ r, y, x 是 固定 量 时 ,Pliicker 的 原著 说 (Wiss，Abh. , 1,179): "77 à au 
十 如 十 cw = 0 表示 一 个 点 .” 
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的 齐 次 坐标 ani, xs, s ,我 们 就 得 到 一 个 点 曲线 的 方程 ;如 果 把 它 
们 解释 为 u, v, w, RIIE H R EA R H k. 用 代数 的 过 程 证 明 
BS XT rs di £x BS FE o] — A E AR 5] H K TER t RO HS E JA , 
因为 在 变量 的 两 种 解释 下 ,代数 是 相同 的 . 

Plücker 在 这 1830 年 的 第 二 篇 文章 和 他 的 《发 展 》 第 二 卷 中 还 
指出 ,看 做 点 的 集合 的 一 条 曲线 同时 也 能 看 成 这 曲线 的 切线 的 集 
合 ,因为 这 些 切线 也 像 那 些 点 一 样 确定 了 曲线 的 形状 . 切线 族 是 一 
条 线 曲线 ,在线 坐标 里 有 一 个 方程 . 这 个 方程 的 次 数 叫 做 曲线 的 类 
数 ,而 曲线 在 点 坐标 里 的 方程 的 次 数 叫 做 曲线 的 阶 数 . 


5. 高 次 平面 曲线 和 高 次 曲面 

18 世纪 的 人 对 高 于 二 次 的 曲线 曾经 做 过 一 些 工 作 ( 第 23 章 
第 3 节 ), 但 是 从 1750 年 到 1825 年 这 门 学 科 处 于 休 眼 状态 . 
Plücker 研究 了 三 次 和 四 次 曲线 ,并 且 在 这 工作 中 放手 使 用 了 射影 
的 概念 . 

在 他 的 《解析 几何 的 体系 》(System der analytischen Geome- 
trie ,1834) 中 ,他 采用 了 一 个 虽然 方便 却 不 很 有 根据 的 原理 来 建 
立 有 曲线 的 标准 型 , 璧 如 说 ,为 了 证 明 一 般 的 四 阶 (次 ) 曲 线 能 化 成 一 
种 特定 的 标准 型 ,他 推理 说 ,如 果 两 种 形式 中 常数 的 个 数 相同 ,就 
能 把 一 种 形式 化 成 另 一 种 . 这 样 ,他 推理 说 四 阶 的 三 元 (三 个 变量 
的 ) 形 式 总 能 化 成 

C, = pars HAY 
的 形状 ,其 中 p, q,r, s 是 线性 形式 ,9 是 二 次 型 ,这 是 因为 等 式 
两 边 都 包含 14 个 常数 . 在 他 的 方程 里 wk 和 各 系数 都 是 实数 . 

Plücker 还 研究 了 曲线 的 交点 的 个 数 ,这 是 18 世纪 也 做 过 的 
题目. 他 用 Lame 1818 年 在 一 本 书 里 引进 的 办 法 ,把 通过 两 条 on 
次 曲线 C, 和 C* 的 交点 的 所 有 曲线 组 成 的 曲线 族 表示 出 来 . 通过 
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这 些 交 点 的 任何 曲线 C, 都 能 表示 成 
C, =C; +C = 0, 

这 是 4 是 参数 . 

用 这 个 办 法 ,Pliicker 给 Cramer i# 16 (38 23 章 第 3 节 ) 一 个 清 
楚 的 解释 . 一 条 一 般 的 曲线 C 被 n(n 十 3)/2 个 点 所 确定 ,因为 这 
是 它 的 方程 中 本 质 的 系数 的 个 数 . 另 一 方面 ,由 于 两 条 C 相交 于 
2 个 点 ,过 其 中 n(n 十 3)/2 个 交点 的 会 有 无 穷 多 条 别 的 C,. 
Plücker 解释 了 这 表面 上 的 矛盾 0. 任何 两 条 n 次 曲线 的 确 相 交 于 
n? 个 点 ,然而 只 有 (nA/2)(n 十 3) 一 1 个 点 是 互相 独立 的 , 换 句 话 
说 ,如 果 我 们 取 两 条 n 次 曲线 通过 这 (nA2)(n 十 3) 一 1 个 点 ,那么 
过 这 些 点 的 其 他 任何 一 条 n 次 曲线 ,将 通过 它 俩 的 x 个 交点 中 的 
HAR (7 一 1)(n 一 2)/2 个 .例如 当 n = 4 时 ,有 13 个 点 互相 独立 . 
通过 这 13 个 点 的 任何 两 条 曲线 定 出 16 个 点 ,但 是 过 这 13 个 点 的 
其 他 任何 一 条 曲线 一 定 通过 其 余 那 三 个 点 . 

然后 Plücker HR TO m 次 曲线 与 4 次 曲线 的 相交 理论 . 他 
把 后 者 看 成 是 固定 的 , 交 它 的 那 条 曲线 是 变动 的 . 采用 缩写 记号 
C, Az n RHA RAK BAN i £c t. RA IS AF om > n 
的 情形 ,他 写成 

C, = C, F ALLC, = 0, 

EG An, 是 六 一 ?次 多 项 式 . 从 这 方程 ,Plicker 得 到 确定 C, 与 一 
切 m 次 曲线 的 交点 的 正确 方法 . 由 于 根据 这 方程 有 mm 一 n 十 1 
C Amn 中 系数 的 个 数 ) 条 线性 无 关 的 曲线 通过 CI 5 C, 的 交点 ， 
Plücker 的 结论 是 ,在 C,. 上 给 定 任意 mn 一 (n 一 1)(n 一 2)/2 个 点 ， 
C, 5E C, 的 mn 个 交点 中 其 余 (n 一 1)(n 一 2)/2 个 就 确定 了 . 差 不 
多 同时 Jacobi® 也 得 到 这 同一 结果 . 


(D Annales de Math., 19,1828, 97 ~ 106 = Wiss. Abh. , 1,76~82. 
@ Jour, für Math. , 16,1837,47~54. 
@ Jour. für Math. , 15,1836, 285 ~ 308 = Werke ; 3,329— 354. 
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Plücker 在 他 1834 年 的 《体系 》 中 ,后 来 在 他 的 《代数 曲线 论 》 
(Theorie der algebraischen Curven，1839) 中 更 明确 地 给 出 了 现 
在 所 谓 的 Plücker 公式 ,把 曲线 的 阶 数 x 和 类 数 与 简单 奇 点 联 
REX. d d 是 二 重点 (一 种 奇 点 ,在 那里 两 条 切线 不 相同 ) 的 个 
数 ,r 是 尖 点 的 个 数 . 在 线 曲线 中 ,二 重点 对 应 于 二 重 切线 (一 条 二 
重 切 线 其 实 是 两 个 不 同 的 点 处 的 切线 ) ,其 个 数 设 为 二 尖 点 对 应 
于 密 接 切线 (在 拐点 穿 过 曲线 的 切线 ) ,其 个 数 设 为 w. Plücker 证 
明了 下 列 对 偶 的 公式 : 

k=n(n—1)—2d—3r, n= k(k —1) —2t— 3w, 

w = 3n(n—2)-—6d—8r, r = 3k(k— 2) —6t — 8w. 

每 种 元 素 的 个 数 都 包括 实 的 和 虚 的 在 内 . 

于 是 ,在 nn 二 3, d 一 0,r 一 0 的 情形 ,拐点 的 个 数 w 该 是 9. 
到 Plicker 时 ,De Gua 和 Maclaurin 已 证 明了 通过 一 般 三 次 曲线 
的 两 个 抛 点 的 直线 一 定 通过 第 三 个 抛 点 ,而 且 从 Clairaut 的 时 候 
起 就 已 假定 了 一 般 的 C; 有 三 个 实 的 拐点 这 件 事 .在 1834 年 的 《 体 
系 ? 里 ,Plicker 证 明了 ,每 个 C; 或 者 有 一 个 或 者 有 三 个 实 的 描 点 ; 
在 后 一 种 情况 下 ,它们 在 一 直线 上 . 他 还 得 到 把 复 的 元 素 算 在 内 的 
更 一 般 的 结果 . 一 般 Cs 有 九 个 拐点 ,其 中 六 个 是 虚 的 . 为 了 推导 这 
个 结果 ,他 利用 他 的 数 常数 个 数 的 原理 证 明了 

C, = fgh t, 
这 里 S, g, h, /都 是 线性 形式 ,并 且 导 出 了 De Gua 和 Maclaurin 
的 结果 . 然后 他 证 明了 (推理 不 完全 ) .Cs: 的 九 个 扣 点 三 个 三 个 在 
一 条 线 上 ,一 共 就 有 12 条 这 样 的 线 . 在 几 所 大 学 当 过 教授 的 Lud- 
wig Otto Hesse(1811 一 1874) 补 全 了 Pliicker 的 证 明 人 ,并 且 指 出 
那 12 条 线 可 以 分 成 四 个 三 角形 . 

作为 发 现 曲 线 一 般 性 质 的 另 一 个 例子 ,我 们 再 考虑 n 次 曲线 
f(a, y) 二 0 的 描 点 问题 , Plücker 把 普通 微 积分 中 对 于 y= f(x) 


© Jour. firMath., 28,1844, 97 ~ 107 = Ges. Abh. , 128—135. 
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E335 RAE dydi — 0 表示 成 适用 于 f(z, y) = 0 的 形式 ,并 得 
到 一 个 3n 一 4 次 的 方程 . 由 于 原 曲 线 与 新 曲线 必 有 n(3n 一 4) 个 交 
点 , 故 原 曲线 似乎 该 有 n(3n 一 4) SHA. 因为 这 数 太 大 了 ， 
Plücker 设想 那 3n 一 4 次 方程 的 曲线 与 原 曲线 f 二 0 的 2 个 无 穷 
支 中 的 每 一 支 都 有 一 个 切 接触 ,从 而 公共 点 中 有 2n 个 不 是 拐点 ， 
这 就 得 出 正确 的 个 数 3n(n — 2) . Hesse 利用 齐 次 坐标 前 明了 这 件 
RO Abie x 换 成 x1/z;,y 换 成 x2/z;, 利 用 关于 齐 次 函数 的 Euler 
定理 ,他 证 明了 拐点 的 Pliicker 方程 能 写成 


fu fir fis 
H = fa Soe 23 | = 0, 
fa fa fa 


这 里 的 下 标 表 示 偏 导数 . 这 个 方程 是 3(n 一 2) 次 的 ,所 以 与 次 方 
程 SC, zz, x) = 0 交 于 正确 个 数 的 拐点 . 这 行列 式 本 身 称 为 f 
的 Hesse 式 , 是 Hesse 引进 的 一 个 概念 加. 

Plücker ,以 及 其 他 人 ,研究 了 四 次 曲线 . 他 第 一 个 发 现 (《 论 代 
数 曲 线 》,1839) 这 种 曲线 有 28 条 二 重 切 线 , 其 中 至 多 八条 是 实 的 . 
JAK Jacobi 证 明 n 阶 曲线 一 般 有 n(n 一 2)(n: 一 9)/2 条 二 重 
切线 ， 

代数 几何 学 的 工作 也 包括 空间 中 的 图 形 . 虽然 空间 中 直线 的 
表示 式 已 由 Euler 和 Cauchy 引进 ,Plicker 在 他 的 《空间 几何 学 的 
体系 》(System der Geometrie des Raumes ,1846) 里 引进 一 种 修改 
了 的 形式 


r= rz +f, y= se+a, 
这 里 的 四 个 参数 ~, 0, s, o 确定 了 该 直线 . 可 以 用 线 来 造 出 整个 空 
间 , 因 为 ,举例 说 ,平面 无 非 是 线 的 集合 ,而 点 是 线 的 交点 . 然后 
Plücker 说 ,如 果 把 线 看 做 空间 的 基本 元 素 ,空间 就 是 四 维 的 ,因为 


®© Jour. für Math. , 41,1851, 272 ~ 284 = Ges. Abh. , 263~278. 
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要 用 线 来 盖 住 全 空间 需要 四 个 参数 . 他 放弃 了 四 维 点 空间 的 概念 ， 
认为 它 太 形而上学 了 . 维 数 依赖 于 空间 元 素 , 这 是 新 的 思想 . 

空间 图 形 的 研究 包括 了 三 次 和 四 次 曲面 . 直 纹 曲面 是 由 一 条 
直线 按照 某 种 规律 运动 而 生成 的 . 双 曲 抛物 面 (马鞍 面 ) 和 单 叶 双 
曲面 就 是 例子 ,螺旋 面 也 是 . 如 果 一 个 二 次 曲面 包含 一 条 直线 , 它 
就 包含 无 穷 多 条 线 ,并 且 是 直 纹 曲面 . (这 时 它 必定 是 锥 面 . 柱 面 、 
双 曲 抛物 面 或 单 叶 双 曲面 . ) 然 而 这 对 三 次 曲面 不 正确 . 

作为 三 次 曲面 的 惊人 的 性 质 的 例子 ,有 1849 年 Cayley 的 发 
现 @, 每 个 三 次 曲线 上 恰 存 在 27 条 直线 . 它们 不 一 定 全 都 是 实 的 ， 
但 是 对 某 些 曲 面 它们 全 是 实 的 . Clebsch 1871 年 给 过 一 个 例子 @. 
这 些 线 有 特别 的 性 质 . 例如 ,每 条 与 别 的 10 条 相交 . 有 许多 进一步 
的 工作 研究 了 三 次 曲面 上 的 这 些 线 . 

在 关于 四 次 曲面 的 发 现 中 ,Kummer 的 一 个 结果 值得 一 提 . 他 
研究 过 表示 光线 的 直线 族 ,在 考虑 连带 的 焦 曲面 9@ 时 他 引进 了 一 
个 四 次 曲面 (而 且 类 数 是 四 ) ,有 16 个 二 重点 和 16 个 二 重 平面 , 它 
是 一 个 二 阶 的 光线 族 的 焦 曲 面 . 这 个 曲面 称 为 Kummer 曲面 , 包 
含 那 表示 各 向 异性 介质 中 光 传 播 的 波 前 的 Fresnel 波 曲 面 为 
特例 . 

19 世纪 上 半 叶 在 综合 的 和 代数 的 射影 几何 学 上 所 作 的 工作 ， 
开辟 了 各 种 几何 学 研究 的 一 个 光辉 灿烂 的 时 期 . 综合 的 几何 学 家 
们 统治 着 这 个 时 期 . 他 们 力求 从 每 一 新 的 结果 中 发 现 某 种 普遍 原 
理 , 这 些 原理 常常 不 能 从 几何 上 得 到 证 明 ,然而 他 们 从 这 些 原理 得 
到 的 彼此 联系 着 并 同一 般 原理 联系 着 的 结论 多 如 泉涌 . 幸而 ,代数 
的 方法 也 被 引进 了 ,而 且 , 如 我 们 将 看 到 的 ,终于 统治 了 这 个 领域 . 
可 是 我 们 要 把 射影 几何 的 历史 断 开 , 去 考虑 一 些 革命 性 的 新 创造 ， 
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它们 影响 了 几何 学 中 以 后 的 所 有 工作 ,实际 上 还 根本 改变 了 数学 
的 面貌 . 
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第 36 章 
非 Euclid 几何 


vem 因为 那 似乎 是 对 的 ,很 多 事物 仿佛 都 有 那么 一 个 时 期 ， 
届时 它们 就 在 很 多 地 方 同时 被 人 们 发 现 了 ,正如 在 春季 看 
到 紫罗兰 处 处 开放 一 样 ， 

Wolfgang Bolyai 


大 们 所 推崇 于 数学 真理 的 必然 性 ,甚至 归属 于 它 的 特殊 的 
确定 性 ,只 是 一 种 错觉 . 


John Stuart Mill 


1. 5| 言 

在 19 世纪 所 有 复杂 的 技术 创造 中 间 ,最 深刻 的 一 个 , 非 Eu- 
cid 几何 学 ,在 技术 上 是 最 简单 的 . 这 个 创造 引起 数学 的 一 些 重 
要 新 分 支 ,但 它 的 最 重要 影响 是 迫使 数学 家 们 从 根本 上 改变 对 
数学 的 性 质 的 理解 ,以 及 对 它 和 物质 世界 的 关系 的 理解 ,并 引出 
关于 数学 基础 的 许多 问题 ,这 些 问题 在 20 世纪 仍然 进行 着 争 
论 .以 下 将 看 到 , 非 Euclid 几何 是 在 Euclid 几何 领域 中 ,一 系列 
长 期 努力 所 达到 的 顶点 . 这 个 工作 到 19 世纪 早期 就 成 熟 了 LIE 
是 射影 几何 也 在 恢复 和 发 展 的 同一 年 代 , 然 而 这 两 个 领域 在 当 
时 彼此 并 无 关联 . 


2. 1800 年 左右 Euclid 几何 的 情况 
虽然 希腊 人 已 经 承认 抽象 的 或 数学 的 空间 是 不 同 于 感性 认识 
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的 空间 ,而 Newton 也 强调 指出 了 这 一 点 ,但 直到 1800 年 左右 ， 
所 有 的 数学 家 都 认为 Euclid 几何 是 物质 空间 和 此 空间 内 图 形 性 
质 的 正确 理想 化 . 实际 上 正如 前 已 指出 过 的 ,很 多 入 想 把 逻辑 基础 
模糊 的 算术 .代数 和 分 析 ,建立 在 Euclid 几何 之 上 ,从 而 保证 这 些 
分 支 的 真理 性 . 

很 多 人 确实 说 出 了 绝对 信任 Euclid 几何 为 真理 的 话 . 例如 
Isaac Barrow 把 他 的 数学 包括 微 积分 在 内 都 建立 在 几何 基础 之 
上 ,对 几何 的 肯定 性 列举 了 八 项 理由 :概念 清晰 ,定义 明确 ,公理 直 
观 可 靠 而 且 普遍 成 立 , 公 设 清 楚 可 信和 且 易 于 想象 ,公理 数目 少 , 引 
出 量 的 方式 易于 接受 ,证 明 顺 序 自 然 ,避免 未 知事 物 . 

Barrow 确 曾 提出 问题 :何以 确 知 几何 原理 可 应 用 于 自然 界 ? 
其 回答 是 ,这 些 原 理 来 自 内 在 理性 (innate reason). 感觉 到 的 事物 
只 是 起 了 唤醒 它们 的 作用 物 . 再 者 几何 原理 早 为 长 期 经 验 所 不 断 
WES ,并 将 继续 如 此 ,因为 上 帝 创 造 的 世界 是 万 古 不 易 的 . FEN 
何 是 完备 的 与 肯定 无 疑 的 科学 . 

17 世纪 末 和 18 世纪 的 哲学 家 也 理所当然 地 提出 :何以 确 知 
Newton 科学 所 产生 的 大 量 知识 是 正确 的 . 几乎 所 有 的 哲学 家 , 著 
名 的 如 Hobbes, Locke 和 Leibniz 等 人 ,都 回答 说 ,数学 定律 和 
Euclid 几何 一 样 ,是 宇宙 设计 中 所 固有 的 . 诚然 ,Leibniz 在 区 分 可 
能 世界 与 真实 世界 时 确实 还 留 有 怀疑 的 余地 . 但 只 有 David 
Hume 是 个 重要 的 例外 ,他 在 《人 性 论 》( Treatise of Human Na- 
tare，1739) 中 否认 宇宙 中 的 事物 有 一 定 法 则 或 必然 的 先后 顺序 , 
他 争辩 说 ,这 些 先 后 顺序 只 是 观察 的 结果 ,而 人 类 却 由 此 断定 它们 
将 永远 以 同样 方式 出 现 . 科学 是 纯粹 经 验 性 的 . 特别 是 Euclid JL 
何 的 定律 未 必 是 物理 的 真理 . 

Hume 的 影响 为 Immanuel Kant 所 否定 并 实际 上 为 Kant 所 
取代 ,Kant 对 于 为 什么 确 知 Euclid 几何 能 应 用 于 物质 世界 这 一 
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间 题 的 回答 , 写 在 他 的 《纯粹 理性 批判 》( Critigue of Pure Reason, 
1781) 书 中 ,是 一 个 特殊 的 答案 . 他 主张 我 们 的 意识 提供 空间 和 时 
间 的 某 些 组 织 模式 ,他称 之 为 直观 ,并 认为 经 验 按照 此 模式 或 直观 
被 意识 所 吸收 与 组 织 . 我 们 的 意识 是 生来 如 此 ,迫使 我 们 只 按 一 种 
方式 来 观察 外 部 世界 . 因此 关于 空间 的 某 些 原理 是 先 于 经 验 而 存 
在 的 . 这 些 原理 及 其 逻辑 推论 Kant 称 之 为 先 验 综 合 真理 ,它们 也 
就 是 Euclid 的 原理 与 推论 . 我 们 认识 外 部 世界 性 质 的 唯一 方式 就 
是 我 们 的 意识 人 迫使 我 们 解释 它 的 方式 . 据 上 述 理 由 Kant 断言 ,而 
其 同时 代 人 也 承认 ,物质 世界 必然 是 Euclid 式 的 . 总 之 无 论 诉 之 
于 经 验 , 或 依赖 于 固有 真理 或 者 接受 Kant 的 观点 ,都 一 致 认为 
Euclid 几何 是 唯一 的 与 必然 的 . 


从 公元 前 300 年 直到 1800 年 间 , 人 们 虽 始 终 坚 信 , Euclid JL 
何 是 物理 空间 的 正确 理想 化 ,但 是 在 那样 长 的 几乎 整个 时 期 之 内 ， 
数学 家 却 始 终 对 一 件 事 耿耿 于 心 . Euclid 用 的 公理 对 于 物理 空间 
和 对 该 空间 的 图 形 , 都 应 看 作 是 不 证 自明 的 真理 ,而 按照 Euclid 
那样 方式 陈述 的 平行 公理 (第 4 章 第 3 节 ) 却 被 人 认为 有 些 过 于 复 
杂 . 虽说 没有 人 怀疑 它 的 真理 性 , 却 缺 乏 像 其 他 公理 那样 说 服 力 ， 
即使 Euclid 自己 ,显然 也 不 喜欢 他 对 平行 公理 的 那 种 说 法 ,因为 
他 只 是 在 证 完了 无 需 用 平行 公理 的 所 有 定理 之 后 才 使 用 它 . 

关于 在 物质 空间 里 是 否 可 假定 存在 无 限 直线 这 个 与 此 有 关 的 
问题 ,起 初 没 有 那么 多 人 关心 ,但 终于 突出 成 为 同样 重要 的 问题 . 
Euclid 只 是 小 心地 假设 ,可 以 按 需要 延长 一 条 (有 限 ) 直 线 , 因 而 其 
至 那 延长 后 的 直线 也 还 是 有 限 的 . 还 有 Euclid 叙述 平行 公理 的 特 
别 措 辞 , 说 两 条 直线 将 在 截 线 的 同 旁 内 角 之 和 小 于 两 直角 的 一 侧 
相交 ,这 是 为 了 避免 直接 说 出 两 条 直线 无 论 怎样 延长 都 不 相交 的 
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一 种 方式 , 然而 Euclid 确实 含有 无 限 直 线 存在 的 思想 ,因为 假若 
直线 都 是 有 限 的 , 则 在 任何 情况 下 它们 也 不 能 按 需要 任意 延长 ,而 
且 他 证 明了 平行 线 的 存在 性 . 

非 Euclid 几何 的 历史 ,开始 于 努力 消除 对 Euclid 平行 公理 的 
怀疑 . 从 希腊 时 代 到 1800 年 间 有 两 种 研究 途径 . 一 种 是 用 更 为 自 
明 的 命题 来 代替 平行 公理 , 另 一 种 是 试图 从 Euclid 的 其 他 九 个 公 
理 推 导出 平行 公理 来 . 如 果 办 到 这 一 点 ,平行 公理 将 成 为 定理 , 它 
也 就 无 可 怀疑 了 . 我 们 将 不 给 出 这 方面 工作 的 细节 ,因为 有 关 历 史 

是 容易 查 到 的 0. 
第 一 个 较 大 的 尝试 是 Ptolemy 
4 B 在 平行 公设 论文 中 给 出 的 . 他 试图 
G 从 Euclid 的 其 他 九 个 公理 以 及 与 
平行 公理 无 关 的 Euclid 定理 1 到 
28 ,来 证 明 平 行 公理 . 但 Ptolemy 不 
图 36.1 自觉 地 假设 了 两 直线 不 能 包围 整个 
空间 ,并 且 假 定 若 AB 和 CD 平行 (图 36.1), 则 对 FG 一 侧 内 角 成 
立 的 东西 也 必 在 另 一 侧 同 样 成 立 . 

5 世纪 的 评论 家 Proclus 非常 明显 地 反对 平行 公理 . 他 说 :“ 这 
个 公理 完全 应 从 全 部 公理 中 副 除 出 去 ;因为 它 是 一 个 包含 许多 困 
难 的 定理 ,Ptolemy 在 一 本 书 中 致力 于 解决 它 , 证 明 需 要 一 些 定义 
和 一 些 定理 . 它 的 道 定 理 确 实 由 Euclid 自己 作为 一 个 定理 证 明 
T . "Proclus 指出 ,我们 诚然 必须 相信 当 截 线 一 侧 的 内 角 之 和 小 于 
二 直角 时 ,两 直线 必 在 这 侧 逐 渐 相 接近 ,但 这 两 直线 确实 在 有 限 点 
处 相交 还 不 是 很 清楚 的 , 这 个 结论 只 是 容 或 可 能 . 他 继续 说 ,因为 
有 一 些 曲 线 彼 此 逐渐 接近 但 并 不 确实 相交 . 例如 双 曲 线 逐 渐 接近 
它 的 渐 近 线 但 不 相交 ,那么 Euclid 公理 的 两 直线 难道 不 会 出 现 这 
种 情况 吗 ? 他 于 是 说 截 线 一 侧 两 内 角 到 达 一 定 的 和 数 ,两 直线 可 


(D 例如 ,参看 本 章 末 文献 中 有 关 Bonala 的 书 . 
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能 一 定 相交 ,然而 对 于 稍 大 一 点 儿 而 仍 小 于 两 直角 的 数值 ,两 直线 
可 能 是 渐 近 线 . 

Proclus 他 自己 的 平行 公设 证 明 , 是 基于 Aristotle 用 于 证 明 
宇宙 有 限 的 公理 . 公理 说 :“ 如 果 从 两 直线 成 角 的 点 出 发 无 限 延 伸 ， 
则 两 直线 间 的 相继 距离 [彼此 向 另 一 直线 所 作 垂 线 ] 将 最 后 超过 任 
何 有 限 的 量 . "Proclus 的 证 明基 本 上 是 正确 的 ,只 是 他 把 一 个 有 问 
题 的 公理 用 另外 一 个 来 代替 罢了 . 

Nasîr-Eddîn( 1201—1274), Euclid 几何 的 波斯 文 编 者 ,也 同 
样 给 了 一 个 Euclid 平行 公设 的 “证 明 ”, 假 定 两 条 不 平行 直线 在 一 
个 方向 相互 接近 ,在 另 一 个 
方向 相互 远离 . 具体 说 , A 
AB 5 CD(E3 36. 2) 是 两 直 
线 被 GH, JK, LM, -- Br 
截 ,如 果 它 们 与 AB 垂直 , 且 
若 角 1, 3,5,，… 是 钝 角 而 2, 
4,，6，… 是 锐角 , 则 GH > 图 36. 2 
JK > LM… . Nasir-Eddin 说 ,这 个 事实 是 显而易见 的 . 

Wallis 在 1663 年 也 作 了 一 些 关 于 平行 公理 工作 ,于 1693 年 
KRY, 首先 他 重新 发 表 了 Nasir-Eddin 关于 平行 公理 的 工作 ,这 
是 牛津 的 一 个 阿拉 伯 语 教授 为 他 翻译 的 . 顺便 说 一 句 , 这 是 Nasir- 
Eddin 的 平行 公理 工作 为 什么 为 欧洲 所 知道 的 原因 所 在 . Wallis 
于 是 评论 了 Nasir-Eddin 的 证 明 , 并 提出 他 自己 对 Euclid 命题 的 
证 明 . 他 的 证 明 根 据 一 个 明显 假设 ,假设 对 于 任意 一 个 三 角形 , 存 
在 一 个 三 角形 与 原 三 角形 相似 ,两 三 角形 的 边 长 之 比 等 于 任何 已 
给 值 . Wallis 相信 这 个 公理 比 起 任意 小 的 划分 和 任意 大 的 扩充 都 
要 明显 得 多 . 他 说 ,实际 上 以 已 给 圆心 和 半径 可 作 一 圆 的 Euclid 
公理 ,就 是 先 假定 有 如 我 们 意愿 的 任意 大 半径 . 于 是 恰好 同样 对 直 


(D Opera, 2,669~678. 
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线形 (如 对 一 个 三 角形 ) 可 作 类 似 的 假设 ， 

最 简单 的 代替 公理 是 在 1769 年 由 Joseph Fenn 提出 的 , 即 两 
相交 直线 不 能 同时 平行 于 第 三 条 直线 . 这 个 公理 也 出 现在 Proclus 
对 Euclid《 几 何 原本 》 第 一 卷 命题 31 的 注释 中 . Fenn 的 命题 完全 
对 等 于 在 1795 年 John Playfair(1748 一 1819) 给 出 的 公理 :通过 不 
在 直线 / 上 的 一 给 定点 了 ,在 已 与 ! 的 平面 上 ,只 有 一 条 直线 不 与 
/相交 . 这 是 近代 书 中 引用 的 公理 (为 了 简便 常 说 有 “一 条 且 只 有 
一 条 直线 加 "). 

Legendre 在 大 约 20 年 的 时 间 内 搞 过 平行 公设 问题 . 他 的 结 
果 出 现 于 一 些 书 和 一 些 文章 中 ,包括 《几何 原理 》(Eléments de 
géométre )D 的 各 次 版 本 . 在 研究 这 问题 的 一 项 工作 中 ,在 存在 不 
问 大 小 的 相似 三 角形 这 一 假设 下 ,他 证 明了 平行 公设 ;实际 上 他 的 
证 明 是 解析 的 ,但 他 假设 长 度 的 单位 无 关系 . 于 是 他 给 出 了 一 个 证 
明 , 以 如 下 假设 为 依据 , 即 假设 任意 给 定 三 个 不 共 线 的 点 ,存在 一 
个 圆通 过 这 三 个 点 . 他 又 在 另 一 方法 中 ,除去 平行 公设 外 用 了 其 他 
所 有 公设 ,证 明了 三 角形 的 内 角 之 和 不 能 大 于 两 个 直角 . 他 于 是 指 
出 在 同样 假设 下 ,面积 与 亏 值 成 正比 , 亏 值 是 两 直角 减 去 三 内 角 之 
和 .所 以 他 试 作 一 三 角形 两 倍 于 已 给 三 角形 的 大 小 ,使 得 大 三 角形 
的 亏 值 ,将 两 倍 于 已 给 三 角形 的 亏 值 . 用 这 种 方法 进行 ,他 希望 得 
到 亏 值 愈 来 愈 大 的 一 些 三 角形 ,那么 内 角 之 和 要 趋 于 零 . 他 想 这 个 
结果 必然 荡 雇 ,于 是 内 角 之 和 必然 是 1807. 这 个 事实 从 而 就 蕴涵 
着 Euclid 的 平行 公理 . 但 是 Legendre 发 现 这 套 办 法 中 最 后 需要 
证 明 : 通 过 小 于 60" 的 角 内 任意 一 点 , 恒 可 画 一 直线 与 角 的 两 边 相 
交 . 而 这 件 事 不 用 平行 公理 是 不 能 证 明 的 . Legendre 翻译 的 Eu- 
cli JL FR ALD 88 12 次 版 本 中 (第 12 版 ,1813) ,每 次 都 有 附录 , 认 
为 已 给 出 了 平行 公设 的 证 明 ,但 每 次 都 有 缺点 ,因为 总 是 隐 含 地 假 
设 一 些 不 应 该 假设 的 东西 ,或 者 假设 了 一 个 和 Euclid 公理 同样 有 


QD 第 一 版 ,1794 年 . 
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问题 的 公理 . 

Legendre 在 他 的 研究 过 程 中 由 ,应 用 除去 平行 公理 以 外 的 
Euclid 公理 ,证 明了 以 下 的 重要 定理 : 若 一 个 三 角形 的 内 角 之 和 是 
两 直角 , 则 每 个 三 角形 都 是 如 此 . 同样 , 若 一 个 三 角形 的 内 角 之 和 
小 于 两 直角 , 则 每 个 三 角形 都 是 如 此 . 于 是 他 给 出 证 明 , 若 任何 一 
个 三 角形 的 内 角 之 和 是 两 直角 , 则 Euclid 平行 公设 成 立 . 关于 三 
角形 内 角 之 和 的 这 个 工作 也 是 无 结果 的 ,因为 Legendre 未 能 证 明 
(个 用 平行 公理 或 相当 的 公理 ) ,一 个 三 角形 的 内 角 之 和 不 能 小 于 
两 直角 . 

上 述 这 些 工 作 ,主要 是 试图 寻求 更 加 不 证 自明 的 代替 公理 ,以 
RË Euclid 的 平行 公理 . 许多 提出 的 公理 在 直观 上 似乎 确实 更 加 
不 证 自明 一 些 . 所 以 它们 的 创造 者 认为 他 们 已 经 达到 目标 . 然而 进 
一 步 检 查看 出 这 些 代替 公理 不 是 真正 更 能 令 人 满意 的 . 有 些 人 作 
的 论断 ,是 关于 发 生 在 空间 无 限 远 之 外 的 事 . 例如 ,要 求 作 一 圆通 
过 不 在 一 直线 上 的 三 点 , 当 这 三 个 点 趋 于 共 线 时 圆 越 来 越 大 . 另 一 
方面 ,那些 并 不 直接 包含 “无 限 远 ” 的 代替 公理 ,例如 ,存在 两 个 相 
似 而 不 相等 的 三 角形 这 样 的 公理 ,看 来 是 更 复杂 的 假设 ,并 不 比 
Euclid 的 平行 公理 更 好 些 . 

解决 平行 公理 的 第 二 类 尝试 ,探索 从 其 他 九条 公理 推导 出 
Euclid 的 论断 . 推导 可 用 直接 法 或 间接 法 . Ptolemy 曾 试 过 直接 证 
明 . 间接 法 是 假设 某 些 矛盾 论断 ,以 代替 Euclid 的 命题 ,并 试 着 从 
一 组 新 的 相继 定理 里 导出 了 矛盾 来 . 例如 ,因为 Euclid 平行 公理 相 
当 于 这 样 的 公理 , 即 过 不 在 直线 / 上 的 一 点 已 有 一 条 且 仅 有 一 条 
直线 平行 于 ! ,所 以 对 此 公理 有 两 样 选 择 . 一 种 是 过 P 没有 与 / 平 
行 的 直线 , 另 一 种 是 过 已 有 多 于 一 条 直线 与 ! 平行 . 若 取 这 两 种 选 
择 的 每 一 种 以 代替 “一 条 平行 线 " 公 理 , 而 可 以 证 明 新 的 一 组 将 导 
致 予 盾 , 那 么 这 些 选择 就 都 必须 排除 ,而 “一 条 平行 线 ” 的 论断 即 被 


(D Mém. del'Acad. des Sci. , Paris, 12,1833,367~410. 
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证 明 . 

这 方面 最 重要 的 努力 是 Gerolamo Saccheri (1667—1733) 进 
行 的 ,他 是 一 个 耶稣 会 教士 和 帕 维 亚 (Pavia) 大 学 教授 ,他 仔细 研 
究 了 Nasir-Eddin 与 Wallis 的 工作 ,然后 采用 他 自己 的 进行 方法 . 
Saccheri 从 一 个 四 边 形 ABCD 开始 (图 36. 3), 其 中 A 和 8B 是 直 
fü, HAC = BD .容易 证 明 ZC = 人 D ,现在 Euclid 平行 公理 便 
相当 于 角 C 与 忆 是 直角 这 个 论断 ,于 是 Saccheri 考虑 两 种 可 能 
选择 : 

(1) PEAR: ZC RLZ D 是 钝 角 ; 

(2) 锐角 假设 :了 C MLD 是 锐角 . 
在 第 一 个 假设 的 基础 上 (并 用 其 他 九条 Euclid 公理 ), Saccheri 证 
明 角 C 和 D 必须 是 直角 . 这 样 , 在 此 假设 下 他 导出 了 矛盾 . 


图 36.3 图 36. 4 


Saccheri 其 次 考虑 了 第 二 个 假设 并 证 明了 许多 有 趣 的 定理 . 
他 继续 进行 直到 得 出 以 下 的 定理 :已 给 任 一 点 A 与 一 直线 上 (图 
36. 4) ,在 锐角 假设 下 ,在 过 A 的 直线 束 ( 族 ) 中 ,有 两 直线 p Sq, 
把 直线 束 分 成 两 部 分 . 第 一 部 分 包含 与 5 相交 的 那些 直线 ,第 二 部 
分 包含 的 那些 直线 (在 a 角 里 面 ) 将 在 直线 b EXERERI P HRA 
fx. HR 与 g 本身 都 渐 近 于 6. 从 这 个 结果 出 发 ,经 过 元 长 的 一 
系列 论证 ,Saccheri 推导 出 p 与 5 在 无 穷 远 的 公共 点 处 必 将 有 一 
DER. 虽 则 他 没有 得 到 任何 矛盾 , Saccheri 却 发 现 这 个 结论 与 
其 他 结论 是 太 不 合 情 理 了 ,于 是 他 判定 锐角 假设 必然 是 不 真 
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实 的 ， 

这 就 只 剩 下 图 36. 3 中 的 角 C 与 D 是 直角 的 假设 了 . Saccheri 
以 前 曾 证 明 过 , 当 C 与 DD 是 直角 时 , 任 一 三 角形 的 内 角 之 和 都 等 
于 180" ,并 证 明 这 个 事实 荀 涵 着 Euclid 平行 公理 . 所 以 他 感到 有 
理由 断言 Euclid 的 结论 成 立 , 因 而 他 出 版 了 他 的 书 4Euclid 无 懈 
Bf di) (Euclides ab Omni Naevo Vindicatus, 1733). 然而 因为 
Saccheri 没有 从 锐角 假设 中 得 出 矛盾 ,平行 公理 问题 仍然 没有 
结束 . 

寻求 另 一 个 可 接受 的 公理 以 替代 Euclid 公理 ,或 者 证 明 Eu- 
clid 断言 必然 是 一 个 定理 , 作 这 种 工作 的 人 是 如 此 之 多 ,又 是 如 此 
徒劳 无 功 ,使 得 1759 年 d'Alembert 把 平行 公理 问题 称 之 为 "几何 
原理 中 的 家 于”. 


4. 3F Euclid 几何 的 先兆 

赫 尔 姆 施 泰 特 (Helmstidt) 大 学 数学 教授 Georg S. Klügel 
(1739 一 1812) ,他 知道 Saccheri 的 书 , 在 他 1763 年 的 论文 中 ,提出 
了 引 人 注 意 的 意见 :人 们 接受 Euclid 平行 公理 的 正确 性 是 基于 经 
验 . 这 个 意见 首次 引进 的 思想 是 :公理 的 实质 在 于 符合 经 验 而 并 非 
其 不 证 自明 . Klügel 对 Euclid 平行 公理 能 够 证 明 表示 怀疑 . 他 认 
RF] Saccheri 没有 得 出 矛盾 ,但 只 是 得 到 似乎 异 于 经 验 的 结果 . 

Klügel 的 论文 给 Lambert 提示 了 平行 公理 的 研究 . Lambert 
的 《平行 线 论 》(TPeorie der Parallellinien ) 一 书写 于 1766 年 ,出 
版 于 1786 年 中 ,他 有 点 儿 像 Saccheri, 考虑 一 个 四 边 形 , 它 的 三 个 
角 是 直角 ,并 研究 第 四 个 角 是 直角 、 钝 角 和 锐角 的 可 能 性 . Lam- 
bert 放弃 了 钝 角 的 假设 ,因为 它 导致 蔬 盾 . 然而 ,不 像 Saccheri， 
Lambert 没有 做 出 锐角 假设 得 到 矛盾 的 结论 . 


(D Magazin für reine und angewandte Mathematik , 1786, 137~164 ,325~358, 
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Lambert 从 钝 角 和 锐角 假设 分 别 推出 的 结论 ,即便 前 者 确实 
导出 矛盾 , 仍 是 有 价值 的 . 他 的 最 显著 的 结果 是 在 任何 一 个 假设 之 
下 ,n 边 形 的 面积 ,正比 于 其 内 角 之 和 与 Zn 一 4 个 直角 的 差 . (Sac- 
cheri 对 三 角形 已 有 此 结果 . ) 他 也 注意 到 钝 角 假 设 给 出 的 定理 , 恰 
好 和 球面 上 图 形成 立 的 定理 一 样 . 并 且 他 猜想 锐角 假设 得 出 的 定 
理 可 以 应 用 于 虚 半 径 球面 上 的 图 形 . 这 就 引导 他 写成 了 一 篇 虚 角 
三 角 函 数 的 论文 2, 虚 角 即 A,A 是 实数 且 i =v 一 1 .这 实际 上 引 
出 了 双 曲 函数 (第 19 章 第 2 52. 以 后 我 们 将 更 加 清楚 地 看 到 
Lambert 的 意见 意味 着 什么 . 

Lambert 的 几何 观点 是 十 分 先进 的 . 他 认识 到 任何 一 组 假设 
如 果 不 导 致 矛 盾 的 话 , 一 定 提 供 一 种 可 能 的 几何 . 这 种 几何 是 一 
种 真 的 逻辑 结构 ,虽然 它 或 许 对 真实 的 图 形 作用 很 少 ,后 者 或 可 
是 示 一 种 特别 的 几何 ,但 不 能 限制 逐 辑 上 可 能 发 展 的 干 差 万 别 
的 几何 . Lambert 还 没有 达到 Gauss 稍 后 一 些 时 候 引 出 的 更 本 质 
的 结论 . 

Ferdinand Karl Schweikart(1780 一 1859), 一 个 法 学 教授 , 业 
余 研 究 数 学 ,更 迈进 了 一 步 . 他 研究 非 Euclid 几何 ,正当 Gauss € 
力 思考 这 个 课题 ,但 Schweikart 独立 得 出 他 的 结论 . 然而 他 是 受 
Saccheri 和 Lambert 工作 的 影响 的 . 1816 年 他 写 了 一 份 备忘录 ， 
于 1818 年 送 交 Gauss 征求 意见 ,其 中 Schweikart 确实 区 分 了 两 
类 几何 :Euclid 几何 与 假设 三 角形 三 内 角 之 和 不 是 两 直角 的 几何 . 
这 后 一 种 几何 他 称 为 星空 几何 ,因为 它 可 能 在 星空 内 成 立 . 它 的 定 
理 都 是 Saccheri 和 Lambert 根据 锐角 假设 建立 的 定理 . 

Franz Adolf Taurinus(1794— 1874) , Schweikart 的 外 物 , 继 
续 其 锚 父 的 建议 研究 星空 几何 , 虽然 在 他 的 Geometriae Prima 
Elementa(1826) 一 书 中 证 实 了 一 些 新 结果 ,特别 是 一 些 解析 几何 


(D Hist, del'Acad. de Berlin, 24,1768,324~354, 1770 年 出 版 = Opera Mathe- 
matica, 2,245~269. 


5. jE Euclid 几何 的 诞生 285 Ill 


方面 的 结果 ,但 他 结论 说 ,只 有 Euclid 几何 对 物质 空间 是 正确 的 ， 
而 星空 几何 只 是 逻辑 上 相 容 . Taurinus 也 证 明了 , 虚 半径 球面 上 
成 立 的 公式 ,恰好 就 是 星空 几何 中 所 成 立 的 . 

Lambert, Schweikart 与 Taurinus 的 工作 在 数学 上 所 得 的 进 
展 是 理应 扼要 介绍 的 . 此 三 人 及 其 他 如 Klügel, Abraham G. 
Kistner(1719 一 1800)( 格 丁 根 教授 ), 都 承认 Euclid 平行 公理 不 
能 证 明 , 亦 即 和 其 他 公理 不 相依 赖 . 再 者 Lambert, Schweikart 和 
Taurinus 相信 ,可 能 选取 与 Euclid 平行 公理 相 了 矛盾 的 另外 公理 以 
建立 逻辑 上 相 容 的 几何 . Lambert 未 能 作出 这 种 几何 应 用 的 可 能 
性 的 论断 ; Taurinus 认为 它 不 能 应 用 于 物质 空间 ;但 是 
Schweikart 相信 它 可 能 应 用 于 星际 空间 . 此 三 人 也 都 注意 到 实 球 
面 上 的 几何 具有 以 钝 角 假 设 为 基础 的 几何 性 质 ( 若 不 顾 后 一 几何 
所 导致 的 矛盾 性 ) ,而 虑 半径 球面 上 的 几何 则 具有 以 锐角 假设 为 基 
础 的 几何 性 质 . 这 样 ,所 有 三 人 都 认识 到 了 非 Euclid 几何 的 存在 
性 ,但 他 们 都 失去 一 个 基本 点 , 即 Euclid 几何 不 是 唯一 的 几何 ,在 
经 验 能 够 证 实 的 范围 内 ,来 描述 物质 空间 的 性 质 的 . 


5. dE Euclid 几何 的 诞生 

任何 较 大 的 数学 分 支 甚或 较 大 的 特殊 成 果 ,都 不 会 只 是 个 人 
的 工作 .充其量 , 某 些 决定 性 步骤 或 证 明 可 以 归功 于 个 人 . 这 种 数 
学 积累 的 发 展 特 别 适 用 于 非 Euclid 几何 . 如 果 非 Euclid 几何 的 诞 
生 是 指 人 们 认识 到 除了 Euclid 几何 之 外 还 可 以 有 他 种 几何 的 话 ， 
那么 它 的 诞生 应 归功 于 Kliigel 与 Lambert. 如 果 非 Euclid 几何 意 
味 着 ,一 系列 包括 异 于 Euclid 平行 公理 的 公理 系统 推论 的 技术 性 
推导 ,那么 最 大 的 功绩 必须 归于 Saccheri, 即 便 是 他 也 利用 了 很 多 
人 寻求 更 易于 接受 的 代 换 Euclid 公理 上 的 工作 . 然而 有 关 非 Eu- 
clid 几何 最 大 的 事实 是 它 可 以 描述 物质 空间 , 像 Euclid 几何 一 样 
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地 正确 . 后 者 不 是 物质 空间 所 必然 有 的 几何 ; 它 的 物质 真理 不 能 以 
先 验 理由 来 保证 . 这 种 认识 ,不 需要 任何 技术 性 的 数学 推导 ( 因 已 
有 人 做 过 ) ,首先 是 由 Gauss 获得 的 . 

Carl Friedrich Gauss(1777 一 1855) 是 德国 不 伦 瑞 克 (Bruns- 
wick) 城 的 一 个 瓦工 之 子 ,似乎 注定 要 从 事 体 力 劳动 . 但 是 他 受 初 
等 教育 的 学 校 校长 为 Gauss 的 才能 所 感动 ,让 他 得 到 Karl Wil- 
helm Zt SIT] FAB. 2 EIS Gauss 进 一 个 中 学 ,后 在 1795 年 到 格 丁 
根 大 学 . 这 时 Gauss 按照 他 的 理想 开始 勤奋 学 习 . 18 岁 时 他 发 明 
最 小 二 乘法 ,在 19 岁 时 证 明正 17 边 形 可 以 作 图 ,这 些 成 就 使 他 相 
信和 应 该 从 语言 学 转向 数学 . 1798 年 他 转 到 赫 尔 姆 施 泰 特大 学 ,在 
那里 被 Johann Friedrich Pfaff 所 注意 , Pfaff 成 为 他 的 老师 和 朋 
A. 完成 博士 学 位 后 ,Gauss 回 到 不 伦 瑞 克 ,在 那里 他 写 了 他 最 有 
名 的 一 些 论文 . 这 个 工作 使 他 于 1807 年 得 到 格 丁 根 天 文学 教授 和 
大 文 台 台 长 职位 . 除去 一 次 到 柏林 参加 科学 会 议 外 ,其 余 一 生 都 是 
住 在 格 丁 根 . 据说 他 不 喜欢 教书 ,然而 他 爱好 社交 生活 , 结 过 两 次 
婚 , 养 活 一 家 人 . 

Gauss 第 一 个 较 大 的 工作 是 他 的 博士 论文 ,证 明了 代数 基本 
定理 ,1801 年 他 出 版 了 经 典 的 《算术 研究 》( Disquisitiones Arith- 
meticae ). 他 在 微分 几何 方面 的 数学 工作 (曲面 的 一 般 研 究 》， 
1827) 是 他 对 勘测 .大 地 测量 .绘制 地 图 等 感 兴趣 时 的 附带 结果 ,是 
一 个 数学 里 程 碑 ( 第 37 章 第 2 节 ). 他 对 代数 学 . 复 变 函数 以 及 位 
势 理论 作出 了 许多 贡献 . 在 未 发 表 的 论文 中 他 所 纪录 的 创作 研究 
分 两 大 类 :椭圆 函数 与 非 Euclid 几何 ， 

他 对 物理 学 的 兴趣 也 是 同样 广泛 ,他 为 之 花费 大 部 分 精力 . 当 
Giuseppe Piazzi(1746 一 1826) 在 1801 年 发 现 小 行星 谷 神 星 (Ce- 
res) 时 ,Gauss 便 进行 确定 它 的 轨道 . 这 是 他 对 天 文学 研究 的 开始 ， 
这 种 活动 十 分 吸引 他 ,他 致力 于 此 约 20 年 . 在 这 领域 内 的 伟大 著作 
之 一 是 《天 体 运 动 理 论 》(Theoria Motus Corporum Coelestium, 


5. 非 Euclid 几何 的 诞生 287 M 
1809). Gauss 还 对 理论 磁 学 与 实验 磁 学 的 研究 获得 很 大 的 荣誉 . 
Maxwell 在 他 的 《电学 与 磁 学 》 一 书 中 说 ,Gauss 的 磁 学 研究 改造 
了 整个 科学 ,改造 了 使 用 的 仪器 ,观察 方法 以 及 结果 的 计算 . 
Gauss 关于 地 磁 的 论文 是 物理 研究 的 模范 ,并 提供 了 地 球 磁场 测 
景 的 最 好 方法 . 他 对 天 文学 和 磁 学 的 研究 ,开辟 了 数学 与 物理 相 结 
合 的 新 的 光辉 的 时 代 . 

虽然 Gauss 和 Wilhelm Weber(1804 一 ]891) 并 没有 发 明 电 报 
的 想法 ,但 他 们 在 1833 年 用 一 个 实际 装置 改进 了 早期 技术 ,这 个 
装置 按照 电流 通过 电线 的 方向 ,使 得 一 根 针 向 左 或 向 右 转动 . 
Gauss 还 研究 光学 ,这 在 Euler 时 代 以 后 已 被 忽视 了 ,他 在 1838 一 
1841 年 的 研究 为 处 理光 学 问题 提供 了 一 个 完全 新 的 基础 . 

由 于 Gauss 同时 代 人 已 开始 局 限于 专门 问题 的 研究 ,所 以 
Gauss 研究 活动 的 广泛 性 更 加 显得 非凡 了 . 尽管 公认 Gauss 至 少 
是 Newton 以 后 的 最 大 数学 家 ,但 与 其 说 他 是 一 个 革新 者 , 倒 不 如 
说 ,他 是 从 18 世纪 到 19 世纪 的 过 渡 人 物 . 虽然 他 得 出 一 些 新 观 
点 ,的 确 吸引 其 他 数学 家 们 ,而 他 之 面向 过 去 更 其 于 面向 未 来 . Fe- 
lix Klein 用 以 下 语言 描绘 了 Gauss 的 地 位 :我 们 会 得 出 一 个 数学 
发 展 的 场面 ,如 果 我 们 把 18 世纪 的 数学 家 想象 为 一 系列 的 高 山 峻 
Vt ,那么 最 后 一 个 使 人 肃然 起 敬 的 峰 议 便 是 Gauss 一 一 那样 一 个 
广大 的 丰富 的 区 域 充满 了 生命 的 新 元 素 . Gauss AK AR fib f) 
天 才 , 在 他 1855 年 去 世 的 时 候 ,受到 广泛 的 尊重 , 称 他 为 “数学 家 
ZF”. 

Gauss 的 工作 发 表 得 相对 地 少 ,因为 他 不 管 做 什么 工作 都 要 
琢磨 修饰 , 婚 要 求 达 到 完美 ,又 要 求 他 的 证 明达 到 最 大 限度 的 简明 
而 不 失 严 密 性 ,至 少 是 当时 的 严密 性 . 至 于 非 Euclid JLA, Hie 
发 表 过 权威 性 的 著作 . 他 在 1829 年 1 月 27 日 给 Bessel 的 信 上 说 ， 
他 永远 不 愿 发 表 这 方面 的 研究 成 果 , 因 为 怕 受 人 耻 笑 ,或 者 如 他 写 
的 ,他 怕 Boeoti 人 的 喷 哮 ,这 是 借 喻 希腊 的 轧 策 部 落 来 影射 反对 
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他 的 人 . Gauss 也 许 过 分 小 心 , 但 人 们 应 记得 ,虽然 一 些 数 学 家 逐 
渐 到 达 非 Euclid 研究 的 顶峰 ,但 大 部 分 知识 界 还 被 Kant 的 教条 
所 统治 . 我 们 所 知道 的 Gauss 在 非 Euclid 几何 上 的 工作 ,是 从 他 
给 朋友 们 的 信 中 透露 出 来 的 ,1816 与 1822 年 4 格 丁 根 学 报 》 上 的 
两 篇 短评 和 1831 年 的 一 些 注 记 都 是 在 他 去 世 后 遗 稿 中 发 现 的 中. 

Gauss 完全 知道 要 证 明 Euclid 平行 公理 的 努力 是 白费 的 ,因为 
在 格 丁 根 这 已 是 常识 ,而 且 这 些 工作 的 全 部 历史 ,Gauss 的 老师 
Kastner 是 完全 知道 的 . Gauss 曾 告诉 他 的 朋友 Schumacher 说 , 早 在 
1792 年 (Gauss 当时 15 岁 ) 他 就 已 经 掌握 能 够 存在 一 种 逻辑 几何 的 
思想 ,在 其 中 Euclid 几何 平行 公理 不 成 立 . 1794 年 Gauss 已 发 现 , 在 
他 的 非 Euclid 几何 的 概念 中 四 边 形 的 面积 正比 于 360" 与 四 内 角 和 
的 差 . 虽然 如 此 , 稍 后 时 间 甚 至 到 1799 年 Gauss 仍然 试图 从 其 他 更 
可 信 的 假设 之 中 推导 Euclid 平行 公理 ,他 仍 认为 Euclid 几何 是 物质 
空间 的 几何 .然而 在 1799 年 12 月 17 H Gauss 写 信 给 他 的 朋友 匈 牙 
利 数学 家 Wolfgang Farkas Bolyai(1775 一 1856) 说 : 


至 于 说 到 我 ,我 在 我 的 工作 中 已 取得 一 些 进 展 . 然而 ,我 
选择 的 道路 决 不 能 导致 我 们 寻求 的 目标 [平行 公理 的 推导 ]， 
而 你 让 我 确信 你 已 达到 . 这 似乎 反而 连 使 我 怀疑 几何 本 身 的 
真理 性 . 诚然 ,我 所 得 到 的 许多 东西 ,在 大 多 数 人 看 来 都 可 以 
认为 是 一 种 证 明 ; 而 在 我 眼中 它 却 什 么 也 没有 证 明 , 例如 ,如 
果 我 们 能 够 证 明 可 以 存在 一 个 直线 三 角形 , 它 的 面积 大 于 任 
何 给 定 面 积 的 话 ,那么 我 就 立即 能 绝对 严密 地 证 明 全 部 [Eu- 
clid] 见 何 . 

大 多 数 人 肯定 会 把 这 个 当 作 公理 ;但 是 我 ,不 ! 实际 上 ， 
三 角形 的 三 个 顶点 无 论 取 多 么 远 , 它 的 面积 可 能 永远 小 于 一 
定 的 极限 ， 


D Werke ,8,157~268, 包 含 以 上 所 说 的 与 下 面 讨论 的 书信 . 
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这 段 话 证 明 1799 年 Gauss 有 些 相 信 平 行 公理 不 能 从 其 余 的 Eu- 
clid 公理 推出 来 ,他 开始 更 认真 地 从 事 于 开发 一 个 新 的 又 能 应 用 
的 几何 . 

从 1813 年 起 Gauss 发 展 他 的 新 几何 ,最 初 称 之 为 反 Euclid 
几何 (anti-Euclidean geometry) ,后 称 星 空 几 何 , 最 后 称 非 Euclid 
几何 .他 深信 它 在 逻辑 上 是 相 容 的 , 且 有 些 确 信 它 是 能 够 应 用 的 . 
TE 1816 与 1822 年 的 评论 中 和 1829 年 给 Bessel 的 信 中 ,Gauss 再 
确认 平行 公理 是 不 能 在 Euclid 其 他 公理 基础 上 证 明 的 . 1817 年 他 
给 Olbers 的 信息 是 一 个 里 程 碑 . 他 在 信 中 说 ,“ 我 越 来 越 深信 我 们 
个 能 证 明 我 们 的 [Euclid] 几何 具有 [物理 的 ] 必 然 性 ,至 少 不 能 用 
人 类 理智 ,也 不 能 给 予 人 类 理智 以 这 种 证 明 . 或 许 在 男 一 个 世界 中 
我 们 可 能 得 以 洞察 空间 的 性 质 ,市 现在 这 是 不 能 达到 的 . 直到 那 时 
我 们 决 不 能 把 几何 与 算术 相提并论 ,因为 算术 是 纯粹 先 验 的 ,但 可 
把 几何 与 力学 相提并论 .” 

为 检验 Euclid 几何 和 他 的 非 Euclid 几何 的 应 用 可 能 性 ， 
Gauss 实际 测量 了 由 Brocken, Hohehagen 和 Inselsberg 三 个 山 
峰 构 成 的 三 角形 的 内 角 之 和 ,三 角形 三 边 为 69,85 与 197 公里 .他 
发 现 包 内 角 和 比 180" 超 出 14". 85. 这 个 实验 无 所 证 明 ,因为 实验 误 
差 远大 于 超出 值 ,所 以 正确 的 和 可 能 是 180° 或 甚至 更 小 些 , 如 
Gauss 所 认识 到 的 ,这 个 三 角形 还 小 ,又 因 在 非 Euclid 几 体 中, 亏 
值 与 面积 成 正比 ,只 有 在 大 的 三 角形 中 才 有 可 能 显示 出 180^ 5; — 
角 和 有 任何 差 路 . 

我 们 不 讨论 属于 Gauss 的 非 Euclid 几何 的 个 别 定理 ,他 没有 
写 出 过 完整 的 推导 ,而 他 所 证 明 的 定理 很 像 在 Lobatchevsky 和 
Bolyai 工作 中 所 出 现 的 那样 . 这 两 个 人 一 般 认 为 是 非 Euclid 几何 
的 创建 者 . 究竟 什么 是 他 们 的 功绩 将 在 后 面 讨 论 , 但 他 们 确实 在 演 
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绎 的 综合 基础 上 发 表 了 有 组 织 的 文章 ,并 充分 理解 这 个 新 几何 在 
BH | th Mia] Euclid 几何 一 样 合法 . 

Nikolai Ivanovich Lobatchevsky(1793 一 1856) ,俄国 人 ,在 喀 
山 (Kazan) 大 学 学 习 并 从 1827 到 1846 年 任 该 校 教 授 和 校长 . 1826 
年 于 大 学 的 数学 物理 系 在 一 篇 论文 中 提出 了 几何 基础 的 观点 . 然 
而 论文 从 未 出 版 并 已 遗失 . 他 在 一 系列 论文 中 给 出 了 他 对 非 Eu- 
clid 几何 的 研究 ,文章 中 的 头 两 篇 发 表 于 喀 山 的 杂志 ,第 三 篇 发 表 
PRS REDD. 第 一 篇 题 为 《 论 几 何 基 础 》, 发 表 于 1829 一 
1830. 第 二 篇 题 为 《上 共有 平行 的 完全 理论 的 几何 新 基础 》(1835 一 
1837) ,是 Lobatchevsky 思想 的 较 好 表达 作品 ,他 叫 他 的 新 几 
何 为 虚 儿 何 ,理由 或 许 已 经 显然 ,而 以 后 将 更 清楚 . 1840 年 他 用 
德 文 出 版 了 《平行 理论 的 几何 研究 》 (Geometrische Untersuchun- 
gen zur Theorie der Paraliellinien)%. 在 该 书 中 他 慨叹 人 们 对 他 
的 著作 兴趣 微弱 . 虽然 他 已 失明 ,他 却 以 口授 写 出 一 部 他 的 几何 
的 完全 新 的 说 明 , 并 于 1855 年 以 书 名 《 泛 几 何 》( Pangéométrie) 
出 版 . 

John (Janos) Bolyai(1802—1860) , Wolfgang Bolyai 之 子 , 系 
匈牙利 军官 . 关于 非 Euclid 几何 ,他 称 之 为 绝对 几何 , 写 了 一 篇 26 
页 的 论文 4 绝对 空间 的 科学 》@, 本 文 出 版 时 作为 附录 附 于 其 父 的 
书 《 为 好 学 青年 的 数学 原理 论著 》(Tenramenm Juventuten Stu- 
diosam in Elementa Matheseos ). 虽然 这 部 包含 两 卷 的 书 出 版 于 
1832 一 1833 年 因而 在 Lobatchevsky 的 书 出 版 以 后 ,但 Bolyai 似 
乎 在 1825 年 已 建立 起 非 Euclid 几何 的 思想 ,并 且 在 那 时 已 相信 
新 几何 不 是 自 相 矛 盾 的 .在 1823 年 11 月 23 日 给 他 父亲 的 信 中 ， 
John 写 道 ,“ 我 已 得 到 如 此 奇异 的 发 现 , 使 我 自己 也 为 之 惊讶 不 


(Q Jour. für Math., 17,1837 ,295~320. 
© ”英文 翻译 见于 Bonola. 参看 本 章 末 文献 目录， 
© ”英文 翻译 见于 Bonola. 参看 本 章 末 文 献 目录 . 
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IE. "Bolyai 的 研究 工作 和 Lobatchevsky 的 十 分 相像 , 当 Bolyai 第 
一 次 看 到 后 者 1835 年 的 工作 时 ,他 认为 那 是 抄袭 他 自己 1832 一 
1833 出 版 的 书 . 另外 ,Gauss 读 了 John Bolyai 的 文章 后 , 写 信 给 
Wolgang 说 ,他 不 能 称赞 那 篇 文章 ,因为 如 此 做 将 是 称赞 他 自己 
BJ T fe. 


6. 3E Euclid 几何 的 技术 性 内 容 

Gauss, Lobatchevsky 和 Bolyai 都 认识 到 Euclid 平行 公理 不 
能 在 其 他 九条 公理 基础 上 证 明 , 也 认识 到 附加 平行 公理 是 建立 
Euclid 几何 所 必需 的 . 因为 平行 公理 是 独立 的 事实 ,于 是 至 少 从 逻 
辑 上 讲 有 可 能 采取 一 个 与 此 相 巴 盾 的 命题 并 从 新 的 一 组 公理 来 推 
导出 结论 . 

要 研究 这 三 人 创建 的 专门 内 容 , 最 好 取 Lobatchevsky 的 工 
fF ,因为 三 人 所 做 的 都 一 样 . 众所周知 ,Lobatchevsky 发 表 了 几 次 
文章 ,只 是 在 细节 上 有 所 不 同 , 这 里 将 用 他 1835—1837 年 的 文章 
作为 叙述 的 基础 . 

AF Euclid 的 《原本 ?一 样 ,很 多 定理 的 证 明 可 以 不 依赖 于 平 
行 公理 ,这些 定理 在 新 几何 中 也 是 正确 的 . Lobatchevsky 在 文章 
前 六 章 中 专 致力 于 基本 定理 的 证 明 , 开 始 他 假定 空间 是 无 限 的 .于 
是 他 能 证 明 两 直线 相交 不 能 多 于 一 个 点 ,同一 直线 的 两 垂 线 不 
HAZE. 

第 七 章 中 Lobatchevsky 果敢 地 放弃 Euclid 平行 公理 ,作出 下 
面 的 假设 :给 出 一 条 直线 AB 与 一 点 C( 图 36. 5) ,通过 点 C 的 所 
f HET HA AB 而 言 可 分 成 两 类 ,一 类 直线 与 AB 相交 , 另 一 
类 不 相交 . p Sq 属于 后 一 类 ,构成 两 类 间 的 边界 . 这 两 条 边界 线 
称 为 平行 直线 . 更 确切 地 说 , 若 C 是 与 直线 AB 的 垂直 距离 为 a 的 


(D Werke, 8,220~221, 
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一 点 ,于 是 存在 一 个 角 中 n(a) ,使 得 所 有 过 C 的 直线 与 CD 所 成 的 
角 小 于 x(a) 的 将 与 AB 相交 ;其 他 过 C 的 直线 不 与 AB 38329. 与 
AB 成 角 x(a) 的 两 直线 是 平行 线 ， 
r(a) 称 为 平行 角 . 除 平行 线 外 ,过 C 
而 不 与 AB 相交 的 直线 称 为 不 相交 
直线 ,虽然 在 Euclid 意义 下 ,它们 
是 与 AB 平行 的 ,所 以 从 这 个 意义 
上 讲 , 在 Lobatchevsky 几何 里 ,过 
图 36.5 C 有 无 穷 多 条 平行 线 . 

当 rla) = n/2 , 则 得 出 Euclid 平行 公理 . i rla) Æ x/2 , 则 
当 a 减 小 到 0 时 ,r(a) 增 加 且 趋 于 x/2, 而 当 a 变 成 无 限 大 时 ， 
x(a) 将 减 小 而 趋 于 零 . 三 角形 的 内 角 之 和 恒 小 于 r, 且 随 着 三 角形 
面积 的 增 大 市 减 小 , 当面 积 趋 于 零 时 , 它 就 趋 于 x. 若 两 三 角形 相 
似 , 则 它们 全 等 . 

Lobatchevsky 现在 转向 他 几何 的 三 角 学 部 分 ,第 一 步 是 确定 
rla). BE PDA 2r, £5 REO 


(1) tan CP = e, 


由 此 得 出 x(0) = 2/2 及 (十 ce) = 0. 关 系 式 (1) 的 重要 之 点 在 

于 ,对 每 个 长 度 关联 着 一 个 定 角 r(z). 当 z=1 时 ， 
tan[x(1)/2] =e", 

所 以 x(1) = 40°24" . OR, KR EEF TPAD 40°24 BH RE. 这 


由 ”记号 r(a) 是 标准 的 ,所 以 用 于 此 ,实际 上 x(a) 中 的 x 与 数 BEX. 

C 与 长 度 关联 的 特定 角 概 念 来 自 Lambert. 

CQ 这 是 特殊 公式 ;Lobatchevsky 在 1840 年 工作 中 给 出 的 就 是 近代 教科 书 中 通 
常 给 出 的 形式 ,Gauss 也 有 这 形式 , 即 


ak 
, 


(a) tan Faz) =e 


其 中 是 一 常数 ,叫做 空间 常数 .对 于 理论 目的 , 的 值 是 无 关 重要 的 ，Bolyai 也 给 出 
过 (a) 式 . 
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个 单位 长 度 没 有 直接 的 物理 意义 ,物理 上 可 以 是 一 英寸 或 是 一 英 
E. 人 可 以 选择 物理 解释 ,使 得 几何 能 有 物理 的 应 用 
Lobatchevsky 于 是 导出 他 几何 中 平面 三 角形 边 与 角 的 公式 ， 
在 1834 年 一 篇 论文 由 ,他 定义 了 实数 工 的 cos x 5j sin x (FW e" 
的 实 部 与 虚 部 . Lobatchevsky 的 观点 是 要 纯 分 析 地 给 出 三 角 学 ， 
以 使 它 完全 独立 于 Euclid 几何 . 他 的 几何 中 主要 三 角 公 式 是 (图 


36, 6) 
cot rla) = cot r(c)sinA, 


sin A = cos Bsin x(6), 
sin z(c) = sin z(a)sin (6). 


BEAKER, Ue AU EE ER 


I5] — fü rb pk xr. 就 是 说 , 若 在 球面 三 
角 的 普通 公式 中 ,用 ie, 记 与 ic 以 代 » a 
a,b, c 即 得 到 Lobatchevsky 的 公 

A C 


式 . 因为 虚 角 的 三 角 公 式 能 以 双 曲 函 b 
数 代 替 , 人 们 会 料 到 在 Lobatchevsky 36.6 
公式 中 能 看 到 双 曲 函数 . 应 用 关系 式 tan[z(x)72] = e ** 即 可 引 
进 它们 . 上 面 第 一 个 公式 将 变 成 

sinh 7 = sinh EL A. 
在 普通 球面 三 角 中 ,三 个 角 为 4, B，C 的 三 角形 面积 是 "(A 十 B 
c C-— 2) ,而 在 非 Euclid 几何 中 这 面积 是 [x 一 (A 十 B 十 C)]， 
它 相 当 于 在 普通 公式 中 用 ir 代替 >. 

根据 对 无 穷 小 三 角形 的 研究 , Lobatchevsky 在 第 一 篇 文章 

(1829 一 1830) 中 导出 了 公式 

ds =, (dy)? + (dz) 


sin’r(x)’ 


中 就 关系 tan[x(x)/2] = e ** Ri HERE c e HE UW YF 40724 R8 a BE 
能 确定 
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作为 曲线 y = f(x) 上 在 点 (z, yy) 处 的 弧 微分 .于 是 可 算出 半径 为 
~ 的 圆周 长 为 
C= n(e' — e"). 
并 证 明 圆 面积 表达 式 为 
A = r(e? e tY, 

他 也 给 出 了 有 关 平 面 曲线 区 域 的 面积 与 立体 体积 的 一 些 定理 . 

当 度量 很 小 时 可 以 从 非 Euclid 公式 得 出 Euclid 几何 公式 . 例 
如 ,车 用 


2 
r= Z g.. 
ea tare gt ， 


并 对 小 的 > 咯 去 前 两 项 后 的 其 余 各 项 ,例如 
C = nle et) ~ nil +r (lr) = 2ar. 

在 第 一 篇 论文 (1829 一 1830) 中 Lobatchevsky 也 考虑 到 他 的 
几何 对 物质 空间 应 用 的 可 能 性 . 他 论据 的 要 点 是 基于 恒星 的 视差 ， 
WE, K E, (A 36.7) 是 地 球 相差 6 个 月 的 位 置 ,S 是 一 个 星 ,S 的 
视差 p 是 从 垂 线 ( 比 如 说 )E1S' 测 得 E15 与 ES 方向 上 的 差 值 .如 
A ER Æ E:S 的 Euclid 平行 线 , 那 么 因为 E SE, 是 等 腰 三 角形 ， 
n/2 — LSE E, 是 星 的 方向 改变 的 一 半 , 即 p/2. 对 于 天 狠 星 (Si 
rius) ,这 个 角 是 1”. 24(Lobatchevsky 的 值 ). 只 要 这 个 角 不 是 零 ， 
ME, 到 星 的 直线 就 不 能 平行 于 TS, 因 为 这 直线 交 于 TS. 然而 ， 
如 果 对 于 所 有 星 的 不 同 视差 有 一 个 下 界 的 话 , 则 任何 过 E, 的 直 
线 , 若 它 与 EiS' 所 成 的 角 小 于 这 个 下 界 , 都 可 以 作为 过 E, 点 平行 
T TS 的 直线 ,并 且 这 个 几何 就 恒星 的 测量 而 言 就 会 是 同样 有 用 
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的 . 但 Lobatchevsky 随即 证 明 在 他 的 几何 中 单位 长 度 ,在 物理 意义 
下 ,应 该 比 地 球 半 径 百 万 倍 的 一 半 还 要 大 . 换言之 ,Lobatchevsky 的 
几何 只 有 在 十 分 大 的 三 角形 中 才 可 以 应 用 . 


7. Lobatchevsky 与 Bolyai 发 明 先 后 的 争议 

JE Euclid 几何 的 诞生 ,常用 夹 作为 一 种 思想 如 何在 不 同人 中 
间 几 乎 同时 独立 地 发 生 的 例子 . 有 时 人 们 认为 这 纯粹 是 一 种 偶合 ， 
而 有 时 则 认为 是 时 代 精 神 在 相隔 遥远 的 角落 里 产生 影响 的 证 据 . 
Gauss, Lobatchevsky 和 Bolyai 创建 非 Euclid 几何 , 既 不 是 同时 创 
造 的 例子 ,也 不 能 认为 把 伟大 功绩 归于 Lobatchevsky 与 Bolyai 是 
公允 的 ,已 经 指出 ,他们 二 人 首先 发 表 公 然 自称 为 非 Euclid 几何 
的 文章 是 事实 ,在 这 举动 上 他 们 比 Gauss 表现 了 更 大 的 勇气 . 但 
是 非 Euclid 几何 的 建立 很 难说 是 他 们 的 贡献 . 我 们 已 经 指出 , 即 
TE Gauss 之 前 就 已 有 Lambert, Schweikart 与 Taurinus 是 独立 
的 创造 者 ,并 且 Lambert 与 Taurinus 发 表 了 他 们 的 工作 . 再 者 新 
几何 能 够 应 用 的 认识 则 来 自 于 Gauss. 

Lobatchevsky 与 Bolyai 都 从 Gauss 那里 得 到 许多 启发 . Lo- 
batchevsky 在 喀 山 的 教师 Johann Martin Bartels(1769 一 1836) 是 
Gauss 的 好 友 . 实际 上 ,从 1805 年 到 1807 年 间 Gauss 和 Bartels 
是 在 不 伦 瑞 克 共同 度 过 的 ,出 后 还 彼此 保持 通信 . Bartels 不 把 
Gauss 有 关 非 Euclid 几何 的 进展 告诉 Lobatchevsky( 他 留 在 喀 山 
大 学 ,和 Bartels 是 同事 ) , 那 是 绝对 不 可 能 的 ,特别 是 Bartels 一 定 
知道 Gauss 对 Euclid 几何 真理 性 的 怀疑 . 

就 John Bolyai 说 ,他 的 父亲 Wolfgang 也 是 Gauss 的 一 位 至 
友 , 并 且 是 1796 一 1798 年 在 格 丁 根 的 同学 . Wolfgang 与 Gauss 不 
仅 彼 此 继续 通信 ,并 月 讨论 了 平行 公理 的 特别 课题 ,如 前 面 引文 中 
指出 的 . Wolfgang 继续 努力 研究 平行 公理 问题 ,并 在 1804 年 送 给 
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Gauss 一 个 所 谓 证 明 . Gauss 向 他 指出 证 明 是 错误 的 .在 1817 年 
Gauss 肯定 认为 ,不 仅 公理 不 能 证 明 , 而 且 逻 辑 上 相 容 而 物理 上 
又 能 应 用 的 非 Euclid 几何 是 能 够 构造 的 , 他 除了 在 1799 年 的 信 
上 讲 了 这 一 点 之 外 ,还 把 他 最 近 的 思想 坦率 地 告诉 了 Wolfgang. 
Wolfgang 继续 研究 这 个 问题 直到 他 1832 一 1833 年 的 《原理 论 
著 》 出 版 . 因为 他 要 他 的 儿子 继续 研究 他 所 从 事 的 平行 公理 的 工 
作 , 所 以 几乎 可 以 肯定 他 会 把 自己 所 知道 的 一 切 传 给 他 的 儿 
TH. 

有 相反 的 观点 . 数学 家 Friedrich Engel(1861—1941) 4 7 B 
说 Lobatchevsky 的 教师 Bartels Gauss 的 朋友 ,但 Lobatchev- 
sky 从 这 方面 所 获得 的 知识 ,不 会 超过 Gauss 对 平行 公理 在 物理 
上 的 正确 性 的 怀疑 . 但 这 事实 本 身 是 个 关键 . 然而 , Engel 甚至 怀 
疑 Lobatchevsky 会 从 Gauss 那里 获得 这 一 点 知识 . 因 Lobatchev- 
sky 从 1816 年 起 就 试图 证 明 Euclid 平行 公理 ;后 来 ,他 在 1826 年 
创造 新 几何 时 ,终于 认识 到 这 种 努力 是 无 希望 的 , John. Bolyai 直 
到 1820 年 间 也 试图 证 明 Euclid 平行 公理 ,然后 转向 构造 新 几何 ， 
但 是 继续 努力 去 证 明 平行 公理 并 不 意味 着 不 知道 Gauss 的 思 
18D. 因为 无 人 (Gauss 也 没有 ) 兽 经 证 明 Euclid 的 平行 公理 不 能 
从 其 他 九条 公理 推导 出 来 ,Lobatchevsky 和 Bolyai 可 能 决定 尝试 
解决 这 个 间 题 . 失败 之 后 ,他 们 就 更 加 能 够 赞赏 Gauss 对 此 所 持 
观点 的 先 见 之 明了 . 

至 于 说 到 Lobatchevsky 和 John Bolyai 贡献 的 技术 性 内 容 ， 
虽然 他 们 可 能 是 相互 独立 地 并 独立 于 他 们 的 前 辈 而 创立 的 ,但 是 
Saccheri 和 Lambert 的 工作 ,更 不 用 说 Schweikart 和 Taurinus 的 
工作 ,在 格 丁 根 是 众所周知 的 ,Bartels 和 Wolfgang Bolyai 肯定 是 
知道 的 , 而 当 Lobatchevsky 在 他 的 1835—1837 年 文章 中 看 到 


中 然而 可 参看 George Bruce Halsted, Amer. Math. Monthly, 6, 1899, 166 — 
172 !3 7,1900,247 —252. 
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受 了 早期 工作 的 知识 . 
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我 们 已 经 说 过 非 Euclid 几何 的 诞生 ,是 自 希腊 时 代 以 来 数学 
中 一 个 重大 的 革新 步 又. 我 们 现在 不 讨论 这 个 课题 的 全 部 重要 意 
义 .我 们 将 沿 着 事物 的 历史 发 展 过 程 叙 述 . 这 个 创造 的 影响 和 它 的 
意义 的 全 面 认识 ,都 被 推迟 了 ,因为 Gauss 没有 发 表 他 的 研究 工 
作 ,而 Lobatchevsky 和 Bolyai 的 工作 约 有 30 年 之 久 为 人 所 忽视 . 
虽然 这 三 人 是 知道 他 们 工作 的 重要 性 的 ,但 是 数学 家 们 一 般 表 现 
不 愿意 接受 激进 的 思想 ,加 之 19 世纪 30 年 代 与 40 年 代 几 何 的 关 
键 主题 是 射影 几何 ,因而 非 Euclid 几何 的 研究 工作 也 就 不 吸引 
X E , 德 等 国 的 数学 家 们 . 当 Gauss 关于 非 Euclid 几何 的 通信 与 
注 记 在 1855 年 他 去 世 之 后 出 版 时 ,人 们 的 注意 力 才 引 向 这 个 课 
题 . 他 的 名 字 引 起 人 们 对 非 Euclid 几何 思想 的 重视 ,不 久 Lo- 
batchevsky 和 Bolyai 的 工作 被 Richard Baltzer(1818—1887) Bit 
T 1866—1867 年 的 一 本 书 中 . 嗣后 的 发 展 最 终 使 得 数学 家 们 认识 
到 非 Euclid 几何 的 全 部 意义 . 

Gauss 确实 看 到 非 Euclid 几何 的 最 富 于 变革 性 的 含义 . dE 
Euclid 几何 诞生 的 第 一 步 就 在 于 认识 到 ;平行 公理 不 能 在 其 他 九 
条 公理 的 基础 上 证 明 . 它 是 独立 的 命题 ,所 以 可 以 采取 一 个 与 之 矛 
盾 的 公理 并 发 展 成 为 全 新 的 几何 ,这 是 Gauss 和 其 他 人 做 的 . 但 
是 Gauss 已 经 认识 到 Euclid 几何 并 非 必 然 是 物质 空间 的 几何 , 亦 
即 并 无 必然 的 真理 性 ,把 几何 和 力学 相提并论 ,并 断言 真理 性 的 品 
质 必须 限于 算术 (及 其 在 分 析 中 的 发 展 ), 信任 算术 本 身 是 奇怪 的 . 
算术 此 时 根本 尚 无 逻辑 基础 . 确信 算术 代数 与 分 析 对 物质 世界 提 
供 真理 性 , 那 完全 是 根源 于 对 经 验 的 信赖 . 
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JF Euclid 几何 的 历史 以 惊人 的 形式 说 明 数 学 家 受 其 时 代 精 
神 (而 个 是 他 们 所 作 的 推理 ) 影 响 的 程度 是 多 么 厉害 . Saccheri 曾 
经 拒绝 过 非 Euclid 几何 的 奇异 定理 ,并 且 断 定 Euclid 几何 是 唯一 
正确 的 . 但 是 在 100 年 后 ,Gauss,Lobatchevsky 和 Bolyai 满怀 信 
心地 接受 了 新 几何 ,他 们 相信 他 们 的 几何 在 逻辑 上 是 相 容 的 ,并 且 
相信 这 个 几何 和 Euclid 几何 一 样 正确 . 但 他 们 没有 证 明 新 几何 的 
逻辑 相 容 性 . 虽然 他 们 证 明 过 许多 定理 ,而 且 并 未 得 出 显明 的 予 
盾 , 但 是 或 许 能 导出 矛盾 的 可 能 性 还 是 存在 的 . 如 果 这 一 情况 发 
生 , 他 们 的 平行 公理 的 假设 便 会 不 正确 ,于 是 正如 同 Saccheri 所 相 
信 的 一 样 ,Euclid 的 平行 公理 将 是 其 他 公理 的 推论 . 

Bolyai 和 Lobatchevsky 确实 考虑 到 了 相 容 性 问题 并 且 部 分 
相信 它 , 因为 他 们 的 三 角 学 和 虚 半 径 球面 上 的 三 角 学 相同 ,而 球面 
是 Euclid 几何 的 一 部 分 . 但 Bolyai 并 不 满足 于 这 个 论据 , 因为 三 
角 学 本 身 并 不 是 完整 的 数学 系统 , 于 是 尽管 缺少 相 容 性 的 任何 证 
明 , 或 者 是 缺少 新 几何 的 可 能 应 用 性 (这 至 少 可 作为 使 新 几何 能 令 
人 信服 的 论据 ),Gauss, Bolyai 和 Lobatchevsky 接受 了 前 人 认为 
FB AY AR Vu. 这 种 接受 是 一 个 信 爷 行动 . 3E Euclid 几何 相 容 性 的 
问题 在 其 后 40 年 仍然 悬而未决 . 

有 关 非 Euclid 几何 的 创建 还 有 一 点 值得 注意 与 强调 . 有 一 种 
普遍 信念 认为 Gauss, Bolyai 和 Lobatchevsky 是 钻 了 牛角 尖 , 只 
是 为 了 满足 理智 上 的 好 奇 心 而 玩弄 改变 平行 公理 的 游戏 ,所 以 创 
建 了 新 几何 . 但 是 因为 这 个 创造 已 证 明 对 科学 异常 重要 一 一 我 们 
将 要 讨论 的 非 Euclid 几何 的 一 种 形式 已 经 用 于 相对 论 一 许多 
数学 家 争论 说 ,只 赁 纯粹 理智 上 的 好 奇 心 ,就 可 以 作为 探索 任何 数 
学 思想 的 充分 理由 ,并 且 那 种 探索 也 几乎 同样 肯定 地 会 像 非 Eu- 
clid 几何 那样 对 科学 产生 价值 . 但 是 非 Euclid 几何 的 历史 并 不 支 
持 这 种 论点 . 我们 已 经 看 到 非 Euclid 几何 的 发 生 是 在 研究 平行 公 
理 的 几 个 世纪 以 后 . 对 于 这 个 公理 的 考虑 是 基于 这 样 的 事实 , 即 它 
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作为 一 个 公理 ,应 该 是 不 证 自明 的 真理 ,因为 几何 公理 是 我 们 关于 
物质 空间 的 基本 事实 而 且 数 学 的 和 物理 学 的 广大 分 支 都 使 用 Eu- 
clid 几何 的 性 质 , 数 学 家 都 想 确 知 它们 依赖 于 真理 . 换言之 ,平行 
公理 的 问题 不 仅 是 真正 的 物理 问题 ,而 且 是 所 能 有 的 基本 的 物理 
问题 . 
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第 37 章 
Gauss 和 Riemann 的 微分 几何 


您 ,自然 ,是 我 的 女神 ,我 对 您 的 规律 的 贡献 是 有 限 的 …… 
Carl F. Gauss 


1. 8| a 

现在 我 们 将 着 手 讨论 微分 几何 ,特别 是 由 Euler 奠基 并 由 
Monge 扩展 的 曲面 论 的 发 展 线索 . 这 门 学 科 的 下 一 个 重大 步骤 是 
由 Gauss 作出 的 . 

Gauss 从 1816 年 起 就 在 大 地 测量 和 地 图 绘制 方面 做 了 非常 
KS T PE. 他 亲身 参加 实际 的 物理 测量 ,在 这 方面 他 发 表 了 许多 
文章 , 激 起 了 他 对 微分 几何 学 的 兴趣 ,并 导致 1827 年 他 的 决定 性 
文章 《关于 曲面 的 一 般 研 究 种 . 然而 , 比 他 这 篇 关于 三 维 空间 中 曲 
面 的 微分 几何 的 决定 性 论述 所 作出 的 贡献 更 为 重要 的 是 ,Gauss 
提出 了 一 个 完全 新 的 概念 , 即 一 张 曲面 本 身 就 是 一 个 空间 . 这 个 概 
Wel fa Riemann 所 推广 ,从 而 在 非 Euclid 几何 学 中 开辟 了 新 的 


2. Gauss 的 微分 几何 

Euler 早 就 提出 了 曲面 上 任 一 点 的 坐标 (zx, y, z) 可 以 用 两 个 
参数 u 和 w 表示 的 思想 (第 23 章 第 7 节 ); 就 是 说 ,曲面 的 方程 可 
以 这 样 给 出 : 
(1) z= zlu, v), y= y(u, v), z= z(u, v). 


D Comm. Soc. Gott. , 6,1828, 99 ~ 146 = Werke , 4,217— 258. 
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Gauss 的 出 发 点 是 运用 这 个 参数 表示 来 做 曲面 的 系统 研究 . 从 这 
些 参 数 方程 中 我 们 有 

(2) dz = aduta'dv, dy = bdu+6'dv, dz = cdu + cdv. 

HH a = x. a! = 2, 等 等 .为 了 方便 ,Gauss 引进 行列 式 


b c c a a b 

a= b "RN c a'|' ~ |a b’ 

和 量 
A=VA+BIC, 
他 假设 这 个 量 不 恒 等 于 零 . 
在 任何 曲面 上 基本 量 是 弧 长 元 素 , 这 在 (z，y，z) 坐 标 中 便 是 

(3) ds = dx’ +dy’ + dz’. 
Gauss 用 方程 (2) 把 (3) 写 成 
(4) ds’ = E(u, v)du! + 2F(u, v)dudv+G(u, v)dv’ , 
其 中 


E=a+6 +e, F= aa teo +e’, Ga tbe”. 
曲面 上 两 条 曲线 之 间 的 夹 角 是 另 一 个 基本 量 . 曲面 上 的 一 条 
曲线 由 w 和 w 之 闻 的 一 个 关系 式 确定 ,因为 这 样 x，y 和 x 就 变 成 
参数 u Kv 的 一 个 函数 ,而 方程 (1) 则 变 成 曲线 的 参数 表示 . 用 微 
分 的 语言 来 说 ,在 一 点 (x, v), 从 这 点 出 发 的 曲线 或 曲线 的 方向 由 
EG du : dv 给 定 .于 是 ,如 果 我 们 有 从 (wu, v) 出 发 的 两 条 曲线 或 两 
个 方向 ,一 个 由 du : dv 给 定 , 男 一 个 由 du : do’ 给 定 ,并 设 0 是 这 
两 个 方向 之 间 的 夹 角 , 则 Gauss 证 明 
(5) cosé= Edudu' + F(dudv' + du'dv) 4- Gdvdv 
V Edw! -2Fdudvt Gd Edu -2Fdu'dv 4 Gd? 
接着 Gauss 着 手 研究 曲面 的 曲率 . 他 的 曲率 的 定义 ,是 Euler 
用 于 空间 曲线 和 Olinde Rodrigues® 用 于 曲面 的 标 形 对 曲面 的 推 
M. 在 曲面 上 的 每 一 点 (z，y，z) 有 一 个 带 方向 的 法 线 . Gauss 考 


Q Corresp. sur l'Ecole Poly. , 3,1814—1816,162— 182. 
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虑 一 个 单位 球面 ,并 选 定 一 条 半径 , 它 具 有 曲面 上 的 有 向 法 线 的 方 
向 .选取 的 半径 确定 了 球面 上 的 一 个 点 (X, Y, Z). 然后 ,如 果 我 
们 考虑 曲面 上 围绕 (x，y, z) 的 任 一 小 区 域 , 则 在 球面 上 有 一 个 围 
SEX, Y,，2Z) 的 对 应 区 域 . 当 这 两 块 区 域 分 别 收 缩 到 它们 的 对 应 
点 有 时 ,把 球面 上 区 域 的 面积 与 曲面 上 对 应 区 域 的 面积 之 比 的 极限 ， 
定义 为 曲面 在 点 (x, y, x) 的 曲率 . 首先 ,注意 到 球面 在 点 (X，Y， 
Z) 处 的 切 平面 平行 于 曲面 在 点 (+x，y， x) 处 的 切 平面 ,Gauss 计算 
了 这 个 比值 . 由 于 这 种 平行 性 ,两 个 面积 之 比 等 于 它们 分 别 在 各 自 
切 平面 上 的 射影 之 比 .为 了 求 得 这 后 一 个 比值 ,Gauss 进行 了 惊人 
数量 的 微分 ,并 获得 了 一 个 更 加 基本 的 结果 ,这 就 是 曲面 的 (总 ) 曲 
*X KON 

(6) K 


|. LN— M 
|» EGF? 


fo Ve Zy 
接着 ,Gauss 证 明 他 的 K 就 是 Euler 早 就 提出 过 的 在 (zx，y，z) 处 
的 两 个 主 曲率 之 乘积 . 作为 两 个 主 曲率 的 平均 曲率 的 概念 ,是 由 
Sophie Germain 在 1831 DH HHJ. 

这 时 Gauss 作 了 一 个 极其 重要 的 考察 . 当 曲 面 由 参数 方程 
(1) 给 定时 ,曲面 的 性 质 似 乎 依赖 于 函数 z，y， x. 通过 固定 u, E 
如 说 wu = 3, 并 且 让 v 变动 ,就 在 曲面 上 得 到 一 条 曲线 . 对 于 zx 的 
其 他 可 能 取 定 的 值 ,得 到 一 族 曲线 . 同样 地 ,固定 v 也 得 到 一 族 曲 
£x. 这 两 族 曲 线 是 曲面 上 的 参数 曲线 ,使 得 曲面 上 的 每 一 个 点 可 以 


D Jour. für Math. , 7,1831,1~29. 
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用 一 对 数 , 辟 如 说 是 (c,d) 给 定 ,这 里 4 二 < 和 vw = d 是 经 过 这 点 的 
参数 曲线 . 这 些 坐 标 不 一 定 比 纬度 和 经 度 更 表示 距离 . 让 我 们 想象 
一 张 曲 面 ,在 它 上 面 已 经 以 某 种 方式 确定 了 参数 曲线 . 于 是 Gauss 
断定 ,曲面 的 几何 性 质 仅仅 由 ds? 的 表达 式 (4) 中 的 E, 下 和 G 确 
XE. u 和 w 的 这 些 最 数 正 是 事情 的 全 部 . 

从 (4) 和 (5) 显 然 可 以 看 出 ,曲面 上 的 距离 和 角度 完全 由 EE, F 
和 G 确定 .但 是 ,上 面 关 于 曲率 的 Gauss 的 基本 表达 式 (6), 又 依 
ART Reet L, MAN. 这 时 Gauss 证 明了 

t} jaf F 3E 123G 
= sh {aE dv H»| 


ak: aF 1 95 F 22]] 


C3v|H?9u Hav EH au 


Hub H —V EG — F', 并且 等 于 Gauss 在 上 面 定义 的 A. 方程 (8) 
叫做 Gauss 特征 方程 , 它 表明 曲率 KK, 以 及 从 (6) 来 看 特别 是 量 
LN — M^ AART E, FG. HAE, FRG 仅仅 是 曲面 上 
参数 坐标 的 函数 ,所 以 曲率 也 仅仅 是 参数 的 一 个 函数 ,而 完全 与 曲 
面 是 否 在 三 维 空间 中 或 曲面 在 三 维 空间 中 的 形态 无 关 . 

Gauss 已 经 注意 到 曲面 的 性 质 只 依赖 于 E, FAG. 但 是 除 曲 
率 以 外 的 许多 性 质 包含 着 量 工 ，M 和 NN ,并 且 不 是 取 方 程 (6) 中 的 
组 合 LN 一 A 的 形式 . Gauss 的 论点 的 解析 证 明 由 Gaspare Mai- 
nardi(1800—1879) fll Delfino Codazzi (1824—1875 ) C yh sr ih 2 
出 ,他 们 两 人 都 以 微分 方程 的 形式 给 出 了 两 个 附加 关系 ,这 些 关系 
连同 Gauss 的 特征 方程 一 起 ,可 以 用 E, F 和 G RRL, MA 
N ,而 KK 则 取 (6) 中 的 值 . 

其 后 ,Ossian Bonnet(1819 一 1892) 在 1867 年 @ 证 明了 一 个 定 
理 : 如 果 六 个 函数 满足 Gauss 特征 方程 和 两 个 Mainardi-Codazzi 


(8) K 


(D Giornale dell Istituto Lombardo, 9,1856,385 — 398. 
© Annali di Mat. , (3),2,1868~1869,101~119. 
®© Jour. de l'Ecole Poly. , 25,1867,31— 151. 
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方程 , 则 它们 除了 在 空间 的 位 置 和 定向 以 外 唯一 地 确定 一 张 曲面 . 
具体 地 ,如 果 给 定 了 w 和 w MARE, F, GL, M, N, CAI 
Ig Gauss 特征 方程 和 Mainardi-Codazzi 方程 ,并 设 EG — F x0, 
则 存在 一 张 由 u, v BS ERE I, y, z 给 定 的 曲面 ,其 第 一 基本 
Edu? + 2Fdudv + Gdv? , 

HAL, M, N RE, F, G 有 关系 式 (7). 这 个 曲面 除 它 在 空间 的 
位 置 外 是 唯一 确定 的 . (对 于 具有 实 坐 标 (u, v) 的 实 曲 面 ,必定 有 
EG—F'>0, E>>0 和 G 之 0.)Bonnet 的 定理 是 和 曲线 的 对 应 定 
理 ( 第 23 章 第 6 节 ) 相 类 似 的 . 

曲面 的 性 质 仅仅 依赖 于 玉 ,， F 和 G 这 一 事实 有 许多 含意 ,其 
中 有 一 些 已 经 由 Gauss 在 他 的 1827 年 的 文章 中 揭示 出 来 . 例如 ， 
如 果 一 张 曲面 无 伸缩 地 弯曲 , 则 坐标 曲线 u — 常数 和 w — 常数 将 
保持 不 变 , 所 以 ds 也 将 保持 不 变 . 因此 曲面 的 所 有 性 质 ,特别 是 
曲率 ,也 将 保持 不 变 . 进一步 说 ,如 果 两 张 曲面 能 够 彼此 建立 一 一 
对 应 ,也 就 是 说 ,如 果 w = plu, v), v = 9(u, v) ,其 中 和 w' 是 
第 二 张 曲面 上 的 点 的 坐标 ,并 且 如 果 两 张 曲 面 在 对 应 点 的 距离 元 
素 相同 , 即 如 果 

Edu’ + 2Fdudv + Gdi? = E'du" + 2F'du'dv' + G'dv”’, 
Hm E, F,G 是 x 和 w PUERTA, E', F, Gi u RI o 的 函数 , 则 这 
两 张 曲面 称 为 等 距 的 ,它们 必然 有 相同 的 几何 . 特别 ,正如 Gauss 
所 指出 的 ,它们 在 对 应 点 一 定 有 相同 的 总 曲率 . 这 个 结果 Gauss 
叫做 “ 极 妙 的 定理 "(theorema egregium), 它 是 一 个 极其 优美 的 
定理 . 

作为 一 个 推论 ,由 此 推出 ,要 能 把 曲面 的 一 部 分 移 到 另 一 部 分 
上 ( 那 意味 着 保持 距离 ), 一 个 必要 条 件 是 曲面 有 常 曲率 . 例如 , 球 
面 的 一 部 分 可 以 无 畸变 地 移 到 另 一 部 分 上 ,而 在 椭 球 面 上 就 不 能 
这 样 做 . (但 是 ,在 等 距 映 射 下 把 一 张 曲 面 或 曲面 的 一 部 分 同 另 一 
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张 曲 面 或 另 一 部 分 拟 合 ,是 可 以 发 生 弯曲 的 . ) 如 果 两 张 曲面 不 是 
常 曲率 的 ,虽然 在 对 应 点 它们 的 曲率 相等 ,但 它们 并 不 一 定 有 等 距 
关系 , 1839 E© Ferdinand Minding(1806 一 1885) 证 明 : 如 果 两 张 
曲面 确 有 相等 的 常 曲率 , 则 可 以 把 一 张 曲 面 等 距 映 射 到 另 一 张 
上 面 . 

Gauss 在 他 1827 年 的 文章 中 研究 的 另外 一 个 极其 重要 的 题 
目 , 是 寻找 曲面 上 的 测 地 线 . ( 测 地 线 这 一 名 词 是 Liouville 在 1850 
年 引进 的 , 取 自 大 地 测量 学 . ) 这 个 问题 需要 Gauss 使 用 的 变 分 
法 . 他 通过 r, y, z 表示 来 研究 这 个 问题 ,并 证 明 John Bernoulli 
提出 的 一 个 定理 : 测 地 线 的 主 法 线 垂直 于 曲面 . (例如 球面 上 的 纬 
度 圆 ,在 其 一 点 处 的 主 法 线 位 于 这 个 圆 所 在 的 平面 上 ,并 不 与 球面 
季 直 ,而 经 度 贰 在 任 一 点 处 的 主 法 线 都 与 球面 垂直 . u 和 w 之 间 
的 任何 一 个 关系 都 确定 曲面 上 的 一 条 曲线 ,给 定 测 地 线 的 这 种 关 
系 由 一 TAG T EI. re Mee hin Gauss 仅仅 
指出 这 是 w 和 w 的 一 个 二 阶 方程 ,但 是 没有 明确 给 出 . 有 一 种 形 
式 是 

dv 


(9) -E (E) + (2m - (S z) 22) 8 4, 


这 里 n, m, LA, v, 1, AREE, F, G 的 函数 ， 

在 作曲 面 上 两 点 之 间 有 唯一 测 地 线 存在 这 一 假定 时 ,必须 非 
常 小 心 . 球面 上 两 个 邻近 的 点 有 唯一 的 测 地 线 连接 它们 ,但 是 两 个 
对 径 点 却 有 无 穷 多 条 测 地 线 连接 它们 . 类 似 地 ,在 圆柱 面 的 同一 条 
直人 母线 土 的 两 点 ,被 一 条 沿 直 母 线 的 测 地 线 所 连接 ,但 是 还 有 无 穷 
多 条 作为 测 地 线 的 螺旋 线 连接 这 两 个 点 . 如 果 在 一 区 域内 的 两 点 
之 间 只 有 一 条 测 地 线 弧 , 则 在 这 区 域内 这 条 弧 给 出 两 点 之 间 的 最 
短路 线 . 在 特殊 曲面 上 实际 确定 测 地 线 的 问题 ,有 许多 人 做 过 
研究 . 


D Jour. für Math. , 19,1839,370~387. 
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Gauss 在 1827 年 的 文章 中 ,对 于 一 个 由 测 地 线 构成 的 三 角形 
(图 37. 1) ,证 明了 一 条 关于 曲率 的 著名 
定理 , 设 K 是 一 个 曲面 的 可 变 曲 率 . 于 
g [KkaA 是 这 个 曲率 在 面积 4 上 的 积 


分 . Gauss 的 定理 用 于 这 三 角形 时 说 的 


是 图 37.1 


Jka = = a ta. 十 as n; 


这 就 是 说 ,在 一 个 测 地 三 角形 上 曲率 的 积分 等 于 三 个 角 之 和 超过 
180^ AE ,或 在 三 角 之 和 小 于 180 "时 ,等 于 三 个 角 之 和 不 足 180 
之 亏 量 . Gauss 说 这 个 定理 应 该 算是 一 个 最 精美 的 定理 . 这 个 结果 
推广 了 Lambert(928 36 章 第 4 节 ) 的 定理 ,后 者 断言 球面 三 角形 的 
面积 等 于 它 的 球面 重量 与 半径 平方 之 积 ,因为 在 一 个 球面 三 角形 
EK 是 常数 日 等 于 IR. 

在 Gauss 的 微分 几何 中 还 有 一 部 分 更 为 重要 的 工作 必须 提 
一 提 . Lagrange( 第 23 章 第 8 节 ) 曾 经 论述 了 旋转 面 到 平面 的 保 角 
映射 . 1822 年 ,Gauss 以 他 关于 求 任 一 曲面 保 角 变 换 到 任何 另 一 
曲面 上 的 解析 条 件 问 题 的 文章 帆 , 获 得 了 丹麦 皇家 科学 会 的 奖金 . 
在 两 个 曲面 上 对 应 点 的 邻 域 中 成 立 的 他 的 条 件 ,相当 于 下 列 事实 : 
设 工 和 【是 表示 一 个 曲面 的 参数 ,上 Mu 是 表示 另 一 个 曲面 的 参 
数 , 则 工 和 UU 的 一 个 函数 P 十 i 冯 是 p 十 iq 的 一 个 函数 ,这 里 pt 
iq BBR Mu 的 对 应 的 函数 ,并 且 PiE ig) ,其 中 六 
或 者 就 是 f ,或 者 是 由 f 把 其 中 的 i 换 成 一 i 所 得 到 的 函数 . 关于 
PRR P+ iQ ,我 们 将 不 作 进 一 步 的 说 明 . 这 个 函数 依赖 于 两 个 
曲面 之 间 的 对 应 关系 ,这 个 对 应 关系 是 用 T= T(t, u) 和 U(z, u) 
规定 的 , 关于 曲面 的 一 个 有 限 部 分 是 否 可 能 以 及 用 什么 方式 保 角 


(D Werke, 4,189~216. 
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映射 到 男 一 个 曲面 上 的 问题 ,Gauss 并 设 有 回答 . 这 个 问题 ,Rie- 
mann 在 他 关于 复 值 函数 的 工作 中 继续 作 了 研究 (第 27 章 第 10 
节 ). 

Gauss 在 微分 几何 方面 的 工作 本 身 就 是 一 个 里 程 碑 . 但 是 , 它 
的 含义 比 他 自己 的 评价 要 深刻 得 多 . 在 这 个 工作 之 前 ,曲面 一 直 是 
被 作为 三 维 Euclid 空间 中 的 图 形 进行 研究 的 . 但 是 Gauss 证 明 
了 ,曲面 的 几何 可 以 集中 在 曲面 本 身上 进行 研究 . 如 果 通 过 曲面 在 
三 维 空间 中 的 参数 表示 

x= zlu, v), y= y(u, v), z= z(u, v) 

5| t «flo 坐标 ,并 用 以 确定 E, 和 6G, 就 得 到 这 个 曲面 的 Eu- 
clid 性 质 . 然而 ,在 曲面 上 给 定 这 些 u 和 wv WR Av 
PARLE, 下 和 G 表示 的 ds’ 的 表达 式 之 后 ,曲面 的 所 有 性 质 就 都 能 
从 这 个 表达 式 推 导出 来 . 这 就 提出 两 个 极其 重要 的 思想 . 第 一 个 
是 ,曲面 本 身 可 以 看 成 是 一 个 空间 ,因为 它 的 全 部 性 质 被 ds? 确 
定 . 人 们 可 以 忘掉 曲面 是 位 于 一 个 三 维 空 间 中 的 这 个 事实 . 假如 把 
曲面 本 身 看 成 是 一 个 空间 ,那么 它 具 有 哪 一 种 几何 呢 ? 如 果 把 测 
地 线 当 成 曲面 上 的 “直线 ”, 则 几何 是 非 Euclid Bj. 

这 样 ,如 果 把 球面 本 身 当 作 一 个 空间 来 研究 ,那么 它 就 有 它 
自己 的 几何 ,并 且 即 使 取 熟 知 的 纬度 和 经 度 作 为 点 的 坐标 ,曲面 
的 几何 也 不 是 Euclid 的 ,因为 "直线 " 或 测 地 线 是 曲面 上 的 大 圆 
JL. 然而 ,如 果 把 球面 看 成 三 维 空间 中 的 一 张 曲面 ,球面 的 几何 
就 是 Euclid fj. 曲面 上 两 点 之 间 最 短 距 离 便 是 三 维 Euclid 几何 
的 线段 (虽然 它 并 不 在 曲面 上 ). Gauss 的 工作 意味 着 ,至 少 在 曲 
面 上 有 非 Euclid 几何 ,如 果 把 曲面 本 身 看 成 一 个 空间 的 话 . 
Gauss 是 否 看 到 他 的 曲面 几何 的 这 种 非 Euclid 的 解释 , 那 就 不 清 
楚 了 . 

人 们 还 可 看 得 更 远 些 . 可 以 认为 一 张 曲 面 所 固有 的 E, 下 和 G 
是 由 参数 方程 (1) 确 定 的 . 但 是 ,可 以 从 曲面 出 发 引进 两 族 参 数 曲 
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线 , 然 后 几乎 任意 地 选取 w 和 w 的 函数 E, FF 和 G. 于 是 曲面 有 这 
HOE, FAG 所 确定 的 几何 . 这 个 几何 对 于 曲面 是 内 荀 的 ,而 与 周 
围 的 空间 没有 关系 . GRE Ma E, 下 和 G 的 不 同 的 选取 ,同一 
张 曲 面 可 以 有 不 同 的 几何 . 

含义 是 更 为 深刻 的 . 如 果 在 同一 张 曲面 上 能 够 选取 不 同 的 E, 
F 和 G 的 组 ,从 而 确定 不 同 的 几何 ,那么 为 什么 在 我 们 的 三 维 空 
闻 中 不 能 选取 不 同 的 距离 国 数 呢 ? 当然 ,在 直角 坐标 系 中 通常 的 
ERRA E ds = dr? 十 d 风 十 dx， 如果 从 Euclid 几何 出 发 ,这 是 
必然 的 ,因为 它 恰好 是 色 股 定理 的 解析 表示 . 然而 ,对 于 空间 的 点 
给 定 相同 的 直角 坐标 ,可 以 选取 ds? 的 不 同 的 表达 式 , 从 而 得 到 该 
空间 的 完全 不 同 的 几何 一 种 非 Euclid 几何 . 把 Gauss 在 研究 
曲面 中 首先 获得 的 这 种 思想 推广 到 任何 空间 ,是 由 Riemann 继承 
并 发 展 的 . 


3. Riemann 研究 几何 的 途径 

由 Gauss,Lobatchevsky 和 Bolyai 的 工作 引起 的 ,关于 物理 
空间 的 几何 我 们 可 以 相信 些 什么 ,这 个 疑问 推动 了 19 世纪 的 重大 
创造 之 一 一 一 Riemann 几何 的 产生 ,创立 者 是 最 深刻 的 几何 哲学 
家 Georg Bernhard Riemann. 虽然 Riemann 并 不 知道 Lobatchev- 
sky 和 Bolyai 工作 的 细节 ,但 Gauss 是 知道 他 们 的 ,而 Riemann 肯 
定 知 道 Gauss 对 Euclid 几何 的 真实 性 和 必然 适用 性 的 怀疑 . 这 
样 ,在 几何 领域 中 Riemann 追随 Gauss, 里 然 在 函数 论 中 他 追随 
Cauchy 和 Abel. 他 对 几何 的 研究 也 受 心理 学 家 Johann Friedrich 
Herbart(1776 一 1841) 教 导 的 影响 . 

Gauss 给 Riemann 指定 把 几何 基础 作为 他 应 该 发 表 的 就 职 
演说 的 题目 ,这 是 大 学 讲师 为 取得 大 学 教授 资格 所 应 作 的 演说 . 这 
个 讲演 于 1854 年 对 格 丁 根 的 全 体 教员 发 表 , 有 Gauss 在 场 ,并 在 
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1868 年 以 《关于 作为 几何 学 基础 的 假设 》 为 题 出 版 ©. 

为 竞争 巴黎 科学 院 的 奖金 ,Riemann 在 1861 年 写 了 一 篇 关于 
热传导 的 文章 ,这 篇 文章 常常 叫做 他 的 《巴黎 之 作 》( Pariserar- 
beit) ,在 文中 Riemann 发 现 必须 进一步 考虑 他 关于 几何 的 思想 ， 
在 这 里 他 对 他 的 1854 年 的 文章 作 了 某 些 技术 性 的 加 工 . 1861 年 
的 这 篇 没有 获奖 的 文章 ,在 他 死 后 发 表 在 1876 年 他 的 《文集 》 
(Collected Works ) 包 由 .在 《文集 》 的 第 二 版 里 ,Heinrich Weber 在 
一 篇 注解 中 解释 了 Riemann 的 高 度 压缩 了 的 题材 . 

Riemann 提出 的 空间 的 几何 并 不 只 是 Gauss 的 微分 几何 的 
推广 . 他 重新 考虑 了 研究 空间 的 整个 途径 . Riemann 研究 了 上 述 关 
于 物理 空间 我 们 究竟 可 以 确信 什么 的 问题 . 在 通过 经 验 确 定 物理 
空间 中 成 立 的 特殊 公理 之 前 ,在 真实 的 经 验 空 间 中 什么 条 件 或 什 
么 事实 必须 预先 假定 呢 ? Riemann 的 目的 之 一 是 要 证 明 ,Euclid 
的 独特 的 公理 ,与 其 说 如 和 人 们 历来 相信 的 那样 是 自明 的 真理 ,还 不 
如 说 是 经 验 性 的 . 他 采用 了 解析 的 途径 ,因为 在 几何 证 明 中 ,由 于 
我 们 的 感觉 ,我 们 可 能 错误 地 假定 一 些 不 是 显然 可 以 承认 的 事实 , 
这 样 ,Riemann 的 思想 是 :依靠 分 析 我 们 可 以 从 关于 空间 无 疑 是 先 
验 的 东西 出 发 ,导出 必然 的 结论 . 于 是 就 会 知道 空间 的 任何 其 他 的 
性 质 都 是 经 验 的 . Gauss 自己 研究 了 完全 相同 的 问题 ,但 是 仅仅 发 
表 了 这 个 研究 的 论 曲面 的 部 分 . Riemann 对 于 什么 是 先 验 的 探讨 
导致 他 研究 空间 的 局 部 性 质 ; 换 句 话说 ,就 是 采用 微分 几何 的 途 
径 ,这 同 在 Euclid 几何 中 或 者 在 Gauss，Bolyai 和 Lobatchevsky 
的 非 Euclid 几何 中 ,把 空间 作为 一 个 整体 进行 考虑 是 相对 立 的 . 
在 作 详细 的 考察 之 前 ,我 们 应 该 预先 说 明 ,表述 在 1854 年 的 讲演 


D Abh. derGes. der Wiss. zu Gött. , 13,1868, 1 ~ 20 = Werke ,第 二 版 ,272~- 
287. 英 译本 可 在 W.K, Clifford 的 Collected Mathematical Papers 中 找到 . 在 Nature, 
8,1873,14~36 和 D. E. Smith 的 A Source Book in Mathematics, 411~425 中 也 有 . 

© Werke ,第 二 版 ,1892 ,391-—404., 
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以 及 在 原稿 中 的 Riemann 的 思想 是 模糊 的 . 一 个 原因 是 Riemann 
为 了 适应 他 的 听众 一 一 格 丁 根 的 全 体 教员 . 部 分 的 模糊 也 和 他 文 
章 开 头 的 哲学 考虑 有 关 . 

Gauss 关于 Euclid 空间 中 曲面 的 内 和 蔓 几何 学 ,开辟 了 一 个 很 
大 的 领域 ,Riemann 对 任 一 空间 发 展 了 一 种 内 蕴 几 何 . 虽然 三 维 的 
情形 显然 是 一 种 重要 的 情形 ,Riemann 还 是 宁可 处 理 % 维 几何 ,并 
且 他 把 x 维 空 间 叫 做 一 个 流 形 . n 维 流 形 中 的 一 个 点 ,可 以 用 nn 个 
HEBA T, r, o, x, 的 一 组 指定 的 特定 值 来 表示 ,而 所 有 这 
种 可 能 的 点 的 总 体 就 构成 n 维 流 形 本 身 ,正如 在 一 个 曲面 上 的 点 
的 全 体 构成 曲面 本 身 一 样 . 这 个 可 变 参 数 就 叫做 流 形 的 坐标 . 当 
这 些 xz; 连续 变化 时 ,对 应 的 点 就 遍历 这 个 流 形 . 

因为 Riemann 认为 我 们 只 能 局 部 地 了 解 空 间 , 所 以 他 从 定义 
两 个 一 般 点 之 间 的 距离 出 发 ,这 两 个 点 所 对 应 的 坐标 只 相差 无 穷 
小 . 他 假定 距离 的 平方 是 
(10) ds = 5 Sg, dz, dr, ; 


其 中 gj 是 坐标 zi ,zz ，…, x, MRM, g — 8; ,并 且 (10) 的 右边 
对 da, 的 所 有 可 能 值 总 是 正 的 . ds? 的 这 个 表示 式 是 Euclid 距离 
公式 


ds? = dzi + dz +- + da? 

的 推广 , 他 提 到 有 可 能 假定 ds 是 微分 dz dez, =, dz, 的 一 个 
四 次 齐 次 函数 的 四 个 根 中 的 一 个 . 但 是 他 没有 深入 研究 这 种 可 能 
性 . 由 于 允许 gy 是 坐标 的 函数 ,所 以 Riemann 提供 了 空间 的 性 质 
可 以 逐 点 而 异 的 可 能 性 . 

虽然 Riemann 在 他 1854 年 的 文章 中 没有 明确 地 阐述 下 面 的 
定义 ,但 在 他 的 心目 中 无 疑 是 有 的 ,因为 它们 与 Gauss 对 曲面 所 
做 的 是 相同 的 . Riemann 流 形 上 的 一 条 曲线 由 个 函数 


(11) Ti = a(t), zs = x(t), +, xm, = Z(t) 
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给 定 .于 是 ,在 上 = 一 a 和 := 有 8 之 间 的 曲线 的 长 度 定义 为 


a Phy /VY da da 
(12) 1=fa=f Euf E i; dt. 


在 两 个 给 定点 + =o 和 4 — 8 之 间 的 最 短 曲 线 一 一 测 地 线 , 随 之 可 
用 变 分 法 确定 . 用 变 分 学 的 记号 ,这 就 是 适合 条 件 af ds = o 的 曲 
线 . 于 是 ,必须 确定 形 如 (11) 的 特定 的 函数 , 它 给 出 两 点 之 间 的 这 
条 最 短 道路 . 取 弧 长 ; 作为 参数 , 测 地 线 的 方程 可 以 证 明 是 


d? x, AF \dr, day _ . u 
ds? >| PE o assit, n 


这 是 ”个 二 阶 常 微分 方程 的 方程 组 由. 

两 条 曲线 在 点 (zi ，z，…，xz) 处 相交 ,一 条 曲线 由 方向 
dz;/ds (i= 1, 2, +, n) 确定 , 男 一 条 由 dx//ds (i =1, 2, +, 
n) 确定 ,其 中 撤 表 示 属 于 第 二 个 方向 的 值 ,这 两 条 曲线 在 交点 处 
的 交角 0 由 公式 
(13) cos ĝ = Deg dz, en 


确定 . 仿照 Gauss 对 曲面 所 用 AE DEBERÁ, 
可 以 推出 一 种 度量 的 n 维 几何 . 所 有 的 度量 性 质 由 ds* 的 表达 式 
中 的 系数 es 确定. 
在 Riemann 1854 年 的 文章 中 的 第 二 个 重 变 的 概念 ,是 流 形 的 
曲率 的 概念 . Riemann 企图 通过 它 去 刻画 Euclid 空间 和 更 一 般 的 
空间 ,在 这 种 空间 中 图 形 可 以 挪动 而 不 改变 其 形状 或 大 小 . Rie- 
mann 关于 任意 n 维 流 形 的 曲率 的 概念 ,是 Gauss 关于 曲面 的 总 
曲率 概念 的 推广 . 如 同 Gauss 的 概念 一 样 , 流 形 的 曲率 可 用 一 些 
HEM ,而 这 些 量 可 以 在 流 形 自 身 土 确定 ,从 而 无 需 把 流 形 想象 成 
位 于 某 一 更 高 维 的 流 形 中 . 


mp 1 


也 ”关于 大 括号 记号 的 意义 见 下 面 的 (19) 式 . Riemann 没有 明确 地 给 出 这 些 方程. 
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E n 维 流 形 中 给 定 一 点 P,Riemann 考虑 在 这 点 的 一 个 二 维 
流 形 , 这 个 二 维 流 形 在 ” 维 流 形 中. 这 个 二 维 流 形 由 经 过 P 点 的 
无 穷 多 条 单 参数 测 地 线 构成 ,这 些 测 地 线 同 流 形 的 平面 截 口 在 P 
点 相 切 . 现在 一 条 测 地 线 可 以 用 点 P 和 在 该 点 的 一 个 方向 来 描 
JR. E dzi, da, ^, dz/ 是 一 条 测 地 线 的 方向 ,而 de, daz, ^ 
dz 是 另 一 测 地 线 的 方向 . 则 在 已 点 的 单 参数 无 穷 多 条 测 地 线 中 ， 
任 一 条 的 方向 的 第 i 个 分 量 由 下 式 给 出 : 

dz, = A'dzi + A dz! 
(AURI A SEE A E AU HA H- 21A" cos 0 = 1 的 限制 ,这 个 条 件 是 由 
条 件 D By (dx /ds)(dz,/ds) = 1 导出 的 ). 这 一 组 测 地 线 构成 一 
个 二 维 流 形 , 它 有 一 个 Gauss 曲率 . 因为 经 过 P 点 的 这 种 二 维 流 
形 有 无 穷 多 ,所 以 在 n 维 流 形 的 一 个 点 处 就 有 无 穷 多 个 曲率 . 但 


是 ,在 这 些 曲率 的 测度 中 ,可 以 从 方 4(n ~ 1) 个 推 得 其 余 的 . 曲率 


的 测度 的 一 个 显 式 现在 可 以 推出 来 . 这 是 Riemann 在 他 1861 年 
的 文章 中 就 已 做 了 的 ,在 下 面 即将 给 出 . 对 于 流 形 就 是 一 个 曲面 的 
情形 ,Riemann 的 曲率 恰恰 就 是 Gauss 的 总 曲率 .严格 地 说 ,正如 
Gauss 的 曲率 一 样 ,Riemann 的 曲率 是 一 种 加 在 流 形 上 而 非 流 形 
目 身 的 度量 性 质 . 

Riemann 在 完成 了 他 的 维 几 何 的 一 般 研究 ,并 说 明 如 何 引 
进 曲 率 以 后 ,进而 考虑 特定 的 流 形 , 在 这 种 流 形 上 ,有 限 的 空间 形 
式 应 当 能 够 移动 ,而 不 改变 其 大 小 或 形状 ,并 且 应 当 能 够 按 任 意 方 
向 旋转 , 这 就 把 他 引 到 常 曲率 空间 . 

当 在 一 点 所 有 曲率 的 测度 都 相 辣 ,并 且 等 于 其 他 任何 点 的 所 
有 曲率 的 测度 时 ,我 们 得 到 Riemann 称 之 为 常 曲率 的 流 形 . 在 这 
种 流 形 上 ,可 以 讨论 全 等 的 图 形 . 在 1854 年 的 文章 中 Riemann 给 
出 下 述 结果 但 没有 详 说 :如果 a 是 曲率 的 测度 ， A 

小 距离 元 素 公 式 变 成 (在 一 适当 的 坐标 系 中 ) 
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Xt 

ETE 
Riemann 认为 曲率 a BRA IET RES ATA a > 0 BT RAG Bl 
—^A ER TEL ZE IR], 24 a = 0 时 得 到 一 个 Euclid 空间 ,反之 亦 然 . 他 
还 认为 ,如 果 一 个 空间 是 无 限 伸展 的 ,其 曲率 必须 为 零 . 然而 ,他 确 
实 提示 过 ,可 能 有 现实 的 常数 负 曲 率 曲 面 0， 

对 a 二 a 之 0, 且 n= 3 的 情形 ,由 于 Gauss 的 工作 ,我 们 得 到 
一 种 三 维 的 球面 几何 ,虽然 不 能 把 它 形象 化 . 这 个 空间 在 广度 上 有 
限 但 是 无 界 ;在 其 中 所 有 的 测 地 线 都 是 定 长 ,等 于 2x/a, 并 且 回 到 
它们 自身 ;空间 的 体积 是 2ra. 3] T a! > 0 En = 2 的 情形 ,我 
们 得 到 通常 的 球面 的 空间 ; 测 地 线 当然 就 是 大 圆 并 且 是 有 限 的 ;而 
且 ,任意 两 条 测 地 线 交 于 两 点 . 至 于 Riemann 是 否认 为 常数 正 曲 
率 曲面 上 的 测 地 线 都 交 于 一 点 或 两 点 ,实际 上 是 不 清楚 的 . 他 可 能 
倾向 于 后 者 . Felix Klein 后 来 指出 ( 见 下 一 章 ) ,这 里 涉及 两 种 不 同 
的 几何 . 

Riemann 还 指出 空间 的 无 界 性 ( 球 的 表面 就 是 这 种 情形 ) 和 无 
限 性 之 间 的 一 种 区 别 , 这 种 区 别 后 面 还 要 讲 到 . 他 说 ,无 界 性 与 任 
何其 他 由 经 验 得 来 的 事情 ,例如 同 无 限 广度 相 比 ,有 更 大 的 经 验 可 
信 性 . 

Riemann 在 他 的 文章 结尾 还 指出 ,因为 物理 空间 是 一 种 特殊 
的 流 形 ,所 以 那 种 空间 的 几何 不 能 只 是 从 流 形 的 一 般 概 念 推 出 来 . 
把 物理 空间 同 其 他 三 维 流 形 区 别 开 来 的 那些 性 质 ,只 能 从 经 验 得 
到 .他 附带 地 说 ;:“ 关 于 流 形 的 这 些 假设 ,在 何 种 程度 上 以 及 在 哪 一 
点 上 可 以 由 经 验 肯定 ,这 个 认识 问题 尚 待 解决 . "特别 , Euclid 几何 
的 公理 可 能 只 是 物理 空间 的 近似 写照 . 同 Lobatchevsky 一 样 ， 

(D Ferdinand Minding 已 经 知道 这 种 曲面 (Jour. für Math. , 19,1839,370~ 


387 ,特别 是 pp. 378~ 380) ,包括 那 一 个 后 来 叫做 伪 球 面 的 曲面 ( 见 第 38 章 第 2 节 ). 还 
可 看 Gauss, Werke, 8,265. 


(14) ds’ 
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Riemann 相信 天 文学 将 判定 哪 种 几何 符合 于 空间 . 他 以 下 面 的 预 
言 性 评论 结束 他 的 文章 : “所 以 ,或 者 作为 空间 基础 的 客体 必须 形 
成 一 个 离散 的 流 形 ,或 者 在 作用 于 它 上 面 的 约束 力 之 下 ,我 们 应 当 
从 它 的 外 部 寻找 其 度量 关系 的 根据 …… 这 就 把 我 们 引 到 另 一 门 科 
学 一 一 物理 学 的 领域 ,我 们 的 工作 的 宗旨 不 容许 我 们 今天 进入 那 
个 领域 . ” 

这 个 观点 被 William Kingdon Clifford® 所 发 展 . 


事实 上 我 认为 :(1) 空 间 的 小 部 分 有 一 种 性 质 , 类 似 于 上 曲 
面 上 的 小 山 , 这 曲面 平均 看 起 来 是 扁平 的 . DESH 
或 畸变 的 这 种 性 质 以 波浪 方式 连续 地 从 空间 的 一 部 分 传 
到 另 一 部 分 . (3) 空 间 曲 率 的 这 种 变化 ,确实 如 我 们 称 之 
为 物质 运动 的 那 种 现象 中 所 发 生 的 情况 一 样 , 不 管 这 种 
物质 是 有 重量 的 还 是 像 空气 那样 稀薄 的 . (4) 在 这 个 物理 
世界 中 ,除了 可 能 遵循 连续 性 规律 的 这 种 变化 之 外 ,没有 
其 他 事情 发 生 . 

在 曲率 不 仅 逐 点 变化 ,而 且 由 于 物质 的 运动 也 随时 间 而 变化 的 空 

间 中 ,通常 的 Euclid 几何 法 则 是 不 成 立 的 . 他 接着 又 说 ,要 想 对 物 

理 规律 作 较为 严格 的 研究 ,就 不 能 忽视 空间 中 的 这 些 “ 小 山 ”, 这 

样 ,与 其 他 的 大 多 数 几 何 学 家 不 同 , Riemann 和 Clifford 感到 ,为 

了 确定 什么 是 物理 空间 的 真理 ,需要 把 物质 和 空间 结合 起 来 . 这 个 

思路 自然 就 引导 到 相对 论 . 

Riemann 在 他 的 《4 巴黎 之 作 》(1861) 中 回 到 下 述 问题 :一 个 度 

量 为 

(15) ds’ = >) gydz,dz, 

的 给 定 的 Riemann 空间 ,在 什么 时 候 可 以 是 一 个 常 曲率 空间 ,或 


(D Proc. Camb. Phil. Soc. , 2,1870, 157 ~ 158 = Math . Papers, 20—22. 
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者 甚至 是 一 个 Euclid 空间 . 但 是 ,他 提出 了 更 为 一 般 的 问题 :在 什 
么 条 件 下 ,可 以 通过 方程 组 


(16) Xi = xy yr y). i=l, 2, e,n 
把 如 同 (15) 那 样 的 度量 变 成 一 个 给 定 的 度 最 
(17) ds? = > ado dy, ， 


当然 ,这 里 应 理解 为 ds 等 于 d; ,如 此 ,两 个 空间 的 几何 除了 坐标 
的 选取 外 将 是 相同 的 . 变换 (16) 并 不 总 是 可 能 的 ,因为 正如 Rie- 
mann 指出 的 ,在 (15) 中 有 n(n 十 1)/2 个 独立 函数 ,而 可 用 以 把 gu 
变 成 hy 的 变换 只 能 引进 个 函数 ， 

为 了 处 理 一 般 的 问题 ,Riemann 引进 了 一 些 特殊 的 量 ps ,我 
们 将 代 之 以 更 加 熟悉 的 Christoffel 记号 ,这 里 理解 为 


j k 
Pür =| ; | 
表示 成 各 种 形式 的 Christoffel 记号 是 
a P 
(18) asm (^. je (eB al 


_ 5 (Ha Iga, _ gas) 
2 \ dazre aX, da, 


(19) ra= f l- abal = Def", 


其 中 gU 是 行列 式 g& 中 ga 的 余子 式 除 以 &. Riemann 还 引进 现在 
通称 的 Riemann 四 指标 记号 


. 2D 9 
(20) (A, jk) = Ren = E 
十 之 人 Pal yi Dy, Di). 


然后 , Riemann 证 明了 ds’ 可 以 变 成 ds? 的 一 个 必要 条 件 是 


, a, OL, Ixi AX, Ax 
(21) (ad, By) = (rh, ih) at mA TAL 
P ) Jy. Aya dy, d ys 
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其 中 左边 的 记号 指 的 是 对 度量 ds 所 构造 的 量 , 并 日 对 于 每 一 个 遍 
Al Bln Wa, P, y, 8 的 所 有 值 ,(21) 都 成 立 . 

Riemann 现在 回 到 特殊 的 问题 :在 什么 条 件 下 给 定 的 ds? 可 
以 变 成 带 常 系数 的 . 他 先导 出 关于 流 形 曲率 的 一 个 显 式 . 在 1854 
年 的 文章 中 已 经 给 出 的 一 般 定 义 用 到 从 空间 的 一 点 O 出 发 的 测 
地 线 . 设 4 和 6 确定 两 个 向 量 或 从 O 点 出 发 的 两 条 测 地 线 的 方向 
(每 一 个 方向 由 测 地 线 的 切线 的 分 量规 定 ). 然后 ,考虑 从 点 O 出 
发 并 由 xd 十 26 给 定 的 测 地 线 向 量 束 ,其 中 上 和 4》 是 参数 . 如 果 设 
想 d 和 6 作用 在 表示 任 一 曲线 的 z; = f;(1) 上 , 则 二 阶 微分 (ed + 
A8)! 二 kd 十 2 d5 十 4A*8: 有 意义 .于 是 Riemann 构造 
(22) Q = 582) gu dx,dz, — 2d8 9 , g, dx dc + dd Ñ` g, dz:dz, . 
这 里 ,理解 为 4 和 1 形式 地 作用 在 它们 后 面 的 表达 式 上 (而 且 d 和 
ò 可 区 换 ) ,所 以 
(23) 88>) gydaidz, = af >) (9g, )dridz, 

+ Š gy ((ddz,)dz; + dx,8dzx;)] , 

并 且 8g; = 2) (38s/9x,)8z, .如 果 计 算 0, 就 能 发 现 包 含 一 个 函 


数 的 所 有 三 阶 微分 的 项 都 为 零 . RATES dr, dos, ar, Sdz, 
Tu d'z, 的 项 . 通过 计算 这 些 项 并 用 记号 

Pa = dzj8z, 一 dzeSzi， 
Riemann 得 到 


(24) [Q] = 5 Gb, rs) papa. 


MES 44° = Dg dx;dz; - 25 go 82,82; 一 (Ma dr;óx;). 
则 Riemann 流 形 的 曲率 K 是 


(25) K —— 12] 


8A’ - 
全 部 结论 是 : 若 要 给 定 的 ds: 能 够 回 到 形式 (对 n= 二 3 ) 
(26) ds? = cdz? + c dz? + cdz? ， 
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其 中 c; 都 是 常数 ,其 必要 充分 条 件 是 ,所 有 的 记号 (ao8，73) 都 为 
零 .在 c 爹 是 正 的 情况 下 ds? 可 以 化 成 dyi + dy: + dys , 即 空 间 
是 Euclid 空间 . 正如 我 们 能 从 [9] 的 值 看 到 的 ,当天 是 零 时 ,空间 
实质 上 是 Euclid 的 . 

值得 注意 的 是 ,一 个 n 维 流 形 的 Riemann 曲率 ,在 曲面 的 情 
形 就 化 为 Gauss 总 曲率 . 事实 上 , 当 

ds? = gyda? + 2g dzi dz: + gi; dai 
时 ,16 个 记号 (a8, yO) HR 12 个 是 零 ,对 其 余 的 4 个 我 们 有 
(12, 12) =— (12, 21) =— (21, 12) = (21, 21). 

于 是 Riemann 的 天 化 成 


= 02,12) 


g 
通过 (20), 可 以 证 明 这 个 表达 式 等 于 曲面 总 曲率 的 Gauss 的 表 
达 式 . 


4. Riemann 的 继承 者 

当 Riemann 1854 年 的 文章 在 他 逝世 后 两 年 ( 即 1868 年 ) 刊 行 
时 , 激 起 了 强烈 的 兴趣 ,许多 数学 家 忙 着 去 充实 他 所 概述 的 思想 并 
加 以 推广 . Riemann 的 直接 继承 者 是 Beltrami, Christoffel 和 Lip- 
schitz. 

Eugenio Beltrami( 1835—1900) , © #76 JE W (Bologna) #l È 
大 利 其 他 大 学 的 数学 教授 ,他 知道 Riemann 1854 年 的 文章 ,但 是 
不 知道 他 1861 年 的 文章 ,他 还 在 研究 把 ds? 的 一 般 表达 式 化 成 形 
式 (14) 的 证 明 问 题 由 ,而 形式 (14) 是 Riemann 已 对 常 曲率 空间 给 
出 了 的 . 除 这 个 结果 以 及 证 明了 Riemann 的 其 他 几 个 论断 以 外 ， 
Beltrami 还 研究 了 将 在 下 节 考 虑 的 微分 不 变量 的 课题 . 


中 Annali di Mat. , (2),2,1868—1869, 232 ~ 255 = Opere Mat. , 1,406~429. 
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Elwin Bruno Christoffel(1829-~-1900) 先 是 苏黎世 后 是 斯 特 
拉 斯 堡 的 数学 教授 , 他 推进 了 Riemann 那 篇 文章 中 的 思想 . 
Christoffel 在 他 的 两 篇 关键 性 文章 中 中 主要 关心 的 是 重新 考虑 和 
详细 论述 Riemann 在 他 1861 年 文章 中 已 经 稍为 粗略 地 讨论 过 的 
题目 , 那 就 是 一 个 形式 
F= Sg, dz, dr, 
在 什么 时 候 能 够 变 成 另 一 个 形式 
F' = g; dy:dy;. 
Christoffel 寻找 它 的 必要 充分 条 件 .在 这 篇 文章 中 ,他 附带 地 引进 
J Christoffel 125. 
让 我 们 首先 考虑 二 维 的 情形 ,在 这 里 
F = a(dzY + 2bdzdy + c(dy)?, 
F' = A(dX)' +2BdXdY + C(dY)’, 
并 假定 zx 和 y 可 以 表示 成 和 和 YY 的 函数 ,使 得 在 这 变换 下 FE 
me F’. 当然 , dx = (0x/9X)dX + (83z/2Y)dY. 现在 ,当下 中 的 z， 
y, dz 和 dy 代 以 相应 的 X ALY 的 表达 式 ,并 让 下 的 这 个 新 形式 
rR HS RRN F 的 对 应 系数 相等 时 ,就 得 到 


(35) +20 22 4-(22) =A, 


ax aX IX ax 
«3x ay + "ox ay + ov ox) 
+o 3% SY — B, 
(5) cnp) -c 


NH x Aly 作为 X 和 YY 的 函数 ,有 三 个 微分 方程 . 如 果 它 们 能 够 
解 出 来 , 那 我 们 就 知道 如 何 把 下 变 成 F' 了 .然而 ,其 中 只 含有 两 个 


D Jour. für Math. , 70,1869,46~70 和 241 ~ 245 = Ges. Math. Abh. , 1, 
352 ff. , 378 ff. 
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PAR. FE, Wha, blc 为 一 方 ,以 A, BHC 为 另 一 方 ,它们 之 间 
必定 有 某 些 关系 . 通过 微分 上 面 三 个 方程 和 一 些 代数 步骤 ,就 发 现 


这 关系 是 K =K. 
对 于 元 的 情形 ,Christoffel 用 的 是 同一 个 方法 . 他 从 
F= gdr,dz,, 
F = Dg dy,dy, 
出 发 . 变换 是 
Ti = TY ys. c8. Ya), TEL, 2 een 


他 让 g =| g. |. 如果 4, 是 8 在 行列 式 里 的 余子 式 ,就 让 et = 
Am/8. 像 Riemann 一 样 ,他 独立 地 引进 了 四 指标 记号 (没有 逗 
A) 

(ghhi) — polar. k] — 5 lei, k] 


+ Ma, pillak, h] — leh, plik, p]). 


后 他 推出 关于 as 作为 y 的 函数 的 n(n 十 1)/2 个 偏 微分 方程 
有 代表 性 的 一 


Y Ox, OE, € 
18> Fy Iys E, a. 


这 些 方程 是 使 P = F 的 变换 存在 的 必要 充分 条 件 . 

部 分 是 为 了 讨论 这 组 方程 的 可 积 性 ,部 分 是 由 于 Christoffel 
愿意 考虑 dz, 的 高 于 两 次 的 形式 ,所 以 他 作 了 许多 微分 和 代数 推 
导 , 证 明了 

, à, Ozh 9 Th 
GD 88) 
SEH a, B, y 和 6 取 1 到 的 所 有 入 RAUS nh (n —1)/12 个 这 种 
形式 的 方程 . 这 些 方程 是 两 个 四 阶 微分 形式 等 价 的 必要 充分 条 件 . 
WAS dr, dOr, dz, dOr Er 的 四 组 微分 ,对 y 也 照样 有 
四 组 微分 . 如 果 有 四 线性 形式 

25 (gkhi)d z, d? z, d'? 2,4 x, , 


gk, h,i 
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WKAK(27) 2G =G 的 必要 充分 条 件 ,其 中 GU y 变 元 的 
类 似 于 G 的 形式 . 

这 个 理论 可 以 推广 到 4 重 微分 形式 . 事实 上 , Christoffel 5] 
进 了 
(28) G, = = > (iit in) 3a dx, ri 


p 


其 中 括号 里 的 项 几乎 与 四 指标 记号 样 是 用 8* 来 定义 的 ,记号 3 
是 用 来 把 z， 的 微分 组 同 以 ?作用 所 得 的 微分 组 区 别 开 来 . 然后 他 
证 明 
(29) (aiaa) = Sei) sot l—, 
并 得 到 G RTVASE p, GL 的 必要 充分 条 件 ， 

接着 ,他 给 出 从 一 个 上 重 形式 G 导出 一 个 (4 十 1) 重 形式 的 
一 般 方法 ， SER Pasht 
(30) (üi:iíi)-— Folie 一 之 ii, A} (Ain sip) 


+ " Al(GüÀis i) t]. 
这 些 (e+ 1) 指标 记号 是 Gua 形式 的 系数 . Christoffel 在 这 里 用 
的 方法 ,就 是 后 来 Ricci 和 Levi-Civita 所 谓 的 协 变 微分 (第 
48 È). 

Christoffel 关于 Riemann 几何 只 写 了 一 篇 关键 性 的 文章 ,而 
波恩 大 学 的 数学 教授 Rudolph Lipschitz, 从 1869 年 起 在 《数学 杂 
志 》 上 却 写 了 大 量 文 章 . 虽然 他 对 Beltrami 和 Christoffel 的 工 
作 做 了 某 些 推广 ,但 主要 的 题目 和 结果 跟 他 们 两 人 是 相同 的 . 
关于 Riemann 和 Euclid ” 维 空间 的 子 空间 他 却 给 出 了 某 些 新 的 
结果 . 

由 Riemann 创始 并 由 他 的 三 位 直接 继承 者 所 发 展 的 思想 ， 
在 Euclid 微分 几何 和 Riemann 微分 几何 两 方面 都 提出 了 大 批 新 
问题 . 特别 ,在 三 维 Euclid 情形 已 经 得 到 的 结果 ,被 推广 到 n st 
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中 的 曲线 .曲面 和 较 高 维 的 形式 .在 这 许多 结果 中 我 们 将 只 引述 

1886 年 ,Friedrich Schur(1856 一 1932) 证 明了 一 个 后 来 以 他 
名 字 命 名 的 定理 0. 根据 Riemann 提出 曲率 概念 的 思路 ,Schur yt 
到 空间 的 一 个 定向 的 曲率 . 这 种 定向 由 一 束 测 地 线 wa + 8 确定 ， 
其 中 a 和 8 是 从 一 点 出 发 的 两 条 测 地 线 的 方向 . 这 个 束 构 成 一 个 
曲面 并 且 有 一 个 Gauss 曲率 , Schur 称 之 为 这 个 定向 的 Riemann 
曲率 . 他 于 是 断言 ,如果 空间 的 Riemann 曲率 在 每 一 点 都 同 定向 
ER, Mj Riemann 曲率 在 全 空间 是 常数 . 因此 ,这 种 流 形 是 一 个 常 
曲率 空间 ， 


5. 微分 形式 的 不 变量 

由 于 研究 了 ds 的 一 个 给 定 表达 式 , 什 么 时 候 可 以 通过 形 如 
(31) Ti = xila, x1, e, 2), i=1,2,.,n 
的 变换 , 变 成 另 一 个 这 种 表达 式 而 保持 ds? 的 值 不 变 这 一 问题 ,人 
们 便 清 楚 地 知道 流 形 可 以 有 不 同 的 坐标 表示 . 然而 , 流 形 的 几何 性 
质 , 必 须 同 用 以 表示 和 研究 它 的 坐标 系 的 选取 无 关 . 从 分 析 上 来 
说 ,这 些 几何 性 质 将 由 不 变量 表示 ,所 请 不 变量 就 是 一 个 表达 式 ， 
其 形式 在 坐标 变换 下 不 变 , 因 此 ,在 不 同 的 坐标 系 中 它 在 一 个 给 定 
点 有 相同 的 值 . 在 Riemann 几何 中 有 兴趣 的 不 变量 ,不 仅 包括 含 
有 微分 dr: 和 doc; 的 基本 二 次 形式 ,而 且 还 可 以 包含 系数 的 导数 
和 其 他 函数 的 导数 .所 以 它们 被 称 为 微分 不 变量 ， 

以 二 维 情形 为 例 , 设 
(32 ) ds? = Edu’ + 2Fdudv + Gdi? 
是 一 个 曲面 的 距离 元 素 (的 平方 ), 则 Gauss 曲率 K 由 上 面 的 公式 
(8) 给 出 . 现在 ,如 果 坐 标 变 成 


(D Math. Ann, , 27,1886 ,167 一 172 81537 —567. 
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(33) u = f(u, v), v = glu, v), 
而 Edu? +2Fdudut+Gdv’ 4E py, E' du? +2F'du'dv +G'dv’, WA 
EHK K = K', 其 中 下 ' 与 (8) 的 表达 式 相 同 , 不 过 是 用 带 撤 的 变 
量 . 因此 曲面 的 Gauss 曲率 是 一 个 纯 量 不 变量 . 不 变量 天 也 说 成 
是 属于 形式 (32) 的 不 变量 , 它 只 包含 天 , 下 , G 积 它们 的 导数 ， 
微分 不 变量 的 研究 实际 上 是 由 Lamé 在 一 个 较 局 限 的 范围 内 
开始 的 . 他 感 兴趣 的 是 三 维 空间 中 ,从 一 个 正 交 曲线 坐标 系 到 另 一 
个 这 种 坐标 系 的 变换 之 下 的 不 变量 . 对 直角 Descartes 坐标 他 证 
明了 


(34) ait = (55) + (55) + (52) ， 
(35) Ab = IE so + os 


是 微分 不 变量 (他 称 之 为 微分 参数 ). 譬如 ,如 果 % 在 一 正 交 变换 
(转轴 ) 下 变 成 了 允 (z，y ,x ), 同 一 点 在 原 坐 标 系 和 新 坐标 系 中 
的 坐标 分 别 是 (z，y, z) 和 (xz ,y ,x ), 则 在 这 点 处 有 


(35) + (35) + (58) = GB) + (38) + (3). 


WF Ad 类 似 的 方程 成 立 . 

对 于 Euclid 空间 中 的 直 交 曲线 坐标 系 ,dx: 具有 形式 
(36) ds = gi, dui + g5dui + g,;,du3, 
Lamé 证 明了 [网 《曲线 坐标 讲义 》(Lecons sur les coordonnees cur- 
vilignes), 1859, SR HHS 28 章 第 5 节 ] ,在 直角 坐标 系 中 ,由 
-E Ti A9 58 EB $ 的 梯度 的 发 散 量 具有 不 变形 式 


A$ = —_| 2 | | 822 843 28 | 
v En E22 833 Au, Hu Qu 


* x | §33 £u 2: z-( | £u 22 2) | 
Juz Ez Iu: Pu; En uld 


®© Jour. de l'Ecole Poly. , 14,1834,191~288. 
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在 同一 著作 中 ,Lame 顺便 给 出 了 关于 由 (36) 给 定 的 ds? 何 时 确定 
Euclid 空间 中 一 个 曲线 坐标 系 的 条 件 ,以 及 如 果 这 样 做 了 ,又 如 何 
把 它 变 成 直角 坐标 . | 
Beltrami $$ — 4-34 Bg MICH AR E E TRO. 他 给 出 了 下 
列 这 两 个 微分 不 变量 
Aip = art (e(32) op 2 5 e(#y], 


1 3 (GÀ, — F$, 
At = (| 
9 /~ Fe, + E$, 
A VEG — F | l 
这 些 量 都 有 几何 意义 . 例如 对 Aig, 如果 Ai$ = 1, 则 曲线 $(u, 
v) = 常数 是 曲面 上 测 地 线 族 的 正 交 轨 线 . 
寻找 微分 不 变量 的 工作 随后 转 到 对 ”个 变量 的 二 次 微分 形 
A 其 理由 仍旧 是 这 些 不 变量 与 坐标 的 选取 无 关 , 它们 代表 流 形 本 
身 的 内 萄 性质 . 璧 如 Riemann 曲率 就 是 一 个 纯 量 不 变量 ， 
Beltrami 用 Jacobi 给 出 的 方法 @ ,成 功 地 把 Lame 不 变量 转 
SIT nÈ Riemann WEO. it g 照例 是 gj 的 行列 式 ,g* 是 g 中 
的 余子 式 除 以 g, W Beltrami 证 明了 Lame 的 第 一 个 不 变量 


AG) = Be’ 车 党. 


这 就 是 的 梯度 的 平方 的 一 般 形 式 . 对 于 Lame 的 第 二 个 不 变量 ， 
Beltrami 得 到 


-L152 o Ob 
Ax) ur x; We UE x) 


QD Gior. di Mat. , 2,1864,267 —282 ,后 来 的 文章 在 Vols. 2 和 3 = Opere Mat. , 
1,107 — 198. 

@ Jour, für Math. , 36,1848, 113 ~ 134 = Werke, 2,193— 216. 

© Memorie dell’ Accademia delle Scienze dell’ Istituto di Bologna , (2),8, 
1868, 551 ~ 590 = Opere Mat. , 2,74~118. 
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他 还 引进 了 混合 微分 不 变量 
^. GU) = Dee 2539. 

这 就 是 乡 和 乡 的 梯度 的 数量 积 的 一 般 形 式 . 

当然 ,形式 de! 本 身 在 坐标 变换 下 是 一 个 不 变量 . 由 此 ,正如 
我 们 在 前 节 看 到 的 ,Christoffel 推出 的 他 的 高 阶 微分 形式 G, 和 
G, ,也 是 不 变量 . 而 且 他 说 明了 如 何 从 G FH Ga ,而 Gs 也 是 
不 变量 . 对 这 种 不 变量 的 构造 ,Lipschitz 也 作 了 研究 ,不 变量 的 数 
量 和 种 类 是 繁多 的 . 正如 我 们 将 要 看 到 的 ,这 个 微分 不 变量 理论 对 
于 张 量 分 析 是 一 种 启示 . 
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第 38 章 
射影 几何 与 度量 几何 


但 总 应 要 求 一 个 数学 主题 变 成 直观 上 显然 , 才 可 认为 研究 


Felix Klein 


当 研究 非 Euclid 几何 之 时 和 之 前 ,射影 几何 的 研究 是 主要 的 
几何 活动 .再 者 ,从 von Staudt 的 著作 中 (第 35 章 第 3 5) ,显然 的 
是 ,射影 几何 在 逻辑 上 是 先 于 Euclid 几何 的 ,因为 它 所 处 理 的 是 
构成 几何 图 形 的 最 根本 的 定性 方面 的 和 描述 方面 的 性 质 ,而 并 没 
有 用 到 线段 与 角 的 度量 . 这 个 事实 提示 出 Euclid 几何 可 能 是 射影 
几何 的 特例 , 现 就 非 Euclid 几何 而 言 ,至 少 就 常 曲率 空间 的 非 Eu- 
clid 几何 而 言 , 也 可 能 是 射影 几何 的 特例 . 于 是 射影 几何 与 非 Eu- 
clid 几何 间 的 关系 成 为 研究 的 主题 ,而 后 者 是 度量 几何 ,因为 它 以 
距离 作为 基本 概念 . 弄 清 射 影 几 何 与 Euclid 以 及 与 非 Euclid 几何 
之 间 的 关系 ,是 我 们 将 进行 考查 的 一 个 很 太 的 研究 成 果 . 同等 重要 
的 是 证 明基 本 非 Euclid 几何 的 相 容 性 . 


2. 作为 非 Euclid 几何 模型 的 曲面 

4k Riemann 工作 之 后 ,最 重要 的 几何 要 算是 常 曲 率 空间 的 几 
何 了 . Riemann 自己 在 他 1854 年 论文 中 指出 ,只 要 把 球面 上 的 测 
地 线 取 作 “ 直 线 ” ,就 能 够 在 球面 上 实现 一 个 二 维 的 正 的 常 曲 率 空 
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间 . 这 种 非 Euclid 几何 ,现在 称 为 二 重 椭圆 几何 ,理由 以 后 将 会 明 
Ej. 在 Riemann 的 工作 以 前 ,Gauss, Lobatchevsky 和 Bolyai 的 非 
Euclid 几何 ,后 来 Klein 称 为 双 曲 几何 ,是 在 平面 上 的 几何 ,引进 
普通 直线 (自然 是 无 穷 直线 ) 作 
为 测 地 线 . 这 种 几何 和 Riemann 
几何 的 关系 是 不 清楚 的 . Rie- 
mann 和 Minding? 曾 考 惠 到 负 
的 常 曲率 的 曲面 ,但 他 们 两 人 

都 未 指出 与 双 曲 几何 的 关系 . 
Beltrami 不 依赖 于 Rie- 
mann 而 独自 认识 到 @@ 常 曲率 的 
图 38. 1 曲面 是 非 Euclid 几何 空间 . 他 
在 曲面 上 给 出 双 曲 几何 的 有 限 
表示 法 名 ,这 证 明了 双 曲 平面 有 限 部 分 的 几何 在 负 的 常 曲率 的 曲 
面 上 成 立 , 只 要 把 曲面 上 的 测 地 线 看 作 直 线 . 曲面 上 的 长 度 和 角度 
就 是 普通 Euclid 几何 曲面 上 的 长 度 和 角度 . 一 个 这 样 的 曲面 名 为 
伪 球 面 (图 38. 1), 它 是 由 一 条 名 为 点 物 线 (tractrix) 的 有 曲线 绕 渐 近 

线 旋转 而 成 的 , 虑 物 线 方程 是 
z= k log stk —át pou 


曲面 方程 为 

z =k log k-—x—y {ke — a? — yl. 
曲面 的 曲率 为 一 1/k? .于 是 伪 球 面 是 Gauss, Lobatchevsky 和 
Bolyai 的 平面 有 限 部 分 的 模型 . 在 伪 球 面 上 的 一 个 图 形 可 以 移动 
并 适当 弯曲 使 之 与 曲面 吻合 ,正如 同一 个 平面 图 形 可 以 弯曲 使 之 


(D Jour. für Math, 19,1839,370~387. 
Q Annali di Mat. , 7, 1866, 185 ~ 204 = Opere Mat. , 1,262— 280. 
©  Gior. di Mat. , 6, 1868, 248 ~ 312 = Opere Mat. , 1,374~ 405, 
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与 圆柱 面 吻 合 一 样 . 

Beltrami 证 明 一 块 Lobatchevsky 平面 可 以 在 负 常 曲率 曲面 
上 实现 . 然而 没有 人 负 常 曲率 的 正则 解析 曲面 使 得 全 部 Lobatchev- 
sky 几何 在 其 上 成 立 . 所 有 这 种 曲面 有 一 条 奇异 曲线 一 一 切 平面 
经 过 它 时 不 连续 一 一 所 以 经 过 此 曲线 的 曲面 的 延 拓 不 能 使 代表 
Lobatchevsky 几何 的 图 形 连 续 . 这 是 Hilbert 得 出 的 结果 器. 

这 方面 还 值得 指出 的 是 , Heinrich Liebmann(1874—1939)® 
证 明了 球面 是 唯一 正 的 常 曲率 封 团 解析 曲面 (无 奇异 点 ), 从 而 是 
唯一 能 用 来 作为 二 重 椭圆 几何 的 Euclid 模型 . 

这 些 模型 的 发 展 帮 助 数 学 家 了 解 并 看 出 基本 非 Euclid 几何 
的 意义 . 必须 记 住 ,这 些 二 维 的 非 Euclid 几何 基本 上 就 是 平面 几 
何 ,其 中 的 直线 与 角 是 Euclid 几何 中 通常 的 直线 与 角 . ox ii JL far 
昌 是 以 这 种 方式 来 论述 的 ,但 数学 家 似 仍 感 其 结论 奇异 ,只 是 勉强 
承认 它们 属于 数学 . Riemann 以 微分 几何 观点 提出 的 二 重 椭圆 几 
何 ,甚至 还 没有 像 平 面 几何 的 公理 推导 . 于 是 数学 家 只 能 从 球面 上 
的 几何 所 提供 的 线索 来 看 出 它 的 一 点 意义 . 只 是 通过 为 寻求 Eu- 
clid 儿 何 与 射影 几何 的 关系 ,人 们 才 从 另 一 方面 的 研究 ,对 这 些 非 
Euclid 几何 的 性 质 获得 好 得 多 的 理解 . 


3. 射影 几何 与 度量 几何 
Poncelet 虽 引 进 图 形 的 射影 和 度量 性 质 间 的 区 别 ,并 在 他 的 
1822 年 的 书 Traité 中 说 道 ,射影 性 质 在 逻辑 上 是 更 基本 的 ,但 开 


(D Amer. Math. Soc., Trans. , 2,1901, 86 ~ 99 = Ges. Abh. , 2,437 ~ 448. 证 
明 与 进一步 历史 细节 见于 David Hilbert 的 Grundlagen der Geometrie Tth ed. , B. G. 
Teubner, 1930 的 附录 V. 定理 假设 双 曲 几何 的 直线 是 曲面 上 的 测 地 线 , 长 度 与 角度 是 
曲面 上 Euclid 的 长 度 与 角度 ， 

@ Nachrichten König. Ges. der Wiss, zu Gött. , 1899,44—55; Math. Ann., 
53,1900 ,81~112; #1 54,1901 ,505 一 517. 
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始 在 与 长 度 和 角 的 大 小 无 关 的 基础 之 上 建立 射影 几何 的 人 却 是 
von Staudt( 第 35 章 第 3 节 ). 在 1853 年 法 兰 西学 院 教授 Edmond 
Laguerre(1834 一 1886) 虽 然 起 初 关心 的 是 研究 射影 变换 下 角度 如 
何 变化 的 情况 , 却 以 给 予 角 的 度量 提供 射影 基础 ,实际 上 提出 了 根 
据 射 影 概念 来 建立 Euclid 几何 度量 性 质 的 这 一 目标 了 . 

求 两 已 给 相交 直线 之 间 夹 角 的 度量 ,可 考虑 通过 原点 分 别 与 
此 两 已 知 直线 平行 的 两 直线 . 设 过 原点 的 直线 方程 ( 非 齐 次 坐标 ) 
Jg y= ztanĝ, y =z tanl W y — iz Ry 一 一 iz 为 过 原点 到 无 
穷 远 圆 点 , 即 到 (1, i, 0) 与 (1， 一 i, MAMMA BH). 令 此 
四 直线 分 别 为 u, w, w K w. idg Hu 与 间 的 夹 角 , 则 
Laguerre 的 结果 为 


(1) $=0—0= Flog(u’, ww), 


其 中 (uw ,ww ) 是 四 直线 的 交 比 2, (1) 式 的 意义 是 它 可 以 作为 用 
交 比 这 一 射影 概念 来 定义 角 的 大 小 , 对 数 函数 自然 是 纯 数量 性 的 ， 
故 可 在 任何 几何 中 引进 . 

与 Laguerre 无 关 ,Cayley 独立 地 迈进 了 第 二 步 . 他 从 代数 观 
点 研究 几何 . 实际 上 他 的 兴趣 在 于 代数 形式 ( 齐 次 多 项 式 型 ) 的 几 
何 解 释 . 这 是 我 们 将 在 第 39 章 内 讨论 的 主题 . 为 了 要 证 明度 量 概 
念 能 够 用 射影 语言 来 表达 ,他 专心 致力 于 Euclid 几何 与 射影 几何 
的 关系 ,我 们 要 描述 的 工作 是 他 的 《关于 代数 形式 的 第 6 篇 论文 》 
(Sixth Memoir upon Quantics)®, 

Cayley 的 工作 实际 是 Laguerre 的 思想 的 推广 . 后 者 用 无 穷 远 
圆 点 定义 平面 角 , 虚 男 点 实际 是 退化 的 二 次 曲线 . 在 二 维 时 Cay- 


(D Nouvelles Annales de Mathématiques, 12,1853, 57 ~ 66 = Quvres , 2,6~15, 

加” 交 比 本 身 是 一 个 复数 ,系数 2 保证 直角 的 大 小 为 rr2. 此 交 比 的 计算 可 在 射 
影 几 何 教科 书 中 见 到 . 例如 参看 :William C. Graustein: Introduction to Higher Geome- 
try, Macmillan, 1933, Chap. 8. 

Q Phil. Trans. , 149,1859, 61 ~ 91 = Coll, Math. Papers, 2,561~ 606. 


3. 射影 几何 与 度量 几何 s31 M 
ley 用 任 一 二 次 曲线 代替 虚 圆 点 ,而 在 三 维 时 他 引进 任何 二 次 曲 
A. 这 些 图 形 他 称 之 为 绝对 形 . Cayley 断言 图 形 所 有 的 度量 性 质 ， 
无 非 就 是 加 上 了 绝对 形 或 者 关于 绝对 形 的 射影 性 质 . 他 于 是 证 明 
这 个 原则 怎样 使 我 们 能 导出 角 的 新 表达 式 与 两 点 间距 离 的 表达 
x. 

他 从 平面 上 点 可 用 齐 次 坐标 表示 的 事实 出 发 ,这 些 坐 标 不 看 
作 距离 或 者 距离 的 比 ,而 作为 既定 的 基本 概念 ,无 需 乎 也 不 能 给 予 
任何 解释 . 为 定义 距离 与 角度 大 小 ,他 引入 二 次 型 


3 
F(x, x) 一 Sayan), ay = aj 
PEL 


与 双 线性 型 F(z, y) = J, azy. 


Fike F(x, x) = 0 定义 一 条 二 次 曲线 , 即 Cayley 的 绝对 形 . 绝对 
形 的 线 坐 标 方程 为 


3 
Glu, u) = 5 Auu; 一 0， 
j=l 


RPA HBF 的 系数 行列 式 |a| 中 aj; 的 余 因 子 . 
Cayley 用 下 列 公 式 定义 x 与 y 两 点 间 的 距离 8, 其 中 工 = 
(i, xi, 3) My = (uy ye, y): 


F(a, y) 
[F(z, x)F(y, y)]"* 


RM RA u = (u, w, n) Kv — (n, vs, vu) HARRAH c f8 $ 
定义 为 
(3) cos $ = 


(2) é = arccos 


G(u, v) 
[G(u, u)G(v, v)]"* 


若 取 特 殊 二 次 曲线 xi taxi t+ ci = 0 为 绝对 形 , 则 上 述 两 个 一 
般 公 式 就 变 得 简单 . AN, Bla, a, as) (b, b, 5: ARAN 
齐 次 坐标 , 则 它们 之 间 的 距离 由 下 式 给 出 : 
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a,b; + azb: + azb 
Va ta trav th to 
ARNT KRM RAC, we, n) BOO , wm, vw) MEMS 
[a] 3€ ff $ RAH: 


(4) arccos 


Hy Vy + usus + us U3 
JKÁuicactaXwdwcw 

关于 距离 的 表达 式 , 若 用 简短 写法 zy = ziyi tary +T, 
Hika = (ai ; 02, di) ,5 与 < 是 直线 上 三 点 , 则 


(5) cos $ = 


arccos bol + arccos E ol 
V aa «v bb ` v bb fcc 
= arccos ae 
yaa y cco ` 


即 距离 的 相 加 法 则 照样 成 立 . AY Ae I TK th £9 76 23 xe DD 
(1, 1, 0) 及 (1,， —i, 0), Cayley 证 明 距 离 与 角度 的 公式 将 化 成 普 
通 的 Euclid 公式 . 

读者 注意 ,长 度 和 角度 的 表达 式 里 包含 绝对 形 的 代数 表达 式 . 
一 般 , 任 一 Euclid 度量 性 质 的 解析 表达 式 包 含 着 该 性 质 与 绝对 形 
的 关系 式 . 度量 性 质 不 是 图 形 本 身 的 性 质 ,而 是 图 形 相 关于 绝对 形 
的 性 质 . 这 是 Cayley 以 一 般 射 影 关 系 来 决定 度量 的 思想 . 射影 几 
何 中 度量 概念 的 地 位 和 前 者 更 大 的 普遍 性 ,用 Cayley 的 话 来 说 : 
“度量 几何 是 射影 几何 的 一 部 分 .” 

Cayley 的 思想 为 Felix Klein (1849 一 1925) 所 采纳 ,并 将 它 推 
广 到 包括 非 Euclid 几何 . Klein 是 格 丁 根 的 教授 ,是 19 世纪 后 期 
到 20 世纪 初期 第 一 流 德国 数学 家 之 一 , 在 1869 ~ 1870 年 间 他 学 
?] f. Lobatchevsky, Bolyai, von Staudt 的 研究 工作 ;然而 即使 在 
1871 年 他 还 不 知道 Laguerre 的 结果 . 他 觉得 利用 Cayley 的 思想 
有 可 能 把 非 Euclid 几何 \ 双 曲 几 何 与 二 重 椭圆 几何 都 包括 在 射影 
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几何 里 面 . 他 在 1871 年 的 一 篇 论文 中 概略 叙述 了 他 的 思想 ,并 
发 展 成 为 两 篇 文章 @. Klein 是 第 一 个 认识 到 无 需 用 曲面 来 获得 非 
Euclid 几何 的 模型 的 人 . 

Klein 首先 指出 Cayley 没有 说 清楚 他 心目 中 的 坐标 究竟 有 什 
么 意义 . 它们 或 者 是 没有 几何 解释 的 变量 ,或 者 是 Euclid 几何 的 
距离 . 但 要 从 射影 几何 中 推导 出 度量 几何 ,必须 在 射影 基础 上 建立 
坐标 . von Staudt 曾 证 明 ( 第 35 章 第 3 节 ) 用 他 的 投射 代数 (alge- 
bra of throws) 可 能 给 点 规定 以 数 . 但 他 用 了 Euclid 平行 公理 . 看 
X Klein 清楚 地 认识 到 这 个 公理 能 够 去 掉 , 并 在 1873 年 的 论文 中 
证 明了 这 是 能 做 到 的 . 于 是 四 个 点 的 .四 条 直线 的 或 者 四 个 平面 的 
坐标 和 交 比 ,都 可 以 在 纯粹 射影 的 基础 上 定义 ， 

Klein 的 主要 思想 是 把 Cayley 绝对 形 二 次 曲面 ( 若 考 虑 三 维 
几何 ) 的 性 质 具体 化 ,就 能 证 明 依 束 于 绝对 形 性 质 的 Cayley 度量 
将 产生 双 曲 几何 与 二 重 椭圆 几何 . 当 二 次 曲面 是 实 椭 球 面 或 实 椭 
球 抛物 面 , 或 实 双 叶 双 曲面 时 , 便 得 到 Lobatchevsky 的 度量 几何 ; 
而 当 二 次 曲面 是 虚 的 时 , 便 得 到 Riemann 3E Euclid 几何 ( 正 的 常 
曲率 ). 如 果 绝 对 形 是 球面 虚 圆 ,其 齐 次 坐标 方程 为 C+ y oz = 
0, 上 一 0 , 则 得 出 普通 的 Euclid 度量 几何 . 于 是 度量 几何 成 为 射影 
几何 的 特例 . 

我 们 用 二 维 几何 来 领悟 Klein 的 思想 , 在 射影 平面 内 选取 一 
个 二 次 曲线 ;此 二 次 曲线 将 为 绝对 形 . 其 点 坐标 方程 为 


(6) F= D aiziz, =0, 
其 线 坐 标 方程 为 | 
(7) G= >) Auu; = 0. 


i, j=l 
(D Nachrichten König. Ges. der Wiss. zu Gött., 1871, 419 ~ 433 = Ges. 
Math, Abh. , 1,244— 253. 
© Math. Ann. , 4,1871,573—625, X 6,1873, 112 ~ 145 = Ges. Math. Abh., 
1,254~ 305 ,311~ 343. 
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要 推导 Lobatchevsky 几何 ,二 次 曲线 必须 是 实 的 , 即 其 平面 齐 次 坐 
ABN xt tah — = 0 ;对 正 的 常 曲率 曲面 上 的 Riemann 几何 来 
说 ,二 次 曲线 是 虚 的 ,例如 好 十 好 十 刀 一 03 对 Euclid 几何 ,二 次 曲 
线 退 化 成 两 根 重合 直线 , 齐 次 坐标 用 as = 0 表示 ,并 在 此 轨迹 上 选 
取 两 个 虚 点 ,其 方程 为 ci ead = 0 , 即 无 穷 远 圆 点 , 它 的 齐 次 坐标 为 
(1, i, 0) R(1, 一 i, 0). 在 各 种 情况 下 二 次 曲线 都 是 实 方程 . 

为 了 说 得 具体 起 见 , 设 二 次 曲线 如 图 38. 2 所 示 . 车 已 与 Ps 
为 一 直线 的 两 点 ,此 直线 与 绝对 形 相遇 于 两 点 ( 实 的 或 虚 的 ). 则 距 
离 取 作 
(8) d = clog( PP, QQ), 
括号 中 的 量 表 示 四 个 点 的 交 比 ,c 是 一 常量 . 此 交 比 可 用 点 的 坐标 
表示 . 再 者 , 若 有 三 点 P, Pe, Ps 在 此 直线 上 ,立即 可 以 证 明 

(PP QQ) + (PP QQ) = (Pi P3, QQ), 

故 得 P, P, 十 P:P, = P,P;. 


图 38.2 图 38.3 


同样 , 若 w 及 vw 是 两 直线 (图 38. 3), 考 虑 过 此 两 直线 交点 到 
绝对 形 的 切线 t 与 w( 切 线 可 以 是 虚线 ), 则 w 及 wv 的 夹 角 定 义 为 
$ = c'log(uv, tw), 

其 中 是 常量 ,括号 中 的 量 表示 四 直线 的 交 比 . 
为 解析 地 给 出 d 和 # 值 的 表达 式 ,并 证 明 它 们 与 绝对 形 的 选 
取 有 关 , 设 绝对 形 的 方程 为 如 上 所 给 和 的 下 与 G. 由 定义 
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Fo = P» Yj 
现 能 证 明 : Zi x—(n,m, z) 5 y= (y, Jz, y) AP, 5 P, 
的 坐标 , 则 
d= clog HF EF 
ES —/F, FEF, 
REC, uw, ws) 与 (wi ， ve，v;) 为 两 直线 的 坐标 , 则 用 GG 能 证 
A 


$= clog Gs tY G}. CuCu 
Ga JG GC. 
Bec RRA V2, 使 得 $ 是 实 的 ,上 且 全 中 心 角 是 2x. 

Klein 应 用 角 与 距离 的 上 述 对 数 表 达 式 ,并 证 明 如 何 能 从 射 
影 几何 导出 度量 几何 来 .于 是 若 从 射影 几何 开始 , 则 选取 绝对 形 并 
应 用 以 上 距离 与 角 的 表达 式 , 便 能 得 到 Euclid RS I gf S REOR D 
的 几何 作为 其 特例 . 度量 几何 的 性 质 则 由 绝对 形 的 选择 而 固定 . 附 
带 地 说 一 下 ,Klein 的 距离 和 角度 表达 式 能 够 证 明 等 于 Cayley 的 
表达 式 . 

若 作 射影 平面 到 它 本 身 的 射影 变换 ( 即 线性 变换 ), 它 把 绝对 
形变 到 本 身 ( 虽 然 绝对 形 的 点 变 到 其 他 点 ), 则 因为 在 线性 变换 下 
交 比 是 不 变 的 ,距离 和 角度 将 不 改变 , 使 绝对 形 不 变 的 那些 线性 变 
换 就 是 由 绝对 形 所 确定 的 特殊 度量 几何 的 刚体 运动 或 者 全 等 变 
换 . 一 般 的 射影 变换 不 能 使 绝对 形 不 变 . 于 是 射影 几何 本 身 在 它 所 
允许 的 变换 中 是 更 为 一 般 的 . 

Klein 对 非 Euclid 几何 的 另 一 项 贡献 是 这 样 的 研究 结果 , 即 
他 观察 到 有 两 种 椭圆 几何 , 据 他 说 这 结果 于 1871 年 中 第 一 次 得 
到 ,但 发 表 于 1874 年 .在 二 重 椭圆 几何 中 ,两 个 点 并 不 总 是 确定 


@ Math. Ann. , 4,1871,604. 也 可 参看 Math. Ann. ，6,1873,125; 及 Math. 
Ann. , 37,1890 ,554~557, 

© Math. Ann. , 7,1874,549~557;9,1876, 476 ~ 482 = Ges. Math. Abh., 2, 
63~77, 
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唯一 的 直线 . 在 球面 模型 中 当 两 个 点 在 直径 相对 两 端 时 这 是 很 明 
显 的 . 第 二 种 椭圆 几 何 称 为 单 重 椭圆 几何 ,在 这 种 几何 中 两 个 点 永 
远 确定 唯一 的 一 条 直线 . 从 微分 几何 观点 来 看 , 正 的 常 曲率 曲面 上 
微分 型 dr (用 齐 坐标 ) 是 


dé dax? + da? + dz? 


E [1+ (a°/4) (ai + 23 + xiU 
在 两 种 情况 下 都 是 a? >> 0 .然而 ,在 第 一 类 中 测 地 线 是 有 限 长 度 
2x/a 的 曲线 , 若 半 径 为 RR, 则 此 有 限 长 度 为 2xR, 并 且 是 封闭 的 
( 回 到 它们 自己 ). 在 第 二 种 类 型 中 , 测 地 线 长 为 x/a R rR, HE 
然 是 封闭 的 . 

有 单 重 椭圆 几何 性 质 的 一 个 曲面 模型 是 Klein 提出 的 也, 这 
是 个 半球 面 , 包 括 其 边界 . 然而 ,边界 上 直径 相对 两 端的 任 两 点 必 
须 看 作 是 一 个 点 .在 半球 面 上 的 大 圆 纹 是 “直线 "或 是 这 个 几何 的 
测 地 线 ,曲面 上 的 普通 角 是 这 种 几何 的 角 . 于 是 单 重 椭 圆 几 何 ( 有 
时 称 为 顶 圆 几何 , 那 时 二 重 椭圆 几何 称 为 球面 的 几何 ) 也 可 在 正 的 
常 曲率 空间 实现 . 在 这 个 模型 中 ,至 少 在 三 维 空间 内 我 们 不 能 把 视 
为 等 同 的 这 样 两 点 实际 连 成 一 点 . 这 种 曲面 将 自 交 ,并 且 曲 而 上 重 
合 于 自 交 交点 处 的 点 将 看 作 是 不 同 的 点 . 

现在 我 们 能 看 出 为 什么 Klein 把 Lobatchevsky 几何 称 作 是 
双 曲 的 ,把 正 的 常 曲 率 曲 面 上 的 Riemann 几何 称 作 是 椭圆 的 ,把 
Euclid 几何 称 作 是 抛物 的 . 这 种 名 称 来 自 下 述 事实 : 即 普通 双 曲 
线 与 无 穷 远 直线 相交 于 两 点 ,而 相对 应 地 在 双 曲 几何 中 每 一 条 
直线 交 绝 对 形 于 两 个 实 点 . 普通 机 圆 与 无 穷 远 直 线 没 有 实 的 公 
共 点 ,同样 在 椭圆 几何 中 每 条 直线 与 绝对 形 没有 实 的 公共 点 . 普 
通 抛物 线 与 无 穷 远 直 线 只 有 一个 实 公共 点 ,而 在 Euclid 几何 中 
(作为 射影 几何 中 的 一 种 几何 ) ,每 条 直线 与 绝对 形 只 有 一 个 实 
的 公共 点 . 


QO SARH p. 335 注 全 的 参考 文献 . 
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从 Klein 的 研究 工作 中 逐渐 出 现 的 意义 就 是 ,射影 几何 在 逻 
辑 上 实在 是 独立 于 Euclid 几何 的 , 再 者 , 非 Euclid 和 Euclid 几何 
也 可 看 作 射 影 几 何 的 特例 或 子 几何 . 确实 ,射影 几何 公理 化 基础 的 
纯 逻 辑 的 或 严密 的 研究 工作 以 及 其 与 子 几何 的 关系 还 有 待 后 人 去 
做 (第 42 31). 但 弄 清 楚 了 射影 几何 的 基本 地 位 之 后 ,Klein 便 铺 平 
了 公理 化 发 展 的 道路 ,这 就 能 从 射影 几何 出 发 并 由 它 推出 几 种 度 
量 几何 . 


4. 模型 与 相 容 性 问题 

早 在 19 世纪 70 年 代 几 种 基本 的 非 Euclid 几何 ,如 双 曲 几何 
与 两 种 椭圆 几何 ,已 经 为 人 引进 并 大 力 进行 研究 . 但 为 使 这 些 几 何 
成 为 数学 的 合法 分 支 , 还 得 回答 一 个 基本 问题 , 即 它们 是 否 相 容 . 
如 果 有 人 证 明 在 这 些 几何 中 矛盾 是 固有 的 , 则 仍 可 证 明 Gauss, 
Lobatchevsky, Bolyai, Riemann 和 Klein 等 人 的 工作 将 是 毫 无 音 
X BS. 

说 实在 的 ,二 维 二 重 椭圆 几 何 相 容 性 的 证 明 是 现成 有 的 ,可 能 
Riemann 已 经 认识 到 这 个 事实 ,虽然 他 没有 明确 说 出 , Beltrami 曾 
经 指出 中 Riemann 正 的 常 曲率 二 维 几 何 可 在 球面 上 实现 . 这 个 模 
型 使 得 二 维 二 重 椭 圆 几 何 相 容 性 的 证 明成 为 可 能 . 这 种 几何 的 公 
理 ( 此 时 尚未 明确 提出 ) 与 定理 完全 可 以 应 用 到 球面 上 的 几何 ,只 
要 把 二 重 风 圆 几何 的 直线 解释 为 球面 上 的 大 圆 . AE EMAL 
何 内 有 亏 盾 的 定理 , 则 在 球面 的 几何 内 也 必然 有 矛盾 的 定理 . 现 因 
球 是 Euclid 几何 的 一 部 分 , 故 若 Euclid 几何 是 相 容 的 , 则 二 重 椭 
圆 几何 也 必然 如 此 .对 19 世纪 70 年 代 的 数学 家 来 说 , Euclid 几何 
的 相 容 性 几乎 是 设 有 问题 的 ,因为 除去 如 Gauss, Bolyai, Lo- 


D Annali di Mat, , (2) ,2,1863~1869, 232 ~ 255 = Opere Matematiche , 1,406 
7-429, 
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batchevsky 以 及 Riemann 等 几 个 人 的 观点 外 ,Euclid 几何 是 物质 
世界 必然 的 几何 ,而 在 物质 世界 上 会 有 矛盾 的 性 质 那 是 不 可 能 想 
像 的 . 然而 ,特别 是 根据 后 来 的 发 展 , 重 要 的 一 点 是 认识 到 二 重 椭 
LL fa HZ E BS EDR RRMA Euclid 几何 的 相 容 性 . 

证 明 二 重 椭 贺 几 和 何 相 容 性 的 方法 不 能 用 于 单 重 椭圆 几何 或 用 
于 双 曲 几何 . 单 重 几何 的 半球 面 模型 不 能 在 三 维 Euclid 几何 中 实 
现 ,虽然 它 能 在 四 维 Euclid 几何 中 实现 . 如 果 愿 意 相信 后 者 的 相 
容 性 , 则 可 以 接受 单 重 椭 圆 几何 的 相 容 性 . 然而 ,尽管 n ESLA 
经 由 Grassmann, Riemann 以 及 其 他 一 些 人 考虑 过 ,19 世纪 70 年 
代 的 任何 数学 家 是 否 愿意 肯定 四 维 Euclid 几何 的 相 容 性 却 是 很 
值得 怀疑 的 . 

双 曲 几何 的 相 容 性 是 不 能 根据 任何 这 种 理由 来 建立 的 . Bel- 
trami 曾 给 出 过 伪 球 面 解释 , 伪 球 面 是 Euclid 几何 空间 的 一 个 曲 
面 ,但 这 只 作为 双 曲 几何 有 限 区 域 的 模型 ,所 以 不 能 用 来 建立 全 部 
几何 的 相 容 性 , Lobatchevsky 与 Bolyai 曾 考虑 过 这 个 问题 (第 36 
章 第 8 节 ) ,但 未 能 解决 它 .事实 上 ,Bolyai 虽 自 豪 地 发 表 了 他 的 非 
Euclid 几何 ,但 有 证 据 他 怀疑 它 的 相 容 性 ,因为 在 他 死 后 发 现 他 的 
文章 中 还 继续 试图 证 明 Euclid 平行 公理 . 

双 曲 几何 与 单 重 椭圆 几何 的 相 容 性 是 用 新 的 模型 建立 的 . 双 
曲 几 何 模 型 是 Beltrami® 给 出 的 . 然而 ,用 于 这 个 模型 的 距离 函数 
则 归功 于 Klein, 并 且 经 常 有 人 认为 这 个 模型 也 是 他 给 出 的 . 我 们 
来 考虑 二 维 情况 . 

在 Euclid 平面 内 ( 它 是 射影 平面 的 一 部 分 ) 选 取 一 个 实 二 次 
曲线 ,可 取 为 圆 ( 见 图 38. 4). 根据 双 曲 几何 的 这 种 表示 法 ,几何 的 
点 是 圆 的 内 点 ,几何 的 直线 是 圆 的 缠 , 比 如 说 弦 XY( 但 不 包含 X 
与 了 ). 若 取 任 一 点 Q 不 在 XY 上 , 则 能 找到 任何 条 数 的 直线 通过 


(D Annali di Mat. , 7,1866, 185 ~ 204 = Opere Mat. , 1,262-- 280; Gior. di 
Mat. , 6,1868, 284 ~ 312 = Opere Mat. , 1,374~405. 
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Q 而 不 与 XY 相交 . 这 些 直线 的 两 条 ,如 QX 和 QY, 把 过 Q 的 直 
线 分 成 两 类 ,一 些 直线 与 XY 相交 ,一 
些 直线 则 不 与 XY 相交 . 换言之 , 双 曲 
几何 的 平行 公理 为 贺 内 的 直线 ( 弦 ) 
与 点 所 满足 . 再 者 两 直线 a 与 5 的 夹 


角 大 小 是 TN 
L(a, b) = Flog(ab, mn), BUE 


其 中 m Hn 是 从 角 顶 点 到 圆 所 作 的 
RME, (ab, mn) i& a, b, m 5S 
n 四 直线 的 交 比 . 常数 172i 保证 直角 的 度量 为 n2. 两 点 间 的 距离 
由 公式 (8) 定 义 , 即 d = dog(PP', XY) ,c 一 般 取 作 &x2. 根 据 这 
AR, PRP ETX RYK, ES PP'“ 变 成 无 穷 大 ,于 是 由 
于 这 种 距离 , 弦 是 双 曲 几何 的 无 限 直 线 . 

这 样 ,以 距离 与 角 的 大 小 的 射影 定义 , 圆 内 部 的 点 3X , 角 与 其 
他 图 形 就 满足 双 曲 几何 的 公理 , 于 是 双 曲 几何 的 定理 也 可 应 用 于 
AA ABI PA. 在 这 个 模型 中 , 双 曲 几何 的 公理 和 定理 实际 就 是 
Euclid 几何 中 对 于 一 些 特 殊 图 形 与 概念 (例如 ,由 双 曲 几何 方式 定 
义 的 距离 ) 的 论断 . 因为 所 说 这 些 公理 与 定理 能 应 用 于 当 作 属于 
Euclid 几何 的 图 形 与 概念 , 则 所 有 双 曲 几何 的 论断 都 是 Euclid JL 
何 的 定理 .于 是 ,如 果 在 双 曲 几何 中 有 了 矛盾 的 话 ,这 个 矛盾 将 是 
Euclid 几何 之 内 的 矛盾 ;因而 如 果 Euclid 几何 是 相 容 的 , 则 双 曲 
几何 也 必须 是 相 容 的 . 这 样 , 双 曲 几何 的 相 容 性 归结 为 Euclid JL 
何 的 相 容 性 . 

双 曲 几何 相 容 的 事实 蕴涵 着 Euclid 平行 公理 与 其 他 Euclid 
公理 无 关 . 假若 不 然 , 即 如 果 Euclid 平行 公理 可 以 从 其 他 公理 导 
出 , 它 也 将 是 双 曲 几何 的 一 个 定理 ,因为 除去 平行 公理 以 外 ,Eu- 
clid 几何 的 其 他 公理 和 双 曲 几何 的 公理 是 相同 的 . 但 是 这 个 定理 


图 38. 4 
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将 与 双 曲 几何 的 平行 公理 相 了 矛盾 ,从 而 双 曲 几何 将 不 会 相 容 . 二 维 
单 重 椭圆 几何 的 相 容 性 也 像 双 则 几何 -一样 可 用 同样 方式 证 明 , 因 
为 这 种 椭圆 几何 也 可 以 在 射影 平面 中 实现 , 旦 有 上 距离 的 射影 定义 . 
Poincaré? 联系 自 守 函数 的 研 
究 , 独 立地 给 出 另外 一 个 模型 ,也 
建立 了 双 曲 几何 的 相 容 性 . 双 曲 平 
面 几何 的 这 个 Poincaré 模型 能 够 
表达 的 一 种 形式 名 是 把 圆 取 作 绝对 
形 ( 图 38. 5). 在 绝对 形 之 中 几何 的 
直线 是 与 绝对 形成 正 交 的 圆 弧 和 
通过 绝对 形 中 心 的 直线 . 任 一 线段 
P,P, 的 长 度 由 log( P,P,, P,P,) 
图 38.5 给 出 , 其 中 (PP, BIB = 
(P1P,/P4P,)(P,P,/P;P,) ,P, 5 P, 是 过 P, 与 P, 的 圆 弧 与 绝 
对 形 的 交点 ,PP, ，P: 已 等 长 度 都 是 弦 . 模型 中 两 相交 “直线 " 间 
的 角 就 是 两 强 间 的 通常 Euclid 角 . 在 绝对 形 点 处 相 切 的 圆 弧 是 平 
TT" ELE. 因为 在 这 个 模型 中 双 曲 几何 的 公理 和 定理 也 是 Euclid 
几何 的 特殊 定理 ,以 上 关于 Beltrami 模型 的 论证 ,也 可 在 此 应 用 
以 建立 双 曲 几何 的 相 容 性 . 以 上 类 似 的 高 维 模型 也 是 正确 的 ， 


5， 从 变换 观点 来 看 待 几何 
Klein 成 功 地 把 各 种 度量 几何 归纳 为 射影 几何 之 后 ,使 他 寻 
求 刻画 各 种 几何 的 特征 ,不 只 是 基于 非 度量 的 和 度量 的 性 质 以 及 


(D Acta Math. , 1,1882, 1 ~ 62 = (Œuvres , 2,108—168; EIX p. 8 及 p. 52. 

© HT Poincare 的 这 种 形式 是 和 Bull. Soc. Math. de France, 15,1887 ,203 ~ 
216 = Œuvres, 11,79 —91 中 给 出 的 接近 . 此 处 描述 的 模型 似 由 Joseph Wellstein 
(1869 一 1919) 首 先 给 出 的 , 见 H. Weber 和 J. Wellstein, Enzyklopádie der Elemen- 
tar-Mathematik , 2,1905,39~81. 
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各 种 度量 间 的 区 分 ,而 是 基于 更 广泛 的 观点 , 即 基于 这 些 几 何 与 
那些 早已 有 的 几何 所 要 完成 的 目标 是 什么 ,来 刻画 它们 的 特征 . 
他 给 出 这 种 刻画 是 在 1872 年 的 一 次 演说 :近代 几何 研究 的 比 
较 评 述 ”(Vergjeichende Betrachtungen über neuere geometrische 
Forschungen) © . 这 是 他 被 接纳 进入 埃 尔 兰 根 大 学 教授 会 时 的 演 
讲 , 这 次 演说 中 所 表达 的 观点 后 来 以 埃 尔 兰 根 纲领 之 称 闻 名 
于 世 . 

Klein 的 基本 观点 是 ,每 种 几何 都 由 变换 群 所 刻画 ,并 且 每 种 
几何 所 要 做 的 实际 就 是 在 这 个 变换 群 下 考虑 其 不 变量 ,再 者 一 个 
几何 的 子 几何 是 在 原来 变换 群 的 子 群 下 的 一 族 不 变量 . 在 此 定义 
下 相应 于 给 定 变换 群 的 几何 的 所 有 定理 仍然 是 子 群 几何 中 的 
定理 . 

AIK Klein 在 他 论文 中 没有 用 解析 式 子 来 陈述 他 所 讨论 的 变 
换 群 ,为 了 明显 起 见 我 们 要 用 一 些 解析 式 子 . 根据 他 的 几何 概念 ， 
射影 几何 (比如 说 是 二 维 的 ) 是 研究 从 一 个 平面 上 的 点 到 另 一 个 平 
面 上 的 点 或 者 到 同一 平面 上 的 点 (直射 变换 ) 的 变换 群 下 的 不 变 
量 . 每 个 变换 形式 为 

zi = ay xy tay x, d dux, 
(9) X; = An Xi F az Xo tats , 
X; = aza x: F az E: ass, 
其 中 设 为 齐 次 坐标 ,ar 是 实数 . 系数 行列 式 必 须 不 为 零 . 非 齐 次 坐 
标的 变换 用 下 式 表 示 : 
,+ urcasycas 


azı X + az: y + 43; , 


(10) 
^ dz X d ase y +t az 


ayn £ F dg y F asz” 


同样 ov 的 行列 式 必须 不 为 零 . 射影 变换 群 下 的 不 变量 ,举例 说 有 : 


D Math. Ann. , 43,1893, 63 ~ 100 = Ges. Math. Abh. , 1,460~497. 英 译 文 
见于 N. Y., Math. Soc. Bull. , 2,1893,215~249, 
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线性 HERTE SEke ,调和 集 和 保持 为 圆锥 曲线 不 变 等 . 

射影 群 的 一 个 子 群 是 一 族 仿 射 变换 中. 这 个 子 群 定义 如 下 : 设 
在 射影 平面 上 固定 任 一 直线 人 ,ls 上 的 点 称 为 理想 点 或 无 穷 远 
Kilo 称 为 无 穷 远 直线 . 射影 平面 上 其 他 点 与 直线 称 为 寻常 点 ,这 
些 都 是 Euclid 平面 上 通常 的 点 . 直射 变换 仿 射 群 是 射影 群 的 子 
群 ,使 ,不 变 ( 但 该 线 上 的 点 无 需 保持 不 变 ), 仿 射 几 何 是 在 仿 身 
变换 下 不 变 的 那 批 性 质 与 关系 . 二 维 齐 次 坐标 的 仿 射 变换 ,其 代数 
表示 为 以 上 的 方程 (9) ,但 在 其 中 aa = as = 0 ,并 有 相同 的 行列 
式 条 件 . 非 齐 次 坐标 的 仿 射 变换 表示 为 


Li 
T = anx Hary tas, Ul Aig 


zo. 


ü» G2 


y = az x Fazy + an, 
在 仿 射 变 换 下 直线 变 到 直线 ,平行 直线 变 到 平行 线 . 然而 ,长 度 与 
角 的 大 小 要 改变 . 仿 射 几何 由 Euler 首先 注意 到 而 后 由 Mobius 在 
其 《重心 坐标 计算 》 一 书 中 指出 . 它 在 形变 力学 的 研究 中 有 用 . 
任何 度量 几何 群 ,除了 上 面 行列 式 的 值 必 须 是 十 1 或 一 1 外 ， 
和 仿 射 群 相 同 . 第 一 个 度量 几何 是 Euclid 几何 . 要 定义 这 种 几何 
群 , 我 们 从 i 开始 ,并 假设 在 o 上 有 固定 的 对 合 变 换 , 我 们 要 求 这 
个 对 合 变换 没有 实 的 二 重点 ,而 以 ce 处 的 圆 点 作为 ( 虚 的 ) 二 重点 . 
现 考 虑 所 有 那样 的 射影 变换 ,它们 不 仅 使 1, 不 变 而 且 把 对 合 的 任 
何 点 变 到 对 合 的 对 应 点 ,此 即 蕴涵 每 个 虚 圆 点 变 到 自身 . Euclid 群 
的 这 些 变换 ,代数 地 表达 成 非 齐 次 (二 维 ) 坐 标 为 
x = P(x cos@—ysinO+a), 
, . pe —t 1. 
y = f(x sin + y cos 0 +P), 
不 变 的 是 长 度 、 角 的 大 小 .任何 图 形 的 大 小 与 形状 . 
用 这 种 分 类 法 的 术语 来 讲 , Euclid 几何 就 是 在 这 类 变换 下 的 
一 组 不 变量 . 这 类 变换 是 :旋转 平移 和 反射 . 要 得 到 关于 相似 形 的 
不 变量 ,我 们 引进 仿 射 群 的 子 群 ,名 为 抛物 度量 群 . 这 个 群 定义 为 


© ”Klein 没有 找 出 这 个 子 群 . 
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一 族 射影 变换 , 它 使 得 1. 上 的 对 合 不 变 , 这 就 意味 着 每 一 对 相应 
的 点 变 到 相应 的 男 一 对 点 . 非 齐 次 坐标 的 抛物 度量 群 的 变换 具有 
形式 

x =ar—by+c, 

y = bex taeytd, 
HHE a +6 40 ,He = 1 .这些 变换 保持 角 的 大 小 不 变 . 

要 刻画 双 曲 度量 几何 ,我 们 再 回 到 射影 几何 ,在 射影 平面 上 考 
虑 一 个 任意 的 、 实 的 、 非 退化 的 二 次 曲线 (绝对 形 ). 射影 群 的 子 群 
使 这 个 二 次 曲线 不 变 的 (但 不 必要 求 逐 点 不 变 ) 叫 做 双 曲 度量 群 ， 
相应 的 几何 叫做 双 曲 度量 几何 . 其 中 的 不 变量 是 与 迭 合 有 关 的 那 
些 量 . 

单 重 椭圆 几何 是 一 种 几何 ,对 应 于 射影 变换 的 子 群 ,使 得 射影 
平面 上 一 个 确定 的 虚 椭 贺 ( 绝 对 形 ) 不 变 . 椭圆 几 何平 面 是 实 射影 
平面 , 且 其 不 变量 是 与 迭 合 有 关 的 那些 量 . 

即使 二 重 椭圆 几何 也 能 包括 在 这 种 变换 观点 之 内 ,但 我 们 必 
须 从 三 维 变 换 群 出 发 来 刻画 二 维 的 这 种 度量 几何 . 变换 的 子 群 由 
那些 三 维 射影 变换 构成 :它们 把 空间 的 有 限 部 分 的 一 个 定 球 ( 曲 
面 )S 变换 到 自身 ,球面 S 就 是 二 重 椭圆 几何 的 “平面 ”. 同样 ,不 变 
量 是 与 个 合 有 关 的 那些 量 . 

在 四 种 度量 几何 ( 即 Euclid 几何 、 双 曲 几 何 和 两 类 椭圆 几何 ) 
之 中 ,相应 子 群 中 允许 的 变换 就 是 通常 说 的 刚体 运动 ,而 且 只 有 这 
些 几 何 允 许 刚体 运动 ， 

Klein 引进 若干 中 间 分 类 ,我 们 将 不 在 此 重复 ,以 下 的 表格 表 
未 主要 几何 间 的 关系 . 

Klein 义 考 虑 了 比 射影 几何 更 一 般 的 几何 . 这 时 (1872) 代 数 
几何 作为 独立 的 学 科 渐 露头 角 , 他 引进 三 维 的 变换 以 刻画 这 种 几 
何 ,用 非 齐 次 坐标 写 为 


x =$(z, y, z), y = Wz, y, z), z/ — X(x, y, z). 
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Euclid 几何 

RAMS, 9 5x 是 有 理 的 与 单 值 的 ,并 能 解 出 +,，y, z EAS, 
y, z EJ AE A EY. 这 种 变换 称 为 Cremona 变换 ,在 其 变换 下 
的 不 变量 是 代数 几何 的 主题 (第 39 章 ). 

Klein 也 提出 对 一 一 对 应 连续 变换 下 具有 连续 道 变 换 的 不 变 
量 进 行 研究 ,这 是 现代 叫做 同 胚 的 一 类 变换 ,在 这 类 变换 下 不 变量 
的 研究 是 拓扑 学 的 主题 (第 50 章 ). 虽然 Riemann 在 他 曲面 的 研 
究 中 也 曾 考 虑 过 今日 认为 是 拓扑 学 的 间 题 ,但 提出 把 拓扑 学 作为 
一 门 重大 的 几何 学 科 , 这 在 1872 年 是 一 个 大 胆 的 步骤 . 

在 Klein 时代 以 后 ,对 Klein 的 分 类 已 经 有 了 增加 分 类 与 进 一 
步 细 分 的 可 能 ,但 不 是 所 有 的 几何 都 能 纳入 Klein 的 分 类 方案 之 
中 , 今日 的 代数 几何 和 微分 几何 都 不 能 置 于 Klein OA RZ F0. 
虽然 Klein 的 几何 观点 不 能 证 明 无 所 不 包 , 但 它 确 能 给 大 部 分 的 
几何 提供 一 个 系统 的 分 类 方法 ,并 提示 很 多 可 供 研究 的 问题 . 他 的 
几何 “定义 ”指引 了 几何 思想 约 有 50 年 之 久 . 再 者 ,他 强调 变换 下 
的 不 变性 ,这 个 观点 已 超出 数学 之 外 而 带 到 力学 和 一 般 的 数学 物 
理 中 去 了 . 变换 下 不 变性 的 物理 问题 ,或 者 物理 定律 的 表达 方式 不 
依赖 于 坐标 系 的 问题 ,在 入 们 注意 到 Maxwell 方程 经 Lorentz 变 
换 ( 仿 射 几 和 何 的 四 维 子 群 ) 的 不 变性 之 后 ,在 物理 思想 中 都 变 得 重 
要 了 . 这 种 思想 路 线 引 向 狭义 相对 论 . 

我 们 这 里 仅 提 一 下 几何 分 类 的 进一步 研究 , 这 些 研究 至 少 在 
”在 微分 几何 的 情形 下 ,Kiein MERRE d? 表达 式 不 变 的 变换 群 .这 导致 和 
St AE (Ges. Math. Abh. , 1, 487). 


6. 3E Euclid 几何 的 现实 345 M 


Helmholtz 和 Sophus Lie(1842 一 1899) 他 们 那个 时 代 引 起 很 大 注 
意 . 他 们 寻求 刻画 刚体 运动 可 能 的 几何 . Helmholtz 的 基本 论文 
《 论 几 何 的 一 些 基 础 事实 》 吕 证 明了 , 若 在 一 个 空间 内 刚体 运动 是 
可 能 的 , 则 在 常 曲率 空间 内 ds 的 Riemann 表达 式 是 唯一 的 可 能 . 
Lie 探讨 了 同一 问题 ,使 用 叫做 连续 变换 群 的 理论 (这 在 他 研究 常 
微分 方程 时 已 引进 ) ,他 刻画 了 各 种 空间 ,在 其 中 刚体 运动 是 可 能 
的 ,用 的 是 这 些 空间 所 能 允许 的 各 类 变换 群 马 . 


6. 3E Euclid 几何 的 现实 

在 Klein 和 Lie 的 研究 工作 之 后 ,对 经 典 综合 非 Euclid 几何 
和 射影 几何 的 兴趣 衰退 了 . 部 分 是 因为 这 些 结构 的 要 点 被 变换 观 
点 显露 得 十 分 清楚 . 就 为 了 寻找 更 多 的 定理 而 言 ,数学 家 感到 矿藏 
C fS. 基础 的 严密 化 尚 有 待 完 成 ,而 这 是 在 1880 年 后 不 久 几 
年 内 一 个 活跃 的 领域 (第 42 章 ). 

对 非 Euclid 几何 失去 兴趣 的 另外 一 个 原因 是 它们 似乎 缺乏 
与 物质 世界 的 关联 . 很 奇怪 的 是 这 个 领域 的 首创 者 们 ,Gauss,Lo- 
batchevsky 和 Bolyai 确 曾 想到 在 天 文学 中 随 着 研究 工作 的 深入 ， 
可 能 证 明 非 Euclid 几何 是 可 以 应 用 的 . 但 是 在 后 一 时 期 工作 的 数 
学 家 们 无 人 相信 这 些 基本 的 非 Euclid 几何 必然 有 物理 意义 . Cay- 
ley, Klein 和 Poincare ,虽然 他 们 考虑 过 这 事 , 但 他 们 确信 我 们 从 
不 需要 改进 或 放弃 Euclid 几何 . Beltrami 的 伪 球 面 模型 使 得 非 
Euclid 几何 在 数学 ( 昌 不 是 物理 的 ) 意 义 下 是 真实 的 ,因为 它 给 
Lobatchevsky 几何 以 立即 可 以 看 出 的 一 个 解释 ,但 需 把 尺子 边缘 
换 成 测 地 线 作为 交换 条 件 . 类 似 地 , Beltrami-Kiein 和 Poincare 模 


(D Nachrichten König. Ges. der Wiss. zu Gött. ; 15, 1868,193 ~ 221 = Wiss. 
Abh. , 2,618--639. 
Q) Theorie der Transformationsgruppen , 3,437—543,1893. 
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HA T FRIE Euclid 几何 ,把 直线 的 ,距离 的 或 者 角 的 度量 的 概 
念 或 者 三 者 一 起 , 放 在 Euclid 空间 里 来 想象 它们 ,但 是 在 直线 的 
通常 解释 下 或 者 甚至 在 其 他 某 种 解释 下 ,物质 空间 能 够 是 非 Eu- 
clid 几何 的 思想 是 无 人 间 津 的 . 事实 上 ,大 多 数 的 数学 家 把 非 Eu- 
clid 几何 当 作 逻辑 上 的 珍奇 玩 艺 . 

Cayley 是 Euclid 空间 的 坚定 支持 者 ,他 只 接受 那 种 能 用 新 的 
距离 公式 在 Euclid 空间 实现 的 非 Euclid 几何 . 1883 年 他 在 不 列 
题 科学 进步 协会 的 会 长 就 职 演说 了 中 说 道 , 非 Euclid 空间 是 一 个 
先 验 性 的 错误 思想 ,而 非 Euclid 几何 之 所 以 能 被 人 接受 , 那 只 是 
因为 它们 可 以 在 Euclid 空间 中 改变 距离 函数 的 结果 而 得 出 . 他 不 
ABUSE Euclid 几何 的 独立 存在 性 ,但 认为 它们 是 一 类 特殊 的 Eu- 
clid 结构 或 者 是 Euclid 几何 中 表示 射影 关系 的 一 种 方式 . 他 的 观 
点 是 


按 Playfair 7 R Rik t Euclid 的 第 12[ 第 10] 公 理 , 是 不 
需要 证 明 的 ,但 它 是 我 们 空间 概念 的 一 部 分 ,我 们 自己 经 
验 的 物质 空间 的 一 部 分 , 即 为 经 验 所 熟知 的 空间 ,但 它 是 

所 有 外 界 经 验 作为 其 基础 的 那个 表象 . 
Riemann 的 观点 可 以 说 成 是 :在 理智 之 中 有 了 更 一 
般 的 空间 概念 (事实 上 是 非 Euclid 空间 的 概念 ) 之 后 ,我 
们 由 经 验 知道 ,即使 不 是 准确 的 ,至 少 是 高 度 近 似 的 , 空 

间 ( 经 验 的 物质 空间 ) 就 是 Euclid 空间 . 
Klein 认为 Euclid 空间 是 必然 的 基本 空间 ,其 他 的 几何 只 是 具有 
新 的 距离 函数 的 Euclid 几何 . 3E Euclid 几何 实际 上 是 从 属于 Eu- 

clid 几何 的 . 

Poincaré 的 判断 更 灵活 些 . 科学 应 该 永远 试用 Euclid 几何 ， 


(D Collected Math. Papers, 11,429~459, 
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并 在 必要 处 改变 物理 定律 ,Euclid 空间 可 能 不 真实 ,但 它 最 方便 . 
一 种 几何 并 不 能 比 另 一 种 几何 更 真实 些 , 只 能 是 更 方便 些 . 人 创造 
几何 ,于 是 物理 定律 便 与 之 适应 ,使 得 几何 与 定律 拟 合 于 世界 . 
Poincaré 坚持 说 中 ,即使 是 要 证 明 一 个 三 角形 的 内 角 之 和 应 大 于 
180 ,我 们 最 好 仍 假设 Euclid 几何 能 描述 物质 空间 并 且 光 线 沿 曲 
线 前 进 , 因 为 Euclid 几何 比较 简单 些 . 自然 ,事实 证 明 他 是 错 的 . 
科学 上 认为 重要 的 ,不 单独 是 在 几何 上 简单 ,而 是 全 部 科学 理论 上 
的 简单 性 . 显然 19 世纪 的 数学 家 在 什么 算是 有 物理 意义 的 问题 
上 ,仍然 束缚 于 他 们 的 传统 概念 , 相对 论 的 发 现 人 迫使 对 待 非 Euclid 
几何 的 态度 有 激烈 的 变化 . 

数学 家 的 错觉 以 为 他 们 当时 所 研究 的 工作 是 所 能 想象 的 最 重 
要 的 课题 ,这 种 情况 又 可 以 他 们 对 射影 几何 的 态度 作为 例子 .我们 
在 本 章 所 考查 的 工作 诚然 证 明 射 影 几 何 是 许多 几何 的 基础 . 然而 ， 
它 显然 不 能 包括 有 活力 的 Riemann 几何 和 内 容 正 在 增长 的 代数 
几何 .然而 Cayley 在 1859 年 他 的 论文 中 (第 3 节 ) 确 认 “ 射 影 几 何 
是 所 有 的 几何 ,反之 亦 然 "@. Bertrand Russell 在 他 《几何 基础 论 
文集 》(An Essay on the Foundations of Geometry, 1897) 中 ,也 相 
信 射影 几何 必然 是 物质 空间 的 任何 几何 的 先 验 形式 . Hermann 
Hankel, 尽 管 他 对 历史 的 注意 ,在 1869 年 毫 不 犹 隐 地 说 ,射影 几 
何 是 走向 所 有 数学 的 康 庄 大 道 . 已 经 记录 的 历史 发 展 的 考查 清楚 
地 证 明 数 学 家 们 很 容易 被 他 们 的 热情 冲 划 头脑 ， 


D Buli. Soc. Math. de France , 15,1887, 203 ~ 216 = Œuvres ,11,79— 91. 他 
又 表达 这 个 观点 在 论文 “Les Géométries non-euclidiennes" rh , lil F Revue Générale des 
Sciences, 2,1891,* 23. 英 译文 见 Nature, 45,1892,404 —407. 又 可 参看 他 的 Science 
and Hypothesis ,第 3 章 , 见 The Foundations of Science, The Science Press, 1946. 

@ Cayley 用 * 画 法 几何 "一 词 以 代替 射影 几何 , 

(D Die Entwicklung der Mathematik in den letzten Jahrhunderten On Lt £a 
来 数学 的 发 展 ) ,1869; 58 — 88,1884. 


I 348 第 38 章 ”射影 几何 与 度量 几何 


参考 书目 


Beltrami, Eugenio: Opere matematiche , Ulrico Hoepli, 1902, Vol. 1. 
Bonola, Roberto: Norm-Euclidean Geometry, Dover (reprint), 1955, pp. 129—264. 
Coolidge, Julian L. ; A History of Geometrical Methods, Dover (reprint), 1963,pp. 


68-87. 
Klein, Felix: Gesammelte mathematische Abhandlungen , Julius Springer, 1921— 1923, 


Vols. 1 5 2. 

Pasch, Moritz, and Max Dehn: Vorlesungen über neuere Geometrie, 2nd ed. , Julius 
Springer, 1926, pp. 185—239. 

Pierpont, James; " Non-Euclidean Geometry. A Retrospect”, Amer. Math. Soc. 
Bull, , 36,1930,66~76. 

Russell, Bertrand: An Essay on the Foundations of Geometry (1897), Dover 


(reprint), 1956, 


第 39 章 
代数 几何 


在 这 些 日 子 里 ,拓扑 这 个 天 使 和 抽象 代数 这 个 魔鬼 为 各 自 


占有 每 一 块 数学 领域 而 斗争 着 . 
Hermann Weyl 


1.5 È 

当 非 Euclid 几何 与 Riemann 几何 正在 创建 的 时 候 , 射 影 几 何 
学 家 忙于 研究 它们 的 主题 . 我 们 已 经 看 到 ,这 两 领域 由 Cayley 和 
Klein 的 工作 而 连接 起 来 了 . 在 代数 方法 广泛 应 用 于 射影 几何 以 
后 ,寻求 几何 图 形 有 哪些 性 质 与 坐标 表示 无 关 , 这 个 间 题 吸引 了 人 
们 的 注意 力 , 并 促成 对 代数 不 变量 的 研究 . 

几何 图 形 射影 性 质 就 是 图 形 在 线性 变换 下 不 变 的 那些 性 质 ， 
当 研 究 这 些 性 质 时 ,数学 家 们 偶尔 也 考虑 高 次 变换 ,并 寻求 在 这 些 
变换 下 曲线 和 曲面 有 哪些 性 质 是 不 变 的 , 数学 家 的 兴趣 不 久 就 从 
线性 变换 转 到 这 类 变换 上 来 , 称 它 们 为 双 有 理 变换 ,因为 这 些 变换 
的 代数 表达 式 是 坐标 的 有 理 函 数 ,其 送 变 换 也 是 坐标 的 有 理 函 数 . 
数学 家 之 所 以 集中 于 研究 双 有 理 变 换 ,无 疑 是 由 于 这 样 的 事实 所 
造成 :Riemann 曾 用 它们 来 研究 Abel 积分 和 Abel 函数 ,并且 事 实 
上 如 我 们 以 后 要 讲 的 ,研究 曲线 的 双 有 理 变 换 的 第 一 个 大 的 步骤 
就 是 由 Riemann 的 工作 所 引起 的 . 这 两 个 主题 在 19 世纪 的 后 半 
叶 构 成 代数 几何 的 内 容 . 

代数 几何 一 语 是 不 适当 的 ,因为 原来 它 所 指 的 是 从 Fermat 
与 Descartes 时 代 起 所 有 把 代数 用 于 几何 的 研究 工作 ;在 19 世纪 
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后 半 叶 把 代数 不 变量 和 双 有 理 变换 的 研究 称 为 代数 几何 ,而 到 20 
世纪 它 指 的 是 后 一 领域 . 


2. 代数 不 变量 理论 

我 们 已 经 指出 ,通过 坐标 表示 来 确定 要 表示 的 与 要 研究 的 图 
形 的 几何 性 质 , 需 要 识别 在 坐标 变换 下 保持 不 变 的 那些 代数 表达 
X. 另外 看 到 ,用 线性 变换 把 一 个 图 形变 到 另 一 个 的 射影 变换 保持 
图 形 的 某 些 性 质 不 变 . 代数 不 变量 代表 这 些 不 变 的 几何 性 质 . 

代数 不 变量 的 问题 先前 产生 于 数论 (第 34 章 第 5 节 ) ,特别 在 
研究 二 元 二 次 型 
(1) f = ax? + 2bry cy? 
在 工 与 》 用 线性 变换 了 变换 时 是 如 何 变换 的 ,这 里 的 工 即 
(2) z =ar’ + fy’, y= yr +dy’, 
FEA od ~ By 二 7. 将 工 应 用 于 了 得 出 
(3) F = ar? +20 zry 十 cy 
在 数论 中 ,a, b, c, a, B, y 请 量 都 是 整数 , 且 ”= 1. 然 而 ,一 般 地 
说 f 的 判别 式 D 满足 关系 式 
(4) D' = pp 
是 正确 的 . 

射影 几何 的 线性 变换 更 一 般 些 ,因为 二 次 型 和 变换 的 系数 不 
限于 整数 . 代数 不 变量 一 词 用 来 把 这 更 一 般 的 线性 变换 下 产生 的 
不 变量 区 别 于 数论 中 的 模 不 变量 , 且 就 此 而 言 ,区 别 于 Riemann 
几何 的 微分 不 变量 . 

讨论 代数 不 变量 的 历史 需要 一 些 定义 . 单 变量 的 ”次 型 

f(x) = asz" tar! eeta, 

在 齐 次 坐标 中 变 成 二 元 型 
(5) Jlri, x;) = aort Hart a +e pa,r}. 
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三 个 变量 的 叫 三 元 型 ;四 个 变量 的 叫 四 元 型 等 等 . 下 面 定 义 适 用 于 
n 个 变量 的 型 . 
设 二 元 型 受到 (2) 式 的 变换 TT. 在 TT 下 型 f(zi, zs) 变换 到 型 
F(X), X2) = AXi TAX Xo +e 二 A,X}. 
下 的 系数 将 与 了 的 不 同 , F= 0 的 根 将 与 了 = 0 的 根 不 同 .了 的 系 
BY FE ea 了 如 果 满 足 关系 式 
KA, Ai, c7, An) = r*l (ao, ay, 77, an), 
就 称 为 f 的 一 个 不 变量 . Hw — 0 ,此 不 变量 称 为 f 的 绝对 不 变 
Hi. 不 变量 的 次 数 是 系数 的 次 数 且 权 数 是 w. 二 次 型 的 判别 式 是 一 
个 不 变量 ,如 (4) 所 示 . 这 时 次 数 是 2, 权 数 是 2. 任 一 多 项 式 方程 
f(x) = 二 0 的 判别 式 的 意义 在 于 , 它 等 于 零 就 是 f(x) =0 有 等 根 的 
条 件 , 或 者 从 几何 上 讲 , f(z) = 0 的 轨迹 (这 是 一 系列 的 点 ) 有 两 
个 重合 点 . 这 个 性 质 显 然 与 坐标 系 无 关 . 
若 两 个 (或 多 个 ) 二 元 型 
fi = aort +o tanart, 
fo = bari + t bri, 
由 工 变 换 成 Fi = A,Xr 十 … 二 A,X?， 
F: = By X] +: +B,X%, 
则 系数 的 任何 范 数 I RH Se At 
(6) I(Ao, ++, An, Bo, ^o, By) 
= r"I(a,, e, am, bo, tory b.) , 
就 叫做 两 个 型 的 联合 不 变量 . 例如 ,线性 型 ar Ebor 5 arz + 
bx, 以 两 式 的 结 式 ai — aibi 作为 联合 不 变量 . 从 几何 上 讲 , 结 式 
等 于 零 意味 着 两 式 表 示 相 同 的 点 ( 齐 次 坐标 ). 两 个 二 次 型 
fi = azxit2b rr eri, 
fi = axi 2b,x1rs + cx 
有 一 个 联合 不 变量 
Dj; = aic — 26,6; + azc,, 
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它 的 等 于 零 表 示 A 与 fz 代表 调和 点 偶 . 

除去 单个 型 与 一 组 型 的 不 变量 之 外 ,还 有 协 变量 .了 的 系数 与 
变量 的 任何 函数 C , 若 除 去 工 的 模 数 (行列 式 ) 的 乘 竹 外 是 工 下 的 
不 变量 , 则 称 它 为 了 的 协 变量 . 于 是 ,二 元 型 的 一 个 协 变量 满足 关 
系 式 

C(A, Ai, cn, An, Xt, X) 
= "C (ag, a1, **, an, Xi, x2). 

绝对 协 变 量 和 联合 协 变 量 的 定义 与 不 变量 的 定义 类 似 . 协 变量 中 
系数 的 次 数 叫做 它 的 次 数 ,而 其 变量 的 次 数 叫 做 它 的 阶 数 . 这 样 ， 
不 变量 就 是 零 阶 的 协 变量 . 然而 ,有 时 不 变量 一 词 用 于 狭义 的 不 变 
Bx. 

了 的 一 个 协 变量 代表 某 一 图 形 , 它 不 仅 相 关于 f 而 且 射 影 相 
关于 了 .例如 两 个 二 元 二 次 型 FLz xs) 与 $6, x)8 Jacobi £7 


列 式 , 即 
of of 


OX, AT 
3$ a$ 
OX, da, 
是 两 个 型 的 权 为 1 的 联合 协 变量 . 从 几何 上 讲 , 令 Jacobi 行列 式 等 
于 零 就 代表 一 对 点 , 它 与 原来 f 与 $ 所 代表 的 每 一 对 点 都 是 调和 
的 . 调和 性 质 是 射影 性 质 . 
Hesse 引进 的 Hesse 行列 式 呈 


Jf ËS 

ax? IL 9X2 

vf af 
CERE ER az? 


是 权 2 的 协 变量 , 它 的 几何 意义 过 于 复杂 ,这 里 限于 篇 幅 , 不 详细 
介绍 (参看 第 35 章 第 5 节 ). Hesse 行列 式 的 概念 和 它 的 协 变性 适 


(QD Jour. für Math. , 28,1844, 68 ~ 96 = Ges. Abh. , 89 一 122. 
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代数 不 变量 的 工作 由 George Boole (1815—1864 ) 开始 于 
1841 年 ,他 的 结果 中 是 有 局 限 性 的 . 更 值得 一 提 的 是 Cayley, 他 为 
Boole 的 工作 所 吸引 而 研究 这 个 问题 ,并 使 Sylvester 也 对 此 感 兴 
趣 . 和 他 们 一 起 作 这 研究 的 还 有 George Salmon(1819 一 1904) ,他 
是 1840—1866 年 都 柏林 三 一 学 院 的 数学 教授 ,后 来 成 为 该 校 的 神 
学 教授 , 这 三 人 在 不 变量 方面 作 了 如 此 多 的 工作 ,以 至 Hermite 
在 一 封 信 中 称 他 们 为 不 变量 三 位 一 体 . 

1841 年 Cayley 开始 发 表 射影 几何 在 代数 方面 的 数学 文章 . 
Boole 1841 年 的 文章 提示 给 Cayley 以 n 次 齐 次 函数 的 不 变量 的 
计算 法 ,他称 这 些 不 变量 为 导数 ,后 又 称 为 超 行列 式 ; 不 变量 这 个 
f iD B Sylvester2. Cayley 利用 Hesse 和 Eisenstein 的 行列 式 
思想 ,建立 了 得 出 他 “导数 ”的 一 套 技巧 . 后 来 从 1854 一 1878 年 在 
《哲学 汇 刊 》 上 发 表 了 10 篇 关于 代数 形式 的 论文 @. 代数 形式 是 他 
用 来 称 2 个 .3 个 或 多 个 变量 的 齐 次 多 项 式 的 名 词 . Cayley 对 不 变 
量 的 兴趣 如 此 之 大 ,以 至 使 他 竟然 为 不 变量 而 研究 不 变量 . 他 也 发 
明 了 一 种 处 理 不 变量 的 符号 方法 . 

就 二 元 四 次 型 特例 

f = axi + Abxixs 十 6cr zi + 4dzx,23 + ex} 
说 ,Cayley 证 明 Hesse FFAIR H [8] f. 45 H BY Jacobi GARAE 
协 变量 ,并 证 明 
E: = ae — Abd + 3c! 
a b c 
b c d 
c d e 


和 Ea = 


(D Cambridge Mathematical Journal ,3,1841,1~20 45 3,1842,106— 119. 
@ Coll. Math, Papers, 1, 273. 
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都 是 不 变量 . 对 这 些 结果 ,Sylvester 和 Salmon 又 增加 了 许多 . 
另 -- 有 贡献 的 人 是 Ferdinand Eisenstein, 他 更 关心 的 是 数 
论 , 他 早 就 发 现 二 元 三 次 型 中 
f = ax? + 3br? x, + 3crizi + dz} 
的 最 简单 的 二 次 协 变量 是 它 的 Hesse 行列 式 五, 最 简单 的 不 变量 
是 


3b! c? + 6abcd — Ab! d — 4ac? — a'd’, 

它 是 二 次 Hesse 行列 式 , 也 是 f B8 BC. X. f AH ff) Jacobi fT 
列 式 是 阶 数 为 3 的 另 一 协 变量 . 后 来 , Siegfried Heinrich Aron- 
hold(1819 一 1884) 在 1849 年 开始 研究 不 变量 , 写 过 关于 三 元 三 次 
型 不 变量 的 文章 人 @. 

个 变量 理论 葛 基 者 所 磁 到 的 第 一 个 较 大 的 问题 是 特殊 不 变量 
的 发 现 . 这 大 约 是 从 1840 到 1870 年 的 工作 方向 .我 们 知道 ,这 类 
函数 能 够 构造 出 好 多 来 ,因为 有 些 不 变量 如 Jacobi 行列 式 与 Hes- 
se 行列 式 本 身 也 是 具有 不 变量 的 型 ,并且 因为 一 些 不 变量 与 原来 
型 合 在 一 起 成 为 新 的 一 组 型 ,它们 就 会 有 联合 不 变量 . 几 十 个 大 数 
学 家 (包括 已 经 提 到 过 的 那 几 个 人 ) ,计算 过 特殊 的 不 变量 . 

不 变量 的 不 断 计算 引导 到 不 变量 理论 的 较 大 问题 ,这 是 在 求 
得 许多 特别 的 或 特殊 的 不 变量 后 引起 的 ;这 就 是 求 不 变量 的 完备 
系 . 这 就 意味 着 对 已 给 数目 的 变量 和 次 数 的 一 个 型 , 求 其 最 小 可 能 
个 数 的 有 理 整 不 变量 与 协 变 量 ,使 得 任何 其 他 的 有 理 整 不 变量 或 
协 变量 可 以 表 成 这 个 完备 集 含 的 具 数 值 系数 的 有 理 整 函数 . Cay- 
ley 证 明 ,Eisenstein 对 二 元 三 次 式 和 他 自己 对 二 元 四 次 式 所 求 得 
的 不 变量 与 协 变量 ,分 别 是 两 种 情况 下 的 完备 系 @. 对 其 他 种 型 的 
完备 系 的 问题 尚 待 解决 , 


(D Jour. für Math. , 27 ,1844,89~106,319~321. 
@ Jour. fiir Math. , 55,1858,97~191 和 62,1863,281~345., 
CQ Phil. Trans. , 146,1856, 101 ~ 126 = Coll. Math, Papers , 2,250~275, 
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任何 给 定 次 数 的 二 元 型 的 基 或 有 限 完 备 系 的 存在 性 ,首先 由 
Paul Gordan(1837 一 1912) 证 明 , 他 的 大 半生 都 致力 于 这 个 问题 . 
他 的 结果 中 是 :每 个 二 元 型 f(z, zz) 都 具有 一 个 以 有 理 整 不 变量 
与 协 变量 所 组 成 的 有 限 完 备 系 . Gordan 用 了 Clebsch 的 定理 , 故 
所 得 结果 名 为 Clebsch-Gordan 定理 . 它 的 证 明 宛 长 而 繁 难 . Gor- 
dan 还 证 明了 名 二 元 型 的 任何 有 限 组 有 不 变量 和 协 变量 的 一 个 有 
限 完备 系 . Gordan 的 证 明 给 出 如 何 计 算 完备 系 . 

在 身后 20 年 间 Gordan 的 结果 得 到 各 种 有 限 的 推广 . Gordan 
自己 给 出 三 元 二 次 型 8 三 元 三 次 型 @ ,以 及 一 组 ( 含 两 个 或 三 个 ) 
三 元 二 次 型 仿 的 完备 系 . 对 于 特殊 的 三 元 四 次 型 rix. 十 好 zs 十 
zix, Gordan 给 出 了 54 种 基本 型 的 完备 系 @. 

在 1886 年 Franz Mertens(1840—1927)© 用 归纳 法 再 次 证 明 
二 元 型 组 的 Gordan 定理 . 他 假设 对 任 一 已 知 二 元 型 组 ,定理 为 
E ,然后 证 明 当 组 中 有 一 个 型 的 次 数 增 加 天 时 定理 必然 仍 是 真 的 ， 
他 没有 明显 给 出 独立 不 变量 和 协 变量 的 有 限 集合 ,但 他 证 明 这 个 
集合 是 存在 的 . 最 简单 的 情况 是 一 个 线性 型 ,是 归纳 法 的 起 点 ,这 
TRU RAASRREA CHES. 

Hilbert 在 1885 年 完成 不 变量 的 博士 论文 四 后 ,在 1888 年 @ 
又 再 次 证 明 Gordan 的 定理 , 即 任何 已 给 二 元 型 组 都 有 不 变量 与 
协 变量 的 一 个 有 限 完备 系 . 他 的 证 明 是 Mertens 证 明 的 修正 . 两 个 
证 明 都 比 Gordan 的 简单 得 多 . 但 Hilbert 的 证 明 也 没有 给 出 求 完 
& AWA RR. 


Jour. für Math. , 69,1868,323— 354. 

Math. Ann. , 2,1870,227 — 280. 

R. Clebsch 5j F. Lindemann, Vorlesungen über Geometrie , 1,1876, p. 291. 
Math. Ann. , 1,1869,56—89,90— 128. 

Clebsch-Lindemann, p. 288. 

Math. Ann. , 17,1880,217 —233. 

Jour. für Math. , 100,1887,223~ 230. 

Math. Ann. , 30,1887, 15 ~ 29 = Ges. Abh. , 2, 102—116. 

Math. Ann. , 33,1889, 223 ~ 226 = Ges. Abh. , 2, 162—164, 
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在 1888 年 Hilbert 宣称 能 用 一 个 完全 新 的 途径 来 证 明 如 下 
的 问题 而 引起 数学 界 的 惊奇 :次 数 与 变量 个 数 为 已 给 的 任何 型 以 
及 任意 多 个 变量 的 已 给 型 系 ,都 有 独立 的 有 理 整 不 变量 与 协 变量 
的 一 个 有 限 完备 系 20. 新 途径 的 基本 思想 是 暂时 忘掉 不 变量 而 考 
虑 这 样 的 问题 : 若 有 限 多 个 变量 的 有 理 整 式 的 一 个 无 穷 系 为 已 给 ， 
问 在 什么 条 件 下 存在 有 限 多 个 这 样 的 表达 式 , 即 一 组 基 ,使 所 有 其 
他 的 表达 式 都 可 表 成 这 组 基 的 线性 组 合 ,组 合 的 系数 是 原 有 变量 
的 有 理 整 函数 . 回答 是 总 存在 . 更 明确 地 说 ,Hilbert 在 不 变量 的 结 
果 之 前 得 出 的 基 的 定理 可 叙述 如 下 :代数 型 就 是 ”个 变量 的 有 理 
齐 次 整 函数 ,系数 在 某 确定 的 有 理 域 内 ( 域 ). 给 定 了 ”个 变量 的 任 
何 次 的 无 穷 多 个 型 的 集合 , 则 存在 有 限 多 个 (其 )F, F,,…, Fa, 
使 得 集合 中 任 一 型 下 都 可 写成 

F=A,F,+A,F,++:+A,F,, 

其 中 A, Ar, +, A, 是 个 变量 (不 一 定 在 无 穷 系 中 ) 的 适当 的 
型 ,其 系数 与 无 穷 系 的 系数 都 在 同一 域内 . 

应 用 这 个 定理 于 不 变量 与 协 变 量 , Hilbert 的 结果 是 :对 于 任 
何 一 个 型 或 一 组 型 ,都 存在 有 限 多 个 有 理 整 不 变量 与 协 变量 ,使 得 
每 个 其 他 的 有 理 整 不 变量 与 协 变 量 都 可 表示 成 这 有 限 集合 中 不 变 
量 或 协 变量 的 线性 组 合 . 不 变量 与 协 变 量 的 这 个 有 限 集合 是 不 变 
量 的 完备 系 . 

Hilbert 的 存在 性 证 明 比 Gordan 的 基 的 繁 难 计 算 要 简单 得 
多 ,Gordan AAA A “RR ERS, SS. "然而 在 他 重新 
考虑 这 个 问题 后 说 :“ 我 终于 相信 神学 也 有 其 优点 . "事实 上 ,他 自 
己 简化 了 Hilbert 的 存在 性 证 明 @， 

在 19 世纪 80 年 代 和 90 年 代 不 变量 理论 看 来 已 统一 了 数学 


(D Math. Ann, , 36,1890, 473 ~ 534 = Ges. Abh. ,2,199— 257 和 直到 1893 年 


后 发 表 的 论文 . 
@ Nachrichten König. Ges, der Wiss. zu Gött. , 1899, 240~ 242. 
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的 很 多 领域 . 这 个 理论 是 那个 时 代 的 “近世 代数 ”. Sylvester 在 
1864 年 说 D0,“ 正如 俗语 说 ,条 条 大 道 通 罗马 ,所 以 至 少 就 我 自己 情 
况 说 ,代数 上 的 所 有 研究 迟早 都 要 归宿 到 近世 代数 的 大 厦 , 在 其 内 
办 发 光 的 大 门口 铭刻 着 不 变量 论 这 几 个 字 . ”不 久 这 个 理论 本 身 成 
为 研究 的 目标 ,市 与 其 来 自 数论 和 射影 几何 的 情况 无 关 了 . 代数 不 
变量 的 研究 沽 坚持 要 证 明 每 种 类 型 的 代数 恒等式 ,而 不 管 其 有 无 
几何 意义 . Maxwell 当年 在 剑桥 求学 时 说 过 ,那里 有 些 人 总 是 用 
quintics 与 quantics( 五 次 型 与 代数 型 ) 来 看 整个 宇宙 的 . 

男 一 方面 ,19 世纪 后 半 叶 的 物理 学 家 并 不 注意 这 个 问题 . 实 
际 上 Tait 有 一 次 提 到 Cayley 说 :这 样 一 个 杰出 的 人 物 把 他 的 
才能 放 在 这 种 完全 无 用 的 问题 上 岂 不 是 遗憾 的 事 吗 ?” 然 而 这 个 
课题 确实 直接 地 或 间接 地 ,主要 通过 微分 不 变量 对 物理 学 产生 
影响 . 

尽管 在 19 世纪 后 半 时 有 很 多 热心 研究 不 变量 理论 的 人 ,但 就 
当时 对 这 门 学 问 所 怀抱 的 希望 和 所 追求 的 目标 来 说 , 它 已 失去 其 
吸引 力 . 数学 家 说 Hilbert 扼杀 了 不 变量 的 研究 ,因为 他 已 处 理 了 
所 有 的 问题 . Hilbert 确 曾 在 1893 年 写 信 给 Minkowski 说 他 不 愿 
再 研究 这 个 问题 了 ,又 在 1893 年 的 一 篇 论文 中 说 ,这 个 理论 的 最 
重要 的 总 目标 已 经 达到 . 然而 事实 远 非 如 此 . Hilbert 的 定理 没有 
证 明 如 何 计算 给 定 的 任何 一 个 或 一 组 型 的 不 变量 ,因而 不 能 提供 
个 别 重要 的 不 变量 . 探索 有 几何 意义 的 或 有 物理 意义 的 特殊 不 变 
量 仍 是 很 重要 的 事 , 甚 至 对 已 知 次 数 和 已 知 变量 个 数 的 型 来 作 基 
的 计算 也 可 能 是 一 项 有 价值 的 工作 . 

“扼杀 "这 个 19 世纪 意义 下 不 变量 理论 的 ,也 正 是 扼杀 过 许多 
一 度 为 人 所 过 分 热情 地 追求 的 其 他 活动 的 种 种 普通 因素 . 数学 家 
是 跟着 带头 人 走 的 . Hilbert 的 宣告 和 他 自己 放弃 这 个 主题 的 研究 
这 一 事实 ,对 其 他 人 产生 很 大 影响 . 还 有 ,在 许多 易于 立即 得 出 的 


(D Phil, Trans, , 154,1864, 579 ~ 666 = Coll. Math. Papers, 2,376~~479, p, 380. 
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结果 和 弄 到 手 之 后 ,重要 特殊 不 变量 的 计算 就 变 得 更 加 困难 了 . 

不 变量 的 计算 并 没有 随 着 Hilbert 的 工作 而 告 结 束 . Emmy 
Noether( 1882—1935), Gordan 的 学 生 ,1907 年 完成 博士 论文 《三 
元 双 二 次 型 的 不 变量 完备 系 》 中 . 她 还 给 出 三 元 四 次 型 的 协 变量 型 
的 一 个 完备 系 , 共 331 个 . 1910 年 她 把 Gordan 的 结果 推广 到 x 个 
变量 @. 

代数 不 变量 论 以 后 的 历史 属于 近世 抽象 代数 . Hilbert 的 一 套 
方法 把 模 、 环 和 域 的 抽象 理论 带 到 显著 地 位 . 用 这 种 语言 Hilbert 
证 明了 每 个 模 系 (n 个 变量 的 多 项 式 类 中 的 一 个 理想 ) 都 有 由 有 限 
个 多 项 式 组 成 的 一 个 基 , 或 者 7 个 变量 的 多 项 式 域 中 每 个 理想 都 
有 一 个 有 限 基 ,如 若 多 项 式 系数 域 中 每 个 理想 都 有 一 个 有 限 基 的 
w. 从 1911 到 1919 年 Emmy Noether 用 Hilbert 的 方法 和 她 自己 
的 方法 对 不 同情 况 的 有 限 基 写 出 许多 论文 . 在 后 来 20 世纪 的 发 展 
中 ,抽象 代数 观点 占 了 主导 地 位 . 如 Eduard Study 在 他 的 不 变量 
论 的 教科 书 中 抱怨 说 ,人 们 只 追求 抽象 方法 而 缺乏 对 特殊 间 题 的 
RD. 


3. 双 有 理 变换 概念 

在 第 35 章 我 们 看 到 ,主要 是 在 19 世纪 30 年 代 与 40 年 代 之 
间 , 射 影 几 何 的 研究 工作 转向 高 次 曲线 . 然而 ,在 这 个 工作 进行 得 
还 不 其 深入 以 前 ,研究 的 性 质 有 了 改变 . 射影 观点 就 是 齐 次 坐标 线 
性 变换 的 观点 . 二 次 与 高 次 的 变换 逐渐 起 作用 ,重点 转向 双 有 理 变 
换 . 在 两 个 非 齐 次 坐标 的 情形 ,这 个 变换 具有 形式 

x = $lx, y), y =x, y), 

其 中 多 与 儿 是 zx,，y 的 有 理 函 数 ,并 且 x. y TRS Sy 的 有 理 


(D Jour. für Math. , 134,1908,23~90. 
© Jour, für Math. , 139,1911,118—154. 
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函数 . 齐 次 坐标 mn, on 与 xs 的 变换 式 为 


zi = F(a, re, m), (1, 2, 8, 

z: = Gila, £7, 02), i=l, 2, 3, 

HPF 及 G; 是 各 自 变 量 的 次 齐 次 多 项 式 . 除了 有 限 多 个 点 可 

能 各 对 应 于 一 条 曲线 之 外 ,对 应 是 一 对 一 的 . 
关于 圆 的 反 演 ,可 以 作为 
双 有 理 变换 的 例子 . 从 几何 上 
讲 , 这 个 变换 (图 39. 1) 把 M E 
到 M ,或 把 M ak SI M ,定义 它 


的 方程 是 " 
OM - OM’ =r’, 
其 中 + 是 圆 的 半径 . 从 代数 上 
Wt SEO 点 建立 一 个 坐标 系 ， 图 39.1 
则 由 Pythagoras 定理 导出 
/ rx / 2 
(7) rc FY — uà 


其 中 M 是 (z，y),M 是 (x ，y ). 在 这 个 变换 下 圆 变 到 圆 或 变 到 
直线 ,并 且 可 以 反 过 来 变 , 反 演 是 把 全 和 平面 变 到 自身 的 变换 ,这 样 
的 双 有 理 变 换 称 为 Cremona 变换 . 三 个 ( 齐 次 ) 变 量 的 Cremona 变 
换 的 例子 是 二 次 变换 
(8) X; = äi, Ep = DTi, X4 = Xp, 
其 逆 是 Xi = 204, Xp = xx, 4a = Ts. 

双 有 理 变 换 这 个 术语 也 用 于 更 广泛 的 意义 , 即 把 一 曲线 上 的 
点 变 到 另 一 曲线 上 的 点 的 变换 是 双 有 理 的 ,但 在 全 平面 的 变换 不 
必 是 双 有 理 的 . 例如 :( 非 齐 次 坐标 ) 变 换 
(9) X=7,Y=y 
在 全 平面 不 是 一 对 一 的 ,但 是 确实 把 y 轴 右 边 的 任 一 曲线 C 以 一 
对 一 的 对 应 方式 变 到 另 一 曲线 . 
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反 演变 换 是 出 现 的 第 一 个 双 有 理 变换 . 在 一 定 情况 下 Ponce- 
let 在 他 1822 年 的 《 论 图 形 的 射影 性 质 》 中 曾 用 过 它 , 尔 后 又 被 
Pliicker, Steiner, Quetelet 和 Ludwig Immanuel Magnus(1790 一 
1861) 等 人 用 过 , 它 曾 为 Mbius 详尽 地 研究 过 ,其 在 物理 上 的 应 
用 为 Lord Kelvin? 及 Liouville FAFO ,后 者 把 它 称 之 为 半径 互 
为 倒数 的 变换 . 

在 意大利 几 个 大 学 当 数 学 教授 的 Luigi Cremona (1830— 
1903) ,在 1854 年 引进 一 般 的 双 有 理 变换 (把 全 平面 变 到 自身 ) 并 
写 过 多 篇 有 关 的 重要 论文 由 . Max Noether(1844—1921) (Emmy 
Noether 的 父亲 ) ,证 明了 这 样 一 个 基本 结果 @@ :一 个 平面 Cremo- 
na 变换 可 由 一 系列 二 次 的 及 线性 的 变换 构成 . Jacob Rosanes 
(1842 一 1922) 独 立地 发 现 这 个 结果 @ ,还 证 明了 所 有 平面 上 的 一 
对 一 的 代数 变换 必然 是 Cremona 变换 . Noether 和 Rosanes 的 证 
HJ Guido Castelnuovo(1865 一 1952)@ 加 以 完善 . 
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虽然 双 有 理 变换 的 本 质 是 清楚 的 ,但 作为 在 这 种 变换 下 不 变 
量 研究 的 代数 几何 ,其 进展 至 少 在 19 世纪 是 不 能 令 人 满意 的 . 几 
种 处 理 方 法 用 过 了 ;所 获得 的 结果 是 不 相 联 系 的 和 零碎 的 ;大 多 数 
证 明 是 不 完全 的 ;并 且 很 少 获得 重要 定理 . 处 理 方法 的 多 样 性 造成 
用 语 的 显著 差异 . 主题 的 目标 也 是 模糊 的 . 虽然 双 有 理 变换 下 的 不 


(D Theorie der Kreisverwandscha ft ( à TR iC ) , Abh. König. Sách. Ges. der 
Wiss. , 2,1855, 529 ~ 565 = Werke, 2,243345. 

© Jour. de Math. , 10,1845,364~ 367, 

@ Jour. de Math. , 12,1847 ,265~290, 

@ Gior. di Mat. , 1,1863, 305 ~ 311 = Opere, 1,54—61; X 3,1865,269~ 280, 
363 ~ 376 == Opere , 2,193— 218. 
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变性 曾 是 主导 课题 ,但 内 容 包括 对 曲线 .曲面 以 及 高 维 结构 的 性 
质 的 研究 . 由 于 这 些 因 素 , 没 有 出 现 很 多 中 心 结 果 . 我 们 给 出 所 得 
结果 的 几 个 样本 . 

第 一 种 处 理 方 法 是 Clebsch 创立 的 . (Rudolf Friedrich) Al- 
fred Clebsch(1833 一 1872) 从 1850—1854 年 在 哥 尼 斯 堡 跟 Hesse 
研究 . 他 早期 工作 的 兴趣 在 数学 物理 方面 ,从 1858 到 1863 年 在 
Karlsruhe 任 理论 力学 教授 ,后 又 在 Giessin 和 格 丁 根 任 数 学 教 
授 . 他 研究 了 Jacobi 变 分 法 中 留 下 的 问题 和 微分 方程 理论 . 1862 
年 他 出 版 《弹性 学 教程 )(Lehrbuch der Elasticitát). 然而 他 的 主要 
工作 是 代数 不 变量 和 代数 几何 . 

到 1860 年 左右 为 止 ,Clebsch 研究 三 次 和 四 次 曲线 和 曲面 的 
射影 性 质 . 他 在 1863 年 过 到 Paul Gordan 并 获悉 Riemann 在 复 变 
函数 论 方面 的 工作 . Clebsch 于 是 把 这 个 理论 用 到 曲线 的 理论 上 
HAO, 这 种 方法 叫做 超越 法 . 虽然 Clebsch 使 复 变 函数 与 代数 曲线 
发 生 联系 ,但 他 在 给 Gustav Roch 的 一 封 信 中 承认 他 不 能 理解 
Riemann 在 Abel 函数 方面 的 工作 , 也 不 懂 Roch 学 位 论文 中 的 
iex. 

Clebsch 用 以 下 方式 重新 解释 复 变 函数 论 : 函 数 f(w, z) 
— 0, 其 中 x 和 w 是 复 变 量 ,在 几何 上 相应 于 xz 的 一 个 Riemann 
曲面 与 一 个 这 平面 或 其 一 部 分 ,或 者 也 可 以 说 是 :相应 于 这 样 的 
一 个 Riemann 曲面 , 它 上 面 每 个 点 附 有 eR w 的 一 对 数值 . BR 
考虑 > 和 w 的 实 部 ,方程 /(w, z) — 0 便 表 示 实 Descartes 坐标 平 
面 的 一 条 曲线 . z 与 w 仍 可 有 满足 f(w, z) — 0 的 复数 值 ,但 不 能 
画图 . 实 曲线 具有 复数 点 这 一 观点 在 射影 几何 的 工作 中 已 经 熟知 
平面 曲线 的 双 有 理 变 换 论 对 应 于 曲面 的 双 有 理 变 换 论 . 在 上 述 的 
新 解释 下 ,Riemann 曲面 的 支点 对 应 于 曲线 上 那样 的 点 ,那里 一 条 
直线 xz = 常量 与 曲线 相交 于 两 个 或 多 个 相合 的 点 , 即 它 或 者 与 曲 


(D Jour. für Math. , 63,1864,189~ 243. 
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线 相 切 ,或 者 过 一 个 尖 点 . 曲线 上 的 二 重点 相当 于 曲面 上 那样 的 
点 ,在 那里 两 叶 曲 面 恰好 相 切 而 无 其 他 相 接 点 . 曲线 上 高 阶 重点 也 
相当 于 Riemann 曲面 的 其 他 奇 点 . 

在 以 后 的 叙述 中 将 采用 下 面 的 定义 (参看 第 23 章 第 3 节 );n 
次 平面 曲线 的 > 1 阶 重点 ( 奇 点 )P 是 这 样 一 个 点 ,通过 了 的 普 
通 直 线 与 曲线 相交 于 一 六 个 点 . 若 在 PP 点 的 & 条 切线 是 相 异 的 ， 
这 个 重点 是 寻常 点 . 在 计算 一 个 nn 次 曲线 与 m 次 曲线 的 交点 数目 
时 ,每 条 曲线 上 重点 的 重 数 必须 计算 在 内 . 若 交 点 PP 在 曲线 C" 上 
是 重 的 ,而 在 C” LEk BW EEP AC 的 切线 与 C” 的 切线 
不 相同 , 则 交点 的 重 数 是 hk. 一 曲线 C 称 为 伴随 于 曲线 C, 著 C 的 
重点 都 是 寻常 点 或 尖 点 , 且 若 C 的 每 个 上 阶 重点 是 C' 的 一 个 上 一 1 
阶 重点 . 

Clebsch® 是 第 一 个 用 曲线 术语 来 重新 叙述 第 一 类 Abel 积分 
定理 (第 27 章 第 7 节 ) 的 人 , Abel 考虑 一 个 固定 的 有 理 函 数 
R(x, y), KB x Sy 由 任 一 代数 曲线 .F(z，y) — 0 关联 着 ,使 得 
yy 是 zx 的 函数 . 设 (图 39. 2) f= 0 为 另 一 代数 曲线 


A(T, y, 41, d2, 77, a4) = 0 
所 截 ,其 中 a 24 = 0 中 的 系数 . 设 $%= 0 与 了 = 0 的 交点 是 (zi ， 
y), (22, yr), tU, (Em, 


(xo. Yo) f-0 


Ys). (这 些 点 的 个 数 关 是 上 
5$ 的 次 数 的 乘积 . ) 已 知 f 
和 0 上 一 点 (ze，yo) Xr y 


Gn. yi) Xo, Vy 
, CUPS By f= 088—414 x UST 
= 考虑 和 
图 39.2 I= YD R(x, y)dz. 


ER x;, y 4 =0 上 ,而 积分 了 是 上 限 的 函数 .于 是 ,这 些 上 
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限 有 一 个 特征 数 p, 它 应 是 其 余 上 限 的 代数 函数 , 数 p 只 与 有 
X. 再 者 ,1 能够 表示 成 这 PRD IS x, yi(i =l, 2, -+, m) 的 
有 理 函 数 与 对 数 函 数 之 和 , X, E hE p = 0 随 参量 由 a 变 到 a, 
而 改变 , 则 c; 也 将 变化 ,于 是 工 通过 z, 成 为 a; 的 函数 . a; 的 函数 
1 将 是 4; 的 有 理 场 数 ,或 者 在 最 坏 的 情况 下 也 只 包括 a; 的 对 数 
ER RX. 

Clebsch 也 把 Riemann 关于 Riemann 曲面 上 Abel 积分 ( 即 形 
til fele, y)dz 的 积分 ,其 中 站 是 有 理 函 数 且 /(zx, y) = 0) 的 概 


念 用 到 曲线 上 . 为 说 明 第 一 类 积分 ,考虑 一 个 无 重点 的 四 次 平面 曲 
线 C,. RE p — 3 旦 有 三 个 处 处 有 限 的 积分 
ydx dr 


ul = [24 F, , U: 一 f,’ [^E] f. 
适用 于 C 的 也 可 适用 于 n REAR f(z, y) = 0. 8 
时 甩 个 积分 代替 三 个 处 处 有 限 的 积分 (其 中 户 是 了 == 0 的 亏 
格 ), 每 个 积分 有 2zp 个 周期 模 数 (第 27 章 第 8 节 ). 积分 具有 形式 . 


A(z, y) 
iz» dz, 


其 中 % 是 一 个 (伴随 的 ) 多 项 式 , 恰 为 上 一 3 次 , 且 在 f = 0 的 重点 
处 与 尖 点 处 为 零 . 

Clebsch 的 次 一 贡献 中 是 引进 亏 格 的 思想 作为 对 曲线 进行 分 
类 的 概念 . 车 曲线 有 4 个 二 重点 , 则 亏 格 p = (1/2)(n—1)(n—2) 
一 4 .以 前 有 曲线 的 亏 数 概念 (第 23 章 第 3 节 ), 即 n 次 曲线 可 能 
有 的 二 重点 最 多 个 数 (n — 1)( — 2)/2 减 去 确实 有 的 二 重点 数 . 
Clebsch WHO: 只 具有 寻常 重点 (切线 全 不 相同 ) 的 曲线 , 亏 格 
(genus) 5 5 2X ( deficiency) H$ , H5 F& fE ELSE TEL AE 8) EL CL BS XX 


(D Jour. für Math. , 64,1865,43— 65. 
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有 理 变 换 下 是 一 个 不 变量 中 , Clebsch 亏 格 的 概念 是 与 Riemann 
对 Riemann 曲面 的 连通 数 相 关联 的 . 与 亏 格 为 p 的 曲线 对 应 的 
Riemann [tig 5 Egi 252-1. 

亏 格 的 概念 可 以 用 来 建立 曲线 的 重要 定理 . Jacob Lüroth 
(1844—1910) üE BH TO FHA 0 的 曲线 可 用 双 有 理 变换 变 到 一 条 
直线 . Clebsch 证 明了 一 条 亏 格 为 1 的 曲线 可 用 双 有 理 变换 变 到 
三 次 曲线 . 

除去 用 亏 格 分 类 曲线 外 , Clebsch 还 仿照 Riemann 的 办 法 在 
每 个 亏 格 中 引进 类 别 . Riemann 考虑 过 他 的 曲面 的 双 有 理 变 换 ， 
AM, f(w, z) = 0 是 曲面 的 方程 ,并 设 

w = Ri(w, z), z; = R;(w, z) 
EAB BM EL i PRAE BRR, W f(w, z) 可 以 变换 成 Flw, 
2) 一 0. 两 个 代数 方程 F(w, z) = 0 (或 它们 的 曲面 ) 仅 当 它 们 有 
相同 的 p 值 时 才 可 以 彼此 双 有 理 变 换 . (曲面 的 页 数 不 一 定 保持 
不 变 . )Riemann 不 要 求 进一步 的 证 明 , 它 是 由 直观 保证 的 . 

Riemann( 在 1857 年 的 论文 中 ) 认为 所 有 能 彼此 双 有 理 变换 
的 方程 (或 曲面 ) 属 于 同一 类 . 它们 有 相同 的 亏 格 p. 然而 ,不 同 的 
类 别 可 具有 相同 的 p 值 (因为 歧 点 可 以 不 同 ). 亏 格 为 bp 的 最 普遍 
的 类 , 当 p 汪 0 时 用 3p 一 3 个 (复数 ) 常 数 (方程 中 的 系数 ) 去 刻画 ， 
当 p 二 1 时 用 一 个 常数 , 当 p = 0 时 用 零 个 常数 去 刻画 .在 椭圆 函 
数 情况 下 , p = 1, 于 是 有 一 个 常量 . 对 于 三 角 函 数 , p = 0, 故 没 
有 任何 任意 常量 . Riemann 把 常量 的 个 数 叫 做 类 模 数 . 常量 在 双 有 
理 变换 下 是 不 变量 . Clebsch 同样 把 从 一 个 曲线 用 一 一 对 应 的 双 
有 理 变 换 导 出 的 所 有 曲线 放 在 一 类 . 在 同一 类 的 曲线 必然 有 相同 
的 亏 格 ,但 是 也 可 以 有 不 同 的 类 具有 相同 的 亏 格 . 

D HHH) AR n 阶 的 , 则 曲线 C 的 亏 格 p 是 (a DG 一 2)/2 一 
(1/2) 5, ri(r; — 1), 其 中 和 式 遍 历 所 有 重点 . 亏 格 是 更 细致 的 概念 . 


@ Math, Amn. , 9,1876,163— 165. 
@ Jour, für Math. , 54,1857, 115 ~ 155 = Werke , 2nd ed. , 88— 142. 
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S. 单 值 化 问题 
后 来 Clebsch 把 注意 力 转向 所 谓 曲线 的 单 值 化 问题 . 首先 说 
明 这 个 问题 的 含义 .已 给 方程 


(10) w +e = 1, 
把 它 表 成 参量 形式 
(11) z= sinf, w = cost, 
或 参量 形式 

2 | 1-f 
(12) f—0pESUTCTIYg] 


这 样 , 即 使 (10) 定 义 w 29 z HS, RAE < 和 mm BR 
示 成 1 B SP ea. 称 参量 方程 (11) 或 (12) 把 代数 方程 (10) 单 
值 化 . 

对 亏 格 0 的 方程 f(w, z) = 0, Clebsch® 证 明 每 个 变量 能 够 
表示 成 单个 参量 的 有 理 函 数 . 这 些 有 理 函 数 都 是 单 值 化 函数 . 当 S 
= 0 解释 为 一 条 曲线 时 , 则 称 它 为 有 理 曲线 .反之 , 若 了 = 0 的 变 
量 w 与 z 能 够 用 一 个 任意 参量 有 理 表 出 , 则 f = 0 的 亏 格 为 0. 

Clebsch 在 同一 年 外 证 明 当 p= 1 时 w 与 x 能 够 表示 成 参量 
与 了 的 有 理 函 数 ,其 中 池 是 # 的 三 次 或 四 次 多 项 式 . 于 是 Sw, z) 
— 0 ,或 相应 的 曲线 , 称 为 双 有 理 的 ,这 是 Cayley 所 引进 的 名 词 @. 
它 也 叫做 椭圆 的 ,因为 方程 (dw/dz)* = 闻 导致 椭 贺 积分 . 我们 也 
hw Sz 可 表示 成 为 单 参量 a 的 双 周 期 单 值 函 数 , 或 者 表示 成 为 
p(a) ILE RAR, AE pla) Æ Weierstrass PR. Clebsch 用 一 个 
参量 的 椭圆 函数 把 亏 格 1 的 曲线 单 值 化 ,这 一 成 果 使 他 有 可 能 证 


D Jour. für Math. , 64,1865,43—65. 
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明 这 些 曲 线 有 关 揭 点 密切 锥 、 从 一 点 到 曲线 的 切线 等 值得 注意 的 
性 质 ,其 中 有 些 性 质 昌 早 有 证 明 但 却 极其 困难 . 

对 于 亏 格 为 2 的 方程 f(w, z) = 0, Alexander von Brill 
(1842 一 1935) 证 明了 外 变量 w 与 z 能 够 表示 为 与 7 的 有 理 函 
RORE F 现 为 $ 的 五 次 或 六 次 多 项 式 . 

这 样 , 亏 格 为 0, 1, 2 的 函数 能 够 单 值 化 . 对 亏 格 大 于 2 的 函 
数 f(w, z) =0, 当时 的 想法 是 用 更 一 般 的 函数 , 即 自 守 函 数 . 在 
1882 年 KleinO 给 出 一 个 普遍 的 单 值 化 定理 ,但 其 证 明 是 不 完全 
的 .在 1883 年 Poincaré 发 表 了 他 的 一 般 单 值 化 定理 人 @, 但 他 也 没 
有 完全 的 证 明 . Klein 与 Poincaré 两 人 继续 努力 证 明 这 个 定理 ,但 
在 25 年 间 没 有 决定 性 的 成 果 . 在 1907 年 Poincaré? 5j Paul 
Koebe(1882 一 1945) 久 各 自 独 立 给 出 这 一 单 值 化 定理 的 证 明 . 
Koebe 于 是 把 这 个 结果 推广 到 许多 方面 . 现在 既 已 严密 地 建立 了 
单 值 化 定理 , 那 就 有 更 好 的 办 法 来 处 理 代数 函数 及 其 积分 了 . 


6. 代数 -几何 方法 

代数 几何 研究 的 一 个 新 方向 开始 于 1865 一 1870 年 间 Clebsch 
和 Gordan 的 合作 . Clebsch 不 满足 于 只 指出 Riemann 的 研究 对 曲 
线 的 重要 意义 . 他 现在 想 用 曲线 的 代数 理论 来 建立 Abel 积分 理 
论 . 在 1865 年 他 和 Gordan 合作 写 出 了 他 们 的 《Abel 函数 论 》 
(Theorie der Abelschen Funktionen, 1866). 我 们 必须 注意 到 ,这 
时 Weierstrass 的 更 严密 的 Abel 积分 理论 尚 无 人 知道 ,而 Rie- 
mann 的 基础 一 一 他 的 存在 性 证 明基 于 Dirichlet 原理 不 仅 使 
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人 感到 奇怪 ,而 且 还 没有 完善 建立 . 而 且 那 时 对 于 代数 型 (或 曲线 ) 
的 不 变量 理论 ,以 及 对 于 用 射影 方法 作为 处 理 双 有 理 变 换 的 所 谓 
第 一 步 ,都 具有 相当 大 的 热情 . 

虽然 Clebsch 和 Gordan 的 工作 对 代数 几何 作出 了 贡献 ,但 并 
没有 用 纯 代 数理 论 来 建立 Riemann 的 Abel 积分 理论 . 他 们 诚然 
是 用 代数 的 与 几何 的 方法 ,而 不 同 于 Riemann 的 函数 论 方法 ,但 
他 们 也 用 了 函数 论 的 基本 结果 和 Weierstrass 的 函数 论 方法 . 另外 
他 们 也 用 了 有 理 函 数 和 交点 定理 的 某 些 结果 作为 已 给 的 事实 . 他 
们 的 贡献 总 的 说 来 是 :从 一 些 函 数论 的 结果 出 发 ,用 代数 方法 获得 
了 先前 用 函数 论 方法 所 建立 的 结果 . 有 理 变 换 是 代数 方法 的 精髓 . 

他 们 给 出 有 理 变 换 下 代数 曲线 亏 格 p 的 不 变性 的 第 一 个 代 
数 证 明 , 以 了 上 = 0 的 次 数 各 它 的 奇 点 个 数 作为 户 的 定义 ,于 是 , 利 
用 pp 是 f(zi, zz, zz) 二 0 的 线性 无 关 的 第 一 类 积分 的 个 数 ( 而 且 
这 些 积 分 处 处 有 限 ) 这 一 事实 ,他 们 证 明 变 换 

Qr, = py, ys, y) i 1, 2, 8, 
把 第 一 类 积分 变 到 第 一 类 积分 ,从 而 p 是 不 变量 . 他 们 也 给 出 
Abel 定 理 的 新 证 明 ( 应 用 函数 论 的 思想 和 方法 ). 

他 们 的 工作 是 不 严密 的 . 特别 是 他 们 也 按照 Plücker 的 传统 
用 任意 常量 的 个 数 来 确定 Cn FIC, 的 交点 个 数 . 对 特殊 类 型 的 二 
重点 没有 进行 研究 . Clebsch-Gordan 工作 对 代数 函数 论 的 意义 在 
于 :用 代数 形式 清楚 表达 出 像 Abel 定理 那样 的 结果 ,并 用 这 种 形 
式 来 研究 Abel 积分 . 他 们 把 Abel 积分 和 Abel 函数 理论 中 的 代数 
部 分 放 在 更 加 突出 的 地 位 ,特别 是 在 变换 本 身 的 基础 上 建立 了 变 
换 理论 . 

Clebsch 和 Gordan 提出 很 多 问题 并 留 下 很 多 漏洞 . 所 提出 的 
问题 指出 了 以 纯粹 代数 理论 对 代数 函数 进行 代数 研究 的 一 个 新 方 
向. 用 代数 方法 的 这 个 研究 工作 由 Alexander von Brill 与 Max 
Noether 从 1871 年 起 继续 进行 ,他 们 的 关键 性 文章 发 表 于 1874 
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EO, Brill#f] Max Noether 的 理论 基于 著名 的 留 数 定理 ,这 在 他 们 
手 里 代替 了 Abel 定理 . 他 们 也 用 代数 方法 证 明了 关于 代数 函数 
Fiw, z) 里 常量 个 数 的 Riemann-Roch 定理 ,这 里 函数 FE(w，z) 除 
去 在 C, 的 m 个 已 给 点 外 不 再 变 为 无 穷 大 . 根据 这 个 定理 ,满足 所 
说 条 件 的 最 一 般 的 代数 函数 具有 形状 
F = C Fi CF; -t-cTGF,ctCa, 
其 中 =m—ptt, 
EEE TCA BRL (n 一 3 次 ) 的 个 数 , 它 们 在 m 个 已 给 点 处 为 
零 ,p 是 C, 的 亏 格 . 例如 , 若 C 是 没有 二 重点 的 C4, 则 p==3, 且 多 
都 是 直线 .在 这 种 情况 下 , 若 
m=1,Mr=2,He=1—-3+2=0; 
m=2,l)rc=1, He =2-—34+1=0; 
m=3,Mr=1k0,He= 1 0. 
当 p& 二 0 时 ,没有 代数 函数 在 已 给 点 处 变 为 无 穷 大 . 4m= 3 时 ， 
有 一 个 且 仅 有 一 个 这 样 的 函数 ,假如 那 三 个 已 知 点 是 在 一 直线 上 
的 话 . 若 三 点 确 平 在 一 直线 v 二 0 上 , 则 此 线 交 C, 于 第 四 个 点 . 选 
取 一 直线 x = 0 通过 这 个 点 , 则 Fl = uv. 

这 个 工作 取代 了 Riemann 对 在 已 知 点 变 为 无 穷 的 最 一 般 的 
代数 函数 的 确定 法 .再 者 Brill-Noether 的 成 果 胜 过 射影 的 观点 ， 
因 其 所 处 理 的 由 f = 0 给 出 的 曲线 C, 上 点 的 几何 ,它们 相互 间 的 
关系 在 一 一 对 应 双 有 理 变 换 下 不 变 . 这 样 就 第 一 次 从 代数 上 证 明 
了 曲线 交点 定理 . 计算 常量 个 数 这 一 方法 被 舍弃 了 . 

代数 几何 方面 的 工作 由 Noether® 和 Halphen 继续 ,他 们 详 
细 研 究 了 空间 代数 曲线 . 任 一 空间 曲线 C 能 够 双 有 理 地 射影 变换 
为 一 个 平面 曲线 Ci. 由 C 所 得 的 所 有 这 种 C, 都 有 相同 的 亏 格 .所 


(D “Uber die algebraischen Funktionen und ihre Anwendung in der Geometrie”, 
Math. Ann. , 7,1874,269— 310. 

@ Jour. für Math. , 93,1882,271— 318. 

© Jour. del’ Ecole Poly. , Cahier 52,1882, 1 ~ 200 = Œuvres , 3,261~455. 


6. 代数 -几何 方法 369 I 
以 C 的 亏 格 定义 为 任 一 这 种 C, 的 亏 格 ,并 且 C 的 亏 格 在 空间 的 
双 有 理 变换 下 是 不 变 的 . 

多 年 来 受到 最 大 注意 的 课题 是 平面 代数 曲线 的 奇 点 的 研究 . 
直到 1871 年 ,代数 水 数 的 理论 ,从 代数 观点 考虑 的 ,限于 研究 有 不 
同 的 或 相 离 开 的 二 重点 (最 坏 的 只 是 尖 点 ) 的 那 种 曲线 . 对 于 有 更 
复杂 的 奇 点 的 曲线 ,人 们 相信 可 以 作为 具有 二 重点 的 曲线 的 极限 
情况 来 处 理 .但 是 实际 的 极限 步骤 是 模糊 的 ,并 且 缺 乏 严 密 性 与 统 
一 性 . 奇 点 研究 的 顶峰 是 两 个 著名 的 变 模 定理 . 第 一 个 定理 说 ,每 
条 不 可 约 的 平面 代数 曲线 可 用 一 个 Cremona 变换 变 到 一 条 曲线 ， 
它 除 了 有 不 同 切 线 的 重点 外 别 无 奇 点 . 第 二 个 定理 断言 :每 条 平面 
不 可 约 代数 曲线 用 只 在 曲线 上 双 有 理 的 变换 ,能 变换 成 另 一 曲线 ， 
它 只 有 具 不 同 切 线 的 二 重点 . 曲线 化 简 到 这 些 简单 形式 ,就 使 代数 
几何 的 一 套 方法 容易 得 到 应 用 . 

然而 ,这 些 定理 的 许多 证 明 , 特 别 是 第 二 个 定理 的 证 明 , 是 不 
完整 的 或 者 至 少 受到 数学 家 (除去 给 出 证 明 的 作者 ) 的 指责 . 第 二 
个 定理 实际 上 有 两 种 情况 :射影 平面 中 的 实 曲线 以 及 复 函 数论 意 
义 下 的 曲线 ,其 中 z 和 > 各 自在 一 个 复 平 面 上 取 值 . Noether 在 
1871 年 用 一 系列 在 全 平面 上 一 对 一 的 二 次 变换 证 明了 第 一 定理 . 
一 般 把 这 证 明 归 功 于 他 ,实际 上 他 只 是 指出 一 个 证 法 ,而 是 由 许多 
著者 加 以 完善 并 修改 的 名, Kronecker 应 用 分 析 与 代数 ,建立 了 一 
个 方法 以 证 明 第 二 定理 . 他 把 这 个 方法 在 1858 年 口头 上 告诉 了 
Riemann 和 Weierstrass, 从 1870 年 起 用 之 于 讲课 ,并 在 1881 年 
ART EO. 这 个 方法 使 用 有 理 变换 ,借助 于 所 给 平面 曲线 的 方 
程 ,变换 是 一 对 一 的 ,并 把 膏 异 情况 变 到 “正则 情况 ”; 即 奇 点 变 成 
有 相 异 切线 的 二 重点 . 然而 这 结果 Kronecker 并 没有 叙述 出 来 ,只 


@ Nachrichten König. Ges, der Wiss. zu Gött. ; 1871,267 — 278. 
© MBH Noether, Math. Ann. , 9,1876,166~182 与 23,1884,311— 358. 
@ Jour. für Math. , 91,1881, 301 ~ 334 = Werke, 2,193~236. 
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是 隐 含 在 他 的 工作 里 . 

这 个 第 二 定理 的 大 意 是 ,所 有 多 重点 用 曲线 的 双 有 理 变换 能 
够 化 成 二 重点 , 它 是 由 Halphen 在 1884 年 中 首先 明显 叙述 出 来 并 
给 予 证 明 的 ,许多 其 他 证 明 都 曾 提 出 过 ,但 没有 一 个 是 被 普遍 接 


ZH. 


7. 算术 方法 

研究 代数 曲线 的 方法 ,除去 超越 方法 与 代数 -几何 方法 之 外 ， 
还 有 一 个 方法 , 叫 算术 方法 ,然而 它 至 少 在 概念 上 是 纯 代数 的 . 这 
个 方法 实际 上 是 一 批 理 论 , 它 们 在 细节 上 大 不 相同 ,但 在 三 类 
Abel 积 分 的 被 积 函 数 的 构造 与 分 析 上 有 共同 之 点 . 这 个 方法 是 由 
Kronecker 在 其 讲义 @ 中 ,由 Weierstrass 在 其 1875—1876 年 的 讲 
义 中 ,并 由 Dedekind 和 Heinrich Weber 在 一 篇 合 写 的 论文 @ 中 发 
展 出 来 的 . 这 方法 的 完整 叙述 出 现 于 Kurt. Hensel 与 Georg 
Landsberg 的 教科 书 《 单 变量 代数 函数 论 》(TPeorie der algebrais- 
chen Funktionen einer Variabeln , 1902) rh. 

这 个 方法 的 中 心思 想来 自 Kronecker 与 Dedekind XT 
数 的 研究 工作 ,并 利用 代数 数 域 中 的 整 代 数 数 与 复 函 数 中 在 Rie- 
mann 曲面 上 的 代数 水 数 之 间 的 类 比 . 代数 数理 论 是 从 整 系数 不 
可 约 多 项 式 方程 f(x) — 0 出 发 的 . 在 代数 几何 上 的 类 比 是 一 个 不 
可 约 多 项 式 方程 1(5, zx) = 0, 其 中 名 乘 喻 的 系数 都 是 z 的 多 项 式 
(比如 说 是 实 系数 的 ). 在 数论 中 可 以 考虑 由 f(z) = 0 的 系数 和 它 
的 一 个 根 生成 的 域 R Cx). 在 几何 中 则 考虑 所 有 R(5，z) 形 成 的 


© 重出 现 于 G，Salmon 的 Higher Plane Curves 法 文 版 (1884) 的 一 个 附录 中 . 
NÆ E. Picard 的 Traité d'analyse, 2,1893,364 ff. = Œuvres , 4,1 一 93. 

@ Jour. für Math. , 91,1881,301~334 Ej 92,1882, 1 ~ 122 = Werke , 2,193~387. 

Q) “Theorie der algebraischen Funktionen einer Veràánderlichen", Jour. für 
Math. , 92,1882, 181 ~ 290 = Dedekind's Werke, I , 238 ~ 350. 


8. 曲面 的 代数 几何 371 I 


域 ,它们 在 Riemann 曲面 上 是 单 值 的 代数 函数 . 于 是 考虑 数论 中 
的 整 代数 数 . 与 此 相应 的 代数 函数 C(5，z) 是 整 函数 , 即 只 在 x = 
ec 处 变 为 无 穷 大 的 代数 函数 . 整 代数 数 能 分 解 成 实 的 质 因 子 与 单 
位 ,这 分 别 相应 于 GE, zx) 之 能 分 解 成 只 在 Riemann 曲面 上 一 点 
处 为 零 的 因子 和 一 些 无 处 为 零 的 因子 . Dedekind 在 数论 中 引进 理 
想 以 讨论 可 除 性 ,这 在 几何 上 的 类 比 是 :把 G(5，z) 的 一 个 在 Rie- 
mann 曲面 上 一 点 处 为 零 的 因子 RZA RE, z) 的 域 中 所 有 在 该 
点 为 零 的 函数 集合 . Dedekind 与 Weber 用 这 种 算术 方法 来 处 理 代 
数 函 数 域 , 他 们 得 到 了 经 典 性 结果 . 

Hilbert 继续 用 Dedekind 和 Kronecker 的 本 质 上 是 代数 的 或 
算术 的 方法 进行 代数 几何 的 研究 0, 他 的 一 个 主要 定理 , Hilbert 
的 零点 定理 (Naullstellensatz), 说 :任意 多 个 齐 次 变量 m Ves, x, 
的 空间 内 每 个 任意 范围 的 代数 结构 (图 形 ) , 恒 能 用 有 限 个 齐 次 方程 

F,—0,F—0,-,F,-—0 
来 表示 ,使 得 包含 原来 那个 结构 的 任意 其 他 结构 的 方程 ,都 可 以 表 
成 
M, F, ++ +MF,=0, 
其 中 各 个 M 都 是 任意 齐 次 整 式 , 其 次 数 必 须 如 此 选择 使 方程 本 身 
的 左边 是 齐 次 的 . 

Hilbert {k Dedekind 称 M,F, 的 集合 为 模 ( 此 名 词 是 今日 的 理 
想 , 而 模 现 在 稍 更 一 般 些 ). 于 是 可 把 Hilbert WARR: R, 的 
每 一 个 代数 结构 确定 一 个 为 零 的 有 限 模 . 


8. 曲面 的 代数 几何 
几乎 从 曲线 的 代数 几何 工作 开始 之 时 起 ,曲面 的 理论 就 有 人 


(D “Uber die Theorie der algebraischen Formen", Math. Ann. , 36,1890, 473 ~ 
534 = Ges, Abh. , 2,199 —257. 
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研究 了 . 这 里 工作 的 方向 也 转向 在 线性 与 双 有 理 变 换 下 的 不 变量 . 
像 方程 f(z, y) = 0 一 样 ,多 项 式 方程 fla, y, zx) = 0 也 有 双重 
BE D r, y, z: 取 实 数值 , 则 方程 代表 一 个 三 维 空间 的 二 维 曲 
E. 然而 , 若 这 些 变量 取 复 数值 , 则 此 方程 代表 六 维 空间 的 四 维 

研究 曲面 的 代数 几何 方法 类 似 于 研究 曲线 的 方法 . Clebsch 
用 函数 论 方法 并 引进 中 二 重 积分 ,相应 于 曲线 论 中 的 Abel 积分 . 
Clebsch 指出 ,对 于 有 和 孤立 多 重点 和 寻常 多 重 直线 的 m 次 代数 曲 
面 , 某 个 mm 一 4 次 曲面 应 该 起 m 一 3 次 伴随 曲线 对 于 m 次 曲线 的 
作用 .已 给 有 理 函 数 R, y, z), HP x, yz d fx, y, z) 
= 0 相关 联 ,如 果 要 使 二 重 积分 


[[Re, y, z)dxdy, 
在 四 维 曲 面 的 二 维 域 上 恒 保持 有 限 , 则 求 得 其 形式 为 
Q(z, y, z) 
J| asa, 


RH! QÉm-—AIXZIN. Q 二 0 是 一 个 伴随 曲面 ,通过 了 = 一 0 的 
多 重 直线 , 且 在 了 = 0 的 每 一 个 六 阶 多 重 直 线 处 有 一 个 至 少 是 
一 1 阶 的 多 重 直线 ,以 及 在 f 的 每 个 g 阶 孤立 多 重点 处 有 一 个 至 
少 是 q — 2 阶 的 多 重点 . 这 种 积分 叫做 第 一 类 二 重 积分 . 这 类 线性 
无 关 积 分 的 个 数 , 即 是 Q(z, y, 2) 中 基本 常量 的 个 数 , 叫 做 = 0 
的 几何 亏 格 pu. 如 果 曲 面 没有 点 的 多 重 直线 , 则 

Un Don 2) 3) 


p 


Max Noether® 与 Hieronymus G. Zeuthen ( 1839—1920 ) 轨 证 明 
Pe 是 曲面 (不 是 全 空间 ) 在 双 有 理 变换 下 的 一 个 不 变 式 . 


(D Comp, Rend. , 67,1868,1238— 1239. 
@ Math, Amn. , 2,1870,293— 316. 
@ Math. Ann. , 4,1871,21~49, 
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直到 这 里 ,曲面 和 曲线 论 的 类 比 是 好 的 . 第 一 类 二 重 积分 类 似 
于 第 一 类 Abel 积分 . 但 现在 明显 出 现 第 一 个 差异 . 必须 计算 一 4 
次 多 项 式 Q( 它 在 曲面 多 重点 处 的 性 态 使 积分 保持 有 限 ) 中 的 基本 
常量 的 个 数 . 但 只 有 当 多 项 式 次 数 N 充分 大 时 , 才 可 用 确切 公式 
求 得 条 件 的 个 数 . EH N 二 m 一 4 代入 此 公式 , 便 可 得 不 同 于 ps 
的 一 个 数 . Cayley@ 称 此 新 数 为 曲面 的 数值 (算术 的 ) 亏 格 p,. 最 一 
般 的 情况 是 p, = p, 当 等 式 不 成 立时 有 加 < p. , 那 时 曲面 称 为 
非 正则 的 ;否则 称 为 正则 的 . 后 来 Zeuthen®@ 与 Noether® 证 明了 
b. 在 它 不 等 于 ps 时 的 不 变性 . 

A Re ras 这 些 是 以 


(13) I (e 2 )dady 


那样 的 方式 变 为 无 穷 大 的 积分 ， M U RV Xx, y 53 z 的 有 理 
PAR, f(z, y, 2) = 0. BIS] I SB — 2E 4 B8 1 EARN, 
这 里 所 谓 不 相同 的 意义 是 指 这 些 积分 的 线性 组 合 中 没有 一 个 能 化 
成 (13) 的 形式 ,这 个 数 是 曲面 f= 0 的 双 有 理 不 变量 . HAHA 
况 比 就 不 对 了 ,不 相同 的 第 二 类 Abel 积分 的 个 数 是 20. 代数 曲面 
的 这 个 新 不 变量 似乎 与 数值 亏 格 或 几何 亏 格 没有 联系 . 

代数 曲面 的 研究 成 果 远 比 曲线 少 得 多 . 一 个 理由 是 曲面 可 能 
有 的 奇 点 要 复杂 得 多 . Picard 和 Georges Simart 有 一 个 定理 被 
Beppo Levi(1875 一 1928) 包 所 证 明 : 任 何 ( 实 的 ) 代 数 曲 面 能 够 双 
有 于 地 变换 成 无 奇 点 的 曲面 ， 然而 它 必 须 在 一 个 五 维 的 空间 内 . 不 

过 这 个 定理 没有 多 大 用 处 . 
就 曲线 来 说 ,单独 的 不 变量 亏 格 p 能够 用 曲线 的 特征 数 或 


@ Phil. Trans. , 159,1869, 201 ~ 229 = Coll. Math. Papers, 6,329— 358,51 
Math. Ann, , 3,1871, 526 ~ 529 = Coll. Math. Papers, 8,394— 397. 
Math, Ann. , 4,1871,21~49. 
Math. Ann. , 8,1875,495— 533, 
Jour. de Math, , (5),5,1899,5~54 及 以 后 的 文章 . 
Annali di Mat. , (2),26,1897,219— 253. 
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Riemann 曲面 的 连通 数 来 定义 ,就 f(z, y, z) =0 的 情形 说 ,还 不 
知道 算术 上 刻画 双 有 理 不 变量 的 个 数 中 . 我 们 不 打算 进一步 描述 
曲面 代数 几何 的 少数 有 限 成 果 ， 

代数 几何 的 主题 现在 包括 对 高 维 图 形 ( 流 形 或 签 , 由 一 个 或 多 
个 方程 定义 ) 的 研究 .除了 在 这 个 方向 的 推广 之 外 ,还 有 另 一 类 推 
广 , 即 在 定义 方程 中 用 更 一 般 的 系数 (这 些 系数 可 以 是 抽象 环 或 域 
中 的 元 素 ) ,并 用 抽象 代数 的 方法 进行 研究 . 研究 代数 几何 的 方法 
有 好 几 种 ,又 因 20 世纪 用 了 抽象 的 代数 令 述 ,导致 在 用 语 上 与 研 
究 方法 上 产生 明显 的 差别 ,使 得 一 类 的 工作 者 很 难于 了 解 他 类 的 
工作 . 20 世纪 强调 的 是 抽象 代数 研究 方法 . 看 来 这 确实 能 明确 表 
达 定 理 与 证 明 , 从 而 解决 了 对 旧 结 果 的 意义 与 正确 性 所 引起 的 许 
多 争论 . 然而 大 多 数 研究 工作 似乎 对 代数 的 关系 比 对 几何 的 关系 
更 多 一 些 ， 
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第 40 章 
分 析 中 注入 严密 性 


如 果 认 为 只 有 在 几何 证 明 里 或 者 在 感觉 的 证 据 里 才 有 必 
然 , 那 会 是 一 个 严重 的 错误 . 
A. L. Cauchy 


1. 5| E] 

大 约 在 1800 年 前 后 ,数学 家 们 开始 关心 分 析 的 庞大 分 支 在 概 
念 和 证 明 中 的 不 严密 性 . 滁 数 概念 本 身 就 是 不 清楚 的 ;使 用 级 数 而 
不 考虑 它们 的 收敛 和 发 散 已 经 产生 了 悖 论 和 不 同意 见 的 争论 ; 关 
于 用 三 角 级 数 来 表示 函数 的 论战 进一步 引起 了 混乱 ;当然 ,导数 和 
积分 的 基本 概念 还 从 来 没有 恰当 地 定义 过 , 所 有 这 些 困难 最 终 导 
致 人 们 对 分 析 的 逻辑 状况 的 不 满 . 

Abel 在 1826 年 给 Christoffer Hansteen 3348 8j — $1 (e; Pub dla 
AG Y, :" 人们 在 分 析 中 确实 发 现 了 惊人 的 含糊 不 清 之 处 . 这 样 一 个 
完全 没有 计划 和 体系 的 分 析 , 竟 有 那么 多 人 能 研究 过 它 , 真 是 奇 
怪 . 最 坏 的 是 ,从 来 没有 严格 地 对 待 过 分 析 . 在 高 等 分 析 中 只 有 很 
少 几 个 定理 是 用 逻辑 上 站 得 住 脚 的 方式 证 明 的 . 人 们 到 处 发 现 这 
种 从 特殊 到 一 般 的 不 可 靠 的 推理 方法 ,而 非常 奇怪 的 是 这 种 方法 
只 导致 了 极 少 几 个 所 谓 的 悖 论 .” 

一 些 数 学 家 决心 从 这 种 混沌 中 整理 出 一 个 秩序 来 . 党 被 人 们 
称 为 批判 运动 的 领导 者 们 决心 把 分 析 只 在 算术 概念 的 基础 上 重新 


D Œuvres, 2,263— 265. 
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建立 起 来 . 这 个 运动 的 开端 正好 是 非 欧 几何 的 创立 时 期 .一 个 完全 
不 园 的 集体 ,除了 Gauss 外 卷 入 了 这 后 一 活动 ,因而 要 追 袖 这 个 
活动 和 把 分 析 葛 定 在 算术 基础 上 的 决心 之 间 的 任何 直接 联系 是 困 
难 的 . 这 种 决心 的 出 现 大 概 是 由 于 企图 把 分 析 葛 基 于 几何 之 上 的 
希望 一 一 17 世纪 的 许多 数学 家 断言 这 种 希望 是 能 够 实现 的 一 一 
但 因 在 18 世纪 分 析 发 展 中 日 益 增长 的 复杂 性 而 导致 破灭 . 不 过 
Gauss 早 在 1799 年 就 已 表示 了 他 对 欧 氏 几何 真理 性 的 怀疑 ,而 且 
在 1817 年 他 就 认定 真理 只 存在 于 算术 之 中 . 此 外 ,其 至 在 Gauss 
和 其 他 作者 关于 非 欧 几何 的 早期 著作 中 就 注意 到 欧 氏 几何 发 展 中 
的 缺陷 . 因此 很 可 能 就 是 这 两 个 因素 造成 了 对 几何 的 不 信任 而 决 
心 把 分 析 黄 基 在 算术 概念 之 上 . 这 无 疑 是 批判 运动 的 领导 者 们 要 
着 手 去 做 的 事 . 

严密 的 分 析 是 从 Bolzano，Cauchy，Abel 和 Dirichlet 的 工作 
开始 ,而 由 Weierstrass 进一步 发 展 了 的 , 在 这 方面 , Cauchy 和 
Weierstrass 最 为 著名 . Cauchy 关于 分 析 基 础 的 基本 著作 是 他 的 
《代数 分 析 教 程 》( Cours d'analyse algébrique)9 , (2583 7 4 PLI 
FERRIC) (Résumé des leçons sur le calcul infinitésimal )O , VAR 
《微分 计算 教程 》( Lecons sur le calcul différentiel ©, 实际 上 ,用 
现代 的 标准 来 衡量 , Cauchy 著作 中 的 严密 性 是 不 够 的 . 他 用 了 诸 
如 “无 限 趋 近 ”“ 想 要 多 小 就 多 小 “无 穷 小 增 量 的 最 后 比 " 以 及 
“一 个 变量 趋 于 它 的 极限 "之 类 的 话 . 可 是 ,如 果 人 们 把 Lagrange 
的 《解析 函数 论 》(Théorie des fonctions anratytigues) 四 和 《函数 计 
#5 ¥ FE) (Lecons sur le calcul des fonctions ) 9E] & Lacroix 的 有 
影响 的 书 《 微 积分 计算 专著 》(Traité du calcul différentiel et 


1821,CEuvres, (2), M. 
1823,CEuvres, (2),IN ,1— 261, 
1829, Œuvres, (2), IV 265—572. 
1797;2nd ed. , 1813 = Œuvres, 9. 
1801;2nd ed. , 1806 = Œuvres , 10. 
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du calcul intégral )O[n] Cauchy 的 《代数 分 析 教 程 》 相 比较 ,就 开 
始 看 到 18 和 19 世纪 的 数学 之 间 的 明显 不 同 . 特别 要 指出 ,La- 
grange 纯粹 是 形式 的 . 他 用 符号 表达 式 来 进行 运算 . 在 他 那里 没 
有 极限 ,连续 等 根本 性 的 概念. 

Cauchy 在 他 的 1821 年 著作 的 导言 中 说 得 非常 明白 ,他 企图 
给 分 析 以 严密 性 . 他 指出 对 一 切 函 数 自由 地 使 用 那些 只 有 代数 函 
数 才 有 的 性 质 以 及 使 用 发 散 级 数 都 是 不 合法 的 . 虽然 Cauchy 的 
工作 只 是 近 向 严密 化 方向 的 一 步 ,他 自己 却 相 信和 而且 在 《4 概论 》 
(Résumé) 中 说 他 已 经 把 分 析 的 严密 化 进行 到 底 了 . 至 少 对 初等 图 
数 ,可 以 说 他 确实 开始 给 出 了 定理 的 确切 证 明 并 作出 了 有 适当 限 
制 的 断言 . Abel 在 他 1826 年 关于 二 项 式 的 论文 中 赞扬 Cauchy 的 
成 就 :“ 每 一 个 在 数学 研究 中 喜欢 严密 性 的 人 都 应 该 读 这 本 杰出 的 
著作 [《 分 析 教 程 )].”Cauchy 抛弃 了 Euler 的 显 式 表示 和 La- 
grange 的 震级 数 而 引进 了 处 理 函 数 的 新 概念 . 


2. 函数 及 其 性 质 

18 世纪 的 数学 家 大 多 相信 一 个 函数 必须 处 处 都 有 相同 的 解 
析 表 达 式 . 在 18 世纪 的 后 半 叶 ,很 大 程度 上 作为 弦 振 动 问题 上 争 
论 的 一 个 结果 ,Euler 和 Lagrange 允许 函数 在 不 同 的 区 域 上 具有 
不 同 的 表达 式 , 而 且 在 那些 有 同一 表达 式 的 点 上 用 连续 这 个 词 ,而 
在 那些 改变 了 表达 式 形式 的 点 上 用 不 连续 这 个 词 (虽然 在 现代 意 
义 上 讲 整个 函数 可 能 都 是 连续 的 ). 当 Euler, d'Alembert 和 La- 
grange 不 得 不 重新 考虑 函数 的 概念 时 ,他 们 既 没有 得 到 任何 广泛 
被 采用 的 定义 ,也 没有 解决 什么 样 的 函数 可 以 用 三 角 级 数 来 表示 
的 问题 ,但 是 多 方面 的 逐渐 发 展 以 及 函数 的 应 用 人 迫使 数学 家 接受 
一 个 更 广 的 概念 ， 


(D 3 vols. , Ist ed. , 1797~1800; 2nd ed. , 1810— 1819. 
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在 Gauss 的 早期 著作 中 函数 指 的 是 一 个 封闭 的 (有 限 解 析 的 ) 
表达 式 , 而 当 他 谈 到 超 几 何 级 数 Fle, P, y, z) 作 为 a, B, y Mz OA 
数 时 ,他 用 注解 来 确定 它 的 意义 说 ”在 这 个 范围 内 能 认为 它 是 一 个 
AR. " Lagrange 在 把 需 级 数 看 成 国 数 时 早 就 采用 了 一 个 更 广 的 概 
念 .在 他 的 《解析 力学 》(MeEcanigue analytique, 1811—1815) 第 二 版 
中 ,他 用 函数 一 词 来 表示 几乎 是 任何 类 型 的 对 一 个 或 多 个 变量 的 依 
HKA. 甚至 在 Lacroix 1797 年 的 《专著 》 中 早 就 引入 了 一 个 更 广 的 
概念 . 他 在 引 论 中 说 :“ 每 一 个 量 , 若 其 值 依赖 于 一 个 或 几 个 别 的 量 ， 
就 称 它 为 后 者 (这 个 或 这 些 量 ) 的 函数 ,不 管 人 们 知 不 知道 用 何 种 必 
要 的 运算 可 以 从 后 者 得 到 前 者 . "作为 一 个 例子 ,Lacroix 把 一 个 五 阶 
方程 的 一 个 根 作为 该 方程 系数 的 函数 . 

Fourier 的 工作 其 至 更 广泛 地 展现 了 函数 究 竞 是 什么 的 问题 . 一 
方面 他 主张 函数 不 必 表 示 为 任何 解析 表达 式 . 他 在 他 的 《4 热 的 解析 
理论 》(The Analytical Theory of Heai) 电 中 说 :通常 ,函数 f(x) 表 
示 相 接 的 一 组 值 或 纵 坐 标 ,它们 中 的 每 一 个 都 是 任意 的 …… 我 们 不 
假定 这 些 维 坐 标 服 从 一 个 共同 的 规律 ;它们 以 任何 方式 一 个 挨 着 一 
个 …-…” 实 际 上 ,他 只 讨论 了 在 任 一 有 限 区 间 上 具有 有 限 个 间断 点 
的 函数 . 另 一 方面 ,在 某 种 程度 上 Fourier 支持 函数 必须 用 一 个 解析 
表达 式 来 表示 的 论点 ,即使 这 个 表达 式 是 一 个 Fourier RR. 无 论 如 
何 ,Fourier 的 工作 是 动摇 了 18 世纪 的 这 样 一 个 信念 , 即 所 有 函数 无 
论 它们 怎么 坏 总 都 是 代数 函数 的 推广 . 代数 函数 ,甚至 初等 超越 函 
数 ,都 不 再 是 函数 的 原型 了 . 由 于 代数 函数 的 性 质 不 再 能 搬 到 一 切 
函数 上 去 ,所 以 人 们 说 的 函数 ,连续 ,可 微 性 、 可 积 性 以 及 其 他 性 质 
的 真实 意义 究竟 是 什么 的 问题 就 提出 来 了 . 

在 许多 人 从 事 的 分 析 的 积极 重建 中 ,实数 系 被 认为 是 当然 没 
有 问题 的 . 没有 人 企图 去 分 析 实 数 系 的 结构 或 逻辑 地 建立 实数 系 . 


人 申 ” 英 译本 ,p.430，Dover( 重 印 ) ,1955， 
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显然 数学 家 们 认为 就 所 讨论 的 问题 而 言 ,他们 是 立足 于 可 靠 的 基 
Bh pm. 

Cauchy 在 他 1821 年 的 书 中 是 从 定义 变量 开始 的 . “人们 把 依 
次 取 许 多 互 不 相同 的 值 的 量 叫做 变量 . "至 于 函数 的 概念 ， 当 变量 
之 间 这 样 联系 起 来 的 时 候 , 即 给 定 了 这 些 变量 中 一 个 的 值 ,就 可 以 
决定 所 有 其 他 变量 的 值 的 时 候 , 和 人 们 通常 想象 这 些 量 是 用 其 中 的 
一 个 来 表达 的 ,这 时 这 个 量 就 取 名 为 自 变量 ,而 由 这 自 变 量 表示 的 
其 他 量 就 叫做 这 个 自 变量 的 函数 . ”Cauchy 也 清楚 无 穷 级 数 是 规 
定 函 数 的 一 种 方法 ,但 是 对 函数 来 说 不 一 定 要 有 解析 表达 式 . 

在 一 篇 关于 Fourier 级 数 的 论文 《用 正弦 和 余弦 级 数 来 表示 
完全 任意 的 函数 》(Uber die Darstellung ganz willkürlicher Func- 
tionen durch Sinus-und Cosinusreihen)2( 这 篇 文章 我 们 以 后 还 要 
谈 到 ) 中 ,Dirichlet 给 出 了 ( 单 值 ) 函 数 的 定义 ,这 个 定义 是 现今 最 
常用 的 , 即 如 果 对 于 给 定 区 间 上 的 每 一 个 二 的 值 有 唯一 的 一 个 >》 
的 值 同 它 对 应 ,那么 y 就 是 zx 的 一 个 函数 . 接 下 去 他 又 说 ,至 于 在 
整个 区 间 上 y 是 否 按照 一 种 或 多 种 规律 依赖 于 z ,或 者 y 依赖 于 
x 是 否 可 用 数学 运算 来 表达 , 那 都 是 无 关 紧 要 的 .事实 上 ,在 1829 
年 @ 他 给 出 了 zz 的 一 个 函数 的 例子 , 它 对 一 切 有 理 数 取 值 c 而 对 
一 切 无 理 数 取 值 4. 

Hankel 指出 ,至少 在 19 世纪 的 上 半 世 纪 , 最 好 的 教科 书 中 在 
讲 到 函数 概念 是 什么 的 时 候 是 混乱 的 . 一 些 书 本 质 上 按 Euler 的 
意义 定义 函数 ; 另 一 些 书 则 要 求 > 随 z 依 某 一 规律 而 变化 ,但 是 
又 没 说 规律 的 含义 是 什么 ;有 些 书 则 采用 了 Dirichlet 的 定义 ;还 
有 一 些 书 则 不 给 定义 . 但 是 由 他 们 的 定义 推出 的 结论 并 非 逻辑 地 
蕴含 在 这 些 定义 中 . 

连续 和 间断 之 间 特 有 的 区 别 逐 渐 显 现 出 来 了 . 对 函数 性 质 的 


D Repertorium der Physik, 1,1837, 152 ~ 174 = Werke, 1,135~160. 
(D Jour. für Math. , 4,1829, 157 ~ 169 = Werke, 1,117~132. 
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仔细 研究 是 由 Bernhard Bolzano(1781 一 1848) 开 始 的 ,他 是 波 希 
米 亚 的 一 个 神父 .哲学 家 和 数学 家 . Bolzano 做 这 一 工作 ,是 由 于 
他 试图 为 代数 基本 定理 给 出 一 个 纯 算术 证 明 来 蔡 代 Gauss 用 几 
何 思想 的 第 一 个 证 明 (1799). 对 于 微 积分 的 建立 ( 除 实数 理论 外 )， 
Bolzano 具有 正确 的 概念 ,但 他 的 工作 有 半 个 世纪 未 被 注意 . 他 不 
承认 无 穷 小 数 和 无 穷 大 数 的 存在 ,而 无 穷 小 和 无 穷 大 正 是 18 世纪 
的 作者 曾经 用 过 的 .在 1817 年 的 一 本 以 Rein analytischer Beweis 
(纯粹 分 析 的 证 明 ) 开 始 的 书 名 很 长 的 一 本 书 中 (参看 文献 )， 
Bolzano 给 出 了 连续 性 的 恰当 定义 , 即 若 在 区 间 内 任 一 工 处 ,只 要 
w( 的 绝对 值 ) 充 分 小 ,就 能 使 差 f(z 十 w) 一 f(z) 的 绝对 值 ) 任 意 
小 ,那么 就 说 f(x) 在 该 区 间 上 连续 . 他 证 明了 多 项 式 是 连续 的 . 

Cauchy 也 抓 住 了 极限 和 连续 性 的 概念 . 和 Bolzano 一 样 , 极 
限 概念 是 基于 纯 算 术 的 考虑 , 他 在 《教程 ?(1821) 中 说 ， 当 一 个 变 
量 逐 次 所 取 的 值 无 限 趋 近 一 个 定 值 , 最 终 使 变量 的 值 和 该 定 值 之 
差 要 多 小 就 多 小 ,这 个 定 值 就 叫做 所 有 其 他 值 的 极限 , 例如 ,一 个 
无 理 数 就 是 那些 在 数值 上 愈 来 愈 接近 于 它 的 不 同 分 数 的 极限 . "这 
个 例子 有 点 不 恰当 ,因为 许多 人 把 这 样 的 极限 作为 无 理 数 的 定义 ， 
而 如 果 无 理 数 事先 不 存在 ,那么 极限 就 没有 意义 , Cauchy 在 1823 
年 和 1829 年 的 著作 中 删 去 了 这 个 例子 . 

Cauchy 在 其 1821 年 著作 的 序言 [教程 第 5 页 ] 中 说 , 当 说 
及 函数 的 连续 性 时 ,必须 说 明 无 穷 小 量 的 主要 性 质 “ 当 一 个 变量 
的 数值 这 样 地 无 限 减 小 ,使 之 收敛 到 极限 0, 那 么 人 们 就 说 这 个 变 
量 成 为 无 穷 小 "Cauchy 把 这 种 变量 叫做 无 穷 小 量 . 这 样 一 来 ， 
Cauchy 就 澄清 了 Leibniz 的 无 穷 小 概念 而 且 把 无 穷 小 量 从 形 而 上 
学 的 束缚 中 解放 出 来 . Cauchy 继续 说 ;… 当 变量 的 数值 这 样 地 无 限 
增 大 ,使 该 变量 收 信 到 极限 = ,那么 该 变量 就 成 为 无 穷 大 “但 是 co 
不 意味 着 是 一 个 固定 的 量 ,而 只 是 无 限 变 大 的 某 个 量 . 

现在 Cauchy 准备 给 函数 的 连续 性 下 定义 了 . 在 《教程 》(pp. 
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34-35) rb i Wo e f(a) JE SE BE z 的 一 个 函数 ,并 设 对 介 于 给 定 
两 个 限 [ 界 ] 之 间 的 z 的 值 ,这 个 函数 总 取 一 个 有 限 且 唯 一 的 值 . 
如 果 从 包含 在 这 两 个 界 之 间 的 一 个 + 值 开始 , 给 变量 z 以 一 个 无 
穷 小 增 量 a ,函数 本 身 就 将 得 到 一 个 增 量 , 即 差 eta) Se), 
这 个 差 同时 依赖 于 新 变量 a 和 原 变量 z 的 值 . 假定 了 这 一 点 之 后 ， 
如 果 对 于 每 一 个 在 这 两 个 限 中 则 的 z 的 值 , 差 A(z 十 a) 一 了 (x) 的 
数值 随 着 a 的 无 限 减 小 而 无 限 减 小 ,那么 就 说 ,在 变量 x 的 两 限 之 
间 ,函数 fc) BERN PRR. 换 句 话说 ,如 果 在 这 两 限 之 
间 ,变量 的 一 个 无 穷 小 增 量 总 产生 函数 自身 的 一 个 无 穷 小 增 量 , 那 
A BK /GZz) 在 给 定 限 之 间 对 于 工 保持 连续 . 

“我 们 也 说 f(x) 在 变量 < 的 一 个 确定 值 的 邻 域 中 是 了 的 连续 
函数 ,只 要 这 函数 在 过 的 这 两 个 限 之 间 是 连续 的 ,而 不 管 界 住 目 
变量 的 值 的 这 两 个 限 是 多 么 靠近 . "然后 Cauchy Xi, UR RX 
在 包含 ro 的 任何 区 间 上 不 连续 ,就 说 函数 在 z 处 不 连续 

Cauchy 在 他 的 《教程 ?中 第 37 页 断言 ,如 果 一 个 多 变量 函数 
分 别 对 每 个 变量 都 是 连续 的 , 则 它 对 于 所 有 变量 都 连续 . 这 是 不 正 
确 的 


在 整个 19 世纪 ,连续 的 概念 是 人 们 研讨 的 对 象 , 因而 数学 家 
们 对 它 更 多 地 理解 了 ,有 时 候 产 生 使 他 们 感到 吃惊 的 结果 . Dar- 
boux 曾 给 出 一 个 函数 的 例子 04 = a 变 到 x = dN ox eR 
取 遍 两 个 给 定 值 之 间 的 一 切中 间 值 ,但 却 不 是 连续 的 . 这 样 ,连续 
函数 的 一 个 基本 性 质 是 不 足以 确保 函数 连续 性 的 中 . 

Weierstrass 在 分 析 严 窗 化 方面 的 工作 改进 了 Bolzano, Abel 
和 Cauchy 的 工作 . 他 也 力求 避免 直观 而 把 分 析 葛 基 在 算术 概念 
的 基础 上 . 但 他 是 在 1841 一 1856 年 做 中 学 教师 时 做 这 些 工 作 的 ， 


D SRY xx OM y= sin o, ifii ORY — 0. 这 个 函数 取 遍 从 工 的 一 个 


负 值 所 对 应 的 函数 值 到 z 的 一 个 正 值 所 对 应 的 函数 值 之 问 的 一 切 值 .但 是 这 个 函数 在 
之 一 0 点 不 连续 . 
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因此 直到 1859 年 他 在 柏林 大 学 任教 之 前 ,他 的 大 部 分 工作 没有 为 
AMAR A. 

Weierstrass 攻击 “一 个 变量 趋 于 一 个 极限 ”的 说 法 ,这 种 说 法 
不 幸 地 使 人 们 想起 时 间 和 运动 . 他 把 一 个 变量 简单 地 解释 为 一 个 
字母 ,该 字母 代表 它 可 以 取 值 的 集合 中 的 任何 一 个 数 . 这 样 运动 就 
消除 了 . 一 个 连续 变量 是 这 样 一 个 变量 ,如 果 ze 是 该 变量 的 值 的 
集合 中 的 任 一 值 而 6 是 任意 正 数 , 则 一 定 有 变量 的 其 他 值 在 区 间 
(zo — 0, xo d- 8) 中. 

为 了 消除 Bolzano 和 Cauchy 在 定义 函数 的 连续 性 和 极限 中 
用 到 的 短语 “* 变 为 而 且 保持 小 于 任意 给 定 的 量 " 的 不 明确 性 ， 
Weierstrass 给 出 了 现今 所 采用 的 定义 :如 果 给 定 任何 一 个 正 数 €, 
都 存在 一 个 正 数 $ 使 得 对 于 区 闻 | x 一 xo | 过 8 内 的 所 有 的 xz 都 有 
| f(z) 一 f(zxo) | e, W fE r = a 处 连续 . 如果 在 上 述说 法 
h, H LRE SC), MU fo) YE x = xo 处 有 极限 工 .如 果 函 数 
f(x) 在 区 间 内 的 每 一 点 x 处 都 连续 ,就 说 f(x) 在 zx 值 的 这 个 区 
|n] Fx s. 

在 连续 性 概念 本 身 正 被 精细 地 研究 着 的 那些 年 代 里 ,为 了 严 
密 地 建立 分 析 而 进行 艰难 的 尝试 就 要 求人 们 证明 许多 原先 已 经 被 
直观 地 接受 了 的 有 关连 续 函 数 的 定理 . Bolzano 在 他 1817 年 的 出 
版 物 中 ,企图 证 明 如 果 f(a) YE x — a AA ME x = 二 5 处 为 正 , 则 
f(a) a Mb 之 间 有 一 个 零点 .他 (对 固定 的 zx) 考虑 郧 数 序列 
(1) F(x), Fe (xz), Fs(x), co, F(a), on 
而 且 引 入 了 这 样 的 定理 :如 果 n 充分 大 ,可 使 差 数 Fe — Fa 对 于 
无 论 多 大 的 > 都 小 于 任何 给 定 的 正 数 , 则 存在 一 个 固定 的 量 X, 使 
得 这 个 序列 愈 来 愈 靠近 六 ,而 有 旦 确实 如 人 们 所 想 变 的 那样 靠近 X. 
他 对 量 X 的 确定 是 含糊 的 ,因为 他 没有 一 个 清楚 的 实数 系 的 理 
论 , 尤 其 是 不 清楚 作为 实数 系 基础 的 无 理 数 的 理论 . 然而 他 已 经 有 
了 我 们 现在 则 做 序列 收敛 的 Cauchy 条 件 的 思想 ( 见 下 面 ). 
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在 证 明 的 过 程 中 , Bolzano 建立 了 有 界 实数 集 的 最 小 上 界 的 
存在 . 他 的 确切 的 陈述 是 ;如 果 性 质 M 不 能 适用 于 变量 x 的 所 有 
的 值 ,但 对 于 所 有 小 于 某 个 u 的 值 性 质 M 成 立 , 则 总 存在 一 个 量 
U, 它 是 所 有 这 样 的 量 u 的 最 大 值 . 这 个 引 理 的 Bolzano 证 明 的 实 
质 ,在 于 把 有 界 区 间 分 成 两 部 分 ,而 选取 包含 集合 的 无 穷 多 个 元 素 
的 那 一 部 分 . 然后 他 重复 这 一 手续 ,直到 他 得 到 给 定 实 数 集 的 最 小 
上 界 才 停止 . Weierstrass 在 19 世纪 60 年 代 应 用 Bolzano 贡献 的 
这 一 方法 证 明了 现在 冠 以 Weierstrass-Bolzano 名 字 的 定理 . 这 个 
定理 证 实 了 对 于 任何 有 界 无 穷 点 集 ,存在 一 个 点 ,使 得 该 点 的 任何 
邻 域内 都 有 这 无 穷 点 集 的 点 ， 

Cauchy( 在 他 关于 多 项 式 的 根 的 存在 的 证 明之 一 中 ) 已 经 不 
加 证 明 地 用 过 定义 在 闭 区 间 上 的 连续 函数 存在 最 小 值 . Weier- 
strass 在 他 的 柏林 讲义 中 证 明了 :对 任何 定义 在 有 界 闭 区 域 的 单 
变量 或 多 变量 的 连续 函数 ,存在 函数 的 一 个 最 大 值 和 一 个 最 小 值 . 

在 Georg Cantor 和 Weierstrass 的 思想 的 鼓舞 下 ,Heine 定义 
了 单 变量 或 多 变量 函数 的 一 致 连续 性 中 ,尔后 又 证 明了 在 实数 系 
的 有 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 是 一 致 连续 的 台 ，Heine 的 方法 引进 
且 利 用 了 下 述 定 理 : 设 给 定 了 一 个 闭 区 间 [a, 5], VA Rr (a, 5] 
中 的 所 有 闭 区 间 构 成 的 一 个 可 数 无 穷 集合 A, ER ae Sh 
每 一 点 x 至 少 是 A 中 一 个 区 闻 的 内 点 . ( 当 a 是 一 个 区 间 的 左 端 
点 而 5 是 另 一 个 区 间 的 右 端点 时 ,也 把 端点 a lb 看 作 是 内 点 .) 
Jt] gi A 中 有 限 多 个 区 间 组 成 的 一 个 集合 具有 同样 的 性 质 , 即 闭 区 
Hla, 5] 的 每 个 点 至 少 是 这 个 有 限 区 闻 集 合 中 的 某 一 区 间 的 一 个 
内 点 (a IL b. 可 能 是 端点 ). 

Emile Borel(1871—1956), 20 世纪 的 第 一 流 法 国 数学 家 之 
一 ,清楚 地 认识 到 能 够 选 出 有 限 个 覆盖 区 间 的 重要 性 , 且 对 原来 的 


@ Jour. für Math, , 71,1870,353-~365, 
© Jour. für Math. , 74,1872,172~188. 


M 10 第 40 章 分 析 中 注入 严密 性 
KERE A 是 可 数 的 情形 首先 把 它 叙 述 为 一 个 独立 的 定理 0. 虽 
然 许 多 德国 和 法 国 的 数学 家 把 这 个 定理 叫做 Borel 定理 ,但 由 于 
Heine 在 关于 一 致 连续 的 证 明 中 利用 了 这 个 性 质 ,所 以 这 个 定理 
ib] Heine-Borel 定理 . 正如 Lebesgue 所 指出 的 ,这 个 定理 的 功 
绩 不 在 于 它 的 证 明 ( 它 的 证 明 是 不 难 的 ) ,而 在 于 认识 到 这 个 定理 
的 重要 性 ,而 且 把 它 作为 一 个 清楚 的 定理 确切 地 陈述 出 来 . 对 于 任 
何 维 数 的 闭 集合 ,这 个 定理 都 适用 ,而 且 现 在 它 已 成 了 集合 论 中 的 
一 个 基本 定理 . 

把 Heine-Borel 定理 推广 到 可 以 从 一 个 不 可 数 无 穷 集 合 中 选 
出 覆盖 区 间 的 一 个 有 限 集合 的 情形 ,通常 归功 于 Lebesgue, 他 自 
称 在 1898 年 就 已 经 知道 了 这 个 定理 而 且 发 表 在 他 的 《积分 学 教 
程 》(Lecons sur Lintégration，1904) 中 .但 是 这 个 定理 是 由 Cou 
sin(1867 一 1933) 在 1895 年 首先 发 表 的 @. 


3.59 数 

D'Alembert 是 看 出 Newton 在 本 质 上 具有 正确 的 导数 概念 的 
第 一 个 人 .在 《百科 全 书 》(Encyclopédie) 中 d'Alembert 明确 地 说 ， 
导数 必须 建立 在 应 变量 的 差 和 自 变量 的 差 的 比 的 基础 上 . 这 个 看 法 
再 次 系统 地 阐述 了 Newton 的 最 初 和 最 后 比 . 由 于 d'Alembert 的 思 
想 仍 然 受 几何 直观 的 束缚 ,他 没有 继续 前 进 . 在 后 来 的 50 年 中 他 
的 继承 者 们 仍然 不 能 给 出 导数 的 明确 定义 . 连 Poisson 都 相信 ,小 
于 任何 给 定 的 无 论 多 小 的 正 数 的 非 零 正 数 是 存在 的 . 

Bolzano 第 一 个 (1817) 把 f(z) 的 导数 定义 为 当 Az 经 由 负 值 
和 正 值 趋 于 0 时 , 比 [f(z 十 Az) 一 f(z)]/Az 无 限 接 近 地 趋 向 的 


(D Ann, del’Ecole Norm, Sup. , (3),12,1895,9—55. 
@ Acta Math. , 19,1895,1--61. 
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Rt S (x). Bolzano 强调 f(x) 不 是 两 个 0 的 商 ,也 不 是 两 个 消失 了 
的 量 的 比 , 而 是 前 面 指出 的 比 所 趋 近 的 一 个 数 . 

Cauchy 在 他 的 《无 穷 小 分 析 教 程 概 论 》@ 中 ,用 和 Bolzano 同 
样 的 方式 定义 导数 . 然后 他 通过 把 dz 定义 为 任 一 有 限量 而 把 dy 
定义 为 f(x)dzx, 从 而 把 导数 的 概念 和 Leibniz 的 微分 统一 起 
KO 换 句 话说 ,他 引入 两 个 量 ,根据 定义 ,它们 的 比 是 f(x). 微分 
通过 导数 就 有 了 意义 ,但 只 是 一 个 辅助 的 概念 ,在 逻辑 上 没有 它 也 
行 , 但 是 作为 思考 或 书写 的 手段 是 方便 的 . Cauchy 还 指出 ,整个 
18 世纪 所 用 的 微分 表达 式 的 含义 就 是 通过 导数 来 表示 的 . 

然后 他 通过 平均 值 定理 , 即 Ay = 广 (z 十 OAz)Ar, 其 中 0 过 0 


<1, 来 阐明 知 和 记 (z) 之 间 的 关系 . Lagrange 已 经 知道 这 个 定 


理 ( 第 20 章 第 7 节 ). Cauchy 在 平均 值 定理 的 证 明 中 用 到 了 f Cc) 
在 区 间 (x, et Ar) 上 的 连续 性 . 

虽然 Bolzano 和 Cauchy 已 经 (多 少 ) 严 密 化 了 连续 性 和 导数 
的 概念 ,但 是 Cauchy 和 他 那个 时 代 的 几乎 所 有 的 数学 家 都 相信 ， 
而 且 在 后 来 50 年 中 许多 教科 书 都 “证 明 ” ,连续 函数 一 定 是 可 微 的 


(当然 要 除去 像 y — 二 中 的 x = 0 AROILLA). Bolzano i 


实 了 解 到 连续 性 和 可 微 性 之 间 的 区 别 . 在 他 的 《函数 论 》( Funk- 
tionenlehre) 中 (他 在 1834 年 写 这 本 书 , 但 没 写 完 也 没有 发 表 )@， 
他 给 出 了 一 个 在 任何 点 都 没有 有 限 导 数 的 连续 函数 的 例子 . 
Bolzano 的 例子 像 他 的 其 他 著作 一 样 ,没有 引起 人 们 的 注意 人 @. 即 
使 他 在 1834 年 发 表 这 个 例子 也 可 能 不 会 产生 什么 影响 ,因为 他 所 


@M 1823, Œuvres, (2),4,22. 

@ Lacroix 在 他 的 《专著 》 的 第 一 版 中 早 就 这 样 定 义 dy T. 

(D Schriften, 1, Prague, 1930. 这 是 由 K. Rychlik 编辑 出 版 的 ,布拉格 ,1930. 

@ 1922 Æ Rychlik 证 明了 这 个 函数 是 到 处 不 可 微 的 . 见 Gerhard Kowalewski, 
“Uber Bolzanos nichtdifferenzierbare stetige Funktion”, Acta Math. , 44,1923,315 — 
319. 这 篇 文章 包括 Bolzano 函数 的 一 个 描述 . 
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举 的 例子 是 一 条 曲线 ,没有 解析 表达 式 , 而 对 那个 时 期 的 数学 家 来 
说 ,函数 们 然 是 由 解析 表达 式 给 出 的 实体 . 

最 终 讲 明 和 白 连 续 性 和 可 微 性 之 间 的 区 别 的 例子 ,是 由 Rie- 
mann 在 取得 大 学 教授 资格 的 论文 (Habilitations schrift) 中 给 出 
的 ,这 是 他 为 了 取得 格 丁 根 (Gattingen) 的 一 个 无 薪 大 学 教师 (其 
报酬 直接 来 自学 生 的 学 费 ) 职 位 (privatdozent) 而 在 1854 年 写 的 
论文 《用 三 角 级 数 来 表示 函数 的 可 表示 性 》(Uber die Darstell- 
barkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe) D, [ix 
是 作为 应 征 讲演 而 写 的 几何 基础 方面 的 论文 (第 37 章 第 3 节 ). | 
Riemann 定义 了 下 面 的 水 数 . 令 (x) 表 示 x 和 最 靠近 x 的 整数 的 
差 , 和 如果 z 在 两 个 整数 的 中 点 , 则 令 (2) = 0. ET 过 (x) < 


T. f(z) 定 义 为 
_ (x), Cr), Br), 


这 个 级 数 对 所 有 的 ac EW. AGO FER nit ao = DSL 
H pA 2n 互 质 的 整数 ,f(x) 是 间断 的 而 且 其 有 一 个 数值 
Jo T s BE. E x 的 所 有 其 他 数值 处 , A(z) 是 连续 的 . 而 且 在 每 
个 任意 小 的 区 间 上 f(x) 有 无 穷 多 个 间断 点 . 尽管 如 此 ,f(z) 却 是 
可 积 的 (第 4 W). 而 且 F(z) = | 7(z)dz 对 一 切 z 连续 ,但 在 f(z) 
的 间断 点 处 没有 导数 这 个 例子 直到 1868 年 才 发 表 , 在 这 之 前 这 
个 病态 函数 没有 引起 多 大 的 注意 . 

连续 性 和 可 微 性 之 间 的 -个 甚至 是 更 为 惊人 的 区 别 ,是 由 瑞 
十 数学 家 Charles Cellérer(1818 一 1889) 指 出 的 . 1860 年 他 给 出 了 
一 个 连续 但 处 处 不 可 微 的 函数 的 例子 ,就 是 


f(r) 一 > asin a'z, 
n=] 


(D Abh. der Ges. der Wiss. zu Gött. , 13,1868, 87 ~ 132 = Werke , 227—264. 
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其 中 a 是 一 个 大 的 正 整数 . 但 是 这 个 例子 直到 1890 FOTRE. 
最 引起 人 们 注意 的 例子 ,是 由 Weierstrass 给 出 的 . FF 1861 年 他 
在 讲课 中 已 经 确认 , 想 要 从 连续 性 推出 可 微 性 的 任何 企图 都 必定 
失败 .1872 年 7 月 18 日 ,在 柏林 科学 院 的 一 次 讲演 中 ,他 给 出 了 
处 处 不 可 微 的 连续 函数 的 经 典 例子 @. Weierstrass 在 1874 年 的 一 
封 信 中 把 他 的 例子 告诉 了 Du Bois-Reymond, ,而 由 后 者 首先 发 表 
HKO, Weierstrass 的 函数 是 


f(x) 一 ycos(anrz) ， 
其 中 a 是 一 个 奇 整 数 而 6 是 一 个 小 于 1 的 正 的 常数 ,而 且 邮 > 1 
+ (58). 这 个 级 数 是 一 致 收敛 的 ,因而 定义 一 个 连续 函数 . Weier- 


strass 的 例子 推动 人 们 去 创造 更 多 的 函数 ,这 些 函数 在 一 个 区 间 
上 连续 或 到 处 连续 ,但 在 一 个 稠密 集 或 在 任何 点 上 都 是 不 可 微 
的 @. 

发 现 连续 性 并 不 昔 含 可 微 性 ,以 及 函数 可 以 具有 各 种 各 样 的 
反常 性 质 ,其 历史 意义 是 巨大 的 . 它 使 数学 家 们 更 加 不 敢 信赖 直观 
或 者 几何 的 思考 了 . 


4. 积 分 

Newton 的 著作 表明 面积 可 以 通过 把 微分 法 反 过 来 求 得 . 当 
然 这 仍 是 本 质 的 方法 . Leibniz 关于 把 面积 或 体积 看 作 是 诸如 矩形 
或 柱 体 微 元 的 “和 ”的 思想 [ 定 积分 1 被 忽视 了 . 在 18 世纪 当 微 元 


Bull. des Sci. Math. , (2),14,1890,142— 160. 

Werke , 2,71—74. 

Jour. für Math, , 79,1875,21— 37. 

其 他 的 例子 和 参考 文献 可 以 在 E. J. Townsend 的 Functions of Real Varia- 
bles( Henry Holt, 1928) 3l E. W. Hobson 的 The Theory of Functions of a Real Vari- 
able 2 卷 第 6 3E (Dover, 1957) rp UI. 


eeoo 
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“和 ”的 概念 多 少 被 采纳 时 ,使 用 这 些 概 念 也 是 很 不 严谨 的 . 
Cauchy 强调 把 积分 定义 为 和 的 极限 来 代替 把 积分 看 作 是 微 
分 法 的 逆 运 算 . 这 个 改变 至 少 有 一 个 主要 的 理由 . 我 们 知道 ,Fou- 
rier 处 理 过 间断 水 数 ,而 Fourier 级 数 的 系数 公式 是 
a, 一 L[" f(r)eos nrdr, b, = L[" fG)sin nrdx, 


这 就 要 求 间断 函数 的 积分 . Fourier 把 积分 看 成 一 个 和 (Leibniz 的 
观点 ), 因 此 处 理 即 使 是 间断 的 f(x) 也 没有 什么 困难 , 但 是 当 
f(z) 是 间断 水 数 时 ,必须 考虑 积分 的 解析 含义 的 问题 . 

Cauchy 在 他 的 《概论 》(1823) 中 对 定 积分 作 了 最 系统 的 开创 
性 工作 ,在 书 中 他 也 指出 在 人 们 能 够 使 用 定 积分 、 原 水 数 之 前 , 必 
须 确 立定 积分 的 存在 ,以 及 间接 地 确立 反 导 数 或 原 函 数 的 存在 . 他 

从 连续 函数 开始 . 

他 对 连续 函数 f(z) 给 出 了 定 积分 作为 和 的 极限 的 确切 定 
MO, WREKE c, X 129 x BS xi. mcns x BEBE, xs = 
X,, WARS 3E 

lim Y F(x ) (zi — xia ). 
定义 中 事先 假设 F(z) 在 [ze, X] 上 连续 以 及 最 大 子 区 间 的 长 度 趋 
FE ,这 个 定义 是 算术 性 的 . Cauchy 证 明了 ,无 论 怎样 选取 x;, 积 
分 都 存在 . 但 由 于 他 没有 一 致 连续 性 的 概念 ,他 的 证 明 是 不 严密 


if. 他 用 Fourier 建议 的 记号 | f(x)dz KR Euler 对 反 微分 法 
经 常 使 用 的 记号 
z=b 
[foa _ | 


接着 Cauchy 定义 
F(x) = | f(x)de, 


(D Résumé, 81 ~ 84 = Œuvres, (2),4,122~127. 
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HWH F(x) 在 Lx。, X] 上 连续 . 置 
F(a+h)— F(x) _ 
h 


i |. fl)dz, 
并 利用 积分 中 值 定理 ,Cauchy 证 明了 
F'(x) = f(x), 

这 就 是 微 积分 基本 定理 , Cauchy 的 表示 方法 是 微 积分 基本 定理 的 
第 一 个 证 明 . 在 证 明了 给 定 函 数 A(z) 的 全 体 原 函数 彼此 只 差 一 个 
常数 之 后 ,他 把 不 定 积分 定义 为 

[raa = MO +C. 
他 指出 , 若 假 定 L(x) ES, N 

[Fdz = f0) ~ fla). 


然后 Cauchy 论述 了 在 积分 区 间 的 某 些 值 z 处 f(x) 变 为 无 穷 或 积 
分 区 间 趋 于 ce 时 的 奇异 (反常 ) 积 分 .对 于 FOO E x — c ATE 
续 , 而 在 这 点 处 f(x) 可 以 有 界 也 可 以 无 界 的 情形 ,Cauchy 把 反常 
积分 定义 为 
[coa = sn "Scode nl’ reos 

只 要 右 端 的 极限 存在 , 4 e = ez 时 我 们 就 得 到 Cauchy 所 谓 的 
主 值 . 

曲线 所 界 区 域 的 面积 ,上 曲线 的 长 度 , 曲 面 所 界 区 域 的 体积 ,以 
及 曲面 的 面积 等 概念 ,已 经 作为 直观 的 理解 而 被 人 们 接受 了 ,而 这 
些 量 能 用 积分 来 计算 已 被 看 作 是 微 积 分 重大 成 就 之 一 . 但 是 
Cauchy 为 了 和 他 的 算术 化 分 析 的 目标 相 一 致 , 他 用 计算 这 些 量 而 
建立 起 来 的 积分 公式 来 定义 这 些 几 何 量 , 由 于 积分 公式 把 限制 强 
加 给 被 积 函数 ,所 以 Cauchy 已 在 无 意 中 对 他 所 定义 的 概念 加 上 
了 一 种 限制 . 例如 由 y = f(x) 表示 的 曲线 的 弧 长 公式 是 


s= [v 1+ (Cy y dz, 
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而 在 这 个 公式 中 事先 假定 了 f(x) 是 可 微 的 . 至 于 面积 、 曲 线 长 度 
和 体积 的 最 一 般 定义 是 什么 的 间 题 ,是 后 来 才 提 出 来 的 (第 42 章 
$85). 

Cauchy 已 经 对 任何 连续 函数 证 明了 积分 的 存在 . 他 也 定义 了 
被 积 函 数 具 有 跳跃 间断 和 被 积 函数 为 无 穷 时 的 积分 . 但 是 随 着 分 
析 的 发 展 ,显然 需要 去 研究 更 不 规则 的 函数 的 积分 . Riemann 在 他 
1854 年 关于 三 角 级 数 的 一 篇 论文 中 提出 了 可 积 性 这 个 课题 . 他 
说 :考虑 使 Fourier 系数 的 积分 公式 仍然 成 立 的 较 宽 条 件 ,虽然 对 
物理 应 用 不 一 定 是 重要 的 ,但 至 少 对 数学 是 重要 的 . 

Riemann 把 积分 推广 到 在 区 间 [a, LAE XB ARN AR 
f(x) 上 去 .他 把 La, 5153 BMF RIO Ari, Arr, +, Aan FTE 
FE Ax, 上 的 最 大 值 和 最 小 值 之 差 定 义 为 f(z) 在 Ax, 上 的 振 
a. 然后 他 证 明了 , 当 最 大 的 Ar: 趋 于 0 时 ,和 式 


S= SME), 


{其 中 是 ac, 中 并 的 任 一 值 ) 趋 于 一 个 唯一 的 极限 (积分 存在 ) 
的 一 个 必要 充分 条 件 是 :区 间 Ax;( 在 其 中 f(z) 的 振幅 大 于 任 给 
的 数 A) 的 总 长 度 必须 随 着 各 区 间 长 度 的 趋 于 零 而 趋 于 零 . 

然后 Riemann 指出 ,关于 振幅 的 这 一 条 件 使 他 可 以 用 具有 于 
立 间断 点 的 函数 以 及 具有 到 处 稠密 的 间断 点 的 图 数 来 蔡 代 连续 吨 
数 . 事实 上 ,他 所 给 出 的 在 每 个 任意 小 区 间 上 有 无 穷 多 个 间断 点 的 
可 积 函 数 的 例子 (第 3 节 ) ,是 企图 说 明 他 的 积分 概念 的 一 般 性 . 这 
样 ,Riemann 就 在 积分 的 定义 中 去 掉 了 连续 和 分 段 连续 的 要 求 . 

Riemann 在 他 1854 年 的 论文 中 给 出 了 在 区 间 [a, b] LAH 
函数 是 可 积 的 另 一 个 必要 充分 条 件 ,但 是 没有 进一步 的 说 明 . 实际 
上 相当 于 首先 建立 现在 所 谓 的 上 和 与 下 和 


@ 为 简单 起 见 ,我 们 用 Ar 表示 子 区 间 及 其 长 度 . 


S = Mi Ax, 十 … 十 MAr， 

§ = m At ++: +m,Ax,, 
这 里 ,mw MM, 是 f(x) 在 Ax; 上 的 最 小 值 和 最 大 值 . 然后 令 D; = 
M, —m;, Riemann 指出 , 当 且 仅 当 对 于 区 间 [a, b] E Ar: 的 一 切 
选 法 都 有 

Jim. {DiAz + Di day ++ DA] = 0 
时 ,f(z) 在 La, 5] 上 的 积分 才 存 在 . Darboux 把 Riemann 的 说 法 
阐述 得 更 加 完全 ,并 且 证 明了 这 个 条 件 是 必要 充分 的 D0. S 有 许多 
值 ,每 一 个 值 与 把 [a, 6] 分 为 Ax, 的 分 划 对 应 . 类 似 地 s 也 有 许多 
值 . 每 个 S 叫 上 和 而 每 个 * 叫 下 和 , 令 是 S BS FAR Um IAS 
的 上 确 界 . 就 得 到 也 J. FÆ Darboux 的 定理 说 , 当 Az 的 数目 
无 限 增加 ,使 最 大 子 区 间 的 长 度 趋 于 0 时 ,和 3S Ss PRB J 5 
I 如 果 了 = I, 则 说 有 界 函 数 在 [a, 6] 上 是 可 积 的 . 
Darboux 力图 证 明 ,一 个 有 界 函 数 f(z) 在 [a, 5] 上 可 积 的 充 

要 条 件 是 ,f(x) 的 间断 点 组 成 一 个 测度 为 零 的 集合 . 但 他 所 谓 间 
断 点 集合 的 测度 为 0, 意思 是 指 间断 点 可 以 包含 在 有 限 个 区 间 中 ， 
而 这 些 区 间 的 总 长 度 是 任意 小 . 这 种 关于 可 积 性 条 件 的 确切 阐述 ， 
也 由 许多 人 在 同一 年 (1875 年 ) 给 了 出 来 . Volterra 对 S 的 下 确 界 
J 引入 了 上 积分 这 个 术语 和 记号 | f Gode, 他 还 对 * 的 上 确 界 引 


入 了 下 积分 这 个 术语 和 记号 | f(z)dz 9. 

Darboux 在 1875 年 的 论文 中 还 证 明了 ,在 推广 了 的 意义 下 ， 
可 积 的 函数 的 微 积 分 基本 定理 成 立 . Bonnet 不 用 了 (xz) 的 连续 性 
证 明了 微分 学 的 中 值 定 理 @. Darboux 利用 这 个 证 明 ( 这 个 证 明 在 
现在 是 标准 的 ) 证 明了 : 当 六 仅 在 Riemann-Darboux 意义 下 可 


@ Ann, del’Ecole Norm. Sup. , (2),4,1875,57 —112. 
© Gior. di Mat. , 19, 1881, 333—372. 
© 发表 在 Serret 的 Cours de calcul différentiel et intégral , 1,1868,17— 19. 
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积 时 ， 

[Fade = f0) — fla). 
Darboux 的 论点 是 


FO = fla) = YEA) — fla), 
Sha = cn mam man o b. 由 中 值 定理 ， 
BDU) fa) = Xf GYG — 2a), 
这 里 是 (zi-1, 2) PHRASE. 现在 若 最 大 的 Ar, 或 zx; 一 x; 1 趋 
于 零 , 则 上 式 的 右 端 趋 于 [P Gode, 而 左 端 是 AO) fa). 


19 世纪 70 和 80 年 代 最 受 欢 迎 的 活动 之 一 ,就 是 构造 各 种 具 
有 无 穷 个 间断 点 而 在 Riemann 意义 下 仍 为 可 积 的 函数 . 在 这 方 
面 ,H.J.S. Smith? 给 出 了 在 Riemann 意义 下 不 可 积 的 函数 的 第 
一 个 例子 ,但 是 这 个 函数 的 间断 点 是 “ 稀 朴 "的 . Dirichlet 函数 (第 
2 节 ) 也 是 Riemann 意义 下 不 可 积 的 ,不 过 它 是 处 处 不 连续 的 ， 

积分 的 概念 后 来 推广 到 了 无 界 芳 数 ， 还 推广 到 各 种 三 义 积分 . 

最 有 意义 的 推广 是 在 20 世纪 由 Lebesgue 作出 的 (第 44 章 ). JA 
而 ,就 初等 微 积分 而 言 ,到 1875 年 时 积分 概念 就 已 经 建立 在 充分 
广阔 而 严密 的 基础 之 上 了 . 

二 重 积 分 的 理论 也 解决 了 . 18 世纪 已 经 处 理 过 比较 简单 的 二 
重 积 分 (第 19 章 第 6 节 ). Cauchy 在 1814 年 的 论文 (第 27 章 第 4 
节 ) 中 指出 ,如果 被 积 函 数 在 积分 区 域 中 不 连续 , 则 在 计算 二 重 积 


分 | rz，y)dzdy 时 ,积分 的 次 序 至 关 重 要 . Cauchy 特别 指出 @， 
当 /无 界 时 累 次 积分 
P'av(f fe, 02x). [az(| Pe, yav) 


@ Proc, Lon. Math. Soc. , 6,1875, 140 ~ 153 = Coll. Papers, 2,86~100. 
®© Mémoire(1814 F); HA Œuvres, (1),1,p. 394. 
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不 一 定 是 相等 的 . 

Karl J. Thomae(1840—1921) 把 Riemann 的 积分 理论 推广 
PARO, 以 后 Thomae 在 1878 年 包 给 出 了 有 界 函 数 的 一 个 
简单 例子 ,表明 上 面 第 二 个 累 次 积分 存在 但 第 一 个 没有 意义 . 

在 Cauchy 和 Thomae 的 例子 中 ,二 重 积分 都 不 存在 . 但 在 
1883 £® Du Bois-Reymond 证 明了 ,即使 二 重 积分 存在 ,两 个 黑 
次 积分 也 不 一 定 存在 . 在 二 重 积分 的 情形 ,最 有 意义 的 推广 也 是 由 
Lebesgue 作出 的 . 


s. 无 穷 级 数 

18 世纪 的 数学 家 不 加 辨别 地 使 用 无 穷 级 数 , 到 18 世纪 末 , 由 
于 应 用 无 穷 级 数 而 得 到 的 一 些 可 疑 的 或 者 完全 芒 廖 的 结果 ,促使 
人 们 追究 对 无 穷 级 数 进行 运算 的 合法 性 . 在 1810 年 前 后 , Fou- 
rier, Gauss 和 Bolzano 开始 确切 地 处 理 无 穷 级 数 , Bolzano 强调 人 
们 必须 考虑 收敛 性 ,并且 特 别 批评 了 二 项 式 定理 的 不 严密 的 证 明 . 
Abel 是 对 无 穷 级 数 的 老式 用 法 的 最 公开 的 批评 者 ， 

Fourier 在 他 1811 年 的 论文 中 ,以 及 在 他 的 《 热 的 解析 理论 》 
(1822) 中 ,给 出 了 一 个 无 穷 级 数 收敛 的 满意 的 定义 ,虽然 一 般 说 来 
他 是 随便 使 用 发 散 级 数 的 , 在 书 中 (英文 版 p, 196) 他 所 讲 的 收敛 
的 意思 是 指 : 当 n 增加 时 前 n 项 的 和 愈 来 傅 趋 近 一 个 固定 的 值 ,而 
且 同 这 个 值 的 差 变 得 小 于 任何 给 定 的 量 . 而 且 他 认识 到 ,只 能 在 工 
值 的 一 个 区 间 中 得 到 函数 级 数 的 收敛 性 . 他 还 强调 指出 收敛 的 必 
要 条 件 是 通 项 的 值 趋 于 零 . 但 是 级 数 1 一 1 十 … DRAF T t,t 


以 为 这 个 级 数 的 和 是 


(D Zeit. fiir Math, und Phys, , 21,1876,224~ 227. 
D Zeit, fiir Math. und Phys. , 23,1878,67—68, 
®© Jour. für Math. , 94, 1883, 273~290. 
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对 收敛 性 的 第 一 个 重要 而 极其 严密 的 研究 是 由 Gauss 在 他 
1812 年 的 论文 《无 穷 级 数 的 一 般 研 究 》(Disquisifiones Generales 
Circa Seriem Infinitam ) 外 中 给 出 的 ,在 那 篇 文章 中 他 研究 了 超 几 
何 级 数 (a, B, y, x). 在 Gauss 的 大 多 数 著作 中 ,如 果 级 数 从 某 
一 项 往 后 的 项 减 小 到 零 , 他 就 把 这 个 级 数 叫 做 收 钱 的 . 但 在 1812 
年 的 论文 中 ,他 注意 到 这 不 是 一 个 正确 的 概念 . DLE a, BL Y 
的 不 同 的 选取 , 超 几 何 级 数 可 以 代表 许多 函数 ,所 以 对 超 几 何 级 数 
提出 一 个 确切 的 收敛 判别 准则 看 来 是 Gauss 的 愿望 ,判别 准则 是 
很 费劲 地 得 到 了 ,但 是 只 解决 了 原来 想到 的 级 数 的 收 勾 性 问题 . 
Gauss 证 明了 对 实 的 和 复 的 c. DAR | x | 3, 则 超 几 何 级 数 收敛 ， 
而 如 果 lal > 1 WR. Hc = 1, RRHH a8 y BK 
SX , MR x — 1, 级 数 当 上 且 仅 当 x 十 8< 7 十 1 时 收敛 . 论文 中 异乎 
寻常 的 严密 性 使 那 时 的 数学 家 们 形 失 了 兴趣 . 此 外 ,Gauss 只 关心 
特殊 的 级 数 而 没有 着 手 处 理 级 数 收敛 的 一 般 原则 . 

虽然 Gauss 作为 第 一 个 认识 到 需要 把 级 数 的 使 用 限制 在 它 
们 的 收敛 区 域内 而 被 经 常 提 到 ,但 他 回避 任何 决定 性 的 表态 . 他 是 
如 此 专心 于 用 数值 计算 去 解决 具体 问题 以 至 于 他 使 用 了 eR AX 
的 Stirling 发 散 展开 . 当 他 在 1812 年 决定 研究 超 几 何 级 数 的 收敛 
性 时 ,他 说 包 , 他 这 样 做 是 为 了 使 那些 喜欢 古代 几何 学 家 严密 性 的 
人 们 高 兴 , 但 他 没有 表明 他 自己 在 这 方面 的 立场 . 在 他 的 论文 
中 令 , 他 利用 了 log(2— 2cos x) REA x 的 倍数 的 余弦 的 展开 式 , 可 
是 没有 证 明 这 个 级 数 的 收敛 性 ,而且 按 当时 可 用 的 技巧 而 言 ,也 许 
不 可 能 有 证 明 . Gauss 在 他 的 天 文学 和 测 地 学 工作 中 ,和 18 世纪 
的 人 一 样 , 沿 旧 习 使 用 了 无 穷 级 数 的 有 限 多 个 项 而 略 去 其 余 项 . 当 
他 看 出 后 面 的 项 在 数值 上 是 小 的 时 候 他 就 停止 取 项 ,当然 他 没有 


(D Comm. Soc. Gott. , 2, 1813 = Werke , 3,125~162 和 207 一 229. 
D Werke, 3, 129. 
@ Werke, 3, 156, 
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估计 误差 . 

Poisson 也 采取 了 奇特 的 立场 . 他 拒绝 发 散 级 数 中 ,甚至 给 出 
了 用 发 散 级 数 作 计算 怎样 会 导致 错误 的 例子 . 尽管 如 此 , 当 他 把 一 
个 任意 函数 表 为 三 角 级 数 和 球 函 数 级 数 时 ,他 还 是 广泛 地 使 用 了 
发 散 级 数 . 

Bolzano 在 他 1817 年 的 出 版 物 中 已 经 对 序列 收敛 的 条 件 有 
了 正确 的 概念 ,现在 把 这 个 条 件 归 功 于 Cauchy. Bolzano 也 已 有 了 
关于 级 数 收敛 的 清楚 而 正确 的 概念 , 但 正如 我 们 早先 指出 的 那样 ， 
他 的 工作 没有 广泛 为 人 所 知 . 

Cauchy 关于 级 数 收敛 性 的 工作 是 这 一 课题 的 第 一 个 具有 广 
沁 意 义 的 论述 . 他 在 4 分析 教 程 ) 中 说 :“ 令 

Sp == ug buy F u db cb uua 
是 [我 们 所 研究 的 无 穷 级 数 ] 前 m 项 的 和 ,n 表示 自然 数 . 如 果 对 于 
不 断 增 加 的 x 的 值 ,和 5, 无限 趋 近 某 一 极限 ;, 则 级 数 叫 做 收敛 
的 ,而 这 个 极限 值 叫做 该 级 数 的 和 名 . 反之 ,如 果 当 ?无 限 增加 时 ， 
s 不 趋 于 一 个 固定 的 极限 ,该 级 数 就 叫做 发 散 的 ,而 且 级 数 没 
有 和 .” 

在 定义 了 收敛 和 发 散 以 后 , Cauchy 叙述 了 (教程 》, p. 125) 
Cauchy Bess Fi 3 E Wu] , BU Fe 1S, | CSI — RP S, 当 且 仅 当 
Snir — S, 的 绝对 值 对 于 一 切 > 和 充分 大 的 = 都 小 于 任何 指定 的 
量 . Cauchy 证 明了 这 个 条 件 是 必要 的 ,但 是 仅仅 指出 ,如 果 条 件 成 
立 , 序 列 的 收敛 性 就 有 了 保证 .要 作出 证 明 ,他 还 缺少 有 关 实 数 性 
Ji BAR. 

Cauchy 然后 叙述 并 证 明了 正 项 级 数 收敛 的 一 些 特殊 的 判别 
法 . 他 指出 us 必须 趋 于 零 . 另 一 个 判别 法 (信教 程 》,p. 132—135) 85 


D Jour. de l'Ecole Poly. , 19,1823,404~509, 
@ 序列 的 极限 的 正确 概念 是 由 Wallis 在 1655 年 给 出 的 (Opere，1695,1,382)， 
但 是 未 被 人 们 采用 . 
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BAC PRY n 变 为 无 穷 时 表达 式 (w)* 趋 向 的 一 个 或 几 个 极 
限 ,用 & 来 记 这 些 极限 中 的 最 大 者 . 如 果 & 二 1 则 级 数 收敛 ,如 果 


k> 1 则 级 数 发 散 . 他 也 给 出 了 使 用 Tim 7 的 比值 判别 法 . 如 果 


这 个 极限 小 于 1 则 级 数 收 敛 , 如 果 极 限 大 于 1 则 级 数 发 散 . 如 果 比 
值 为 1, 还 给 由 了 比值 为 1 时 的 特殊 判别 法 , 接着 是 比较 判别 法 和 
对 数 判别 法 . 他 证 明了 两 个 收敛 级 数 的 和 十 mm 收敛 到 各 自 极限 
的 和 ,对 于 乘积 也 有 类 似 的 结果 . 对 于 带 有 负 项 的 级 数 ,Cauchy 证 
明了 由 项 的 绝对 值 构成 的 级 数 收 敛 时 原 级 数 收敛 ,然后 他 推导 了 
交错 级 数 的 Leibniz 判别 法 . 

Cauchy 也 研究 了 级 数 

> n(x) = m(x) + us(x) + ux) 十 全 

的 和 ,其 中 所 有 的 项 都 是 单 值 的 连续 实 函数 . 这 里 用 常数 项 级 数 的 
定理 来 确定 收敛 区 间 . 他 也 研究 了 项 是 复 变 函数 的 级 数 . 

Lagrange 是 第 一 个 叙述 带 余 项 的 Taylor 定理 的 人 ,但 
Cauchy 在 他 的 1823 年 和 1829 年 的 教科 书 中 指出 了 重要 的 一 点 : 
如 果 余 项 趋 于 零 , 则 Taylor 级 数 收敛 到 导出 该 级 数 的 函数 . 他 给 
出 了 Taylor 级 数 不 收敛 到 导出 该 级 数 的 一 个 函数 的 例子 e 十 
e^, 在 他 的 1823 年 的 教科 书 中 ,他 给 出 了 一 个 例子 ,函数 e 
在 x 二 0 有 各 阶 导数 ,但 在 x == 0 邻近 没有 Taylor 展开 . 这 里 他 用 
一 个 例子 反 驶 了 Lagrange f£ f BJ C] Zi i8 ) ( Théorie des fonc- 
tions) (58 V 3,58 30 条) 中 的 断言 :如 果 fa) x 有 各 阶 导数 ， 
则 f(z) 可 表 为 在 ro 附近 的 x 处 收敛 到 f(x) MY Taylor 级 数 . 
Cauchy 还 在 Taylor 公式 中 给 出 了 另 一 形式 的 余 项 公式 0. 

在 这 里 ,Cauchy 在 严密 性 方面 有 些 失 检 . 在 他 的 《分 析 教 程 》 
(Cours d'analyse ) (pp. 131 ~ 132) 中 他 说 : 如 果 当 Fir) = 


(Q Exercices de mathématiques, 1,1826, 5 = (uvres, (2),6,38~42. 
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She (ar) 时 级 数 收 伊 且 u(x) 都 连续 , 则 f(z) 是 连续 的 , 在 他 的 
《简明 教程 (Résumé des le ons ) 中 ,他 说 ,如 果 w(xz) 都 连续 且 级 
数 收敛 , 则 对 级 数 可 以 逐 项 积分 ; 即 
[Fax = >) fade. 
EART SOW EYER. 对 于 连续 函数 他 还 断言 @ 
Fal Lor wde = f Zaz. 


Cauchy 的 著作 鼓舞 了 Abel. Abel 在 1826 年 从 巴黎 写 给 他 原 
先 的 老师 Holmboé 的 信 急 中 说 ,Cauchy" 是 当今 懂得 应 该 怎样 对 
待 数学 的 人 . "在 那 一 年 @ Abel 研究 了 m 和 复 的 z 的 二 项 级 数 
Lt me + 0r D a mon Tm 2 a y, 


的 收敛 区 域 . 他 对 以 前 没有 人 去 研究 这 个 最 重要 的 级 数 的 收敛 性 
表示 惊讶 . 他 首先 证 明 级 数 
fla) = vú +a t+ væ + 

(其 中 v 是 常数 而 a 是 正 实数 ) 如 果 对 a 的 一 个 值 8 收敛 , 则 级 数 
对 a 的 每 个 较 小 的 值 也 收敛 ,而 且 当 a 小 于 等 于 8 时 ,对 于 趋 于 0 
f^ 8, f(a By T. f(a). 最 后 一 部 分 说 一 个 对 于 变量 a 小 于 等 于 6 
收敛 的 么 级 数 是 变量 的 连续 函数 ， 

Abel 在 1826 年 的 同一 篇 论文 中 @ 改 正 了 Cauchy 关于 连续 
函数 的 一 个 收敛 级 数 的 和 一 定 连续 的 错误 . 他 给 出 了 例子 


sin2z ，Sin 3 


(2) sin z — 3 t 3 


1823, Œuvres, (2),4,237. 

Exercices de mathématiques, 2, 1827 = Œuvres, (2),7,160. 
Œuvres, 2,259. 

Jour. für Math. , 1,1826, 311 ~ 339 = Œuvres, 1,219— 250. 
CEuvres, 1,224. 
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虽然 (2) 的 每 一 项 都 是 连续 的 ,但 是 , 当 x = (2n 十 1)x 而 n 是 整数 
时 ,(2) 是 不 连续 的 @. 然后 他 用 一 致 收敛 的 思想 正确 地 证 明了 连 
续 函 数 的 一 个 一 致 收敛 级 数 的 和 在 收敛 区 域内 部 是 连续 的 . Abel 
没有 从 中 把 一 致 收敛 的 性 质 抽调 出 来 . 


级 数 Dw) 的- 致 收敛 概念 要 求 对 任意 给 定 的 e, 存 在 N, 使 


得 对 所 有 的 n> N, 对 某 个 区 间 上 的 一 切 x 都 有 | SCa)- 932 


«e Sx) 当然 就 是 级 数 的 和 . 这 个 概念 本 身 为 一 个 第 一 流 的 数学 物 
理学 家 Stokes 清楚 地 认识 @ ,而 且 也 为 Philipp L. Seidel(1821—1896) 
独立 地 认识 号 .两 个 人 都 没有 给 出 确切 的 系统 阐述 . 倒 不 如 说 他 们 两 
人 指出 了 ,如 果 连 续 函 数 的 一 个 级 数 的 和 在 x = ty 点 不 连续 , 则 在 x 
附近 有 一些 zx 值 ,使 得 级 数 在 这 些 点 上 任意 慢 地 收敛 . 他 们 也 没有 指 
出 需要 一 致 收敛 性 去 验证 级 数 逐 项 积分 的 合法 性 . 事实 上 , Stokes 接 
受 了 Cauchy 的 逐 项 积分 的 用 法 外 . Cauchy 最 后 还 是 认识 到 ,为 了 断言 
连续 函数 的 级 数 的 和 一 定 连续 ,需要 一 致 收敛 性 名 , 但 即使 是 Cauchy, 
在 当时 也 未 看 出 他 自己 在 使 用 级 数 的 逐 项 积分 中 的 错误 ， 
实际 上 Weierstrass© 早 在 1842 年 就 有 了 一 致 收敛 的 概念 . 他 无 
意 中 重 复 了 Cauchy 关于 一 阶 常 微分 方程 的 舌 级 数 解 的 存在 定理 . 在 
此 定理 中 ,他 断言 级 数 一 致 收敛 . 因而 构成 复 变量 的 解析 函数 . 大 约 在 
同一 时 期 , Weierstrass 利用 一 致 收敛 的 概念 ,给 出 了 级 数 逐 项 积分 和 


D SURE LERË — e a nc AY Fourier 展开 , 因此 这 个 级 数 表 示 周 期 函数 ， 
在 每 个 2x KROME. TOROS x WATE (n+ In 时 级 数 收敛 到 -> ,而 当 工 从 右 


边 趋 于 Ont Dr 时 级 数 收敛 到 一 地 ， 


@ Tans, Camb, Phil. Soc. , 85,1848, 533 ~ 583 = Math. and Phys. Papers, 1,236 
7-313. 
Abh. der Bayer. Akad. der Wiss. , 1847/1849 ,379~394. 
Papers, 1,242,255,268 和 283. 
Comp. Rend. , 36,1853, 454 ~ 459 = Gres , (1),12,30— 36. 
Werke, 1,67-~85. 
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在 积分 号 下 求 微分 的 条 件 . 

通过 Weierstrass 周围 的 学 生 , 人 们 知道 了 一 致 收敛 的 重要 
性 . Heine 在 一 篇 关于 三 角 级 数 的 论文 中 强调 了 这 个 概念 了 . Hei- 
ne 也 许 已 经 通过 Georg Cantor 了 听 到 了 这 个 思想 , Cantor 曾 在 柏 
林学 习 , 然 后 在 1867 年 去 Halle, 在 那里 他 是 一 个 数学 教授 . 

Weierstrass 在 当中 学 教师 期 间 , 还 发 现在 实 轴 的 一 个 闭 区 间 
土 连续 的 任何 函数 可 以 表 为 这 个 区 间 上 的 绝对 一 致 收敛 的 多 项 式 
级 数 . Weierstrass 的 结论 ,对 多 变量 函数 也 对 . 这 个 结果 外 引起 人 
们 极 大 的 兴趣 ,在 19 世纪 的 最 后 四 分 之 一 年 代 中 ,建立 了 这 个 结 
果 的 许多 推广 ,推广 到 用 一 个 多 项 式 级 数 或 用 一 个 有 理 函 数 级 数 
来 表示 复 变 函数 . 

人 们 曾 假 定 级 数 的 项 是 可 以 任意 地 重新 排列 的 . 1837 年 
Dirichlet 在 一 篇 论文 中 证 明了 ,对 于 一 个 绝对 收敛 的 级 数 , 人 们 可 
以 组 合 或 重新 排列 它 的 项 而 不 改变 级 数 的 和 . 他 还 给 出 例子 说 明 ， 
任何 一 个 条 件 收敛 的 级 数 的 项 可 以 重新 排列 而 使 级 数 的 和 不 相同 . 
Riemann 在 1854 年 写 的 一 篇 论文 ( 见 下 文 ) 中 证 明了 ,适当 重 排 级 数 
的 项 可 以 使 级 数 的 和 等 于 任何 给 定 的 数值 .从 1830 年 代 直到 19 世 
纪 末 ,许多 第 一 流 的 数学 家 推导 了 无 穷 级 数 收敛 的 很 多 判别 法 则 . 


6. Fourier 级 数 
我 们 知道 ,Fourier 的 工作 表明 ,广泛 的 一 类 函数 可 以 用 三 角 级 数 
来 表示 . 找 出 函数 具有 收敛 Fourier 级 数 的 确切 条 件 的 问题 尚未 解决 . 


© Jour, für Math. , 71,1870,353~365. 

®© Sitzungsber. Akad. Wiss. zu Berlin, 1885,633~639, 789 ~ 905 = Werke, 
3,1-—37. 

@ Abh. König. Akad. der Wiss. , Berlin,1837, 45 ~ 81 = Werke, 1, 313 ~ 342 一 
Jour. de Math, , 4,1839, 393—422. 
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Cauchy 和 Poisson 的 努力 没有 得 到 结果 . 

Dirichlet 在 1822 年 到 1825 年 期 间 在 巴黎 会 见 Fourier 之 后 ,对 
Fourier 级 数 产生 了 兴趣 . 在 一 篇 基本 的 论文 4 关于 三 角 级 数 的 收敛 性 》 
(Sur la convergence des séries trigonométriques) HO Dirichlet 给 出 了 
代表 一 个 给 定 f(x) 的 Fourier RAER RAAR FC) RS 98— 
组 充分 条 件 . Dirichlet 给 出 的 证 明 ,是 对 Fourier 在 其 《 热 的 解析 理论 》 
的 末尾 几 节 中 草拟 的 证 明 的 改进 . ARAR f(z), 它 或 者 是 以 2x 为 
周期 的 ,或 者 是 在 区 间 [ 一 *, x] 上 给 定 而 且 在 每 一 个 从 [一 *, IEE 
或 往 右 的 长 为 2x 的 区 间 土 定义 为 周期 的 . Dirichlet 的 条 件 是 : 

(a) f(x) eS A. 

(b) f(x) 是 分 段 连续 的 ; 即 在 ( 闭 的 ) 周 期 内 只 有 有 限 多 个 间 
Wr a. 

(c) f(x) 是 分 段 单调 的 ; 即 在 一 个 周期 内 只 有 有 限 多 个 最 大 
值 和 最 小 值 . 

在 基本 周期 的 不 同 部 分 f(x) 可 以 有 不 同 的 解析 表示 . 

Dirichlet 的 证 明 方法 是 ,直接 求 n 项 的 和 并 研究 当 n 趋 于 无 
穷 时 会 出 现 什么 情况 . 他 证 明 :; 对 于 任 给 的 x 值 ,只 要 f(x) 在 该 
处 连续 , 则 级 数 的 和 就 是 f(r), WR fc) EK x 处 不 连续 , 则 级 
pme LEONo 


f£ Dirichlet 的 证 明 中 , at A o ie 24 y 无限 增 加 时 积分 


| fG) SIN AL dr, a0, 
0 sin x 


MC Sn dr, b>a>o 
的 极限 值 . 这 些 积分 至 今 还 叫做 Dirichlet 积分 . 
与 此 工作 相关 联 , Dirichlet 给 出 了 一 个 在 有 理 点 上 取 值 为 ¢ 


(D Jour, fiir Math,, 4,1829, 157 — 169 = Werke , 1,117~132. 
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而 在 无 理 点 上 取 值 为 4 的 函数 (第 2 T). 他 曾 希 望 推广 积分 的 概 
念 使 得 更 大 一 类 函数 仍 可 表 为 收敛 到 该 函数 的 Fourier 级 数 ,但 
是 刚才 提 到 的 特殊 函数 就 打算 作为 一 个 不 能 包括 在 一 类 更 广 积分 
概念 中 的 例子 ， 

Riemann 有 一 段 短 时 间 曾 在 柏林 在 Dirichlet 的 指导 下 进行 
研究 工作 ,而 且 对 Fourier 级 数 产 生 了 兴趣 . 1854 年 在 格 ] 根 在 他 
为 取得 大 学 教授 资格 而 写 的 论文 4 试用 短文 》( Habilitations 
schrift) PUA ABO, (Fl — fü ORK HA PR BW) (Uber die 
Darstellbarkeit einer Function durch einer trigonometrische 
Reihe) ,文章 的 目的 是 要 找 出 函数 f(x) 4 UTR AE B) FR E fte 
区 间 [ 一 xz， zj] 中 的 一 点 zz 处 (x) 的 Fourier UBI SX $8. f(x). 

Riemann 曾 证 明了 基本 定理 :如 果 f(x) 在 [一 x, x] 上 上 有 界 且 
可 积 , 则 Fourier 系数 
(3) a, 一 LP ”Alz)eos nrdzr, b, = LF fr)sin nr dx 
当 ” 趋 于 无 穷 时 趋 于 零 . 定理 还 表明 有 界 可 积 的 jz) 的 Fourier 
级 数 在 [一 x, "1 中 的 一 点 处 的 收敛 性 只 依赖 于 f(z) 在 该 点 邻 域 
中 的 特性 . 但 是 寻求 f(x) 的 Fourier 级 数 收敛 到 它 自己 的 必要 而 
又 充分 的 条 件 的 问题 依旧 没有 解决 . 

Riemann 开辟 了 另 一 个 研究 路 子 . 他 研究 三 角 级 数 ,但 个 需要 
根据 公式 (3) 来 确定 Fourier 系数 . 他 从 级 数 
(4) Sraysin ne + + Dy bacos nx 
出 发 并 定义 

Ay = lp. A.(x) = a,sin nx + b cos nz. 


2 
于 是 级 数 (4) 等 于 E 
f(x) = dj AG). 


© Abh. der Ges. der Wiss. zu Gött. , 13,1868,87 —132 —Werke , 227 — 264, 
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当然 f(x) 只 对 级 数 收 敛 的 那些 x 值 才 有 一 个 值 .我 们 用 只 来 表 
不 级 数 本 身 . 0 的 项 对 一 切 z 或 对 某 个 z 可 以 趋 于 零 . Riemann 分 
别 讨 论 了 这 两 种 情形 ， 
如 果 a, Fb, 趋 于 零 , 则 2 的 项 对 一 切 z 趋 于 零 . 令 F(x) 是 
函数 
Ae ere A, 


2 
F(z) — Cc CA > 一气 Ae. 


它 是 接连 对 0 逐 项 积分 两 次 而 得 到 的 . Riemann 证 明了 F(x) 对 
一 切 工 收敛 而 且 关 于 xz 连续 . 这 时 下 (z) 本 身 就 能 积分 . Riemann 
证 明了 关于 F(z) 的 一 系列 定理 ,这 些 定理 转 而 导致 使 一 个 形 如 
(4) 的 级 数 收敛 到 一 个 周期 为 2x 的 给 定 函 数 的 必要 充分 条 件 . 然 
后 他 给 出 了 三 角 级 数 (4)( 其 中 当 n 趋 于 co 时 w Mo, 仍 趋 于 0) 在 
z 的 一 个 特殊 值 处 收敛 的 充 要 条 件 ， 

其 次 他 考虑 了 另 一 情形 , 即 limA, KAT x 的 情形 ,并 且 给 
了 在 x 的 特殊 值 处 级 数 Q 收敛 的 条 件 和 在 特殊 值 zx 处 的 收敛 判 
别 法 . 

他 还 指出 ,可 以 积分 的 f(z) 可 能 没有 Fourier 级 数 表示 . 而 且 
还 存在 这 样 的 不 可 积 函 数 ,级 数 Q 在 任意 接近 的 界限 之 间 的 无 穷 
多 个 z EWE Pea. 最 后 他 指出 ,即使 三 角 级 数 的 a 和 
b, 当 m>co 时 都 不 趋 于 零 ,但 这 级 数 在 一 个 任意 小 的 区 间 中 的 无 
穷 多 个 x EA AK. 

在 Stokes 和 Seidel 引进 了 一 致 收敛 的 概念 之 后 ,Fourier 级 
数 收 敛 的 性 质 进一步 受到 人 们 的 注意 . 从 Dirichlet 时 期 以 来 ,人 
们 已 经 知道 ,级 数 纵然 收敛 ,一 般 也 只 是 条 件 收敛 ,并 且 知 道 ,级 数 
的 收敛 性 依赖 于 正 项 和 负 项 出 现 的 情况 . Heine 在 1870 年 的 一 篇 
论文 中 中 指出 ,有 办 函数 f(x) 可 以 唯一 地 表示 成 在 [一 *, 81 ERJ 
一 个 三 角 级 数 这 一 结论 ,通常 采用 的 证 明 是 不 完全 的 ,因为 级 数 可 


(D Jour. für Math. , 71,1870,353~365. 
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能 不 一 致 收敛 ,因此 不 能 逐 项 积分 . 这 就 使 人 联想 到 还 可 能 存在 非 
一 致 收敛 的 三 角 级 数 ,而 它 又 确实 表示 一 个 函数 . 而 且 ,一 个 连续 
国 数 有 可 能 表 成 Fourier 级 数 ,而 这 个 级 数 可 以 不 一 致 收敛 . 这 些 
问题 引起 了 一 系列 新 的 研究 ,企图 建立 用 三 角 级 数 表示 一 个 国 数 
的 唯一 性 以 及 研究 其 系数 是 否 一 定 是 Fourier AR. Heine 在 前 面 
提 到 的 论文 中 证 明了 ,满足 Dirichlet 条 件 的 有 界 图 数 的 Fourier 
级 数 , 在 区 间 [ 一 x, zj] 中 去 掉 函 数 间 断 点 的 任意 小 邻 域 后 剩 下 的 
部 分 ,是 一 致 收敛 的 . 而 在 这 些 邻 域 中 ,收敛 一 定 是 不 一 致 的 . 然后 
Heine 证 明 :如果 表 示 一 个 函数 的 三 角 级 数 具 有 上 述 的 一 致 收敛 
性 ,那么 级 数 是 唯一 的 ， 
关于 唯一 性 的 第 二 个 结果 ,等 价 于 下 述 陈 述 :如 果 形 如 


(5) S+ 24 (ancos nx + bysin nz) 


的 三 角 级 数 是 一 致 收敛 的 ,而 且 在 收敛 的 地 方 , 即 除去 一 个 有 限 点 
集 忆 外 ,都 是 零 , 则 系数 全 为 零 , 因 而 当然 在 整个 [一 r，rj 上 级 数 
HAS (PHL). 

与 三 角 级 数 和 Fourier 级 数 的 唯一 性 有 关 的 问题 引起 了 Can- 
tor 的 兴趣 ,他 研究 了 Heine 的 工作 . Cantor 是 从 寻找 盘 数 的 三 角 
级 数 表示 的 唯一 性 的 判别 准则 开始 他 的 研究 工作 的 . 他 证 明 中 了 , 
当 f(x) 用 一 个 对 一 切 z 都 收 伍 的 三 角 级 数 表 示 时 ,就 不 存在 同一 
形式 的 男 一 级 数 , 它 也 对 每 个 工 收 合并 且 代 表 同 一 疝 数 f(x). 在 
另 一 篇 论文 2 中 ,他 给 出 了 上 述 结果 的 一 个 更 好 的 证 明 ， 

他 证 明 的 唯一 性 定理 可 以 重新 叙述 为 :如 果 对 于 一 切 z, 有 一 
个 收敛 的 三 角 级 数 表示 零 , 则 系数 a, Ms, 都 是 零 . 后 来 , Cantor 
在 1871 年 的 论文 中 证 明了 ,即使 在 有 限 个 xz dA EE SE AE 
仍旧 成 立 . 这 是 Cantor 论述 x 的 例外 值 集 合 (set of exceptional 


D Jour. für Math. , 72,1870, 139 ~ 142 = Ges. Abh. , 80~83, 
© Jour. für Math. , 73,1871, 294 ~ 296 = Ges. Abh. , 84— 86. 
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values) 的 一 系列 论文 中 的 第 一 篇 . 他 把 唯一 性 的 结果 推广 到 允许 
例外 值 是 无 穷 集 的 情形 了 . 为 了 描述 这 种 集合 ,他 首先 定义 ,一 个 
点 是 一 个 点 集 S 的 极限 点 ,如 果 包 含 p 点 的 每 一 区 间 都 包含 S 
的 无 穷 多 个 点 . 然后 他 引进 了 点 集 的 导 集 的 概念 , 它 是 由 原点 集 的 
全 部 极限 点 构成 的 .于 是 就 有 第 二 导 集 , 即 导 集 的 导 集 ,等 等 . 如 果 
一 个 给 定 集合 的 第 n 个 导 集 是 一 个 有 限 点 集 ,那么 就 说 该 给 定 集 
合 是 属于 第 类 的 或 第 x 阶 的 (或 者 说 属于 第 一 种 的 ). 关于 一 个 
函数 在 区 间 [ 一 x, x] 上 能 否 有 两 个 不 同 的 三 角 级 数 表 示 ,或 者 零 
是 否 可 以 有 非 零 的 Fourier 表示 的 问题 ,Cantor 最 终 的 回答 是 :如 
果 在 该 区 间 上 除去 第 一 种 点 集 外 (在 这 些 点 上 级 数 的 性 质 什么 也 
不 知道 ) ,对 于 一 切 xz, 三 角 级 数 之 和 为 零 , 则 级 数 的 所 有 系数 必须 
WE. 在 1872 年 的 这 篇 论文 中 ,Cantor 葛 定 了 点 集 论 的 基础 ,我 
们 将 在 后 一 章 中 讨论 .在 19 世纪 末 和 20 世纪 初 有 许多 别 的 数学 
家 从 事 于 唯一 性 问题 的 研究 台 , 

在 Dirichlet 的 研究 工作 之 后 的 大 约 50 年 中 间 , 人 们 都 相信 
在 [一 x, xj 上 的 任何 一 个 连续 函数 的 Fourier 级 数 都 收敛 到 该 函 
数 . 但 是 Du Bois-Reymond? 给 出 了 (一 x, x) 上 的 一 个 连续 水 数 ， 
其 Fourier 级 数 在 一 个 特定 点 上 并 不 收敛 的 例子 . 他 还 选 了 另 一 
个 连续 函数 ,其 Fourier 级 数 在 一 个 到 处 稠密 的 点 集 上 不 收 钱 .在 
1875 年 @ 他 证 明了 ,如 果 形 如 


ao 十 5 (a,cos nz + b sin nz) 
1 


的 三 角 级 数 在 [一 x, r PRAA f(x), 而 且 如 果 f(x) 是 可 积 的 
(tk Riemann 意义 更 一 般 意义 下 的 可 积 性 , 即 f(z) 可 以 在 第 一 种 


(D Math. Ann. , 5,1872, 123 ~ 132 = Ges, Abh. , 92 ~ 102. 
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集合 上 无 界 ), 则 该 级 数 一 定 是 f(x) 的 Fourier 级 数 . 他 还 证 明 
[f O,f£— Riemann 可 积 函 数 的 Fourier 级 数 ,即使 不 是 一 致 收敛 
的 ,也 可 以 逐 项 积分 . 

其 后 有 许多 数学 家 从 事 于 早已 为 Dirichlet 用 一 种 方法 回答 
了 的 问题 的 研究 ,这 个 问题 就 是 ,要 给 出 国 数 f(x) 具有 收敛 到 
f(x) 的 Fourier 级 数 的 充分 条 件 . 有 几 个 结果 是 经 典 的 . Jordan 
用 他 所 引进 的 有 界 变 差 函 数 的 概念 给 了 一 个 充分 条 件 台 . fx) 
在 [a, b] LAR, MS aSo, 215°, tray x 二 5 是 这 个 区 间 的 
一 种 划分 . 令 ys. is tts ve Ya 是 f(x) 在 这 些 点 上 的 值 . 则 对 
每 一 个 划分 

2 Ora —y,) = f(b) — fla), 


n—l 
S t 表示 Mi»a-»l. 
0 


XI La, 6]89 8E — RARI UB — A t 当 对 应 于 [a, 6] 的 所 有 划分 方 
式 ,和 数 上 有 一 个 上 界 时 , 则 了 就 定义 为 在 [e, 6] 上 是 有 界 变 差 的 . 

Jordan 的 充分 条 件 说 的 是 :可 积 函 数 f(x) 的 Fourier 级 数 在 
那样 一 些 点 上 收敛 到 


二 LA(z 十 0) + f(z—0)], 


这 些 点 各 有 一 个 邻 域 ,使 f(x) 在 该 邻 域 中 是 有 界 变 差 的 ®@, 

19 世纪 60 和 70 年 代数 学 家 们 还 考察 了 Fourier 系数 的 性 
质 ,在 所 得 到 的 许多 重要 结果 中 ,有 一 个 就 是 所 谓 的 Parseval 定 
理 (Parseval 是 在 限制 更 严 的 条 件 下 叙述 这 个 定理 的 , 见 第 29 章 
第 3 节 ) ,根据 这 个 定理 ,如 果 f(x) 和 [f(x)]? 是 在 [一 x, x] 上 


D Math. Ann. , 22,1883,260~268. 
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Riemann 可 积 的 , 则 
LP (f(a) Pde = gai ai +88), 
而 且 如 果 SOM g(x) 及 其 平方 Riemann 可 积 , 则 
Ef Aae(a)de = Zasa + 31 (as +L), 
HR as, b, Man, B, 分别 是 f(x) 和 g(x) 的 Fourier AR. 


7. 分 析 的 状况 

Bolzano, Cauchy, Weierstrass 和 其 他 人 的 工作 给 分 析 提 供 
了 严密 性 . 这 些 工作 把 微 积 分 及 其 推广 从 对 几何 概念 、 运 动 和 直觉 
了 解 的 完全 依赖 中 解放 出 来 . 这 些 研究 一 开始 就 造成 了 巨大 的 又 
动 . 在 一 次 科学 会 议 上 ,Cauchy 提出 了 级 数 收敛 性 的 理论 ,会 后 
Laplace 急忙 赶 回 家 并 隐居 起 来 ,直到 他 查 完 他 的 《天 体力 学 》 
(Mécanique ctleste) 中 所 用 到 的 级 数 . 幸亏 书 中 用 到 的 每 一 个 级 数 
ERAH. 当 Weierstrass 的 工作 通过 他 的 讲演 为 人 们 所 知道 
时 ,其 影响 甚至 更 为 显著 . 把 Jordan 的 《分 析 教 程 》( Cours 
d'analyse ) Æ — hh (1882—1887 ) E Æ — 5 (1893—1896) .第 三 版 
(3 卷 ,1909 一 1915) 进 行 比 较 , 就 可 以 看 出 严密 性 的 改进 . 许多 其 
他 的 专题 论文 体现 了 新 的 严密 性 . 

分 析 的 严密 化 并 不 证 明 就 是 基础 研究 的 终结 . 首先 ,所 有 的 研 
究 工作 实际 上 都 是 以 承认 实数 系 为 先决 条 件 的 ,而 实数 系 仍然 是 
没有 条 理 的. 我 们 将 看 到 Weierstrass 在 19 世纪 40 年 代 就 考虑 了 
无 理 数 的 问题 , 除 他 之 外 所 有 其 他 的 人 都 认为 没有 必要 去 研究 数 
系 的 逻辑 基础 . 看 来 即使 是 最 大 的 数学 家 们 都 必须 逐步 发 挥 他 们 
的 才智 方 能 了 解严 密 性 的 需要 . 关于 实数 系 的 逻辑 基础 方面 的 工 
作 不 久 就 跟着 开展 起 来 了 ( 见 第 41 C). 
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连续 函数 可 以 没有 导数 ,不 连续 函数 可 以 积分 ,这 些 发 现 ,以 
及 由 Dirichlet 和 Riemann 关于 Fourier 级 数 方面 的 工作 清楚 地 显 
示 了 对 不 连续 函数 的 新 的 见解 ,还 有 对 函数 的 间断 性 的 种 类 和 程 
度 的 研究 ,使 数学 家 们 认识 到 ,函数 的 精确 研究 扩充 了 微 积分 中 以 
及 分 析 的 通常 分 支 中 用 到 的 函数 ,在 这 些 分 支 中 可 微 性 的 要 求 通 
常 限 制 了 函数 类 . 对 函数 的 研究 在 20 世纪 继续 进行 着 ,结果 产生 
了 数学 的 一 个 新 分 支 , 就 是 所 谓 的 实 变 函数 论 ( 见 第 44 章 ). 

和 数学 中 的 一 切 新 运动 一 样 ,分 析 的 严密 化 不 是 没有 齐 到 反 
对 . 关于 是 否 应 该 从 事 分 析 的 改进 就 有 许多 争论 . 引进 来 的 独特 的 
函数 被 攻击 为 奇怪 而 无 意义 的 函数 .古怪 的 函数 .也 许 比 较 复杂 却 
也 不 比 幻 方 更 重要 的 数学 游戏 . EE a IUE — FEE S EAE 
项 数 的 不 健康 部 分 ,而 且 还 被 认为 在 纯粹 和 应 用 数学 的 重要 问题 中 
是 不 会 出 现 的 . 违反 了 公认 为 是 完美 的 法 则 的 这 些 新 的 函数 ,被 看 
作 是 无 秩序 和 混乱 的 标志 ,而 这 种 无 秩序 和 混乱 是 对 以 前 形成 的 秩 
序 和 协调 的 嘲笑 . 现在 为 了 叙述 一 个 正确 的 定理 必须 加 上 的 许多 前 
提 , 被 认为 是 学 究 式 的 ,破坏 了 18 世纪 古典 数学 的 优美 ,用 Du 
Bois-Reymond 的 话 来 说 ,这 种 优美 * 就 像 在 天 堂 里 一 样 人 们 对 
这 些 新 的 函数 的 琐碎 细节 感到 不 满 ,因为 它们 掩盖 了 主要 的 思想 . 

尤其 是 Poincaré 怀疑 这 种 新 的 研究 . 他 说 中: 


慑 辑 有 时 候 产生 怪物 . 半 个 世纪 以 来 我 们 已 经 看 到 了 一 
大 推 离奇 古怪 的 函数 ,它们 被 弄 得 仿 来 您 不 像 那些 能 解 
决 问题 的 真正 的 函数 . 多 一 点 连续 性 或 少 一 点 连续 性 ,多 
几 阶 导数 ,如 此 等 等 . 诚然 ,从 逻辑 的 观点 看 来 ,这 些 陌生 
的 函数 是 最 一 般 的 ; 另 一 方面 ,不 用 去 找 就 碰 到 的 函数 以 
及 遵从 简单 规律 的 函数 却 是 一 种 特殊 情形 ,这 种 情形 仅 


(D L'Enseignement mathématique , 1,1899, 157 ~ 162 = Œuvres , 2,129~134. 
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只 是 函数 中 很 小 的 一 角 . 
过 去 人 们 为 了 一 个 实际 的 目的 而 创造 一 个 新 的 函 
数 ;今天 人 们 为 了 说 明 先 辈 在 推理 方面 的 不 足 而 故意 造 
出 这 些 函 数 来 ,而 从 这 些 函 数 所 能 推出 来 的 东西 也 就 是 
仅 此 而 已 . 


Charles Hermite 在 给 Stieltjes 的 一 封 信 中 说 :我 怀 着 惊恐 
的 心情 对 不 可 导 函 数 的 令 人 痛惜 的 祸害 感到 厌恶 .” 

Du Bois-ReymondO 表达 了 男 一 种 不 同 的 意见 . 他 担心 分 析 
的 算术 化 会 使 分 析 和 几何 从 而 也 和 直观 以 及 物理 思考 脱离 开 ,这 
就 使 分 析 变 成 一 种 “简单 的 符号 游戏 ,在 那里 所 写 下 的 符号 具有 在 
国际 象棋 和 纸牌 游戏 中 的 棋子 所 具有 的 任意 意义 .” 

Abel 和 Cauchy 明显 地 排除 发 散 级 数 引 起 了 最 大 的 争论 . 
Abel 在 1826 425534 Holmboé [ifii rn iO; 


发 散 级 数 是 魔鬼 的 发 明 . 把 不 管 什 么 样 的 任何 证 明 建 立 
在 发 获 级 数 的 基础 之 上 都 是 一 种 耻 每 , 利用 发 散 级 数 人 
们 想 要 什么 结论 就 可 以 得 到 什么 结论 ,而 这 也 是 为 什么 
发 散 级 数 已 经 产生 了 如 此 多 的 廖 论 和 悖 论 的 原因 …… 对 
所 有 这 一 切 我 变 得 异常 关心 ,因为 除 几 何 级 数 外 ,在 全 部 
数学 中 曾 被 严格 地 确定 出 和 的 单个 无 穷 级 数 是 不 存在 
的 . 换 名 话说 ,数学 中 最 重要 的 事情 也 就 是 那些 具有 最 小 
基础 的 事情 . 


但 是 Abel 表示 了 某 种 担心 , 即 这 样 一 来 是 否 忽 视 了 一 种 好 的 思 
想 ,因为 他 在 信 中 继续 写 道 :“ 尽 管 这 种 级 数 是 令 人 非常 惊奇 的 ,但 
它们 中 的 大 多 数 都 是 正确 的 . 我 正 试图 为 这 种 正确 性 寻找 理由 ;这 


(D Théorie générale des fonctions, 1887,61. 
© Œuvres, 2,256. 
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是 一 个 极其 有 趣 的 问题 ."Abel 死 时 很 年 轻 , 并 没有 从 事 这 方面 的 
研究 ， 

Cauchy 对 于 排斥 发 散 级 数 也 有 些 不 安 . 他 在 《4 教程 (1821) 的 
引 论 中 说 :我 曾 被 迫 承 认 各 种 各 样 多 少 有 点 不 幸 的 命题 ,例如 ,发 
散 级 数 不 能 求 和 . "在 1827 年 出 版 的 他 写 于 1815 年 的 关于 水 波 
的 得 奖 论文 所 加 的 注释 中 ,Cauchy 却 不 管 这 个 结论 而 继续 使 用 发 
散 级 数 . 他 决心 去 研究 为 什么 发 散 级 数 被 证 明 这 样 有 用 的 问题 ,而 
且 事 实 上 他 最 终 是 接近 于 认识 到 这 个 原因 的 (第 47 3€). 

法 国 数学 家 采纳 了 Cauchy 的 排除 发 散 级 数 的 做 法 . 但 是 英 
国 和 德国 的 数学 家 没有 这 样 做 . 在 英国 ,剑桥 学 派 求助 于 形式 的 永 
HtA (the principle of permanence of form) ,为 使 用 发 散 级 数 
辩护 (第 32 章 第 1 节 ), 对 于 发 散 级 数 ,这 个 形式 的 永恒 性 原理 首 
先是 由 Robert Woodhouse(1773 一 1827) 使 用 的 . 在 《解析 计算 原 
FE ( The Principles of Analytic Calculation) (1803, p. 3) 中 他 指 
出 ,在 方程 

1 


(6) — = 1trtr te 


l—r 

中 ,等 号 比 之 只 表示 数值 上 相等 ,具有 “更 广泛 的 意义 ”. 因此 无 论 
这 个 级 数 发 散 或 收敛 ,方程 (6) 都 成 立 . 

Peacock 也 应 用 形式 的 永恒 性 原理 对 发 散 级 数 进行 运算 多. 在 
第 267 页 上 他 说 , “这样, 因为 对 于 rx 过 1, 上面 的 (6) 式 成 立 , 于 是 
对 于 -= 1 我们 就 真 的 得 到 了 ce — 1 十 1 十 …. 对 于 7 之 1, 我们 
在 左边 得 到 一 个 负数 ,而 由 于 在 右 端的 项 不 断 增 大 , 故 右 端 比 ce 更 
K. "这 就 是 Peacock 接受 的 结论 . 他 试图 确立 的 论点 是 :对 于 一 切 


,级 数 都 能 代表 工 二 他 说 


(D Mém. des sav. étrangers, 1,1827,3—312; V, Œuvres, (1),1,238,277 ,286. 
@ Report on the Recent Progress and Present State of Certain Branches of 
Analysis, Brit. Assn. for Adv. of Science, 3,1833,185— 352. 
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如 果 认 为 代数 运算 是 一 般 的 ,而 且 认 为 服从 这 种 运算 的 
符号 在 数值 上 没有 限制 ,那么 想 要 回避 发 散 级 数 的 形成 
就 和 回避 收敛 级 数 的 形成 一 样 都 是 不 可 能 的 ;而 且 如 果 
先 不 谈 这 种 级 数 本 身 , 而 把 这 种 级 数 看 做 是 一 些 可 定义 
的 运算 的 结果 ,那么 检查 相继 项 的 数值 之 问 的 关系 就 不 
是 太 重 要 的 事情 了 ,虽然 在 断定 级 数 收敛 或 发 散 时 这 样 
做 或 许 是 必要 的 ;因为 在 这 些 情形 下 ,必须 认为 这 些 级 数 
是 它们 的 母 函数 的 等 价 形式 ,就 这 些 运算 的 目的 来 说 ,可 
以 认为 它们 具有 等 价 的 性 质 …… 企 图 在 符号 运算 中 排斥 
使 用 发 散 级 数 , 必 将 对 代数 公式 和 运算 的 普遍 性 强加 上 
一 种 限制 ,这 是 完全 违反 科学 精神 的 …… 这 样 做 必 将 导 
致 如 下 的 大 量 而 又 麻烦 的 情形 :几乎 所 有 的 代数 运算 所 
具有 的 大 部 分 确定 性 和 简单 性 都 被 剥夺 了 . 


Augustus De Morgan Atk Peacock 更 准确 更 有 意识 地 知 
道 发 散 级 数 中 的 困难 ,然而 他 还 是 在 英国 学 派 的 影响 之 下 ,而 且 从 
他 不 顾 这 些 困难 而 使 用 发 散 级 数 所 得 到 的 一 些 结果 也 给 人 这 样 的 
印象 .1844 年 他 在 一 篇 尖锐 但 混乱 的 论文 《发 散 级 数 》 中 中 以 这 样 
的 话 开始 :“ 我 相信 本 文 的 标题 一 般 是 可 以 接受 的 ,这 个 标题 描述 
了 还 保留 着 初等 性 质 ( 特 征 ) 的 仅 有 的 主题 ,在 这 方面 ,关于 结果 的 
绝对 正确 或 错误 ,数学 家 之 间 存 在 着 严重 的 分 歧 . ”De Morgan 的 
这 种 见解 ,他 早 在 他 的 《微分 和 积分 计算 》(Differential and Inte- 
gral Caulcus)% 中 就 已 经 宣布 了 : “代数 的 历史 向 我 们 表明 ,没有 
什么 事情 是 比 排斥 自然 出 现 的 方法 更 没有 根据 了 ,排斥 这 种 方法 
的 理由 是 在 一 个 或 几 个 显然 正确 的 情形 中 由 于 使 用 了 这 种 方法 而 
导致 错误 的 结论 . 这 就 告诉 我 们 要 小 心 使 用 但 不 应 该 拒绝 这 种 方 


@ Trans. Camb. Philo. Soc. , 8, Part [| ,1844,182~203,1849 出 版 . 
®© London, 1842,p. 566, 


7. 分 析 的 状况 37 N 


法 ;如 果 宁 愿 拒绝 而 不 是 小 心 使 用 的 话 ,那么 负 量 ,尤其 是 它 的 平 
TIR ,就 会 成 为 代数 进步 的 一 个 有 力 的 障碍 …… 而 且 甚至 发 散 级 
数 的 拒绝 者 们 所 毫 不 担心 地 涉及 的 那些 巨大 的 分 析 领 域 也 就 不 会 
有 那么 多 发 现 ,更 会 缺少 优美 而 永久 的 发 现 …… 我 在 反对 一 本 在 
我 看 来 是 故意 终止 发 现 的 进展 的 教科 书 时 ,所 采取 的 座右铭 包含 
在 一 个 词 和 一 个 符号 中 一 一 记 住 VY 一 1. "他 区 分 一 个 级 数 的 算术 
意义 和 代数 意义 . 代数 意义 在 一 切 情况 下 总 成 立 . 为 了 解释 由 于 使 
用 发 散 级 数 而 造成 的 某 些 错误 结论 ,他 在 1844 年 的 论文 中 (p. 
187) 说 ,积分 法 是 一 个 算术 运算 而 不 是 一 个 代数 运算 ,因此 在 没有 
对 发 散 级 数 进行 进一步 思考 的 时 候 不 能 对 它 进行 积分 .但 是 从 y 
三 1 十 ry 出 发 ,并 在 右 端 用 1 十 ry 去 代替 y ,并 这 样 不 断 地 做 下 去 
而 导出 的 


1 二 1] 十 rr 十 产 十 … 
l—r 


却 因为 它 是 代数 的 而 为 Morgan 所 接受 . 类 似 地 ,从 z = 1+ 22 得 
到 z 二 1 十 2 十 4 十 …. 因此 一 1=1 十 2 十 4 十 … 也 是 对 的 . 他 接 
受 那个 时 代 的 三 角 级 数 的 全 部 理论 ,但 如 果 有 人 给 出 一 个 1 一 1 十 
1 一 1 十 … 不 等 于 却 的 例子 ( 见 第 20 章 ) ,他 就 会 要 拒绝 这 种 理论 ， 

为 了 采用 发 散 级 数 ,另外 有 许多 杰出 的 英国 数学 家 给 出 了 其 
他 种 种 辩护 ,有 些 辩 护 回 到 了 Nicholas Bernoulli 的 一 种 论证 (第 
20 章 第 7 节 ) , 即 级 数 (6) 包 含 一 个 余 项 "或 二 一 . 这 是 必须 考 
虑 到 的 ( 音 然 他 们 没有 措 出 怎样 考虑 ). 另外 一 些 数学 家 说 :一 个 发 
散 级 数 在 代数 上 是 真 的 而 在 算术 上 是 假 的 . 

基 些 德国 数学 家 用 的 是 和 Peacock 一 样 的 论证 ,虽然 他 们 用 
的 是 不 同 的 言词 ,诸如 语法 的 运算 是 和 算术 的 运算 相对 立 的 ,或 说 
文字 的 运算 和 数字 的 运算 是 对 立 的 . Martin Ohm 说 :“ 用 一 个 无 


(D Aufsätze aus dem Gebeit der höheren Mathematik( 高 等 数学 领域 短文 集 ,1823)， 
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穷 级 数 (把 任何 收敛 或 发 散 的 问题 放 在 一 边 ) 去 表示 一 个 表达 式 是 
完全 合适 的 ,如 果 人 们 能 够 肯定 已 经 有 了 级 数 展开 的 正确 规律 的 
话 . 仅 当 级 数 收敛 时 人 们 才能 说 一 个 无 穷 级 数 的 值 . "在 德国 拥护 
发 散 级 数 的 论证 ,持续 进行 了 几 十 年 . 

虽然 为 了 级 数 的 利益 而 提出 的 许多 论证 或 许 是 牵强 附会 的 ， 
但 是 为 使 用 发 散 级 数 所 作 的 辩护 却 远 非 表面 看 来 那样 思春 . 首先 ， 
在 整个 18 世纪 的 分 析 中 很 少 注意 严密 性 或 证 明 ,而 且 因为 所 得 到 
的 结论 几乎 总 是 正确 的 ,这 样 做 是 可 以 接受 的 . 因此 数学 家 们 就 变 
得 习惯 于 不 严密 的 程序 和 论证 . 更 确 当 些 ,可 以 说 许多 概念 和 运 
算 , 例 如 复数 ,曾经 造成 困 容 ,但 在 被 充分 了 解 之 后 仍 被 证 明 是 正 
确 的 . 因此 数学 家 们 就 想到 , 当 人 们 获得 了 对 发 散 级 数 的 一 个 比较 
好 的 了 解 时 ,使 用 发 散 级 数 的 困难 也 将 会 得 到 漆 清 ,因而 发 散 级 数 
也 将 被 证 明 为 合法 的 . 此 外 对 发 散 级 数 进行 运算 ,常常 与 分 析 中 其 
他 几乎 没有 弄 懂 的 运算 一 一 诸如 交换 极限 次 序 .不 连续 函数 的 积 
分 和 无 穷 区 间 上 的 积分 一 一 混在 一 起 ,这 就 使 发 散 级 数 的 捍卫 者 
们 能 以 坚持 把 由 于 用 了 发 散 级 数 而 造成 的 错误 结论 归咎 于 别 的 困 
难 的 原因 . 

一 个 也 许 成 了 定论 的 见解 是 : 当 一 个 解析 函数 在 某 个 区 域内 
Xm — 1 38 RIN (Weierstrass 把 它 叫 做 一 个 元 素 ) ,这 个 级 数 
确实 具有 函数 的 “代数 的 ?或 “语法 的 性质, 而 且 在 超出 元 素 的 收 
敛 区 域 时 仍然 有 这 种 性 质 . 解析 开拓 的 程序 就 用 了 这 一 事实 . 实际 
上 ,在 发 散 级 数 的 概念 中 确实 具有 使 发 散 级 数 成 为 可 用 的 有 根据 
的 数学 实质 . 但 是 认识 这 种 实质 并 且 最 终 接 受 发 散 级 数 ,还 必须 等 
待 无 穷 级 数 的 新 的 理论 (第 47 章 ). 


参考 书目 
Abel, N. H. ; Œuvres complètes, 2 vols. , 1881,Johnson Reprint Corp. , 1964. 


Abel, N. H. : Mémorial publié à l'occasion du centenaire de sa ncissance, Jacob Dyb- 


参考 书目 39 NN 


wad, 1902. Letters to and from Abel. 

Bolzano, B. : Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwei Wer- 
then , die ein entgegengesetztes Resultat gewähren , wenigstens eine reele Wurzel 
der Gleichung liege, Gottlieb Hass, Prague, 1817 = Abh. Kónigl. Bohm. Ges. 
der Wiss. , (3),5,1814— 1817, pub. 1818 = Ostwald’s Klassiker der exakten 
Wissenschaften :3153,1905,8— 43 ,未 包含 在 Bolzano 的 Schriften 中 ， 

Bolzano, B. ; Paradoxesof the Infinite, Routledge and Kegan Paul, 1950. 包含 Bolza- 
no 工作 的 一 个 概述 . 

Bolzano, B. : Schriften, 5 vols. , Königlichen Böhmischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften, 1930~1948. 

Boyer, Carl B. ; The Concepts of the Calculus, Dover (reprint), 1949, Chap. 7. 

Burkhardt, H. : “Uber den Gebrauch divergenter Reihen in der Zeit von 1750~ 1860" , 
Math. Ann. , 70,1911,169— 206. 

Burkhardt, H. : “Trigonometrische Reihe und Integrale”, Encyk. der Math. Wiss. , 
[| A12,819—1354, B. G. Teubner, 1904— 1916. 

Cantor, Georg; Gesammelte Abhandlungen (1932), Georg Olms (reprint), 1962. 

Cauchy, A. L.: Œuvres, (2), Gauthier-Villars, 1897 —1899, Vols. 3 and 4. 

Dauben, J. W. ; "The Trigonometric Background to Georg Cantor's Theory of Sets", 
Archive for History of Exact Sciences, 7,1971,181— 216. 

Dirichlet, P. G. L, ; Werke, 2 vols. , Georg Reimer, 1889— 1897, Chelsea (reprint), 
1969. 

Du Bois-Reymond, Paul; Zwei Abhandlungen über unendliche und trigonometrische 
Reihen (1871 and 1874), Ostwald's Klassiker #185; Wilhelm Engelmann, 1913. 

Freudenthal, H. ; “Did Cauchy Plagiarize Bolzano?" Archive for History of Exact 
Sciences, 7,1971,375— 392. 

Gibson, G. A. ; “On the History of Fourier Series", Proc. Edinburgh Math. Soc. , 
11, 1892/1893, 137—166. 

Grattan-Guinness, I.: "Bolzano, Cauchy and the ‘New Analysis’ of the Nineteenth 
Century", Archive for History of Exact Sciences, 6,1970,372~400, 

Grattan-Guinness, [.: The Development of the Foundations of Mathematical Analy- 
sis from Euler to Riemann , Massachusetts Institute of Technology Press, 1970. 

Hawkins, Thomas W. , Jr. : Lebesgue's Theory of Integration; Its Origins and De- 
velopment, University of Wisconsin Press, 1970, Chaps. 1~3. 


Manheim, Jerome H. ; The Genesis of Point Set Topology, Macmillan, 1964, Chaps. 


M 40 第 40 章 分 析 中 注入 严密 性 
1 一 4. 

Pesin, Ivan N. ; Classical and Modern Integration Theories, Academic Press, 1970, 
Chap. 1, 

Pringsheim, A. ; *Irrationalzahlen und Konvergenz unendlichen Prozesse", Encyk. der 
Math. Wiss. , 1A3,47— 147, B. G. Teubner, 1898— 1904. 

Reiff, R. ; Geschichte der unendlichen Reihen, H. Lauppsche Buchhandlung, 1889; 
Martin Sindig (重印 ),1969. 

Riemann, Bernhard; Gesammelte mathematische Verke ,第 2 版 (1902),Dover( 重 印 )， 
1953, 

Schlesinger, L. ; “Uber Gauss’ Arbeiten zur Funktionenlehre”, Nachrichten König. 
Ges. der Wiss, zu Gött. , 1912, Beiheft, 1— 43, 亦 见 Gauss £ È 105,77 页 以 后 . 

Schoenflies, Arthur M.; “Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfal- 
tigkeiten", Jahres. der Deut. Math. -Verein, , 81,1899,1— 250. 

Singh, A. N. : "The Theory and Construction of Non-Differentiable Functions" , W E. 
W. Hobson; Squaring the Circle and Other Monographs , Chelsea( 重印 ) ,1953. 

Smith, David E. : A Source Book in Mathematics, Dover ( ÆA), 1959, Vol. 1,286 — 
291, Vol. 2,635637. 

Stolz, O. ; “B. Bolzanos Bedeutung in der Geschichte der Infinitesimalrechnung”, 
Math. Ann. , 18,1881,255—279. 

Weierstrass, Karl; Mathematische Werke , 7 卷 , Mayer und Müller, 1894— 1927. 

Young, Grace C. ; “On Infinite Derivatives”, Quart. Jour. of Math. , 47,1916,127— 
175. 


第 41 章 
实数 和 超 限 数 的 基础 


上 帝 创 造 了 整数 ,其 他 一 切 都 是 人 造 的 ， 


Leopold Kronecker 


1. 引 言 

数学 史上 最 使 人 惊奇 的 事实 之 一 ,是 实数 系 的 逻辑 基础 竟 
RE 19 世纪 后 叶 才 建立 起 来 .在 那 时 以 前 ,即使 正 负 有 理 数 与 
无 理 数 的 最 简单 性 质 也 没有 逻辑 地 建立 , 连 这 些 数 的 定义 也 还 
没有 . 复数 的 逻辑 基础 , 那 时 也 才 存 在 不 久 ( 第 32 章 第 1 节 ) ,而 
且 还 是 预先 假定 了 实数 系 而 建立 的 . 鉴于 代数 与 分 析 的 广泛 发 
展 都 用 到 实数 ,而 实数 的 精确 结构 和 性 质 却 没 有 人 考虑 过 ,这 一 
事实 说 明 数 学 的 进展 是 怎样 地 不 合 逻 辑 . 对 于 这 些 数 的 直观 了 
解 ,被 认为 是 适当 的 ,而 数学 家 们 就 满足 于 在 这 样 的 基础 上 进行 
运算 . 

分 析 的 严密 化 促进 了 这 样 的 认识 :对 于 数 系 缺 乏 清 晰 的 理 
解 这 件 事 本 身 非 补救 不 可 . 例如 Bolzano 关于 一 个 连续 函数 在 x 
一 4 为 负 ,在 z 王 2 为 正 ,应 在 < 与 间 z 的 某 个 值 上 为 零 的 证 明 
{第 40 章 第 2 节 ) ,在 一 个 关键 的 地 方 搞 错 了 ,就 是 因为 他 对 实 
数 系 的 结构 缺乏 足够 的 理解 .对 于 极限 的 深入 研究 ,也 说 明 需 要 
理解 实数 系 , 因 为 有 理 数 可 以 有 一 个 无 理 数 作为 极限 ,反之 亦 
然 . Cauchy 不 能 证 明 他 自己 关于 序列 收 敏 准则 的 充分 性 ,也 是 由 
于 他 对 实数 系 的 结构 缺乏 理解 . 对 于 可 用 Fourier 2 Zi Ez H5 ER 
数 的 不 连续 点 的 研究 ,也 揭 出 了 同样 的 缺陷 . 正 是 Weierstrass 首 
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先 指出 ,为 了 要 细致 地 建立 连续 函数 的 性 质 , 需 要 算术 连续 统 的 
理论 ， 

建立 数 系 基 础 的 另 一 个 动机 ,是 想 要 保证 数学 的 真实 性 . 非 
欧 几 何 创造 后 的 一 个 后 果 是 :几何 失去 了 它 的 真实 身份 (第 36 
章 第 8 节 ); 但 是 在 通常 算术 基础 上 建立 的 数学 , 仍 被 认为 在 某 
种 哲学 意义 上 毫 无 疑问 是 真实 的 . 早 在 1817 年 ,Gaussd 在 他 致 
Olbers 的 信 中 曾 把 算术 区 别 于 几何 ,其 理由 就 在 于 他 认为 只 有 
前 者 才 纯 粹 是 先 验 的 . 1830 年 4 H 9 ELE fibi Bessel 的 信 名 中 ， 
他 重复 了 这 样 的 断言 :只 有 算术 的 定律 才 是 必要 而 又 真实 的 . 可 
是 ,足以 排除 对 于 算术 的 真实 性 以 及 建立 在 算术 基础 上 的 代数 
和 分 析 的 真实 性 的 任何 怀疑 的 数 系 基础 ,还 是 没有 建立 起 来 . 

十 分 值得 注意 的 是 ,在 数学 家 们 领会 到 数 系 本 身 必 须 加 以 
剖析 之 前 ,看 来 最 中 肯 的 问题 是 建立 代数 的 基础 ,特别 是 要 解释 
清楚 这 样 的 事实 , 即 人 们 可 以 用 文字 来 代表 实数 与 复数 ,而 且 竟 
可 以 使 用 关于 正 整 数 的 那些 被 认为 正确 的 性 质 来 对 文字 进行 运 
算 . 对 于 Peacock, De Morgan 和 Duncan Gregory 来 说 ,19 世纪 初 
叶 的 代数 只 是 一 些 操作 规程 的 巧妙 而 朴素 的 复合 , 它 具 有 节奏 
但 缺少 理由 ;在 他 们 看 来 ,当时 的 含糊 不 清 的 原因 在 于 代数 基础 
的 不 完善 .我 们 已 经 看 到 这 些 人 是 怎样 处 理 这 个 问题 的 (第 32 
章 第 1 节 ). 19 世纪 后 时 的 人 们 认识 到 ,为 了 分 析 学 ,应 当 更 深 
入 地 考究 ,并 把 整个 实数 系 的 结构 搞 清楚 . 作为 一 个 副产品 ,他 
们 也 就 得 到 了 代数 的 逻辑 结构 ,因为 不 同类 型 的 数 具 有 相同 形 
式 的 性 质 , 这 在 直观 上 是 早已 清楚 的 . 所 以 ,如 果 他 们 能 够 在 牢 
固 的 基础 上 建立 起 这 些 性 质 ,他 们 也 就 能 够 把 这 些 性 质 运用 到 
代表 这 些 数 的 文字 上 去 . 


D Werke, 8,177. 
D Werke, 8,201. 
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2. 代数 数 与 超越 数 

19 世纪 中 叶 ,关于 代数 无 理 数 与 超越 无 理 数 的 工作 ,是 朝 着 
更 好 地 了 解 无 理 数 的 方向 跨 进 的 一 步 . 代数 无 理 数 与 超越 无 理 数 
ZAR BE 19 世纪 已 经 完成 了 (第 25 章 第 1 节 ). 对 于 这 个 区 
别 的 兴趣 通过 19 世纪 关于 方程 的 解 的 工作 而 大 大 提高 了 ,因为 这 
个 工作 揭示 了 这 样 的 事实 :并 不 是 所 有 的 代数 无 理 数 都 可 以 通过 
对 有 理 数 进行 代数 运算 而 得 到 . 再 则 ,关于 e 和 究竟 是 代数 数 还 
是 超越 数 的 问题 ,继续 吸引 着 数学 家 们 的 兴 

直到 1844 年 前 ,是 否 存在 任何 超越 数 的 问题 还 没有 解决 ,在 
这 一 年 ,LiouvilleD 证 明 下 述 形 式 的 任何 一 个 数 都 是 超越 数 : 


Ul a2 


10 107! 

其 中 a; 是 从 0 到 9 的 任意 整数 ， 

要 证 明 上 述 结论 ,Liouville 先 证 明了 几 个 关于 用 有 理 数 逼近 

代数 无 理 数 的 定理 . 根据 定义 (第 25 章 第 1 节 ) ,一 个 代数 数 是 满 
足 代数 方程 


a3 


+ 105 


+ ee 


ao” aix") +- Ha, =0 
的 任何 一 个 实数 或 复数 ,其 中 a; 都 是 整数 .一 个 根 叫 做 n 次 代数 
数 , 是 指 它 满足 一 个 n 次 方程 ,但 不 满足 低 于 n KN. FER 
数 数 是 有 理 数 ,它们 都 是 一 次 的 . Liouville 证 明 ,如 果 p/q 是 一 个 
n 次 代数 无 理 数 z 的 任 一 近似 值 , 则 存在 一 个 正 数 M 使 


ie 

q q 
RE p 与 9 > 1 是 整数 . 这 表明 ,对 于 一 个 次 代数 无 理 数 的 任 一 
A BUILD p/4q, 其 精度 必定 达 不 到 M/q". 换 句 话说 ,如 果 工 是 一 个 


@ Comp. Rend. , 18,1844,910~911 与 Jour. de Math. ,(1),16,1851,133~142. 
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n 次 代数 无 理 数 , 则 必 存 在 一 个 正 数 M 使 不 等 式 

de 
M unl p Sq ARH AMAS PR. 因此 ,对 于 一 个 
固定 的 M, 如 果 上 述 不 等 式 对 每 一 个 正 整数 都 有 解 pb/q, 则 工 是 
超越 数 . Liouville 证 明 他 的 那些 无 理 数 是 满足 上 述 最 后 的 条 件 的 ， 
从 而 就 证 明了 他 的 那些 数 都 是 超越 数 . 

在 识别 特殊 的 超越 数 方面 ,其 次 跨 进 的 一 大 步 是 1873 年 
Hermite X F e 是 超越 数 的 证 明 0. 在 得 到 这 个 结果 以 后 , Her- 
mite 写 信 给 Carl Wilhelm Borchardt (1817—1880) H, “RARE 
试 着 证 明 x 的 超越 性 . 如 果 其 他 人 承担 这 项 工作 ,对 于 他 们 的 成 功 
没有 比 我 再 高 兴 的 人 了 ,但 请 相信 我 ,我 亲爱 的 朋友 ,这 必定 会 
他 们 花 去 一 些 力气 .” 

Legendre 早 曾 猜测 x 是 超越 的 (第 25 章 第 1 闻 ). Ferdinand 
Lindemann{ 1852—1939) Œ 1882 年 名 用 实质 上 和 Hermite 没有 什 
么 差别 的 方法 证 明了 这 个 猜测 , Lindemann 指出 ,如 果 z, 
2, c7, x 是 不 相同 的 代数 数 , 实 的 或 复 的 ,而 pis bear Pa E 
不 全 为 零 的 代数 数 , 则 和 数 

pie? + pre? +++ + pe 
不 能 是 0. fp SEE n= 2, pi =1, xs 二 0, 则 可 见 当 zx 是 非 零 
代数 数 时 ,e" 不 能 是 代数 数 . 由 于 zi 可 以 取 成 1,e 是 超越 数 , 现 
在 已 知 es 十 1 一 0, AMA ir 不 能 是 代数 数 . 由 于 两 个 代数 数 的 乘 
积 是 代数 数 ,而 i 是 代数 数 ,所 以 «不 是 代数 数 . x 是 超越 数 的 证 
明 ,解决 了 著名 的 几何 作 图 问题 的 最 后 一 个 项 目 , 因 为 所 有 可 作出 
的 数 都 是 代数 数 . 


@ Comp. Rend, , 77, 1873,18~24,74~79,226~233,285~293 = Œuvres, 2, 
150—181. 
@ Math. Ann. , 20,1882,213— 2295. 
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关于 一 个 基本 的 常数 仍 是 一 个 谜 . Euler 常数 (第 20 章 第 
4) 


2] 
近似 地 是 0.577 216, 4E rr RIE (RAUS. C ER UR] TTE 
中 ,起 着 重要 作用 , 却 至 今 不 知道 它 是 有 理 数 还 是 无 理 数 . 


3. 无 理 数 的 理论 

实数 系 的 逻辑 结构 问题 在 19 世纪 后 时 被 人 正视 . 无 理 数 被 认 
为 是 主要 难点 . 然而 无 理 数 的 意义 与 性 质 的 发 展 预 先 假定 了 有 理 
数 系 的 建立 . 对 无 理 数 理论 的 不 同 的 贡献 者 来 说 ,或 者 认为 有 理 数 
已 为 众 所 确 认 ,无 需 什 么 基础 ,或 者 只 给 出 一 些 匆 促 而 临时 应 付 的 
方案 . 

足够 奇怪 的 是 ,无理 数理 论 的 建立 ,除了 一 个 新 的 观点 外 ,并 
不 需要 什么 别 的 新 的 思想 , Euclid 在 《原本 》 第 五 卷 中 处 理 度量 的 
无 公 度 比 时 , 曾 对 这 种 比 规定 了 等 与 不 等 . 他 的 等 式 的 定义 (第 4 
章 第 5 节 ) 相 当 于 把 有 理 数 mn 分 成 两 类 ,一 类 中 的 mna 是 小 于 
度量 4 56 的 无 公 度 比 ao, 另 一 类 中 的 mn 是 大 于 a/b. Euclid 
的 逻辑 诚然 是 有 缺陷 的 ,因为 他 根本 没有 定义 一 个 不 可 公 度 的 比 . 
再 则 ,Euclid 关于 比 的 理论 的 发 展 ,两 个 无 公 度 比 的 相等 ,只 是 在 
几何 上 可 以 适用 . 尽管 如 此 ,他 确 已 具有 可 以 及 早 用 来 定义 无 理 数 
的 基本 思想 了 . 实际 上 ,Dedekind 确实 利用 了 Euclid 的 工作 ,并且 
明白 承认 了 这 一 点 了 . Weierstrass 也 可 能 为 Euclid 的 理论 所 引 
导 . 然而 ,后 知 总 是 比 先 见 容易 . 因此 容易 解释 ,为 什么 Euclid 思 
想 的 重新 构 型 的 利用 况 延 迟 了 很 久 . 负数 必须 全 部 被 认可 ,然后 才 
能 使 整个 有 理 数 系 成 为 可 用 . 再 则 ,无 理 数 理论 的 需要 必须 被 觉察 


(D Essays, p. 40. 
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到 ,而 这 只 有 当 分 析 的 算术 化 已 经 进行 到 相当 程度 之 后 才 会 发 生 . 

TE 1833 年 与 1835 年 ,于 爱尔兰 皇家 学 会 上 宣读 的 两 篇 论文 ， 
并 以 《代数 学 作为 纯 时 间 的 科学 》(Algebra as the Science of Pure 
Time) 为 题 发 表 的 文章 中 , William R. Hamilton 提出 了 无 理 数 的 
第 一 个 处 理由 . 他 把 他 关于 有 理 数 与 无 理 数 全 体 的 概念 放 在 时 间 
的 基础 上 ,对 于 数学 来 说 ,这 个 基础 是 不 能 令 人 满意 的 (虽然 Kant 
的 许多 追随 者 都 认为 ,这 是 一 个 基本 的 直观 ). 在 提出 有 理 数 的 理 
论 之 后 ,他 引进 了 把 有 理 数 分 成 两 类 的 思想 (这 个 思想 将 在 联系 到 
Dedekind 的 工作 时 更 充分 地 描述 ) ,并 把 这 样 一 个 划分 用 来 定义 
一 个 无 理 数 . 但 他 并 没有 完成 这 个 工作 . 

除了 上 述 未 完成 的 工作 而 外 ,所 有 在 Weierstrass 之 前 引进 无 
理 数 的 人 都 采用 了 这 样 的 概念 , 即 无 理 数 是 一 个 以 有 理 数 为 项 的 
无 穷 序列 的 极限 .但 是 这 个 极限 ,假如 是 无 理 数 ,在 逻辑 上 是 不 存 
在 的 ,除非 无 理 数 已 经 有 了 定义 . Cantor? 指出 :这 个 逻辑 上 的 错 
误 , 由 于 没有 引起 后 继 的 困难 ,所 以 在 相当 时 间 内 没有 被 发 觉 . 从 
1859 年 开始 的 在 柏林 的 讲演 中 ,Weierstrass 认识 到 无 理 数 理论 的 
需要 ,并 给 出 了 一 个 理论 . 由 H. Kossak 出 版 的 《算术 基本 原理 》 
(Die Elemente der Arithmetik ，1872), 声 称 要 发 表 这 个 理论 ,但 
被 Weierstrass GE J. 

在 1869 年 ,Charles Meray(1835 一 1911) 作 为 数学 算术 化 的 
革新 者 以 及 Weierstrass 的 法 国 对 等 人 物 ,在 有 理 数 的 基础 上 给 出 
了 无 理 数 的 一 个 定义 @, Georg Cantor 也 给 出 了 一 个 理论 ,并 用 它 
来 澄清 他 关于 点 集 的 思想 ,这 点 集 是 他 在 1871 年 研究 Fourier 级 
数 的 工作 中 用 到 的 . 在 一 年 之 后 , (Heinrich) Eduard Heine 的 理 


(D Trans. Royal Irish Academy, 17,1837, 293~422 = Math. Papers, 3, 
3— 96. 

@ Math. Ann. , 21,1883, p. 566. 

@ Revue des Sociétés Savants , 4,1869 ,280~ 289. 
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论 和 Dedekind 的 理论 分 别 在 《数学 杂志 了 (Journal für Mathema- 
tib )0 与 《连续 性 与 无 理 数 》( Stetigkeit und irrationale Zahlen)® 
两 个 出 版 物 上 发 表 了 . 

无 理 数 的 各 种 理论 在 实质 上 是 十 分 类 似 的 ;因此 我 们 只 限于 
给 出 Cantor 与 Dedekind 的 理论 的 一 些 说 明 . Cantor® 是 从 有 理 
数 出 发 的 . 在 他 的 1883 年 的 文章 外 中 ,他 说 (第 565 页 ) 已 经 没有 
必要 去 讨论 有 理 数 ,因为 这 方面 的 工作 已 经 由 Hermann Grass- 
mann 在 他 的 《算术 教 本 》(Lehrbuch der Arithmetik )(1861) 和 J. 
H. T. Muller (1797—1862 ) 在 他 的 《一 般 算术 教 本 》(Lehrbuch 
der allgemeinen Arithmetik ,1855) 中 完成 了 .实际 上 ,这 些 工作 
并 没有 证 实 是 明确 的 . Cantor 在 那 篇 文章 中 给 出 了 他 的 无 理 数理 
论 的 较 详细 的 内 容 .他 引进 了 一 个 新 的 数 类 ,叫做 实数 , 它 包 含有 
理 数 与 无 理 数 . 他 从 有 理 数 序列 开始 ,这 种 序列 满足 如 下 的 条 件 ， 
对 于 任何 一 个 给 定 的 正 有 理 数 e > 0, 序列 中 除去 有 限 个 项 以 外 ， 
彼此 相差 都 小 于 8, 亦 即 对 于 任意 的 正 整数 mm 一致 地 有 

lim (anm —a,) = 0 
成 立 . 这 样 的 序列 他 叫做 基本 序列 , 每 一 个 这 样 的 序列 定义 为 一 个 
实数 ,可 用 2 来 表示 . 两 个 这 样 的 序列 (a,) 与 ( 久 ) 是 同一 个 实数 当 
且 仪 当 | a, — 5, | 在 > 趋向 于 无 穷 时 趋向 于 零 . 

对 于 这 样 的 序列 有 三 种 可 能 的 状态 出 现 . 给 定 任何 一 个 正 的 
有 理 数 ,序列 中 的 项 只 要 对 应 的 v 充分 大 ,其 绝对 值 就 小 于 这 个 给 
定 的 数 ; 或 者 ,从 某 一 个 vy 以 后 ,序列 中 对 应 的 项 都 大 于 某 一 固定 
的 正 有 理 数 ;或 者 ,从 某 一 个 > 以 后 ,序列 中 对 应 的 项 都 小 于 某 一 
固定 的 负 有 理 数 一 2. 在 第 一 种 情形 5b = 0; 在 第 二 种 情形 b> 0; 


Jour. fiir Math. , 74,1872,172~188. 

Continuity and Irrational Numbers, 1872 = Werke 3,314~334. 
Math. Ann. , 5,1872,123~132 = Ges. Abh. , 92~102. 

Math, Ann. , 21,1883,545—591 = Ges, Abh. , 165—204. 
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在 第 三 种 情形 5 << 0. 

如 果 (a,) 与 (a’) 是 两 个 基本 序列 , 记 作 45 与 6 ,可 以 证 明 (a, 
tal) 5 (a, al) 都 是 基本 序列 ,就 分 别 定义 为 5 十 与 5. b. 再 
则 ,车 6 0, 则 除 有 限 项 外 ,序列 (aYa,) 也 是 一 个 基本 序列 ,就 定 
XH b/b. 

有 理 的 实数 包含 在 上 述 实数 的 定义 之 内 ;因为 任 一 序列 (a, )， 
其 中 每 个 a, 都 等 于 同一 有 理 数 a ,就 定义 出 这 有 理 实数 a. 

现在 可 以 定义 任何 两 个 实数 的 等 与 不 等 . 实际 上 6 = b, b> 
b 或 <b! 是 按照 6 一 b' 等 于 0, 大 于 0 或 小 于 0 而 规定 的 ， 

以 下 的 定理 是 重要 的 . Cantor 证 明 ,车 (&,) 是 任 一 实数 序列 
(有 理 实 数 或 无 理 实数 ), 又 若 对 于 任意 的 正 整 数 4 -一致 地 都 有 
lim(b., — 5) = 0 成 立 , 则 必 存 在 唯一 的 一 个 实数 5, 它 被 一 个 由 
有 理 数 a, 构成 的 基本 序列 (a,) 所 确定 ,使 得 

limé, =b. 
这 表明 ,由 实数 构成 的 基本 序列 并 不 需要 任何 更 新 的 类 型 的 数 来 
充当 它 的 极限 ,因为 已 经 存在 的 实数 已 足够 提供 其 极限 了 . 换 句 话 
说 ,从 给 基本 序列 (也 就 是 满足 Cauchy 收敛 准则 的 序列 ) 提 供 极 
限 的 观点 来 说 ,实数 系 是 一 个 完备 系 . 

Dedekind 的 无 理 数理 论 ,发表 在 上 面 已 提 到 过 的 他 的 1872 
年 的 书 中 ,但 他 的 思想 来 源 却 回潮 到 1858 年 . 那 时 需要 他 开 微 积 
分 的 课程 ,而 他 理解 到 实数 系 还 没有 逻辑 基础 , 为 要 证 明 单 调 增 加 
的 有 界 变量 趋向 于 一 个 极限 ,他 就 像 其 他 的 作者 一 样 ,不 得 不 借助 
于 几何 直观 (他 说 ,在 微 积分 的 初步 中 仍旧 适宜 于 这 样 做 ,特别 是 
对 于 那些 不 愿意 花 很 多 时 间 的 人 ). 再 则 ,许多 基本 的 算术 定理 都 
没有 得 到 证 明 . 他 举 了 这 样 的 事实 , 即 等 式 VZ .V3 — V6 还 没有 严 
格 地 证 明 过 . 

他 接着 声明 ,他 预先 假定 有 理 数 的 发 展 ,只 对 有 理 数 作 概 括 的 
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讨论 .为 要 达到 对 无 理 数 的 认识 ,他 先 提出 什么 叫做 几何 的 连续 
TE. 当时 的 和 早 些 时 候 的 思想 家 一 一 例如 Bolzano 一 一 相信 所 谓 
连续 就 是 在 任 两 数 之 间 至 少 存在 一 个 另外 的 数 . 这 一 性 质 现 在 知 
道 是 稠密 性 . 但 是 有 理 数 本 身 就 形成 一 个 稠密 集 , 因 此 稠密 性 不 是 
连续 性 . 

Dedekind 是 在 直线 划分 的 启发 下 来 定义 无 理 数 的 . 他 注意 到 
把 直线 上 的 点 划分 成 两 类 ,使 一 类 中 的 每 一 个 点 位 于 另 一 类 中 每 
一 个 点 的 左 方 , 就 必 有 一 个 且 只 有 一 个 点 产生 这 个 划分 . 这 一 事实 
使 得 直线 是 连续 的 . 对 于 直线 来 说 ,这 是 一 个 公理 . 他 把 这 个 思想 
运用 到 数 系 上 来 . Dedekind 说 ,让 我 们 考虑 任何 一 个 把 有 理 数 系 
分 成 两 类 的 划分 , 它 使 得 第 一 类 中 的 任 一 数 小 于 第 二 类 中 的 任 一 
数 . 他 把 有 理 数 系 的 这 样 一 个 划分 叫做 一 个 分 制 (cut). 如 果 用 A 
与 A, 表示 这 两 类 , 则 (4A, ，A4: ) 表 示 这 分 割 . 在 一 些 分 割 中 ,或 者 
A 有 个 最 大 的 数 ,或 者 A 有 个 最 小 的 数 ; 这 样 的 而 且 只 有 这 样 的 
分 割 是 由 一 个 有 理 数 确定 的 . 

但 是 存在 着 不 是 由 有 理 数 确定 的 分 割 . 假如 我 们 把 所 有 的 负 
有 理 数 以 及 非 负 的 且 平 方 小 于 2 的 有 理 数 放 在 第 一 类 ,把 剩 下 的 
有 理 数 放 在 第 二 类 , 则 这 个 分 割 就 不 是 由 有 理 数 确定 的 , 通过 每 一 
个 这 样 的 分 割 , “我 们 创造 出 一 个 新 的 无 理 数 a 来 , 它 是 完全 由 这 
个 分 割 确定 的 . 我们 说 ,这 个 数 a 对 应 于 这 个 分 割 ,或 产生 这 个 分 
33. "从 而 对 应 于 每 一 个 分 割 存在 唯一 的 一 个 有 理 数 或 无 理 数 ， 

Dedekind 在 引进 无 理 数 时 所 用 的 语言 , 留 下 一 些 不 完善 的 地 
Jj. 他 说 无 理 数 a 对 应 于 这 个 分 割 , 又 为 这 分 割 所 定义 .但 他 设 有 
说 清楚 a 是 从 哪儿 来 的 . 他 应 当 说 ,无 理 数 a 不 过 就 是 这 一 个 分 
dj. $X E, Heinrich Weber 告诉 过 Dedekind 这 一 点 ,而 Dede- 
kind 在 1888 年 的 一 封 信 中 却 回答 说 ,无 理 数 a 并 不 是 分 割 本 身 而 
是 某 些 不 同 的 东西 , 它 对 应 于 这 个 分 割 而 且 产 生 这 个 分 割 , 同样 ， 
虽然 有 理 数 产生 分 割 , 它 和 分 割 是 不 一 样 的 . 他 说 ,我 们 有 创造 这 
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种 概念 的 脑力 . 

他 接着 给 出 一 个 分 割 (Al，A;) 小 于 或 大 于 男 一 分 割 (Bi， 
B; ) 的 定义 . 在 定义 了 不 等 关系 之 后 ,他 指出 实数 具有 三 个 可 以 证 
HEM: (DE a PRO y, Wa>y. (2) 若 a 与 7 是 两 个 不 
同 的 实数 , 则 存在 着 无 穷 多 个 不 同 的 数位 于 a 与 7 之 间 . (3) 若 a 
是 任 一 实数 , 则 实数 全 体 可 以 分 成 两 类 A, 与 A; ,每 一 类 含有 无 穷 
多 个 实数 ,A, 中 的 每 一 个 数 都 小 于 a, A, 中 的 每 一 个 数 都 大 于 
a, Mae 本身 可 以 指定 在 任 一 类 . 实数 类 现在 就 具有 连续 性 ,他 把 这 
个 性 质 表 达 为 :如 果实 数 全 体 的 集合 被 划分 成 A 与 A, 两 类 ,使 
A, 中 的 每 一 个 数 小 于 A 中 所 有 的 数 , 则 必 有 一 个 且 只 有 一 个 数 
a 产生 这 个 划分 ， 

他 接着 定义 实数 的 运算 . ORCA, A) SB, BM MBE 
这 样 定义 的 ; 设 c 是 任 一 有 理 数 ,如 果 有 al BFA, b AFB, 
使 a, +h, Sc, 我 们 就 把 c 放 在 类 Ci 中 .所 有 其 他 的 有 理 数 都 放 
在 类 C; m. xx pj 26 C, 5 C; 构成 一 个 分 割 (C， Ci ) ,因为 C; m 
的 每 一 个 数 小 于 Cs 中 的 每 一 个 数 . xx BY (Cl, COCA, 
A:) 与 (B , B; ) 的 和 . 他 说 ,其 他 运算 可 以 类 似 地 定义 . 他 现在 就 
能 够 建立 加 法 和 乘法 的 结合 与 交换 等 性 质 . 虽然 Dedekind 的 无 理 
数理 论 ,经 过 上 面 指出 的 一 些 少 量 修改 之 后 ,是 完全 符合 逻辑 的 ， 
但 Cantor 认为 分 割 在 分 析 中 出 现 并 不 自然 而 加 以 批评 . 

除 以 上 提 到 的 或 描述 的 以 外 ,关于 无 理 数 理论 还 有 另外 一 些 
工作 . 例如 Wallis 在 1696 年 曾 把 有 理 数 与 循环 小 数 等 同 起 来 . 
Otto Stolz ( 1842—1905 ) TE 4t BS] ( — Rt H 7R SURE ) (Vorlesungen 
über allgemeine Arithmetik ) DrvuEBH T ,每 一 个 无 理 数 可 以 表达 
成 不 循环 小 数 ,因而 这 个 事实 可 以 用 来 定义 无 理 数 . | 

从 这 些 不 同 的 处 理 ,可 以 明显 地 看 出 ,无 理 数 的 雇 辑 定义 是 颇 
有 些 不 自然 的 . 从 逻辑 上 和 看 ,一 个 无 理 数 不 是 简单 的 一 个 符号 ,或 


(D 1886,1,109—119. 
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一 对 符号 , 像 两 个 整数 的 比 那样 ,而 是 一 个 无 穷 的 集合 ,如 Cantor 
的 基本 序列 或 Dedekind 的 分 割 . 逻辑 地 定义 出 来 的 无 理 数 是 一 个 
智慧 的 怪物 . 我 们 可 以 理解 ,为 什么 希腊 人 和 许多 后 继 的 数学 家 都 
觉得 ,这 样 的 数 难以 掌握 , 

数学 的 进展 并 没有 博得 普遍 的 赞许 . Hermann Hankel, 他 自 
己 是 有 理 数 逻 辑 理 论 的 创始 人 , 却 反 对 无 理 数 的 理论 D:“ 没 有 [ 几 
何 的 ] 度 量 的 概念 ,形式 地 去 处 理 无 理 数 的 每 一 个 尝试 ,必然 导致 
最 玄 奥 的 和 麻烦 的 人 工 制作 ,它们 是 不 会 有 较 高 的 科学 价值 的 , 即 
使 它们 能 够 被 完全 严密 地 进行 到 底 的 话 ,何况 对 此 我 们 完全 有 权 


4. 有 理 数 的 理论 

为 数 系 建立 基础 的 下 一 步 是 关于 有 理 数 的 定义 及 其 性 质 的 推 
演 . 如 上 所 述 , 在 这 方向 上 的 一 两 个 尝试 是 先 于 无 理 数 方面 的 工作 
的 .大 多 数 在 有 理 数 方面 工作 的 人 都 假定 普通 整数 的 本 质 与 属性 
是 已 知 的 ,并 认为 问题 在 于 还 辑 地 建立 负数 和 分 数 . 

第 一 个 这 样 的 努力 是 由 Martin Ohm(1792 一 1872) 作 出 的 . 他 
是 相 林 的 教授 ,物理 学 家 Georg Simon Ohm 的 弟弟 . 他 在 他 的 《 数 
学 的 一 个 完备 相 容 系 的 研究 》(Versuch eines vollkommen conse- 
quenten Systems der Mathematik ，1822) 中 作出 了 这 个 努力 . 后 来 
Weierstrass 在 1860 年 间 的 讲演 中 ,从 自然 数 导 出 了 有 理 数 . 他 引 
进 正 有 理 数 作为 一 对 自然 数 , 负 整 数 作为 另 一 类 型 的 自然 数 个 ,而 
负 有 理 数 作为 一 对 正 负 整 数 . Peano 独立 地 使 用 了 这 个 思想 ,我 们 
将 联系 他 的 工作 在 以 后 作 较 详细 的 介绍 , Weierstrass 没有 意识 到 
有 必要 去 澄清 整数 的 逻辑 . 实际 上 他 的 有 理 数理 论 也 没有 免除 困 
XE. 然而 从 1859 年 以 后 ,在 他 的 讲演 中 已 正确 地 肯定 :只 要 承认 了 


(D Theorie der complexen Zahlensystem , 1867 , p. 46 一 47， 
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自然 数 ,建立 实数 就 不 再 需要 进一步 的 公理 了 . 

建立 有 理 数 系 的 关键 问题 ,在 于 采取 一 些 步骤 来 构造 普通 整 
数 的 基础 并 确立 整数 的 性 质 . 在 那些 从 事 于 整数 理论 工作 的 人 们 
中 ,有 人 少数 人 相信 ，, 像 自然 数 这 样 基 本 的 东西 ,已 不 可 能 再 加 以 逐 
辑 分 析 了. Kronecker 就 是 坚持 这 样 的 观点 的 . 他 之 所 以 如 此 ,是 
出 于 哲学 上 的 考虑 ,关于 这 些 我 们 将 在 以 后 更 深入 地 讨论 . Kro- 
necker 也 愿意 把 分 析 算 术 化 ,也 就 是 把 分 析 建 立 在 整数 的 基础 上 ; 
但 他 认为 人 对 于 整数 的 知识 ,除了 直接 承认 以 外 ,不 能 再 做 什么 
T. 人 对 于 这 些 知 识 有 着 基本 的 直观 , 他 说 上帝 创造 了 整数 ,其 他 
一 切 都 是 人 造 的 ” 

Dedekind 在 他 的 《 数 的 性 质 与 意义 》(Was sind und was sol- 
len die Zajlen) 册 的 著作 中 给 出 了 一 个 整数 理论 . 这 个 著作 写作 时 
间 是 从 1872 年 到 1878 年 ,虽然 发 表 的 时 间 是 1888 年 . 他 用 了 集 
合 论 的 思想 ,这 个 思想 在 那 时 Cantor 早已 领先 ,而 且 不 久 就 被 认 
为 有 很 大 的 重要 性 . 但 无 论 如 何 , Dedekind 的 处 理 过 于 复杂 ,以 至 
得 不 到 多 大 的 注意 . 

对 于 整数 的 处 理 ,最 能 适合 19 世纪 后 叶 的 公理 化 倾向 的 ,是 
整个 用 一 组 公理 来 引进 整数 . 利用 Dedekind 在 上 面 提 到 的 著作 中 
所 获得 的 结果 ,Giuseppe Peano(1858 一 1932) 在 他 的 《算术 原理 新 
方法 》(Arithmetices Principia Nova Methodo Exposita, 1889) 
中 @ ,首先 完成 了 这 个 工作 . 由 于 Peano 的 处 理 已 被 广泛 使 用 ,我 
们 将 介绍 它 . 

Peano 用 了 许多 符号 ,目的 在 使 推理 于 净利 落 . DU SL € URS 
于 ;了 表示 包含 ; N。 表示 自然 数 类 ;a 十 表示 后 继 于 a 的 下 一 个 自 
然 数 . Peano 在 他 的 所 有 数学 表达 中 ,都 采用 这 些 符号 . 他 的 《数学 


(D The Nature and Meaning of Numbers = Werke , 3,335~391. 
®© Opere scelte, 2,20~55, Ej Rivista di Matematica, 1,1891,87 —102,256 — 
257 = Obere scelte, 3,80— 109. 
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4S) (Formulario mathematico ,五 卷 ,1895 一 1908) 一 书 就 是 显 
著 的 例子 . 他 在 讲课 时 也 使 用 这 些 符号 ,因而 学 生 们 造 了 反 . 他 试 
着 用 全 部 及 格 的 办 法 去 满足 他 们 ,但 没有 起 作用 ,因而 他 被 迫 辞去 
他 在 Turin 大 学 的 教授 职位 . 

虽然 Peano 的 工作 影响 到 符号 逻辑 的 进一步 发 展 ,以 及 后 来 
由 Frege 与 Russell 发 起 的 把 数学 建筑 在 逻辑 上 的 运动 ,但 他 的 工 
作 必 须 与 Frege 和 Russell 的 工作 区 分 开 来 ,Peano 并 不 要 把 数学 
建立 在 逻辑 上 . 对 于 他 ,逻辑 只 是 数学 的 仆人 ， 

Peano 从 不 经 定义 的 "集合 " “自然 数 "“ 后 继 者 "与 “属于 ”等 
概念 出 发 (参见 第 42 章 第 2 节 ), 他 关于 自然 数 的 五 个 公理 是 ; 

(1) 1 是 一 个 自然 数 . 

(2) 1 不 是 任何 其 他 自然 数 的 后 继 者 . 

(3) 每 一 个 自然 数 a 都 有 一 个 后 继 者 . 

(4) NUR a 5j b 的 后 继 者 相等 , 则 a 与 5 也 相等 ， 

(5) 若 一 个 由 自然 数组 成 的 集合 S 含 有 1, 又 者 当 S 含有 任 
一 数 a 时 , 它 一 定 也 含有 a 的 后 继 者 , 则 S 就 含有 全 部 自然 数 . 

这 最 后 一 个 公理 就 是 数学 归纳 法 公理 . 

Peano 采取 了 关于 相等 的 相反 、 对 称 和 传递 公理 . 这 就 是 a = 
a; d a b, Wb=a;Ha=bAb=c, Ma=c, ThA POR 
述 来 定义 加 法 :对 于 每 一 对 自然 数 a 与 5, 有 了 唯一 的 和 a 十 6。 存 
在 ,使 


4a 十 1 一 & 十， 
4 十 (2 十 ) = (act b) 十 . 
同样 地 ,他 用 如 下 的 说 法 来 定义 乘法 :对 于 每 一 对 自然 数 5 5, 
有 唯一 的 积 oa . 存在 ,使 
a-l=a, 
a+ (b+) =(a+b)+a. 
他 接着 建立 了 自然 数 的 所 有 人 们 熟悉 的 性 质 . 
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从 自然 数 及 其 性 质 出 发 ,可 以 直接 定义 负 整数 与 有 理 数 , 并 
建立 其 性 质 . 我 们 可 以 先 定义 正 的 与 负 的 整数 作为 新 的 一 类 数 ， 
它们 每 一 个 是 一 对 有 序 的 自然 数 . 这 样 (a, 5) 就 是 一 个 整数 ,其 
中 a 与 5 是 自然 数 . (a, 5) 的 直观 意义 是 a 一 5. MTH a> bk, 
(a, 5) 就 是 通常 的 正 整 数 ,而 当 a 二 5 时 ,(a, 56) 就 是 通常 的 负 整 
数 . 适当 地 制定 加 法 与 乘法 运算 的 定义 ,就 可 以 导出 正 负 整数 的 
通常 的 性 质 . 

有 了 整数 ,就 可 以 通过 有 序 的 整数 对 来 引进 有 理 数 . 即 若 A 
与 B 是 整数 ,有 序 对 (A，B) 就 是 一 个 有 理 数 . 直观 地 说 , CA, B) 
就 是 A/B. 适当 地 制定 关于 这 种 数 对 的 加 法 与 乘法 运算 的 定义 ， 
就 可 以 导出 有 理 数 的 通常 的 性 质 . 

所 以 ,一 旦 对 于 自然 数 的 逻辑 处 理 完 成 之 后 ,建立 实数 系 的 基 
础 问题 就 完备 了 . 正如 我 们 已 经 注意 到 的 ,一 般 说 来 ,从 事 于 无 理 
数理 论 工作 的 人 们 ,总 是 假定 对 有 理 数 已 经 彻底 了 解 ,因而 可 以 承 
认 它 们 ,或 者 稍微 作出 一 些 澄清 它们 的 姿态 . 在 Hamilton 把 复数 
建立 于 实数 基础 上 之 后 ,在 用 有 理 数 定义 了 无 理 数 之 后 ,这 最 后 一 
类 一 一 有 理 数 一 一 的 逻辑 终于 创立 起 来 了 . 这 个 历史 顺序 实质 上 
与 需要 用 来 建立 复数 系 的 逻辑 顺序 恰好 相反 . 


5. 实数 系 的 其 他 处 理 

以 上 所 描述 的 关于 处 理 实数 系 逻 辑 基 础 的 要 点 是 : 先 得 出 整 
数 及 其 有 关 性 质 , 从 而 导出 负数 与 分 数 ,最 后 导出 无 理 数 . 这 种 处 
理 的 逻辑 基础 只 是 关于 自然 数 的 某 些 公设 的 系列 ,例如 Peano & 
理 .所 有 其 他 的 数 都 是 构造 出 来 的 . Hilbert 称 以 上 的 处 理 为 原生 
法 (genetic method)( 他 可 能 当时 还 不 知道 Peano 公理 ,但 他 知道 
关于 自然 数 的 其 他 处 理 ). 他 承认 这 种 原生 法 可 能 有 教学 与 直观 推 
断 的 价值 ,但 他 说 ,对 整个 实数 系 采 用 公理 方法 ,在 逻辑 上 将 更 为 
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可 靠 . 在 我 们 陈述 他 的 理由 之 前 ,我 们 先 看 一 看 他 的 公理 中. 
他 介绍 了 不 定义 的 词 和 用 a, b, c 代表 的 数 之 后 ,给 出 了 下 列 


公理 : 


I. 连接 公理 
I, MRa 与 数 5 经 过 加 法 产生 一 个 确定 的 数 c; 用 符号 表 出 便 是 
a+b = cac = atb. 
I; 若 a 与 5 是 给 定 的 两 数 , 则 存在 唯一 的 一 个 数 xz 与 唯一 的 
一 个 数 ,使 
atza=b5y+a= 6, 
I, 存在 一 个 确定 的 数 , 记 为 0 ,使 对 每 一 个 都 有 
aa 十 0 一 4 与 0 十 a 一 <， 
I. 从 数 a 与 数 b 经 过 另 一 方法 一 -乘法 ,产生 一 个 确定 的 数 
c, 用 符号 表 出 便 是 
ab 二 Cc 或 c = ab. 
I; 车 “与 是 任意 给 定 的 两 数 , 且 a 不 是 0, 则 存在 唯一 的 一 
个 数 z 与 唯一 的 一 个 数 y ,使 
ax = b 5 ya = b. 
I. 存在 一 个 确定 的 数 , 记 为 1, 使 对 每 一 个 a 都 有 
a. 1 一 a 与 1.a 一 4a. 


I. 运算 公理 

DI; attbt+c) =(atb)t+e. 
I, a+b=b+a. 

I; a(bc) = (ab)c. 


(D Jahres. der Deut. Math. -Verein. , 8,1899,180— 184; xx LEAF TE Hilbert 的 
Gesammelte Abhandlungen Vh, 见于 他 的 Grundlagen der Geometrie ,第 七 版 ,附录 6. 
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a(b+c) = abtac. 
(a 4- b)c = ac + t. 
ab = ba. 


顺序 公理 
车 4 与 是 任意 两 个 不 同 的 数 , 则 其 中 的 一 个 必 大 于 另 一 
个 , 称 后 者 为 小 于 前 者 ;用 符号 表 出 便 是 
a 2 b 55 b <a. 

BRar>bsb>c Mare. 
# a > 6, WN PUR AMT: 

ateo>rb+ce Beta>ctb. 
Zia > b,c 2» 0, ll] ac 79 bc 5 ca > cb. 


连续 公理 
(Archimedes AH) Æ a> 0 5g bo» 0 EE BRA CE E B ZG , D] A 
可 以 把 a 自己 相 加 足够 的 次 数 使 

atat-:+a> 6b. 
(完备 公理 ) 对 于 数 系 ,不 可 能 加 入 任何 集合 的 东西 使 加 入 
后 的 集合 满足 前 述 公 理 . 扼要 地 说 : 数 构 成 一 个 对 象 系 , 它 
在 保持 上 述 公 理 全 部 成 立 的 情况 下 不 能 扩大 . 


Hilbert 指出 ,这 些 公理 并 不 是 互相 独立 的 ,有 些 可 以 从 用 一 
些 导 出 来 . 他 接着 肯定 ,在 上 述 的 实数 概念 下 ,那些 反对 无 限 集合 
存在 的 论点 是 站 不 住 的 . 他 说 ,这 是 因为 我 们 无 需 去 总 体 地 考虑 所 
有 那些 可 以 用 来 构成 基本 序列 (Cantor 的 有 理 数 序列 ) 中 元 素 的 
定律 全 体 ,我 们 只 需 考 虑 一 个 封闭 的 公理 系统 以 及 那些 可 以 通过 
有 限 个 逻辑 步骤 导出 来 的 结论 . 他 确实 也 指出 ,这 组 公理 的 相 容 性 
是 必须 证 明 的 ,但 只 要 这 一 点 做 到 之 后 ,由 此 定义 出 来 的 对 象 , 即 
实数 ,就 在 数学 的 意义 下 存在 了 . Hilbert 那 时 还 没有 觉察 到 ,实数 
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公理 的 相 容 性 是 很 难 证 明 的 . 

Hilbert 声称 ,他 的 公理 方法 优越 于 原生 法 . 对 此 ,Russell 的 
回答 是 :前 者 有 窃取 辛勤 劳动 成 果 的 优越 性 , 它 一 下 子 就 假定 了 那 
些 能 从 小 得 多 的 一 组 公理 推演 出 来 的 东西 . 

在 数学 上 几乎 每 一 次 重大 的 进展 都 会 遭 到 反对 ,实数 理论 的 
创建 也 不 例外 . 我 们 已 经 提 到 过 ,Du Bois-Reymond 是 反对 分 析 算 
术 化 的 ,在 他 的 1887 年 的 《函数 的 一 般 理 论 》( Théorie générale 
des fonctions ) 一 书 中 说 道中 ， 


EAR MT IN ALAA EE E op E" 
及 本 来 清楚 的 概念 的 不 可 理解 的 推广 ,一 个 算术 体系 是 
可 以 建立 起 来 的 . 它 在 各 方面 都 类 似 于 从 度量 概念 得 出 
的 体系 , 却 好 像 是 用 教条 与 防御 性 定义 作为 警戒 线 来 弧 
立 计算 的 数学 …… 但 是 任何 人 都 可 以 照样 发 明 另 外 一 套 
算术 体系 ,通常 的 算术 正好 是 这 样 一 个 体系 , 它 是 对 应 于 
线性 度量 的 . 


尽管 有 这 样 的 攻击 ,在 广大 的 数学 家 们 看 来 ,实数 系 工 作 的 完 
成 ,解决 了 它 所 面 对 的 所 有 逻辑 问题 .算术 ,代数 与 分 析 至 今 仍 是 
数学 的 最 广阔 的 部 分 ,而 这 部 分 现在 已 经 有 了 稳固 的 基础 . 


6. 无 穷 集合 的 概念 

分 析 的 严密 化 揭示 人 们 有 必要 去 理解 实数 集合 的 结构 . 为 了 
处 理 这 个 问题 ,Cantor 早 兽 引 进 关 于 无 穷 点 集 的 一 些 概念 ,特别 
是 第 一 型 的 集合 (第 40 章 第 6 节 ). Cantor 认为 无 穷 集合 的 研究 
是 如 此 重要 ,以 至 他 就 为 此 而 承担 起 无 穷 集合 的 研究 . 他 期 望 这 个 
研究 能 使 他 清楚 地 区 分 不 同 的 不 连续 点 的 无 穷 集 合 . 


O 62 页 , Die allgemeine Funktionentheorie, 1882 4EBJTE Mik. 
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集合 论 里 的 中 心 难点 是 无 穷 集合 这 个 概念 本 身 . 从 希腊 时 代 

以 来 ,这 样 的 集合 很 自然 地 引起 数学 家 们 与 哲学 家 们 的 注意 ,而 这 

种 集合 的 本 质 以 及 看 来 是 矛盾 的 性 质 , 使 得 对 这 种 集合 的 理解 , 没 

有 任何 进展 . Zeno 的 悖 论 可 能 是 难点 的 第 一 个 迹象 . 既 不 是 直线 

的 无 限 可 分 性 ,也 不 是 直线 作为 一 个 由 离散 的 点 构成 的 无 穷 集合 ， 

是 以 对 运动 作出 合理 的 结论 . Aristotle 考虑 过 无 穷 集合 ,例如 整 

数 集合 ,但 他 不 承认 一 个 无 穷 的 集合 可 以 作为 固定 的 整体 而 存在 . 

对 他 来 说 ,集合 只 能 是 潜在 地 无 穷 的 (potentially infinite)( 第 3 章 

第 10 节 ). 

Proclus( Euclid 的 注释 者 ) 注 意 到 圆 的 一 根 直 径 分 圆 成 为 

两 半 , 由 于 直径 有 无 穷 多 ,所 以 必 有 两 倍 那 么 多 的 半圆 . Pro- 

clus 说 ,这 在 许多 人 看 来 是 一 个 予 盾 . 但 他 用 这 样 的 说 法 来 解 

决 这 个 矛盾 ,他 说 :任何 人 只 能 说 很 大 很 大 数目 的 直径 或 半 

,不 能 说 一 个 实 实在 在 无 穷 多 的 直径 或 半圆 . 换 名 话说 ,Pro- 

clus 是 接受 Aristotle ff) 3 76 23 (potential infinity) 的 概念 而 不 接 

受 实 无 穷 (actual infinity). 这 就 回避 了 两 倍 无 穷 大 等 于 一 个 无 
穷 大 的 问题 . 

整个 中 世纪 ,关于 是 否 有 实 实在 在 无 穷 多 个 对 象 的 集合 这 个 间 

题 ,哲学 家 们 各 持 一 端 . 这 样 的 事实 已 被 注意 到 :把 两 个 同心 圆 上 的 

点 用 公共 半径 联 起 来 ,就 构成 两 个 圆 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 关系 ， 

但 一 个 的 周 长 却 比 另 一 个 的 长 . 

Galileo 与 无 穷 集 合作 过 斗争 ,并 

因为 它们 不 可 理喻 而 放弃 了 .在 他 的 

4 2 《两 门 新 科学 》(Two New Sciences ) 

/TAN (PEA 18 一 40 页 ) 中 ,他 注意 到 两 

D 个 不 等 长 的 线段 AB 与 CD 上 的 点 

图 41.1 (图 氏 .1) 可 以 构成 一 一 对 应 ,从 而 可 

以 想象 它们 含有 同样 多 的 点 . 他 又 注意 到 正 整 数 可 以 和 它们 的 平 


C 
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方 构成 一 一 对 应 ,只 要 把 每 一 个 正 整数 同 它 的 平方 对 应 起 来 就 行 
了 .但 这 导致 无 穷 大 的 不 同 的 “数量 级 ”,Galileo 说 这 是 不 可 能 的 : 
所 有 无 穷 大 量 都 一 样 ,不 能 比较 大 小 . 

Gauss 于 1831 年 7 月 12 日 给 Schumacher 的 信忠 中 说 :我 反 
对 把 一 个 无 穷 量 当 作 实 体 ,这 在 数学 中 是 从 来 不 允许 的 . 无 穷 只 是 
一 种 说 话 的 方式 , 当 人 们 确切 地 说 到 极限 时 ,是 指 某 些 比值 可 以 任 
意 近 地 趋 近 它 ,而 另 一 些 则 允许 没有 界限 地 增加 .”Cauchy, 如 他 
的 前 人 一 样 ,不 承认 无 穷 集合 的 存在 ,因为 部 分 能 够 同 整 体 构成 一 
一 对 应 这 件 事 ,在 他 看 来 是 矛盾 的 . 

涉及 集合 的 许多 问题 的 争论 是 无 休止 的 ,并 且 卷 入 了 形 而 上 
学 的 甚至 是 神学 的 辩论 大 多 数 数学 家 对 这 个 问题 的 态度 是 :不 谈 
他 们 上 自己 所 不 能 解决 的 问题 . 他 们 全 都 避免 对 实在 无 穷 集合 的 明 
确 承认 ,尽管 他 们 使 用 无 穷 级 数 与 实数 系 . 他 们 会 说 到 直线 上 的 
点 ,但 避免 说 直线 是 由 无 穷 多 个 点 构成 的 . 这 样 回避 困难 问题 的 方 
式 是 虚伪 的 ,但 这 对 于 建立 古典 的 分 析 确 是 足够 了 . 然而 , 当 19 世 
纪 面 对 在 分 析 中 建立 严密 性 的 问题 时 ,关于 无 穷 集合 的 许多 间 题 
BEAL REA FE T. 
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Bolzano 在 他 的 《无 穷 悼 论 》(Paradozres of the Infinite, 
1851) 一 书 ( 这 书 在 他 死 后 三 年 才 出 版 ) 中 显示 了 他 是 第 一 个 朝 着 
建立 集合 的 明确 理论 的 方向 采取 了 积极 步骤 的 人 . 他 维护 了 实在 
无 穷 集合 的 存在 ,并 且 强 调 了 两 个 集合 等 价 的 概念 ,这 就 是 后 来 叫 
做 两 个 集合 的 元 素 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 这 个 等 价 概念 ,适用 于 有 
限 集合 ,同样 也 适用 于 无 穷 集 合 . 他 注意 到 在 无 穷 集合 的 情形 ,一 


(D Werke, 8,216. 
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个 部 分 或 子 集 可 以 等 价 于 整体 ;他 并 且 坚 持 这 个 事实 必须 接受 . 例 
如 0 到 5 之 间 的 实数 通过 公式 y = 122/5, 可 以 与 0 到 12 之 间 的 
实数 构成 一 一 对 应 ,虽然 这 第 二 个 数 集 包 含 了 第 一 个 数 集 . 对 于 无 
穷 集合 ,同样 可 以 指定 一 种 数 叫 做 超 限 数 ,使 不 同 的 无 穷 集 合 有 不 
辣 的 超 限 数 ,虽然 Bolzano 关于 超 限 数 的 指定 ,根据 后 来 Cantor 
的 理论 是 不 正确 的 . 

Bolzano 关于 无 穷 的 研究 ,其 哲学 意义 比 数 学 意义 来 得 多 ,并 
且 没 有 充分 弄 清楚 后 来 称 之 为 集合 的 势 或 集合 的 基数 的 概念 . 他 
同样 遇 到 一 些 性 质 在 他 看 来 是 属于 悖 论 的 ,这 些 他 都 在 他 的 书 中 
提 到 了 . 他 的 结论 是 ,对 于 超 限 数 无 需 建立 运算 ,所 以 不 用 深入 研 
RE. 

集合 论 的 创建 者 是 Georg Cantor(1845—1918). 他 出 生 于 俄 
国 的 一 个 丹麦 -犹太 血统 的 家 庭 ,和 他 的 父母 一 起 迁 到 德国 . 他 的 
父亲 力促 他 学 工 ,因而 Cantor 在 1863 年 带 着 这 个 目的 进 了 柏林 
大 学 . 在 那里 他 受 了 Weierstrass 的 影响 而 转 到 纯粹 数学 . 他 在 
1869 年 成 为 Halle 大 学 的 讲师 ,1879 年 成 为 教授 . 当 他 29 岁 时 ， 
他 在 《数学 杂志 》(Journal für Mathematik ) 上 发 表 了 关于 无 穷 集 
合理 论 的 第 一 篇 革命 性 文章 . 虽然 有 些 命题 为 老 一 些 的 数学 家 们 
指出 是 错 的 ,但 这 篇 文章 总 体 上 的 创造 性 与 光彩 引起 了 人 们 注意 ， 
他 继续 在 集合 论 与 超 限 数 方面 发 表 论 文 直到 1897 F. 

Cantor 的 工作 解决 了 不 少 经 久未 解决 的 问题 ,并 且 炎 倒 了 许 
多 前 人 的 想法 ,自然 就 很 难 被 立刻 接受 . 他 关于 超 限 序数 与 基数 的 
思想 ,引起 了 权威 Kronecker 的 敌视 ,粗暴 地 攻击 他 的 思想 达 10 
年 以 上 . Cantor 曾 一 度 精神 崩溃 ,但 他 在 1887 年 又 恢复 了 工作 . 
虽然 Kronecker 死 于 1891 年 ,但 是 他 的 攻击 使 数学 家 们 对 Cantor 
的 工作 抱 着 怀疑 态度 . 

Cantor 的 集合 理论 分 散在 许多 文章 中 ,所 以 我 们 不 具体 指出 
他 的 每 一 个 概念 和 定理 出 现在 哪 篇 文章 中 . 他 的 这 些 文章 是 从 
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1874 年 开始 中 分 载 在 《数学 年 鉴 》( Mathematische Annalen ) 和 《 数 
5E ZR xS) (Journal für Mathematik ) 两 杂志 上 的 . Cantor 称 集合 
(set) 为 一 些 确 定 的 .不 同 的 东西 的 总 体 (collection ) , 这些 东 西 人 
们 能 意识 到 ,并且 能 判断 一 个 给 定 的 东西 是 否 属于 这 个 总 体 . 他 说 ， 
那些 认为 只 有 潜 无 穷 集 合 的 人 是 错误 的 ,并 且 驱 斥 了 数学 家 们 和 哲 
学 家 们 反对 实 无 穷 集合 的 早期 论点 . 对 Cantor 来 说 ,如 果 一 个 集合 
能 够 和 它 的 一 部 分 构成 一 一 对 应 , 它 就 是 无 穷 的 . 他 的 一 些 集合 论 
的 概念 ,如 集合 的 极限 点 . 导 集 .第 一 型 集 等 ,是 在 一 篇 关于 三 角 级 
数 的 文章 名 中 定义 而 且 使 用 了 的 . 这 些 我 们 已 经 在 前 一 章 (第 6 节 ) 
中 叙述 过 . 一 个 集合 称 为 是 闭 的 ,假如 它 包 含 它 的 全 部 极限 点 ;是 开 
的 ,假如 它 的 每 一 个 点 都 是 内 点 , 即 每 一 个 点 可 以 包 在 一 个 区 间 内 ， 
这 区 间 的 点 都 属于 这 个 集合 . 一 个 集合 称 为 完全 的 ,假如 它 是 闭 的 
并 且 它 的 每 一 个 点 都 是 它 的 极限 点 . 他 还 定义 了 集合 的 和 与 交 . 虽 
然 Cantor 主要 考虑 的 是 直线 上 的 点 集 或 实数 集合 ,但 他 确实 把 这 些 
集合 论 的 概念 推广 到 了 nt Euclid 空间 的 点 集合 . 

他 接着 寻求 像 “ 大 小 (size)" 这 样 的 概念 来 区 分 无 穷 集 合 . 他 
和 Bolzano 一 样 ,认为 对 应 关系 是 基本 的 原则 . 两 个 能 够 一 一 
对 应 的 集合 称 为 是 等 价 的 或 具有 相同 的 势 (后 来 “ 势 (power) "这 
个 名 词 改 成 了 “基数 (cardinal number)"). 两 个 集合 可 以 有 不 同 的 
势 . 如 果 在 M EN 两 个 集合 中 ,NN 能 与 M 的 一 个 子 集 构成 一 一 
对 应 ,而 M 不 可 能 与 六 的 任何 子 集 构成 一 一 对 应 ,就 说 M 的 势 大 
TON 的 势 . 

数 集 自 然 是 最 重要 的 ,所 以 Cantor 用 数 集 来 阐明 他 关于 等 价 
或 势 的 概念 . Cantor 引进 了 “可 列 (enumerable) ix ^P inl, X FAL 
是 能 和 正 整数 构成 一 一 对 应 的 任何 一 个 集合 都 称 之 为 可 列 集合 . 


(D Ges. Abh. , 115—356. 
© Math. Ann. , 5,1872,122~132 = Ges. Abh. , 92~102. 
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这 是 最 小 的 无 穷 集合 , 然后 他 证 明了 有 理 数 集合 是 可 列 的 . 他 在 
1874 年 给 出 了 一 个 证 明 吧 ;他 的 第 二 个 证 明 包 是 现在 普遍 采用 的 ， 
我 们 就 来 描述 它 . 

有 理 数 排列 成 如 下 形式 : 


要 注意 的 是 ,那些 在 同一 个 对 角 线 方向 的 分 式 ,其 分 子 与 分 母 的 和 
是 相同 的 . 现在 我 们 从 子 开始 随 着 箭头 所 示 的 方向 依次 指定 1 对 


应 于 1/1,2 对 应 于 2/1,3 对 应 于 1/2,4 对 应 于 173 ,等 等 . 每 一 个 
有 理 数 必 将 在 某 一 步 对 应 于 一 个 被 指定 的 有 限 的 正 整数 . 于 是 上 
面 列 出 的 有 理 数 集合 (其 中 有 些 出 现 许 多 次 ) 与 正 整 数 集合 构成 一 
一 对 应 . 于 是 把 重复 的 去 掉 后 ,这 个 有 理 数 集合 仍 是 一 个 无 穷 集 
合 , 从 而 必然 仍 是 可 列 的 ,因为 可 列 集合 是 最 小 的 无 穷 集合 . 

更 惊人 的 是 ,在 上 面 引 到 的 那 篇 1874 年 的 文章 中 ,Cantor 证 
明了 所 有 代数 数 全 体 构成 的 集合 也 是 可 列 的 . 这 里 所 谓 代 数 数 就 
是 满足 某 一 个 代数 方程 

ax d- aix" 十 十 a 一 0 

的 数 , 其 中 a; 都 是 整数 . 

为 证 明 这 一 点 ,Cantor 对 任 一 个 n 次 代数 方程 指定 一 个 数 


(D Jour. für Math, , 77,1874,258~262 = Ges. Abh. , 115~118. 
© Math. Ann. , 46,1895,481—512-—Ges, Abh. , 283~356 ,特别 在 pp. 294~ 295. 
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(叫做 高 )N 如 下 : 
N 一 7 一 1 十 | a | 十 | ai |l a, |, 

其 中 a; 都 是 这 个 方程 的 系数 . 数 N 是 一 个 正 整数 . 对 每 一 个 N， 
以 N 为 高 的 代数 方程 是 有 限 个 ,它们 的 全 部 解 也 是 有 限 个 ,除去 
重复 的 以 外 ,所 对 应 的 代数 数 也 是 有 限 个 , 设 为 $(N) 个 . 例如 
$(1) = 1; $(2) = 3, $(3) = 5. ÆA N = 1 开始 ,对 于 所 对 应 的 
代数 数 从 1 Bl m. 给 以 标号 ;对 应 于 NN = 2 ARERR m +1 BI n 
给 以 标号 ;依次 下 去 . 由 于 每 一 个 代数 数 总 一 定 会 编 到 号 ,并且 必 
与 唯一 的 一 个 正 整数 相对 应 ,从 而 所 有 代数 数 的 集合 是 可 列 的 . 

Cantor & 18 1873 年 和 Dedekind 的 一 次 通信 中 提出 过 这 样 的 
问题 :实数 集合 是 否 能 和 正 整 数 集合 构成 一 一 对 应 , 几 个 星期 后 他 
自己 回答 了 这 个 问题， 认为 是 不 可 能 的 . 他 给 出 两 个 证 明 :第 一 个 
证 明 ( 在 上 面 提 到 过 的 1874 年 那 篇 文章 中 ) 比 第 二 个 证 明 包 复杂 
得 多 ,今天 经 常 采 用 的 就 是 这 第 二 个 证 明 . 它 具 有 这 样 的 优越 性 ， 
正如 Cantor 自己 指出 的 , 即 不 依赖 于 无 理 数 的 技术 性 考虑 . 

Cantor 关于 实数 不 是 可 列 的 第 二 个 证 明 , 是 从 假定 0 与 1 之 
间 的 实数 是 可 列 的 这 个 前 提出 发 的 . 让 我 们 把 每 一 个 这 样 的 实数 
写成 无 穷 小 数 ,例如 把 1/2 写成 0. 499 9… 的 形式 . 假如 它们 是 可 
列 的 ,那么 我 们 就 能 够 对 每 一 个 数 指定 一 个 正 整 数 n: 

160, aaa 
24>0. a21 a22 a23 


3<0. 3103233 


现在 我 们 定义 一 个 在 0 到 1 之 间 的 实数 如 下 : 令 5 = 0. bibb, 
其 中 b, = 9 Fi au —1], fub, = 1 Ë ar Æl. 这 个 实数 不 同 于 上 表 
中 所 列 的 任何 一 个 实数 ,而 这 和 假定 上 表 已 包含 所 有 从 0 到 1 之 


(D Jahres. der Deut. Math. -Verein. , 1. 1890/1891,75—78— Ger. Abh., 278—281. 
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间 的 实数 是 矛盾 的 ， 

由 于 实数 是 不 可 列 的 而 代数 数 是 可 列 的 ,必定 有 超越 数 存在 ， 
这 是 Cantor 关于 超越 数 的 非 结 构 性 存在 的 证 明 ,这 应 与 Liouville 
实际 构造 出 超越 数 (第 2 节 ) 相 比较 . 

在 1874 年 Cantor 考虑 着 一 条 直线 上 的 点 和 整个 R (n EF 
闻 ) 中 的 点 的 对 应 关系 ,并 企图 证 明 这 两 个 集合 不 可 能 构成 一 一 对 
应 关系 .三 年 之 后 ,他 证 明 这 样 的 对 应 关系 是 存在 的 ,他 写 信 给 
Dedekind 说 由: “我 看 到 了 它 ,但 我 简直 不 能 相信 它 .” 

用 来 构成 这 个 一 一 对 应 的 思想 名 能 够 立刻 显示 出 来 ,如 果 我 
们 把 单位 正方 形 中 的 点 和 (0, 1) 线 段 的 点 能 构成 这 样 的 对 应 关系 
的 话 . 设 (z，y) 是 单位 正方 形 中 的 一 个 点 而 > 是 单位 区 间 中 的 一 
个 点 . 又 设 t 和 yy 都 表 成 无 穷 小 数 , 即 把 有 限 小 数 写 成 9 的 无 限 循 
环 .我 们 把 zx 与 y 的 小 数 分 成 一 组 一 组 ,每 一 组 终止 在 第 一 个 非 
零 的 数字 上 . 例如 

x=.3 002 03 04 6 

y=.01 6 07 8 09 
作 

z-.3 01 002 6 03 07 04 8 6 09 

其 中 的 各 组 数字 是 :先是 z 的 第 一 组 ,然后 是 y 的 第 一 组 ,并 依次 
进行 下 去 , 如 果 两 个 z 或 两 个 y 有 不 同 的 小 数位 数字 , 则 对 应 的 
两 个 z 也 必 不 同 . 从 而 对 于 每 一 对 (z，y) 有 唯一 的 一 个 z 可 以 确 
定 . 对 于 任意 给 定 的 一 个 z, 把 z 的 小 数 像 上 面 那样 分 成 一 组 一 
组 ,并 由 此 把 上 述 步骤 倒 过 去 作出 z 与 y, 则 不 同 的 两 个 z 将 得 出 
不 同 的 两 对 (zx, y) ,从 而 对 每 一 个 = 有 了 唯一 的 (x，y) 可 以 确定 . 方 
才 描 述 的 一 一 对 应 关系 是 不 连续 的 ;粗略 地 说 ,对 应 于 彼此 人 靠近 的 
z 点 的 (z，y) 点 不 一 定 靠近 ,反之 亦 然 ， 


© Briefwechsel Cantor- Dedekind , p. 34. 
© Jour. für Math, , 84,1878,242~258 = Ges. Abh. , 119—133. 
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Du Bois-Reymond 反对 这 个 证 明 中 “这 看 来 与 普通 常识 相 矛 
盾 . 事 实 上 ， 这 只 是 这 样 一 种 推理 的 结 Fie, 这 种 推理 允许 空 =z 想 的 虚 
构 来 介 示 式 的 极 
限 一 一 充当 真正 的 量 . 这 就 是 悖 论 所 在 .” 


8. 超 限 基 数 与 超 限 序数 

Cantor 在 论证 了 相同 的 势 与 不 同 的 势 的 集合 都 存在 之 后 ,他 
继续 研究 集合 的 势 这 个 概念 并 且 引 进 了 基数 与 序数 的 理论 ,其 中 
超 限 基数 (transfinite cardinal number) 与 超 限 序数 (transfinite 
ordinal number) 是 惊人 的 创造 . Cantor 在 《数学 年 鉴 》(Mathema- 
tische Annalen ) 杂 志 上 从 1879 年 到 1884 年 发 表 的 一 系列 文章 中 
发 展 了 这 个 工作 ,这 些 文章 都 纳入 同一 个 标题 :《 关 于 无 穷 的 线性 
点 集 》(Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten). 后 来 
他 在 1895 年 与 1897 年 写 了 两 篇 决定 性 的 文章 发 表 在 同一 杂志 
L9. 

TEXT REE GE D SB RES CE TRO, Cantor 从 如 下 的 观察 
开始 : 


我 的 集合 论 研 究 的 描述 已 经 达到 了 这 样 的 地 步 , 它 的 继 
续 已 经 依赖 于 把 实 的 正 整数 扩展 到 现在 的 范围 之 外 . 这 
个 扩展 所 采取 的 方向 ,就 我 所 知 ,至 今 还 没有 人 注意 过 ， 

我 对 于 数 的 概念 的 这 一 扩展 依赖 到 这 样 的 程度 , 没 
有 它 我 简直 不 能 自如 地 朝 着 集合 论 前 进 的 方向 迈进 哪怕 


@ 他 的 Die allgemeine Funktionentheorie(1882) 一 书 的 法 文 版 (1887) 第 167 Wi. 

@ Math. Ann., 46,1895,481~512, LA & 49,1897,207~246 = Ges. Abh., 
282--351,1X AR x. 2E p — BM A WF Georg Cantor, Contributions to the 
Founding of a Theory of Transfinite Numbers, Dover (reprint) ,无 出 版 年 月 . 
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是 一 小 步 .我 希望 在 这 样 的 情形 下 ,把 一 些 看 起 来 是 奇怪 
的 思想 引进 到 我 的 论证 中 是 可 以 理解 的 ,或 者 ,如 有 必要 
的 话 , 是 可 以 谅解 的 . 实际 上 ,其 目的 在 于 扩展 或 推广 实 
的 整数 序列 到 无 穷 大 以 外 . 虽然 这 可 能 显得 是 大 胆 的 ,我 
却 不 仅 希 望 而 且 坚信 ,到 了 适当 时 机 ,这 个 扩展 将 被 承认 
是 十 分 简单 .适宜 而 又 自然 的 一 步 . 但 我 仍 是 十 分 清楚 ， 
在 采取 这 样 一 步 后 ,我 把 自己 放 到 了 关于 无 穷 大 的 流行 
观点 以 及 关于 数 的 性 质 的 公认 意见 的 对 立 面 去 了 . 


Cantor 指出 ,他 的 关于 无 穷 数 或 超 限 数 的 理论 ,不 同 于 普通 
所 说 的 一 个 变量 变 得 无 穷 小 或 无 穷 大 的 那个 无 穷 的 概念 . 两 个 一 
一 对 应 的 集合 具有 相同 的 势 或 基数 . 对 于 有 限 集合 来 说 ,基数 就 是 
这 集合 中 元 素 的 个 数 . 对 于 无 穷 的 集合 ,要 引进 新 的 基数 . 自然 数 
集合 的 基数 用 兴 。 表示 . 由 于 实数 不 能 和 自然 数 构成 一 一 对 应 , 实 
数 集合 必定 有 允 一 个 基数 ,这 个 基数 用 cc 表示, 它 是 连续 统 con- 
tinuum 的 第 一 个 字母 . 正 像 势 的 概念 一 样 , 若 在 两 个 集合 MSN 
HN 可 与 M 的 一 个 子 集 构成 一 一 对 应 ,而 M 却 不 能 与 N 的 任 
何 一 个 子 集 构成 一 一 对 应 , 则 M 的 基数 就 大 于 NN 的 基数 . JA ifü c 
> Wo. 

要 得 到 一 个 基数 大 于 某 一 给 定 的 基数 中 ,可 考虑 任何 一 个 具 
有 这 给 定 基数 的 集合 M, 并 考虑 M 的 所 有 子 集 所 构成 的 集合 N， 
在 M 的 子 集中 有 M 的 单个 元 素 组 成 的 集合 ,也 有 M 的 一 对 元 素 
组 成 的 集合 ,等 等 . 现在 ,M 与 NN 的 一 个 子 集 构成 一 一 对 应 是 一 定 
可 能 的 ,因为 N 有 一 个 子 集 是 由 M 的 所 有 单个 元 素 构成 的 (每 个 
单个 元 素 看 作 M 的 子 集 当 然 是 N 的 元 素 ). 它 自然 可 与 M 构成 一 
一 对 应 .但 是 ,在 M 5 N 的 全 部 元 素 之 间 不 可 能 建立 一 个 一 一 对 
应 关系 . 因为 假如 这 样 的 一 个 一 一 对 应 是 可 以 建立 的 话 ,就 可 令 m 


(D Cantor, Ges. Abh. , 278~ 280. 
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是 M 的 任 一 元 素 ,并 考虑 所 有 这 样 的 mm, 它 在 所 假定 的 一 一 对 应 
关系 下 ,与 N 的 某 个 元 素 相 对 应 ,而 六 的 这 个 元 素 作 为 M 的 子 集 
时 ,并 不 包含 m. 把 具有 这 样 性 质 的 m 的 全 体 所 构成 的 集合 记 作 
7, 则 7 当然 是 六 的 一 个 元 素 . Cantor 证 明 , 在 所 假定 的 一 一 对 应 
下 ,7 并 没有 M 的 元 素 与 之 对 应 . 因为 假如 7 与 M 的 某 一 个 m 对 
应 , 且 ? 含 有 7 的话 , 那 就 会 与 了 的 定义 本 身 有 矛盾 ,假如 ?了 不 含 
m , 则 根据 ?的 定义 ,m 又 应 属于 7. 所 以 假定 M 与 N 存在 一 一 
对 应 关系 是 会 导致 予 盾 的 . 由 此 可 见 ,一 已 知 集合 的 所 有 子 集 所 构 
成 的 集合 ,其 基数 大 于 这 已 知 集合 的 基数 . 

Cantor 定义 两 个 基数 的 和 为 两 个 分 别 具 有 所 给 基数 的 (不 相 
交 的 ) 集 合 的 和 集 的 基数 , 他 也 定义 了 两 个 基数 的 乘积 ,给 定 两 个 
基数 与 ,集合 M 的 基数 为 a ,集合 N 的 为 B, 作 元 素 对 (m,n)， 
Hirt m BT M, n 属于 N ,所 有 这 样 的 元 素 对 构成 的 集合 ,其 基数 
定义 为 a 与 8 的 乘积 . 

HAWS TEM. RRA M 的 基数 为 ,集合 N 的 
BRAC WEA N 的 每 一 元 素 用 M 的 任 一 元 素来 置换 ,这 就 有 
许多 不 同 的 置换 法 ,每 一 不 同 的 置换 法 看 作 不 同 的 元 素 , 其 总 体 所 
成 的 集合 记 作 M^. Cantor 定义 MY HERA a^. 在 有 穷 的 情况 
下 ,例如 a = 3, 8= 2, 这 相当 于 a 个 元 素 中 每 次 取 8 个 (允许 重 
复 ) 的 排列 所 构成 的 集合 ,其 基数 为 of = 3°. Sm, m, m AR 
合 M 的 三 个 元 素 ,每 次 取 2 个 的 排列 为 

mim; mem, mm 
事实 上 ,的 每 一 元 素 用 M 的 任 一 元 素来 置换 ,就 有 a 个 不 同 的 
情形 ,既然 N 的 每 一 元 素 就 有 a 个 不 同 的 置换 , 则 8 个 元 素 所 有 
不 同 的 置换 法 应 当 是 a*, 有 了 乘 瞧 的 定义 之 后 ,Cantor 证 明了 2^» 
= c, 这 从 (0, 1) 线 段 的 数 展 为 二 进位 小 数 可 知 ,这 时 MRA O, 1 
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两 个 元 素 , N 是 自然 数 集合 . 

Cantor 提请 人 们 注意 这 样 的 事实 , 即 他 的 关于 基数 的 理论 特 
别 适 合 于 有 限 集合 ,从 而 对 于 有 限 数 理论 他 已 给 出 了 * 最 自然 .最 
简短 且 最 严密 的 基础 ”. 

下 一 个 概念 便 是 序数 的 概念 , 他 在 引进 一 个 已 知 集合 的 逐次 
导 集 时 ,时 就 发 觉 序数 概念 的 需要 . 他 现在 抽象 地 来 引进 这 个 概 
念 . 一 个 集合 叫做 全 序 的 (simply ordered) ,假如 它 的 任何 两 个 元 
素 都 有 一 个 确定 的 顺序 ; 即 若 给 定 mi 与 m2 , 则 或 者 是 ms 前 于 
m ,或 者 是 mi 前 于 mi ;记号 表示 : m <m Km, <m. BA 
m, <m 5 m; <m , 则 mi <m, 即 这 顺序 关系 有 传递 性 . 一 个 
全 序 集 M 的 序数 是 这 个 集合 的 顺序 的 序 型 . 两 个 全 序 集 称 为 是 相 
似 的 ,假如 它们 是 一 一 对 应 而 且 保 留 顺 序 , 即 若 ma 对 应 于 m, m 
对 应 于 om fü m < m, WA n; < ns. 两 个 相似 的 集合 叫做 有 相 
同 的 序 型 或 序数 . 作为 全 序 集 的 例子 ,我 们 可 用 任 一 有 限 数 集合 并 
按 任何 给 定 的 顺序 排列 . 对 于 有 限 集 , 不 管 其 顺序 是 怎样 的 ,其 序 
数 是 确定 的 ,并且 就 用 这 个 集合 的 基数 来 表示 . 正 整数 集合 按 它们 
的 自然 顺序 ,其 序数 用 w 表示 . 另 一 方面 , 按 递 减 顺 序 的 正 整数 
集合 

:*,4,3,2,1 

的 序数 用 " w 表示 . 正 、 负 整数 与 零 所 成 的 集合 按 通常 的 顺序 ,其 序 
BON wto. 

接着 Cantor 定义 序数 的 加 与 乘 . 两 个 序数 的 和 是 第 一 个 全 序 
集 的 序数 加 第 二 个 全 序 集 的 序数 ,顺序 即 按 其 特殊 规定 . Bd GK EI 
然 顺 序 的 正 整 数 集合 之 后 随 着 五 个 最 初 的 正 整 数 所 构成 的 集 
合 , 即 


l, 2, 3, Ut, 1, 2, 3, 4, 5, 


其 序数 为 w 十 5. 序数 的 相等 与 不 相等 ,也 可 以 很 显然 地 给 出 定义 . 


8. 超 限 基数 与 超 限 序数 69 区 


现在 他 引进 超 限 序数 的 整个 集合 ,这 在 一 方面 是 基于 它 本 身 
的 价值 , 另 一 方面 是 为 了 确切 地 定义 较 大 的 超 限 基数 . 为 了 引进 这 
些 新 的 序数 ,他 把 全 序 集 限制 在 良 序 集 (well-ordered) 的 范围 之 
内 .一 个 全 序 集 叫 做 良 序 集 ,假如 它 有 为 首 的 元 素 ,并 且 它 的 每 
一 了 了 集 也 有 为 首 的 元 素 . 序数 与 基数 都 存在 着 级 别 . 第 一 级 是 所 有 


的 有 限 序数 
1,2, 3, *- 


我 们 用 Z 表示 上 述 第 一 级 序数 . 在 第 二 级 的 序数 是 
o,o-1,w2,:7, 2w, 29 1, 77, 
3o, 3w 4-1, Ut, e, ety o», IM w. 

我 们 用 Z 表示 ,其 中 每 一 个 都 是 基数 为 从。 的 集合 的 序数 . 

Zs ,作为 上 述 序 数 构成 的 集合 ,应 有 一 个 基数 . 这 个 集合 是 不 
可 列 的 ,从 而 Cantor 引进 一 个 新 的 基数 闪 , 作为 集合 Zs 的 基数 . 
Bra EB SS, AS. 的 后 继 的 基数 . 

第 三 级 的 序数 用 Z 表示 ,它们 是 

Q, 0+1, Q-2,--, Q0, … 

这 些 是 良 序 集中 基数 为 只 , 的 集合 的 序数 . 而 Z 这 个 序数 的 集合 
的 基数 大 于 党 ; Cantor AS, 来 表示 它 的 基数 . 这 个 序数 与 基数 
的 级 别 可 以 无 穷 无 尽 地 这 样 继续 下 去 . 

Cantor 已 经 证 明 , 对 于 给 定 的 任 一 集合 ,总 可 以 构造 一 个 新 
的 集合 , 即 所 给 集合 的 所 有 子 集 构 成 的 集合 ,使 其 基数 大 于 所 给 集 
合 的 基数 . 如 果 给 定 集合 的 基数 是 个 。, 则 其 全 部 子 集 构成 的 集合 
具有 基数 2%. Cantor 已 经 证 明 29» = c, 这 个 “就 是 连续 统 的 基 
数 . 另 一 方面 ,他 通过 序数 引进 了 党 : HUES BS 的 后 继 者 . 
FES «e BFS = < 是 否 成 立 , 即 连续 统 假 设 (continuum 
hypothesis) 是 否 成 立 ,Cantor 不 管 怎样 刻苦 努力 ,也 不 能 回答 . 在 
1900 年 的 国际 数学 会 议 上 , Hilbert 把 这 个 问题 列 入 了 著名 问题 


(D Math, Ann. , 21,1883,545~586 = Ges, Abh. , 165—204. 
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的 名 单 中 (第 43 章 第 5 节 ; 也 可 参看 第 51 章 第 8 节 ). 

对 于 一 般 的 集合 M 与 N ,可 能 有 这 样 的 情形 B M 不 能 与 N 
的 任何 一 个 子 集 构成 一 一 对 应 ,而 N 也 不 能 与 M 的 任何 一 个 子 
集 一 一 对 应 . 在 这 种 情形 下 ,虽然 M 与 N 各 有 基数 , 设 分 别 为 a 
与 8B, 但 不 能 说 8 二 a, 还 是 a 二 PB 或 a DR. 也 就 是 说 ,这 两 个 基数 
是 不 可 比较 的 . OT LP SE , Cantor 能 够 证 明 这 样 的 情况 不 可 能 
出 现 . 存在 着 基数 不 能 比较 的 非 良 序 集 这 件 事 ,看 来 似乎 近 于 人 悖 
理 , 但 怎样 处 理 这 个 问题 ,Cantor 同样 不 能 解决 . 

Ernst Zermelo(1871—1953) 着手 处 理 了 非 良 序 集 的 基数 的 
比较 应 怎样 进行 的 问题 . 他 在 1904 年 名 证 明 每 一 个 集合 都 能 够 恨 
序 化 (在 某 种 重新 排列 下 ), 并 在 1908 年 多 给 出 了 第 二 个 证 明 . 在 
证 明 中 ,他 需要 用 到 现在 大 家 知道 的 选择 公理 (axiom of choice) 
(Zermelo 公理 ): 对 于 给 定 的 非 空 且 不 相交 的 集合 的 任何 一 个 总 
体 , 总 可 以 在 每 一 集合 中 选取 一 个 元 素 ,从 而 构成 一 个 新 的 集合 . 
选择 公理 , 良 序 化 定理 ,以 及 任何 两 个 集合 可 比较 其 基数 的 大 小 
( 即 若 它们 的 基数 分 别 为 a 与 8, 则 或 者 a = B, 或 者 a <P, 或 者 
a 29 B), 这 三 者 是 等 价 的 原理 . 


9. RACE 20 世纪 和 初 的 状况 

Cantor 的 集合 论 是 在 这 样 一 个 领域 中 的 一 个 大 胆 的 步伐 ,这 
个 领域 ,我 们 已 经 提 过 ,从 希腊 时 代 起 就 曾 断 断 续 续 地 被 考虑 过 . 
集合 论 需要 严格 地 运用 纯 理性 的 论证 ,需要 肯定 势 愈 来 愈 高 的 无 
穷 集合 的 存在 ,这 都 不 是 人 的 直观 所 能 掌握 的 . 这 些 思想 远 比 前 人 
曾经 引进 过 的 想法 更 革命 化 ,要 它 不 遭 到 反对 那 倒是 一 个 奇迹 . 对 
于 这 个 发 展 的 可 靠 性 的 怀疑 ,被 Cantor 自己 以 及 其 他 一 些 人 提出 


© Math. Ann. , 59,1904,514— 5106. 
@ Math. Ann. , 65,1908,107--128. 
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的 问题 所 增强 . Cantor 在 1899 4E 7 H 28 H 55 8 H 28 B 2& Dede- 
kind 的 两 封 信 中 中 , 问 到 所 有 的 基数 全 体 本 身 是 否 构成 一 
因为 如 果 是 集合 , 它 就 会 有 大 于 任何 其 他 基数 的 基数 . 他 想 采 取 相 
容 集合 与 不 相 容 集合 的 办 法 ,从 否定 方面 来 回答 这 个 问题 . 然而 ， 
在 1897 ££, Cesare Burali-Forti(1861 一 1931) 指 由 ,所 有 序数 的 序 
列 是 良 序 的 , 它 具有 的 序数 应 是 所 有 序数 的 最 大 者 .于 是 这 个 序 
数 大 于 所 有 的 序数 (Cantor 早 在 1895 年 已 注意 到 这 个 困难 ). 这 
些 , 以 及 其 他 一 些 未 解决 的 问题 ,叫做 悖 论 ,是 在 19 世纪 末 开 始 被 
注意 到 的 ， 

反对 的 意见 确实 是 答 人 听闻 的 . Kronecker 几乎 从 一 开始 就 
反对 Cantor 的 思想 ,这 是 我 们 早已 看 到 了 的 . Felix Klein 对 这 些 
思想 也 决 不 表 同 情 . Poincare® 评论 性 地 指出 ,“ 但 是 我 们 过 到 某 
些 悖 论 , 某 些 明显 了 矛盾 的 事情 已 经 发 生 了 ,这 些 将 使 埃 利 亚 的 Ze- 
no 与 Megara 学 派 高 兴 …… 我 个 人 ,而 且 这 不 只 我 一 人 ,认为 重要 
之 点 在 于 , 切 匆 引进 一 些 不 能 用 有 限 个 文字 去 完全 定义 好 的 东 
A”. 他 把 集合 论 当 作 一 个 有 趣 的 “病理 学 的 情形 ”来 谈 . 他 并 且 预 
测 (在 同一 文章 中 ) 说 :后 一 代 将 把 { Cantor 的 ] 集 合 论 当 作 一 种 
疾病 ,而 人 们 已 经 从 中 恢复 过 来 了 . ”Hermann Weyl 称 Cantor X 
于 闪 的 等 级 是 雳 上 之 筋 . 

然而 ,许多 卓越 的 数学 家 深 为 这 新 的 理论 已 经 起 的 作用 所 
感动 . 1897 年 在 苏黎世 举行 的 第 一 次 国际 数学 家 会 议 上 ,Adolf 
Hurwitz 与 Hadamard 指出 了 超 限 数理 论 在 分 析 中 的 重要 应 用 . 
进一步 的 应 用 不 久 就 在 测度 论 ( 第 44 章 ) 与 拓扑 学 (第 50 章 ) 方 
面 开展 起 来 . Hilbert 在 德国 传播 了 Cantor 的 思想 ,并 在 1926 


(D Ges. Abh. , 445~448, 

Q Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 11,1897,154— 164 5 260. 

@ Proceedings of the Fourth Internat. Cong. of Mathematicians, Rome, 
1908,167—182; Bull. des Sci Math. , (2),32,1908,168~190 = Œuvres 中 的 摘录 ,5， 
19—23. 
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年 说 D:“ 没 有 人 能 把 我 们 从 Cantor 为 我 们 创造 的 乐园 中 开除 出 
去 . ”他 对 Cantor 的 超 限 算术 赞誉 为 “数学 思想 的 最 惊人 的 产物 ， 
在 纯粹 理性 的 范畴 中 人 类 活动 的 最 美的 表现 之 一 " @ Bertrand 
Russell 把 Cantor 的 工作 描述 为 "可 能 是 这 个 时 代 所 能 夸 煽 的 最 
伟大 的 工作 ”. 
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假如 几何 不 严密 , 那 它 就 什么 也 不 是 …… 在 严密 这 一 点 上 ， 
普遍 都 认为 ,Euclid 的 方法 是 无 懈 可 击 的 . 
H. J.S. Smith (1873) 

每 当 Euclid EHRE E, mA PR, fg 
HE SC e Page JE BIR ,总 是 习惯 于 为 他 辩护 ， 
据 以 辩护 的 理由 是 :他 的 逻辑 的 优点 是 超群 的 ,而 且 给 不 成 
识 的 推理 能 力 提 供 非 常 宝贵 的 训练 , 然而 ,和 仔细 地 推 戎 一 
下 ,上 述 理由 就 化 为 乌有 了 . 他 的 定义 并 不 总 是 下 了 定义 
的 ,他 的 公理 并 不 总 是 不 可 证 明 的 ,他 的 证 明 需 要 许多 他 还 
没有 完全 意识 到 的 公理 . 一 个 正确 的 证 明 ,即使 没有 画 出 图 
形 , 也 仍然 保持 其 论证 的 力量 . 但 在 这 个 检验 面前 ,Euclid 
的 许多 早期 的 证 明 就 站 不 住 脚 了 …… 说 他 的 著作 是 一 部 逻 
辑 的 杰作 REAT SAKAT. 

Bertrand Russell (1902) 


1. Euclid 中 的 缺陷 

对 于 Euclid 的 定义 和 公理 的 批评 (第 4 章 第 10 75) , EB UI 
到 最 早 的 两 位 著名 的 注释 者 :Pappus 和 Proclus. 在 文艺 复兴 时 
期 , 当 Euclid 第 一 次 被 介绍 给 欧洲 人 时 ,他们 也 注意 到 了 上 看 的 
HE. Jacques Peletier (1517 一 1582) 在 他 的 《Euclid 几何 原本 中 的 
uE HA) (In Euclidis Elementa Geometrica Demonstrationum , 
1557) 一 书 中 ,批评 了 Euclid 使 用 全 合法 去 证 明 全 等 方面 的 定理 . 
甚至 哲学 家 Arthur Schopenhauer 在 1844 年 也 说 ,他 感到 很 奇怪 
的 是 ,数学 家 们 攻击 Euclid 的 平行 公设 ,而 不 去 攻击 重合 的 图 形 
是 相等 的 这 一 条 公理 . 他 论述 说 ,重合 的 图 形 自 然 是 恒 等 或 相等 


的 ,因而 无 需 什么 公理 ;或 者 ,重合 完全 是 一 种 经 验 性 质 的 事情 ,不 
属于 纯 直 觉 知 识 (Anschauung), 耐 是 属于 外 部 感官 的 经 验 , 男 外 ， 
这 条 公理 预先 假设 了 图 形 的 可 移动 性 ;但 是 ,在 空间 中 能 移动 的 是 
物质 ,因此 超出 了 几何 的 范围 . 19 世纪 时 已 普遍 认识 到 ;有 合法 或 
者 是 建立 在 一 些 未 明确 说 明 的 公理 的 基础 上 ,或 者 必须 用 另 一 种 
探讨 全 等 的 方法 来 代 蔡 . 

有 些 批评 家 不 希望 把 所 有 的 直角 都 相等 这 种 陈述 作为 一 条 公 
理 , 并 力图 去 证 明 它 (当然 是 在 别 的 公理 的 基础 上 去 证 明 它 ), Eu- 
clid 著作 的 一 位 编辑 者 Christophorus Clavius (1537 一 1612) 注 意 
到 还 缺少 一 条 公理 来 保证 与 三 个 已 知 量 成 比例 的 第 四 个 量 的 存在 
(第 4 章 第 5 节 ). Leibniz 正确 地 评述 道 , 当 Euclid 断言 ( 卷 1 命题 
1) 两 个 互相 经 过 对 方圆 心 的 圆 有 
公共 点 的 时 候 , 他 是 依赖 于 直观 
的 . 换 句 话说 ,Euclid (RE SAL 
某 一 种 连续 的 结构 ,所 以 在 它 被 
另 一 个 圆 分 制 的 地 方 必 定 有 一 
个 点 ， 

Gauss 也 注意 到 了 Euclid JL 
何 表述 中 的 短处 . 他 在 1832 年 3 ml 
月 6 日 给 Wolfgang Bolyai ff) — £j OPH , 36:383] — 1 V EL EE — 
角形 内 部 的 一 部 分 ,这 是 需要 适当 的 基础 的 , fie v: ^ TE TG 4s BS) RT 
述 中 ,诸如 ' 在 …… 之 间 "那样 的 词 必 须 建立 在 清晰 的 概念 上 ,这 是 
能 够 做 到 的 ,但 我 在 任何 地 方 都 没有 看 到 过 . ”Gauss 还 附带 批评 
了 直线 的 定义 信和 平面 的 定义 ,其 中 平面 定义 为 一 种 曲面 ,使 得 连 
结 它 上 面 任 意 两 点 的 直线 必定 在 它 上 面 &. 


© Werke, 8,222. 
(Q Werke, 8,196. 
®© Werke, 8,193— 195 和 200, 
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众所周知 ,错误 结论 的 许多 “证 明 ” 是 能 够 作出 来 的 ,因为 Eu- 
clid 的 公理 没有 强行 规定 某 些 点 与 男 外 一 些 点 必须 处 于 什么 样 的 
位 置 关 系 . 例如 ,每 一 个 三 角形 都 是 等 腰 的 “证 明 ” 就 属于 这 种 情 
况 .作出 和信 ABC RAA 的 平分 线 和 BC 边 上 的 垂直 平分 线 (图 
42. 1). 如 果 这 两 条 线 平 行 , 则 这 角 平 分 线 就 垂直 于 BC, 因 而 这 三 
角形 就 是 等 腰 三 角形 . 因此 ,我们 假定 这 两 条 直线 交 于 (比如 说 是 ) 
O 点 ,然而 我 们 仍 将 “证 明 " 这 三 角形 是 等 腰 的 . 我 们 作出 垂直 于 
AB 的 线 OF 和 垂直 于 AC 的 线 OE. BARS 工 的 两 个 三 角形 是 
全 等 的 ,因而 OF = OE. 标 着 下 的 两 个 三 角形 也 全 等 ,因而 OB = 
OC. 从 而 标 着 工 的 两 个 三 角形 也 全 等 ,所 以 FB = EC. Mine I 
的 两 个 三 角形 ,我 们 得 到 AF = AE. 于 是 AB = AC, 从 而 三 角形 

A 就 是 等 腰 的 了 . 

人 们 也 许 要 问 ,点 O 的 位 置 到 底 在 
哪里 ? 而 实际 上 可 以 证 明 , 它 必 定 在 三 
角形 的 外 部 ,在 外 接 圆 上 . AR m 
成 图 42. 2, 就 依然 能 “证 明 ” 三 角形 
ABC 是 等 腰 的 . 漏洞 在 于 EL FAA, 
它们 必须 分 别 在 三 角形 中 各 自 边 的 内 
部 和 外 部 . 但 这 就 意味 着 在 开始 证 明之 前 我 们 就 必须 能 够 确定 相 
对 于 A 各 B 的 点 下 的 正确 位 置 ,以 及 相对 于 A 和 C 的 点 五 的 正 
确 位 置 . 当然 不 应 该 依赖 于 画 出 正确 的 图 形 来 确定 五 和 下 的 位 
* ,但 这 恰巧 是 Euclid 和 直到 1800 年 为 止 的 数学 家 们 所 做 的 事 
情 . Euclid 几何 被 说 成 是 给 出 了 由 图 形 直观 地 猜测 到 的 定理 的 精 
确证 明 ,其实 它 只 是 提供 了 精确 画 出 的 图 形 的 直观 证 明 . 

虽然 对 Euclid 原 本 》 的 逻辑 结构 的 批评 ,差不多 从 它 写 成 之 
日 就 已 开始 了 ,但 这 些 批 评 流 传 不 广 ,或 者 其 中 的 缺陷 被 认为 是 次 
要 问题 .《 原 本》 被 普遍 认为 是 严密 性 的 楷模 . 然而 非 欧 几何 的 工作 
使 数学 家 们 看 清 了 Euclid 结构 中 的 全 部 缺陷 ,因为 在 作出 证 明 的 


图 42. 2 
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时 候 , 他 们 不 得 不 持 特别 的 批判 态度 来 对 待 他 们 所 采用 的 东西 . 

认识 到 许多 缺陷 的 存在 ,终于 迫使 数学 家 们 着 手 重建 Euclid 
几何 以 及 含有 同样 弱点 的 其 他 几何 的 基础 . 这 项 活动 在 19 世纪 的 
最 后 30 年 中 变 得 非常 广泛 . 


2， 对 射影 几何 学 基础 的 贡献 

在 19 世纪 ?0 年代 ,与 度量 几何 学 有 关 的 射影 几何 学 方面 的 
工作 揭示 出 射影 几何 学 是 一 门 基础 的 几何 学 (第 38 章 ). 也 许 由 于 
这 个 原因 ,几何 基础 的 工作 就 和 它 一 起 开始 了 . 然而 ,几乎 所 有 的 
著作 家 都 间 等 关心 于 (或 者 是 在 射影 几何 学 的 基础 上 ,或 者 是 独立 
地 ) 建 立 度量 几何 学 . 因此 19 世纪 后 期 和 20 世纪 初期 讨论 几何 基 
础 的 书 和 论文 都 不 能 按照 不 同 的 几何 学 分 离开 来 . 

非 Euclid 几何 方面 的 工作 使 人 们 认识 到 几何 是 人 为 的 结构 ， 
它 与 物理 空间 有 关 , 但 未 必 就 是 它 的 确切 的 理想 化 . 这 件 事情 隐 合 
着 : 几 个 重大 的 变革 已 不 能 不 被 吸收 进 几 何 的 任何 一 种 公理 化 研 
究 方 法 中 去 了 . Moritz Pasch(1843—1930) 认识 到 并 强调 了 这 些 
变革 ,他 是 第 一 个 对 几何 基础 作出 较 大 贡献 的 人 . 他 的 《新 几何 学 
ESL) (Vorlesungen über neuere Geometrie, 1882 年 第 一 版 ,1926 
年 又 由 Max Dehn 修订 出 版 (第 二 版 )) 是 一 本 开辟 新 方向 的 著作 . 

Pasch 注意 到 Euclid 的 一 些 普通 的 概念 ,诸如 点 和 线 ,实际 上 
并 没有 定义 . 把 一 个 点 定义 为 没有 结构 成 分 的 东西 ,并 没有 多 大 意 
义 ,因为 结构 成 分 作 何 解释 呢 ? 事 实 上 , 像 Aristotle 以 及 略 晚 一 
些 时 候 诸 如 Peacock 和 Boole 那样 的 数学 家 曾经 做 过 的 那样 ， 
Pasch 指出 ,有 一 些 概念 必定 是 不 定义 的 ,否则 ,或 者 定义 的 过 程 
无 穷 无 尽 ,或 者 数学 就 会 依赖 于 物理 的 概念 . 一 旦 某 些 不 定义 的 概 
念 被 挑选 出 来 之 后 ,其余 的 概念 就 可 以 通过 它们 定义 出 来 . 例如 在 
几何 中 ,点 、 线 .平面 (Pasch 在 他 的 著作 的 第 一 版 中 还 用 了 线段 的 
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辣 合 ) 是 可 以 选 来 作为 不 定义 的 概念 的 . 这 种 选取 并 不 是 唯一 的 . 
因为 有 不 定义 的 概念 ,所 以 问题 就 产生 了 :这 些 概 念 的 哪些 性 质 能 
用 来 作 与 它们 有 关 的 一 些 证 明 昵 ?Pasch 的 回答 是 :公理 作出 有 
关 不 定义 概念 的 断言 ,而 这 些 断 言 就 是 我 们 可 以 用 的 与 它们 有 关 
的 仅 有 的 断言 . 正如 Gergonne FH 1818 年 就 提出 过 的 那样 中 ,不 
定义 的 概念 是 由 公理 含蓄 地 定义 着 的 . 

AAH, Pasch 继续 说 ,它们 中 的 某 些 虽然 可 以 通过 实验 猜 
测 出 来 ,但 是 只 要 公理 集 一 经 选 定 之 后 ,就 必须 能 够 完成 所 有 的 证 
明 而 不 用 再 参考 实验 或 者 参考 概念 的 物理 意义 . 此 外 ,公理 决 不 是 
不 证 自明 的 真理 ,而 只 是 企图 用 以 产生 特殊 的 一 门 几何 的 定理 的 
一 些 假定 . 他 在 《讲义 (第 2 版 第 90 页 ) 中 说 : 


eun 如 果 几 何 学 要 成 为 一 门 真 正 演绎 的 科学 ,那么 必 不 
可 少 的 是 :作出 推论 的 方式 既 要 与 几何 概念 的 意义 无 关 ， 
又 要 与 图 形 无 关 ; 需 要 考虑 的 全 部 东西 只 是 由 命题 和 定 
义 所 断言 的 几何 概念 之 问 的 联系 .在 演绎 过 程 中 ,把 所 用 
的 几何 概念 的 意义 牢记 在 心里 ,这 是 既 恰 当 而 又 有 用 的 ， 
但 这 决 不 是 本 质 的 ;事实 上 , 当 这 成 为 必要 的 时 候 ,恰恰 
是 演绎 过 程 中 出 现 了 满 洞 ,因而 ( 当 不 可 能 通过 修改 推理 
去 填补 缺陷 时 ) 我 们 被 迫 承认 乞求 来 作为 证 明 工 具 的 命 
题 是 不 够 用 的 ， 


Pasch 的 确 深 信 概 念 和 公理 应 该 与 经 验 有 关 , 但 在 逻辑 上 这 是 不 
相干 的 . 

在 《讲义 》 中 ,Pasch 给 出 了 射影 几何 的 一 些 公理 ,但 是 ,这 些 
公理 中 的 许多 条 以 及 它们 的 类 似 物 对 于 公理 化 Euclid 几何 和 非 
Euclid 几何 ( 当 把 它们 建成 独立 的 学 科 时 ) 也 是 同等 重要 的 . 因此 
他 是 第 一 个 建立 直线 上 点 的 顺序 的 公理 集 (或 者 是 在 …… 中 间 的 


中 Ann. de Math. , 9,1818/1819,1. 
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概念 ) 的 人 . 这 样 的 公理 还 必定 被 吸收 进 任何 一 门 度量 几何 学 的 完 
全 的 公理 集中 . 我 们 在 下 面 将 会 看 到 顺序 公理 究竟 相当 于 什么 . 

他 建立 射影 几何 学 的 方法 是 把 无 穷 远 处 的 点 EORR ,可 到 真 
正 的 点 、 线 和 面 中 去 . 然后 他 用 von Staudt 和 Klein 的 投影 作 图 法 
(第 35 章 第 3 节 ) 引 进 了 (几何 基 上 的 ) 坐 标 , 最 后 引进 了 射影 变换 
的 代数 表示 . 非 Euclid 几何 和 Euclid 几何 是 通过 区 分 Felix Klein 
那里 的 真 假 线 和 点 ,作为 在 几何 基 上 的 特殊 情形 引进 的 . 

一 个 更 令 人 满意 的 对 射影 几何 的 探讨 是 由 Peano 给 出 的 号. 
Mario Pieri(1860 一 1904) 的 作品 《射影 几何 学 原理 》@ 继 续 了 这 种 
探讨 . 遵循 这 种 研究 方法 的 人 还 有 Federigo Enriques (1871 一 
1946) (人 《射影 几何 讲义 》(Leziori di geometria proiettiva, 
1898)), Eliakim Hastings Moore (1862—1932)®, Friedrich H. 
Schur (1856—1932)®, Alfred North Whitehead ( 1861—1947 ) 
(CS RE JL fT BJ ZS EE) (The Axioms of Projective Geometry )9) , 
Oswald Veblen(1880 一 1960) 和 John W. Young(1879—1932)9, 
最 后 的 两 个 人 给 出 了 一 个 完全 独立 的 公理 集 . Veblen 和 Young 
的 《射影 几何 》( Projectiue Geometry ,2 卷 本 ,1910 和 1918) 是 最 优 
秀 的 教科 书 ,他 们 在 严格 的 公理 基础 上 以 射影 几何 开始 ,然后 通过 
挑选 不 同 的 绝对 二 次 曲面 去 得 到 Euclid 几何 和 几 个 非 Euclid 7L 
何 (第 38 章 第 3 节 ) 来 特殊 化 这 门 几何 学 ,从 而 实现 了 几何 的 
Klein 组 织 . 他 们 的 公理 集 广泛 得 足以 包括 具有 有 限 个 点 的 几何 ， 
只 有 有 理 点 的 几何 以 及 有 复数 点 的 几何 . 


(D Rivista di Matematica = Revue de Mathématiques , 4,1894, 51 ~ 90 = Opere 
scelte, 3,115~157. 
Memoric della Reale Accademia delle Scienze di Torino ,(2) ,48,1899,1— 62, 
Amer. Math, Soc. Trans. , 3,1902,142— 158. 
Math, Ann, , 55,1902,265— 292. 
Cambridge University Press, 1960. 
Amer, Jour. of Math. , 30,1908,347 —378. 
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关于 射影 几何 学 的 以 及 我 们 一 会 儿 束 要 看 到 的 Euclid 几何 
学 的 许多 公理 系统 ,还 有 一 点 是 值得 提 到 的 . Euclid 几何 的 某 些 公 
理 是 存在 公理 (第 4 章 第 3 和 节 ). 为 了 保证 图 形 的 逻辑 存在 , 古 希 腊 
和 人 使 用 乒 规 作 图 . 19 世纪 的 几何 基础 方面 的 工作 修改 了 存在 的 概 
念 ,部 分 地 是 因为 要 补充 Euclid 处 理 这 个 论题 时 的 不 足 , 部 分 地 
是 因为 要 扩大 存在 的 概念 ,使 Euclid 几何 能 把 不 一 定 用 尺 规 作出 
来 的 点 、 线 和 角 包 括 进 去 . 我 们 将 看 到 新 的 一 类 存在 公理 在 我 们 将 
要 考察 的 体系 中 究竟 相当 于 什么 . 


3. Euclid 几何 的 基础 

在 《几何 原理 了 (I Principii di geometria , 1889) 中 ,Giuseppe 
Peano 给 出 了 Euclid 几何 的 一 个 公理 集 . 他 也 强调 说 基本 的 元 素 
是 不 定义 的 . 他 规定 了 一 条 原则 :不 定义 的 概念 应 该 尽 可 能 少 ,他 
用 了 点 、 线 段 和 运动 . 鉴于 Euclid 使 用 全 合 原理 而 受到 的 批判 ,所 
以 把 运动 包括 进去 ,看 来 似乎 是 有 些 令 人 吃惊 的 ;但 是 ,根本 的 问 
题 并 不 在 于 运动 的 概念 ,而 是 在 于 :如 果 必 须 用 到 它 时 ,还 缺乏 合 
适 的 公理 基础 . Peano 的 学 生 Pieri 给 出 了 一 个 类 似 的 公理 集 吕 ,他 
把 点 和 运动 作为 不 定义 的 概念 . 男 外 一 个 把 直线 .线段 和 线段 的 从 
合作 为 不 定义 的 元 素 的 公理 集 ,是 由 Giuseppe Veronese(1854— 
1917) 在 他 的 《几何 基础 》(Fondamenti di geometria ，1891) 中 给 
出 的 . 

在 Euclid 几何 的 所 有 公理 系统 中 ,概念 和 陈述 最 简单 、 间 出 
的 路 子 最 接近 于 Euclid 且 最 受 人 们 欢迎 的 公理 集 是 属于 Hilbert 
的 ,他 并 不 知道 上 述 意 大 利 人 的 工作 . 在 《几何 基础 了 (Grundlagen 
der Geometrie , 1899) ch ,他 给 出 了 他 的 公理 集 的 第 一 个 叙述 ,但 


(D Memorie della Reale Accademia delle Scienze di Torino, (2), 49, 1899, 
173~ 222, 
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后 


来 进行 了 很 多 次 修改 .下 文 引 用 的 内 容 取 自 这 本 书 的 第 七 版 


(1930). Hilbert 在 使 用 不 定义 概念 ,以 及 这 些 概 念 的 性 质 仅 由 公 
理 来 说 明 等 方面 ,都 追随 Pasch, 认为 无 需 给 不 定义 的 概念 指定 明 


晰 
可 


它 


的 意义 . 就 像 Hilbert 说 的 那样 ,这 些 点 、 线 . 面 以 及 其 他 元 素 ， 
以 用 桌子 ,椅子 .啤酒 杯 以 及 别 的 什么 东西 来 代替 . 当然 , 当 几 何 
“事物 "打交道 时 ,这些 公理 肯定 不 是 不 证 自明 的 真理 ,但 必须 把 
们 看 做 是 任意 的 ,即便 它们 事实 上 是 由 经 验 启示 的 ， 

Hilbert 首先 列 出 他 的 不 定义 概念 . 它们 是 点 、 线 ,平面 .位 于 


上 面 (点 和 线 之 间 的 关系 )、 位 于 上 面 (点 和 平面 之 间 的 关系 )、 


集 


er 中 间 .一 对 点 重合 . 角 的 重合 . 这 个 公理 系统 在 同一 个 公理 
中 处 理 平面 Euclid 几何 及 立体 Euclid 几何 ,而 这 些 公理 又 被 分 


成 几 组 . 第 一 组 公理 包括 存在 性 方面 的 公理 : 


工 . 


I 
I; 
I; 


L 


Is 


Is 


I 


Is 


对 于 每 两 个 点 A 和 B ,有 一 条 直线 a 位 于 它们 上 面 . 
对 于 每 两 个 点 A 和 B ,只 有 一 条 直线 位 于 它们 上 面 . 
一 条 直线 上 至 少 有 两 个 点 . 不 位 于 同一 条 直线 上 的 点 ,至 
DEZA. 
对 于 不 位 于 一 条 直线 上 的 任意 三 点 A、B 与 C, 都 有 一 张 
平面 ,位 于 这 三 点 上 ([ 包 含 ] 这 三 点 ). 在 每 一 张 平面 .上 
[至 少 ] 有 一 个 点 . 
对 于 不 位 于 同一 条 直线 上 的 任意 三 点 A、B 和 C, 只 能 有 
一 张 平面 包含 它们 . 
如 果 一 条 直线 上 有 两 个 点 位 于 平面 a 上 ,那么 这 条 直线 上 
所 有 的 点 都 位 于 a 上. 
如 果 两 张 平面 a MP 有 一 个 公共 点 4 ,那么 它们 至 少 还 有 
男 外 一 个 点 昌 是 公共 的 ， 
不 在 同一 张 平面 上 的 点 ,至 少 是 四 点 ， 

第 二 组 公理 补充 了 Euclid 公理 集中 最 严重 的 遗漏 , 即 关 于 点 
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和 线 的 相对 顺序 的 公理 . 
|. 位 于 …… 之 间 的 公理 
I. ”如果 一 点 B 位 于 点 A MC 之 间 , 那 么 A、B 和 C 是 同一 
条 直线 上 的 三 个 不 同 点 ,并 且 B 也 位 于 C 和 A 之 间 . 
Ilo ”对 于 任意 两 点 A 和 C, 直 线 AC 上 至 少 有 一 点 B, 使 C 位 
于 A RIB 之 间 . 
I, ”在 一 条 直线 上 的 任意 三 点 中 ,只 有 一 个 点 位 于 其 他 两 点 
之 间 . 
ASHE TT, AU LL 的 意思 是 使 直线 成 为 无 限 的 ， 
定义 设 A 和 B 是 直线 a 上 的 两 点 .点 对 A, B 或 者 点 对 也， 
A 就 叫做 线段 AB. 位 于 A 和 B 之 间 的 点 称 为 这 线段 的 点 或 者 这 
线段 的 内 点 .A 和 B 叫 做 这 线段 的 端点 . 直线 a 上 的 所 有 其 他 的 
点 都 被 说 成 是 在 这 线段 的 外 部 
I, (Pasch 公理 ) 设 A, B 和 C 是 不 位 于 同一 条 直线 上 的 三 个 
点 ,并 设 A, B, C 所 在 平面 上 不 经 过 (不 位 于 )A、B 或 
C( 上 ) 的 任意 一 条 直线 . 如 果 a 经 过 线段 AB 上 的 一 个 点 ， 
那么 它 必定 还 经 过 线段 AC 上 的 或 线段 BC 上 的 一 个 点 . 
I #o08 
Ul, MRA BERAR 上 的 两 个 点 ,4' 是 a 上 或 另 一 条 直线 
4’ 上 的 一 个 点 ,那么 在 直线 a 上 ,在 4 的 给 定 的 一 侧 ( 预 
先 已 经 规定 好 ), 可 以 找到 一 点 B', 使 线段 AB 和 线段 
A'B' 香 合 . id AB = A'B’. 
ll. ”如 果 A'B' 和 A”B” 都 与 4B AA, IBA A'B' = A”B”. 
这 条 公理 把 Euclid 的 “与 同一 个 东西 相等 的 东西 ,彼此 也 相 
等 "的 公理 局 限于 线段 . 
ll. 设 4B 和 BC 是 直线 a 上 没有 公共 内 点 的 两 条 线段 ,并 设 
A'B' 和 B'C' 是 直线 a 上 没有 公共 内 点 的 两 条 线段 . 如 果 
AB = A'B', BC = B'C', BA AC = AC’. 
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这 相当 于 把 Euclid 公理 “等 量 加 等 量 ,还 得 等 量 " 用 于 线段 . 
lll. WEZ, k) 位 于 平面 a 中 ,并 设 直线 a 位 于 平面 a ua 
在 a 中 的 确定 的 一 侧 已 经 给 出 . 设 有 是 a 的 从 O 点 出 发 
的 射线 . 则 在 a 中 有 且 只 有 一 条 射线 & ,使 ZA, k) 和 
LRK, KRBE, HZ, kO 的 所 有 内 点 都 位 于 a 的 给 
定 的 一 侧 . 每 一 个 角 与 本 身 是 从 合 世 
ite 在 两 个 三 角形 ABC 和 AB'C' 中 ,如 果 AB = A'B', AC 
= A'C', ZBAC = /BA'C’, BA ZABC = ZA‘'B'C’. 
最 后 这 条 公理 能 用 来 证 明 ZACB = ZA'C'B’. 考虑 同样 的 
两 个 三 角形 和 向 样 的 一 些 假设 , 不 过, 首先 取 AC = A'C', 然后 取 
AB = A'B' , 我 们 就 有 权 断 言 CACB = ZAC'B’, 因为 在 假设 的 
新 的 次 序 下 应 用 公理 的 词句 ,就 产生 这 个 新 的 结论 . 
N. 平行 公理 
设 a 是 一 条 直线 ,A 不 是 a 上 的 一 个 点 , 那么 在 a 和 A 所 在 
的 平面 上 ,最 多 只 有 一 条 经 过 A 并 与 a 不 相交 的 直线 . 
至 少 存在 一 条 经 过 A 并 与 a 不 相交 的 直线 是 可 以 证 明 的 , 因 
此 没有 必要 放 在 这 条 公理 里 . 
V. 连续 性 公理 
Va (Archimedes 公理 ) 如 果 AB 和 CD 是 任意 两 条 线段 , 那 
么 在 直线 AB 上 存在 若干 点 4A;，4:，…，A4,, 使 线段 
AA,, AA, A243, cn, AnA, 都 与 CD RA, HEB i 
FARMA, 之 间 . 
V: (直线 完备 性 公理 ) 直 线 上 的 点 构成 一 个 满足 公理 I ，T， 
,了 王 和 VW 的 点 集 , 而 且 不 可 能 再 把 它 扩 大 成 一 个 继续 满 
足 这 些 公理 的 更 大 的 集合 . 
这 条 公理 相当 于 要 求 直 线 上 有 足够 的 点 ,能 够 和 实数 构成 一 
一 对 应 . 虽然 这 个 事实 自从 坐标 几何 诞生 之 日 起 就 被 有 意识 和 无 
意识 地 使 用 了 . 但 是 它 的 逻辑 基础 先前 并 没有 叙述 过 . 
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Hilbert 用 这 些 公理 证 明了 Euclid 几何 的 一 些 基本 定理 . 证 
H Euclid 几何 的 全 部 内 容 确实 都 能 从 这 些 公理 推出 来 的 工作 是 
由 其 他 一 些 人 完成 的 . 

Euclid 几何 公理 的 随意 性 的 特点 ( 即 它 们 不 依赖 于 物理 的 现 
实 性 ) 产 生 了 另外 一 个 问题 , 即 这 门 几何 的 相 容 性 . 只 要 Euclid JL 
何 被 认为 是 关于 物理 空间 的 真理 ,那么 对 它 相 容 性 的 任何 怀疑 似 
平 都 是 没有 什么 意义 的 . 但 是 对 不 定义 概念 和 公理 的 新 的 理解 要 
求 相 容 性 是 已 建立 了 的 . 这 个 问题 至 关 紧 要 ,因为 非 Euclid 几何 
的 相 容 性 已 归结 为 Euclid 几何 的 相 容 性 (第 38 章 第 4 75). 1898 
年 Poincaré 提出 这 件 事 中 ,并 说 ,一 个 公理 式 地 建立 起 来 的 结构 ， 
如 果 我 们 能 给 它 一 个 算术 解释 ,就 可 以 相信 它 的 相 容 性 . Hilbert 
提供 了 这 样 一 个 解释 ,从 而 证 明了 Euclid 几何 是 相 容 的 . 

Hilbert( 在 平面 几何 里 ) 把 点 和 一 对 有 序 实数 (a, 5) 等 同 起 
来 @, 把 一 条 直线 与 一 组 联 比 (x:v:w )( 其 中 和 w 不 都 为 0) 等 
同 起 来 . 如 果 


uatvb+w= 0, 

则 点 就 在 直线 上 . 通过 解析 几何 中 平移 和 旋转 的 表达 式 , 登 合 就 被 
代数 地 解释 了 ;这 就 是 :两 个 图 形 ,如 果 其 中 的 一 个 可 以 由 男 一 个 
通过 平移 .z 轴 上 的 反射 以 及 旋转 而 得 到 , 则 称 它们 营 合 . 

在 每 一 个 概念 都 被 算术 地 解释 ,而 且 弄 清楚 公理 是 被 这 些 解 
释 所 满足 之 后 , Hilbert 的 论点 是 :定理 也 必须 适合 于 这 些 解释 , 因 
为 它们 是 公理 的 逻辑 的 结果 . 假如 Euclid 几何 中 有 了 矛盾 ,那么 同 
样 的 东西 也 会 保持 在 它 的 代数 解释 ( 它 是 算术 的 一 个 扩充 ) 中 . A 
此 ,如 果 算 术 是 相 容 的 , 则 Euclid 几何 也 一 定 是 相 容 的 . 但 当时 算 
术 的 相 容 性 还 是 一 个 未 解决 的 问题 ( 见 第 51 章 ). 


(D Monist, 9,1898, p. 38. 
@ ”严格 说 来 ,他 用 了 较 有 限 的 实数 集 . 
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入 们 极 想 证 明 的 是 ,在 给 定 的 公理 集中 ,没有 一 条 公理 能 由 其 
他 一 条 或 所 有 公理 推导 出 来 ,因为 ,不 然 的 话 , 就 没有 必要 把 它 作 
为 一 条 公理 了 . 这 个 无 关 性 的 概念 是 1894 年 Peano 在 刚才 提 到 的 
那 篇 论文 (其 至 更 早 一 些 , 在 他 的 《算术 原理 》(Arithmetices Prin- 
cipia ，1889)) 中 提出 并 加 以 讨论 的 . Hilbert 考虑 了 他 的 那些 公理 
的 无 关 性 . 但 是 ,因为 在 他 的 公理 集中 , 某 些 公理 的 意义 依赖 于 前 
面 的 一 些 , 所 以 不 可 能 证 明 每 一 条 公理 都 与 其 他 所 有 的 公理 无 关 ， 
Hilbert 成 功 地 证 明了 的 是 :任何 一 组 中 的 所 有 公理 都 不 能 由 另外 
四 组 公理 推 得 . 他 的 方法 是 作出 一 个 满足 四 组 公理 ,但 不 满足 第 五 
组 公理 的 相 容 的 解释 或 模型 ， 

无 关 性 的 证 明 对 非 Euclid 几何 有 特殊 的 意义 . 为 了 建立 平行 
公理 的 无 关 性 , Hilbert 作出 了 一 个 不 满足 Euclid 平行 公理 但 满 
足 其 余 四 组 公理 的 模型 . 其 中 用 了 在 Euclid 球 内 部 的 点 以 及 把 球 
的 边界 变 为 自身 的 特殊 变换 . 因此 ,平行 公理 就 不 能 是 其 他 四 组 公 
理 的 推论 ,因为 如 果 是 的 话 , 作 为 Euclid 几何 一 部 分 的 这 个 模型 
关于 平行 就 会 有 了 矛盾 的 性 质 . 这 同一 证 明 也 表明 非 Euclid 几何 是 
可 能 的 ,因为 如 果 Euclid 平行 公理 独立 于 其 他 公理 ,那么 它 的 否 
定 必然 也 是 独立 于 其 他 公理 的 ;而 假如 它 是 一 个 推论 , 则 Euclid 
ATEN ES ARRAS OE FB. 

Hilbert 的 Euclid 几何 公理 系统 ,第 一 次 出 现 于 1899 年 , 激 
起 了 对 Euclid 几何 基础 的 大 量 关 注 ,许多 人 使 用 不 同 的 不 定义 元 
素 集 或 公理 的 变种 ,作出 了 各 种 说 法 . 正如 我 们 已 经 提 到 过 的 ， 
Hilbert 本 人 直到 他 作出 1930 年 的 说 法 之 前 ,一 直 在 改变 他 的 公 
理 体系 . 在 为 数 众多 的 各 种 公理 体系 中 ,我 们 将 只 提 到 一 个 . Ve- 
blen® 的 公理 体系 是 建立 在 把 点 和 序 作 为 不 定义 概念 的 基础 上 
的 . 他 证 明了 全 的 每 一 条 公理 都 是 独立 于 其 他 公理 的 ,而 且 还 建立 
了 另外 一 条 性 质 : 范 畴 性 .Edward V. Huntington(1874—1952) 


(D Amer. Math. Soc. Trans. , 5,1904,343—384. 
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在 专门 讨论 实数 系 的 一 篇 论文 中 中 第 一 次 清楚 地 叙述 并 使 用 了 这 
个 概念 (他 把 这 个 概念 叫做 充分 性 ). 与 不 定义 符号 集 S1，S;: ，…， 
S, 相 联 系 的 公理 集 Pa, Po, oe, P. 称 为 是 范畴 的 ,如 果 在 任何 
两 个 含有 不 定义 符号 并 满足 公理 集 的 成 员 之 间 ,能 够 建立 不 定义 
概念 (它们 由 公理 所 维护 的 关系 而 被 保存 ) 之 间 的 一 一 对 应 ;也 就 
是 说 ,这 两 个 系统 是 同 构 的 . 实际 上 ,范畴 性 意味 着 公理 系统 的 所 
有 解释 仅仅 是 语言 上 的 不 同 . 例如 ,大 把 平行 公理 略 去 ,那么 这 一 
性 质 就 会 不 成 立 ,因为 这 时 Euclid 几何 和 双 曲 型 非 Euclid 几何 就 
会 是 这 缩减 了 的 公理 集 的 非 同 构 解释 ， 

范畴 性 还 隐 含 着 另外 一 条 性 质 ,Veblen 把 它 叫 做 析 取 性 ,而 
今天 通称 为 完全 性 . 一 个 公理 集 叫 做 完全 的 ,如 果 不 可 能 再 增加 一 
条 与 给 定 集 无 关 并 与 之 相 容 的 公理 (不 引入 新 的 初始 概念 ). 范畴 
性 隐 含 着 完全 性 ,因为 如 果 一 个 公理 集合 A 是 范畴 的 ,但 不 完全 ， 
那 就 可 以 引进 一 条 公理 S$ ,使 得 SMES 都 与 集合 A MA. 因为 
原来 的 集合 A 是 范畴 的 ,所 以 A 5S 在 一 起 的 公理 集 和 A 与 非 S 
在 一 起 的 公理 集 的 解释 是 同 构 的 . 然而 这 是 不 可 能 的 ,因为 对 应 的 
命题 在 两 个 解释 中 必须 都 成 立 , 但 是 S 适用 于 一 种 解释 ,而 非 S 
却 适 用 于 另 一 种 解释 . 


4. 一 些 有 关 的 基础 工作 

Euclid 几何 公理 的 清晰 的 描述 启发 了 相应 的 几 门 非 Euclid 
几何 的 研究 . Hilbert 公理 集 的 一 个 美妙 的 特点 是 :如 果 用 Lo- 
batchevsky-Bolyai 公理 代替 Euclid 平行 公理 ,而 其 余 公理 保持 不 
变 , 马 上 就 可 以 得 到 双 曲 型 非 Euclid 几何 的 公理 集 ，, 

为 了 得 到 单 重 的 或 双重 的 椭圆 型 几何 ,不 仅 必须 抛弃 Euclid 
平行 公理 并 吸收 任意 两 条 直线 都 有 一 个 公共 点 (在 单 重 椭 圆 型 几 


@ Amer. Math. Soc. Trans, , 3,1902,264~279. 
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何 中 ) 或 者 至 少 有 一 个 公共 点 (在 双重 椭圆 型 几何 中 ) 的 公理 ,而且 
还 必须 改变 另外 一 些 公 理 , 在 这 些 几 何 中 ,直线 不 是 无 限 长 的 ,而 
是 具有 圆 的 性 质 . 因此 必须 用 描述 圆 上 点 的 序 关系 的 序 公理 来 代 
Euclid 几何 的 序 公 理 . 几 个 这 样 的 公理 系统 被 作出 来 了 . 
George B. Halsted (1853—1922 ) fr ftb AY (8 BEL fal) (Rational 
Geometry) HO, PAA John R. Kline(1891—1955) OSH iz T 38 
椭圆 型 几何 的 公理 基础 ;Gerhard Hessenberg (1874— 1925) 9 4E 
出 了 单 重 椭 贺 型 几何 的 公理 体系 . 

另 一 类 关于 几何 基础 的 研究 是 考虑 否定 或 者 只 略 去 公理 集中 
一 条 或 几 条 公理 所 产生 的 后 果 . Hilbert fr f BA sr PEuEB rm o B 
做 了 这 项 工作 ,因为 这 种 证 明 的 实质 就 是 构造 一 个 模型 或 者 一 种 
解释 ,使 之 满足 除了 要 建立 其 独立 性 的 那 条 公理 以 外 的 所 有 公理 . 
否定 一 条 公理 的 最 有 意思 的 一 个 例子 当然 就 是 否定 平行 公理 . 护 
掉 Archimedes 公理 可 以 产生 饶 有 兴趣 的 结果 ,这 条 公理 可 以 像 
Hilbert 公理 系统 中 的 V1 SERESUR. 这 样 获得 的 几何 称 为 非 Ar- 
chimedes 几何 ;在 这 种 几何 中 存在 这 样 两 条 线段 ,其 中 一 条 的 任 
何 整数 倍 (不 管 这 个 数 有 多 大 ) 都 不 超过 另外 一 条 线段 . Giuseppe 
Veronese 在 《几何 基础 中 构造 了 这 样 一 种 几何 . 他 还 证 明了 这 门 
几何 中 的 定理 可 以 任意 接近 Euclid 几何 中 的 定理 . 

Max Dehn(1878 一 1952) 通 过 略 去 Archimedes 公理 也 获得 了 
许多 有 趣 的 定理 @. 例如 ,存在 一 种 几何 ,在 其 中 ,存在 着 角 之 和 等 
于 两 个 直角 ,相似 而 不 释 合 的 三 角形 ,以 及 过 一 已 知 点 可 以 画 出 无 
穷 多 条 直线 平行 于 一 条 已 知 直线 . 

Hilbert 指出 ,在 建立 平面 上 的 面积 理论 时 无 需 用 到 连续 性 公 


1904, pp. 212~247, 

Annals of Math. , (2),18,1916/1917,31—44. 
Math. Ann. , 61,1905,173-— 184. 

Math. Ann. , 53,1900,404— 4389. 
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理 ( 即 V:). 但 是 在 空间 的 情况 下 , Max Dehn 证 明 儿 存在 多 面体 ， 
它们 虽然 不 能 分 解 成 相互 亚 合 的 部 分 (即使 在 建立 了 登 合 多 面体 
的 加 法 之 后 ), 但 仍然 有 相同 的 体积 . 因此 在 三 维 的 情况 下 ,连续 性 
公理 是 必需 的 . 

有 一 些 数学 家 采用 一 种 完全 不 同 的 方式 探讨 Euclid 几何 的 
基础 .我 们 知道 ,几何 曾经 失 完 ,因为 数学 家 们 发 现 他 们 不 自觉 地 
在 直观 基础 上 采用 了 一 些 事 实 , 因 而 他 们 信以为真 的 证 明 便 是 不 
完全 的 . 这 种 还 会 继续 出 现 的 危险 使 他 们 确信 ,几何 的 唯一 坚 圈 的 
基础 是 算术 . 建立 这 样 一 个 基础 的 途径 当时 是 清楚 的 . 事实 上 ， 
Hilbert 就 曾经 给 出 了 Euclid 几何 的 一 个 算术 解释 . 现在 什么 是 
必须 做 的 事情 呢 ? 譬如 对 于 平面 几何 来 说 ,并 不 是 要 把 点 解释 为 
一 个 数 对 (z，y) ,而 是 要 定义 点 就 是 一 个 数 对 ,定义 直线 就 是 三 个 
数 之 比 (u: v: w), 定义 点 (+, EERU, v, w ES BAUR ur 
十 wy 十 w = 0 成 立 ,定义 圆 就 是 满足 方程 (x 一 a)* 十 (y 一 6)” = 
的 所 有 (x，y) 的 集合 ,等 等 . 换 名 话说 ,就 是 必须 把 纯粹 几何 概 
念 的 解析 几何 等 价 物 作为 几何 概念 的 定义 ,并 用 代数 方法 去 证 明 
定理 . 因为 解析 几何 把 Euclid 几何 中 的 一 切 东西 都 以 代数 形式 包 
含 进 去 了 ,所 以 不 存在 能 否 获 得 算术 基础 的 问题 . 事实 上 ,涉及 到 
的 技术 性 工作 (甚至 对 于 4 Euclid 几何 ) 确 实 已 经 做 过 了 ,例如 
Grassmann 在 他 的 《扩张 的 计算 》(Calculus of Extension) PREG 
经 做 过 ;而 且 他 本 人 入 还 提议 把 这 项 工作 作为 Euclid 几何 的 基础 . 


5. 一 些 未 解决 的 问题 

对 几何 的 批判 性 研究 超出 了 重建 几何 基础 的 范围 . 曲线 自然 
是 随便 地 使 用 着 的 . 比较 简单 的 一 些 曲 线 (比如 椭 贺 ) 有 牢靠 的 几 
何 和 分 析 的 定义 . 但 是 很 多 曲线 只 是 通过 方程 和 吗 数 引进 的 . 分 析 


D Math. Ann. , 55,1902,465~478, 
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的 严密 化 不 仅仅 包括 了 函数 概念 的 扩大 ,而 且 还 包括 构造 一 些 非 
BRAN BR BMRA SRN ESM. 显而易见 ,这 些 不 寻常 
的 函数 从 几何 观点 看 来 是 麻烦 的 . 例如 表示 Weierstrass 的 例子 的 
图 数 曲线 ( 它 处 处 连续 而 无 处 可 微 ) 确 实 不 适合 于 通常 的 图 数 概 
念 , 因 为 没有 导数 就 意味 着 这 条 曲线 在 任何 一 点 都 没有 切线 . 问题 
就 产生 了 ,这 种 水 数 的 几何 表示 形式 是 曲线 妈 ? 更 一 般 地 说 ,一 条 
曲线 究竟 是 什么 呢 ? 

Jordan 作出 了 曲线 的 一 个 定义 0. 它 是 由 连续 函数 x = f(t), 
y — g(t)(t <t<h) 表示 的 点 的 集合 . 为 了 某 种 目的 ,jordan H 
限制 他 的 曲线 使 之 没有 多 重点 .因此 他 要 求 对 于 (5 ,二 ) 中 的 上 各 
C, FOAL) xk gO) Aa’), BORSE E Ie Ge, y) RFE 
—^ t. 这 种 曲线 现在 称 为 Jordan 曲线 . 

正 是 在 这 本 书 中 ,他 说 加 了 闭 曲 线 的 概念 多 , 它 要 求 f(t) = 
f(t) 和 g(to) = ga), 而且 还 叙述 了 闭 曲线 把 平面 分 成 两 部 分 
(内 部 和 外 部 ) 的 定理 . 同一 区 域 上 的 两 个 点 总 可 以 用 一 条 与 这 曲 
线 不 相交 的 折线 连接 起 来 . 不 在 同一 区 域内 的 两 个 点 不 可 能 用 任 
何 一 条 与 这 简单 闭 曲 线 不 相交 的 折线 或 连续 曲线 连接 起 来 . 这 一 
定理 的 力量 比 年 一 看 所 感觉 到 的 力量 要 大 得 多 ,因为 简单 用 曲线 
完全 可 以 是 奇形怪状 的 . 实际 上 ,因为 函数 f(t), g(t) 仅 仅 要 求 是 
连续 的 ,所 以 复杂 连续 函数 的 所 有 种 类 都 包括 进去 了 . Jordan 本 
人 和 许多 杰出 的 数学 家 作出 了 这 条 定理 的 不 正确 的 证 明 . 第 一 个 
严密 的 证 明 是 属于 Veblen 的 多 . 

Jordan 的 曲线 定义 ,虽然 满足 了 许多 用 途 ,但 它 毕 况 是 太 广 
T.1890 年 ,Peano@ 发 现 符合 Jordan 定义 的 曲线 能 跑 遍 一 个 正 


© Cours d'analyse,1887 年 第 1 版 ,第 3 38 38 593 页 ;1893 年 第 2 版 ,第 1 卷 第 
90 页 . 
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方形 上 的 所 有 点 ,每 个 点 至 少 经 过 一 次 . Peano 对 区 间 [0, 1] 上 的 
点 和 正方 形 上 的 点 的 对 应 作出 了 详细 的 算术 描述 . 实际 上 ,正方 形 
gp EP TOL, 可 规定 两 个 单 值 连续 函数 z= f(t) 和 
y 二 g(t), 使 得 x 和 y 取 属 于 单位 正方 形 的 每 一 个 点 的 值 .但 是 ， 
(z，y) 和 上 的 对 应 上 既 不 是 单 值 的 ,又 不 是 连续 的 . 从 上 BER Ge, y) 
值 的 一 个 一 对 一 的 连续 对 应 是 不 可 能 有 的 ;也 就 是 说 ,f(t) 和 g(t) 
不 能 都 是 连续 的 . 这 是 由 Engen 
E. Netto(1846—1919) uE HJO. 

Peano 曲线 的 几何 解释 是 由 
Arthur M, Schoenflies ( 1853— 
1928)90 和 E. H. Moore® 作出 
的 . 先 把 线段 [0, 1 映射 到 图 42. 3 
所 示 的 九条 线段 ,然后 在 每 一 个 小 
正方 形 内 把 包含 在 内 部 的 线段 分 
成 相同 的 样式 ,但 使 这 种 分 法 从 一 
个 小 正方 形 到 下 一 个 小 正方 形 的 
过 渡 是 连续 的 . 这 个 过 程 重复 无 穷 遍 ,极限 点 集 就 覆盖 了 原 正方 
JÉ. Ernesto Cesaro(1859 一 1906)@ 给 出 了 Peano i) f Ag 的 解析 
形式 ， 

Hilbert@ 作出 了 从 单位 线段 到 正方 形 上 的 连续 映射 的 男 一 
个 例子 . 把 单位 线段 (图 42. 4) 和 正方 形 都 分 成 四 个 相等 的 部 分 ， 
如 图 . 跑 过 每 一 个 小 正方 形 , 使 得 所 示 的 路 径 对 应 于 单位 线段 . 现 
在 把 单位 正方 形 分 成 16 个 子 正方 形 , 编 号 如 图 42. 5 所 示 , 并 连接 
16 个 子 正方 形 的 中 心 ,如 图 . 


图 42.3 


Jour. für Math. , 86,1879,263~268. 

Jahres. der Deut. Math, - Verein. , 82,1900,121~125. 
Amer. Math. Soc. Trans. , 1,1900,72— 90. 

Bull, des Sci. Math. , (2),21,1897 ,257~ 266, 

Math. Ann. , 38,1891, 459 ~ 460 = Ges. Abh. , 3,1—2. 
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图 42.4 

我 们 继续 这 个 过 程 ,把 每 一 个 子 正方 形 再 分 成 四 部 分 ,给 它们 
编号 ,使 我 们 能 够 通过 一 条 连续 
的 路 线 跑 遍 整个 集合 . 所 要 的 曲线 
就 是 在 每 一 步 上 相继 形成 的 折线 
的 极限 . 因为 当 细 分 继续 进行 下 去 
时 , 子 正方 形 以 及 单位 线段 的 部 分 
都 收缩 为 一 个 点 ,所 以 我 们 能 直观 
地 看 到 单位 线段 上 的 每 一 个 点 映 
射 到 正方 形 上 的 一 个 点 . 事实 上 ， 
如 果 我 们 固定 单位 线段 上 的 一 个 
点 ,比如 说 上 = 2/3, 那么 这 个 点 的 
象 就 是 在 相继 形成 的 折线 上 上 = 2/3 的 相继 的 象 的 极限 . 

这 些 例子 说 明 Jordan 提出 的 曲线 的 定义 是 不 令 人 满意 的 , 因 
为 按照 这 个 定义 ,一 条 曲线 能 填 满 一 个 正方 形 . 一 条 曲线 究竟 意 指 
什么 的 问题 依然 没有 解决 . 1898 年 Felix Klein 注意 到 ,没有 什 
么 东西 比 曲 线 的 定义 更 含糊 的 了 . 这 个 问题 是 由 拓扑 学 家 接手 研 
究 的 (第 50 章 第 2 节 ). 

除了 一 条 曲线 究竟 意 指 什么 这 个 问题 以 外 ,把 分 析 扩 展 到 没 
有 导数 的 函数 也 产生 了 这 样 一 个 问题 , 即 一 条 曲线 的 长 度 究 竟 意 
指 什么 ?通常 的 计算 公式 


@ Math. Ann. , 50,1898,586. 


N 92 第 42 章 几何 基础 


b 
L-|[ (14- y?) dz, 


HA y= f(x), 至 少 需要 导数 存在 . 因此 这 个 概念 不 再 能 用 于 不 
可 微 的 函数 Du Bois-Reymond, Peano, Ludwig Scheeffer 
(1859 一 1885) 和 Jordan 作出 了 各 种 努力 去 推广 曲线 长 度 的 概念 ， 
他 们 或 者 使 用 推广 了 的 积分 定义 ,或 者 使 用 推广 了 的 几何 概念 , 最 
一 般 的 定义 是 用 测度 的 概念 系统 地 陈述 的 ,我 们 将 在 第 44 章 中 考 
察 这 个 概念 . 

对 于 曲面 面积 的 概念 ,一 个 类 似 的 困难 也 被 注意 到 了 . 19 世 
纪 教 科 书 中 所 欣赏 的 概念 ,是 在 曲面 上 内 接 一 个 三 角形 面 的 多 面 
tk. 当 三 角形 的 边 长 趋向 于 0 时 ,它们 的 面积 的 和 的 极限 就 取 成 曲 
面 的 面积 . 用 分 析 的 话 来 说 ,如 果 曲 面 是 由 

x= blu, v), y — Wu, v), z= X(u, v) 

给 出 的 ,那么 曲面 面积 的 公式 就 是 


| JAP PB TC dudv, 
D 


其 中 A, B 和 C 分 别 是 y 和 z,z 和 z,z 和 y 的 Jacobi 行 列 式 .但 
是 问题 又 出 现 了 :如 果 x, y 和 > 没有 导数 ,这 个 定义 又 应 是 什么 
样子 呢 ? 为 了 把 情况 摘 得 更 复杂 些 , H. A. Schwarz 在 给 Hermite 
的 信 中 作出 了 一 个 例子 ,其 中 甚至 对 于 任何 一 个 普通 的 圆柱 面 ， 
都 可 以 选择 三 角形 使 得 曲面 面积 成 为 无 穷 大 2. 曲面 面积 的 理论 
也 是 通过 测度 的 概念 重新 进行 考虑 的 . 

在 1900 年 左右 ,还 没有 一 个 人 证 明 用 Jordan 和 Peano 的 定 
义 的 每 一 条 闭 的 平面 曲线 围 住 一 块 面积 . Helge von Koch(1870— 
1924)@ 作 出 了 一 条 连续 但 不 可 微 、 周 长 为 无 穷 大 但 围 住 一 块 有 限 


(D Ges. Math. Abh. , 2, pp. 309~311, 

个 ”这 个 例子 可 以 在 James Pierpont 的 The Theory of Functions of Real Varia- 
bles( Dover 1959 年 重印 ,第 2 卷 第 26 页 ) 中 找到 . 

@ Acta Math. , 30,1906,145~176. 
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面积 的 曲线 ,使 面积 问题 变 复 杂 了 . 从 边 长 为 3s 的 等 边 三 角形 
ABC 开始 (图 42. 6). 在 每 一 边 的 居中 的 三 分 之 一 段 上 作 一 个 边 
长 为 s 的 等 边 三 角形 ,并 把 每 
一 个 三 角形 的 底 边 抹 掉 . 这 样 
的 三 角形 就 有 3 个 . 然后 在 新 
的 图 形 中 ,在 长 为 ;的 每 一 条 
在 外 部 的 线段 上 ,在 它 的 居中 
的 三 分 之 一 段 上 作 一 个 边 长 为 
s3 的 等 边 三 角形 . 然后 把 每 一 
个 三 角形 的 底 边 抹 掉 . 这 种 三 
角形 将 有 12 个 . 然后 在 得 到 的 
图 形 的 外 部 线段 上 , 作 一 个 边 
长 为 w9 的 等 边 三 角形 . ix E 
的 三 角形 有 48 个 . 依次 得 到 的 图 形 的 周 长 是 gg，12s，16*，…, 因 
而 这 些 周 长 变 为 无 穷 大 . 然而 极限 图 形 的 面积 却 是 有 限 的 . 因为 ， 
由 众所周知 的 等 边 三 角形 的 (用 边 长 表示 的 ) 面 积 公 式 , 即 如 果 边 
长 是 5, 面 积 就 是 (好 和 4)JV3 ,因此 原 三 角形 的 面积 是 [(3s)2/4]V3. 
第 一 次 得 到 的 3 个 三 角形 增加 的 面积 是 3(s*/4)Y3. 因为 下 一 次 增 
加 的 三 角形 的 边 长 是 3, 且 数目 是 12 个 ,所 以 增加 的 面积 
12(s/3)*V3/4 = ($73)43. 于 是 面积 的 和 等 于 


Qs? 3 2 s As? 
这 是 一 个 无 穷 的 几何 级 数 (第 一 项 除外 ), 公 比 是 4/9. 所 以 


_ 9s" (A448 _ 185 
uS Tue = ee V3. 


Peano 曲线 和 Hilbert awe Tat 个 问题 , 即 我 们 所 
说 的 维 数 究竟 是 什么 ? 正方 形 本 身 是 二 维 的 ,但 是 当 它 作为 一 条 
曲线 的 连续 的 象 的 时 候 , 它 就 应 该 是 一 维 的 了 . 此 外 ,Cantor 曾经 
证 明 ,一 条 线段 上 的 点 能 够 和 正方 形 的 点 建立 一 一 对 应 (第 41 章 


图 42.6 
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第 7 节 ). 虽然 这 不 是 连续 地 从 线段 到 正方 形 的 对 应 ,或 者 其 他 的 
什么 方法 ,但 它 确实 证 明了 维 数 不 是 点 的 多 少 的 事情 . 它 也 不 是 为 
了 固定 点 的 位 置 而 需 用 的 坐标 个 数 ( 如 同 Riemann 和 Helmholtz 
曾 想 过 的 那样 ), 因为 Peano 曲线 对 每 一 个 上 值 , 指 定 唯一 的 
(x, y). 

这 些 困难 使 我 们 看 到 ,几何 的 严密 化 确实 还 没有 回答 所 有 出 
现 的 问题 .许多 问题 是 由 下 一 个 世纪 的 拓扑 学 家 和 分 析 学 家 解决 
的 . 围绕 着 基本 概念 的 问题 不 断 出 现 ,这 一 事实 本 身 由 一 次 说 明 ， 
数学 不 是 像 一 个 逻辑 结构 那样 发 展 的 . 步 入 新 的 领域 ,甚至 完善 化 
旧 的 领域 ,都 揭示 出 一 些 新 的 不 容 怀 疑 的 缺陷 .除了 曲线 和 曲牌 问 
题 的 解决 之 外 ,我 们 还 需要 看 见 ,通过 分 析 的 基础 工作 ( 即 实数 系 ) 
以 及 几何 的 基础 工作 ,严密 性 的 最 后 阶段 是 否 已 经 达到 了 . 
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19 世纪 的 数学 
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Vito Volterra 


l. 19 世纪 发 展 的 主要 特征 

和 前 两 个 世纪 一 样 ,19 世纪 数学 上 的 进展 ,给 数学 带 来 了 较 
大 的 变化 . 这 些 变化 ,在 一 年 又 一 年 的 发 展 中 ,几乎 是 觉察 不 到 的 ， 
但 是 对 它们 自身 ,以 及 对 未 来 发 展 的 影响 ,都 是 极为 重要 的 . 题材 
的 巨大 脱 胀 ,新 领域 的 开辟 ,以 及 旧 领 域 的 扩大 ,这 些 自然 都 是 明 
显 的 . 代数 学 受到 Galois 的 全 新 的 刺激 ;几何 学 也 再 次 活跃 起 来 ， 
并 由 于 非 Euclid 几何 的 引入 ,以 及 射影 几何 的 复兴 ,而 发 生 了 根 
本 性 的 变化 ;数论 发 展 成 解析 数论 ;分 析 学 则 由 于 复 变 函数 论 的 引 
进 , 以 及 常 微分 方程 和 偏 微 分 方程 的 发 展 ,而 无 可 估量 地 扩大 了 .， 
从 技巧 性 发 展 的 观点 看 , 复 变 咕 数 论 是 新 的 创造 中 最 为 重要 的 , 但 
从 智力 的 重要 性 ,以 及 最 终 影响 数学 本 性 的 角度 来 看 ,最 重大 的 发 
展 还 是 非 Euclid 几何 . 我 们 将 要 看 到 , 它 的 影响 带 来 的 革命 性 远 
比 我 们 迄今 为 止 所 指出 过 的 要 多 得 多 . 这 个 世纪 初期 给 数学 研究 
划 定 的 框框 在 一 切 方面 都 被 突破 了 ,数学 爆炸 成 了 上 百 个 分 支 . 新 
成 果 的 洪流 ,尖锐 地 否定 了 18 世纪 末 鼎 主导 地 位 的 一 种 意见 , 认 
为 数学 的 资源 已 经 枯竭 了 . 

19 世纪 时 ,数学 活动 在 其 他 方面 也 扩展 了 . 作为 学 术 民 主 化 
的 必然 结果 ,数学 家 的 人 数 剧 增 . 虽然 德国 、 法 国 和 英国 是 主要 的 
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中 心 ,但 意大利 也 在 舞台 上 重 现 ,美国 则 由 于 Benjamin Peirce,G. 
W. Hill 及 Josiah Willard Gibbs 的 工作 而 初 露头 角 . 1863 年 , 美 
国 创建 了 国家 科学 院 , 但 它 和 英国 皇家 学 会 .巴黎 科学 院 及 柏林 科 
学 院 都 不 相同 ,国家 科学 院 并 不 是 作为 提出 和 评论 论文 的 科学 聚 
会 场所 . 它 出 版 一 种 杂志 :《 科 学 院 进展 》( Proceedings of the 
Academy). 为 研究 人 员 聚 会 , 提 呈 科学 论文 ,以 及 保证 出 版 刊物 ， 
许多 数学 学 会 都 组 织 起 来 了 (第 26 $28 6 节 ). 到 19 HACK, BBS} 
或 全 部 登载 数学 研究 的 刊物 ,增加 到 约 950 种 . 1897 年 开始 了 每 
四 年 召开 一 次 国际 性 会 议 的 做 法 . 

与 数学 活动 的 爆炸 性 扩张 同时 产生 的 ,是 一 种 不 很 健康 的 发 
展 . 许多 学 科 变 成 了 自封 的 ,它们 各 有 自己 的 特殊 术语 和 研究 法 . 
任何 学 科 的 研究 都 承担 着 许多 较 专 门 的 和 较 困 难 的 问题 ,因而 都 
要 求 愈 来 愈 巧妙 的 思想 、 让 富 的 启发 .以 及 较为 隐 睡 的 论证 . 为 了 
取得 进展 ,数学 家 们 一 定 要 有 大 量 理论 上 的 背景 和 技术 上 的 熟练 
专业 化 的 倾向 在 Abel, Jacobi, Galois, Poncelet 及 其 他 人 的 一 些 
工作 中 已 明显 可 见 . 尽管 有 些 人 通过 诸如 群 .线性 变换 和 不 变量 之 
类 的 概念 ,把 重点 放 在 许多 分 支 之 间 的 相互 联系 上 ,但 总 的 效果 还 
是 分 离 成 许多 不 同 的 而 且 互 不 关联 的 部 分 . Felix Klein 在 1893 年 
确实 认为 :各 个 分 支 的 专业 化 和 脱节 现象 可 以 用 刚才 说 过 的 那些 
概念 来 克服 . 但 是 这 个 希望 落 了 空 . 虽然 Poincaré 和 Hilbert 几乎 
是 通才 ,但 Cauchy 和 Gauss 毕竟 是 了 解 这 整个 学 科 的 最 后 两 
个 人 . 

从 19 世纪 开始 ,人 们 发 现 ,有 些 数学 家 只 是 在 数学 的 一 些小 
角落 里 工作 ;非常 自然 地 ,每 个 人 都 认为 自己 的 领域 比 别人 的 重 
要 . 他 的 论文 不 再 面向 广大 的 公众 ,而 只 是 为 着 专门 的 同行 . 绝 大 
多 数 文章 不 再 包含 它们 与 数学 中 较 大 问题 之 问 的 联系 的 任何 象 
征 ,从 而 几乎 不 容易 被 许多 数学 家 所 接受 ,当然 更 谈 不 上 适合 更 多 
人 的 胃口 了 . 
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除了 题材 方面 的 成 就 之 外 ,19 世纪 重新 引进 了 严密 的 证 明 . 
不 管 个 别 的 数学 家 对 他 们 的 结果 的 可 靠 性 是 怎样 想 的 ,事实 是 :从 
大 约 公元 前 200 年 起 到 1870 年 前 后 为 止 ,几乎 整个 数学 都 建 基于 
经 验 的 和 实用 的 基础 之 上 . 从 明显 的 公理 出 发 进行 推理 证 明 的 观 
念 早 已 看 不 见 了 . 数学 历史 的 惊人 发 现 之 一 是 :在 它 的 内 容 如 此 广 
沁 扩 展 的 两 干 年 中 ,这 门 学 科 的 这 个 理想 目标 (严密 论证 ) 事 实 上 
是 被 忽视 了 . 虽然 (特别 是 Lagrange) 对 于 分 析 的 严密 化 做 过 一 些 
早期 的 努力 (第 19 章 第 7 节 ) ,但 Lacroix 却 发 表 了 更 为 独特 的 见 
解 (第 26 章 第 3 T). Fourier 的 工作 使 得 近代 分 析 学 者 对 之 毛 骨 
悚 然 . 对 Poisson 说 来 ,导数 和 积分 只 不 过 是 差 商 与 有 穷 和 的 缩 
写 . 从 Bolzano 和 Cauchy 开始 的 建立 基础 的 运动 ,点 无 疑问 是 由 
于 担心 那些 急剧 膨胀 的 依靠 在 微 积分 松软 基础 上 的 大 量 数学 . 这 
场 运动 由 于 Hamilton 发 现 了 不 适合 交换 律 的 四 元 数 而 得 到 了 加 
速 ,这 个 发 现 当然 是 对 不 加 批判 地 接受 数 的 原则 的 一 种 挑战 . 但 更 
引起 骚动 的 还 是 非 Euclid 几何 的 创立 . 它 不 但 摧毁 了 公理 的 自明 
性 和 浅显 可 接受 性 这 些 观 念 本 身 ,而 且 还 揭露 了 在 整个 数学 中 一 
直 被 看 成 是 最 牢靠 的 证 明 中 的 不 充分 性 . 数学 家 们 意识 到 了 他 们 
过 去 是 易于 受骗 上 当 并 且 是 依靠 在 直觉 上 . 

到 1900 年 ,严密 地 建立 数学 的 目标 似乎 已 经 达到 了 ,数学 家 
们 几乎 都 为 这 一 成 就 自 鸣 得 意 . 在 巴黎 第 二 次 国际 会 议 上 ， 
Poincaré SHO "我 们 是 否 已 最 终 地 达到 了 绝对 的 严密 性 了 
Ne? 在 它 进程 的 每 个 阶段 上 ,我 们 的 先驱 者 们 都 相信 他 们 已 经 达 
到 了 . 如 果 他 们 是 受骗 了 ,那么 ,难道 我 们 就 不 会 像 他 们 一 样 受骗 
nj? «e ESRDE, RR AS 7] 7 BAA 
有 三 段 论 法 或 诉 诸 纯 粹 数 的 直觉 是 不 可 能 欺骗 我 们 的 ,所 以 现在 


(D Comp. Rendu du Deuxiéme Congrés Internat, des Math. , 1900, pub. 1902, 
pp. 121—122. 
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可 以 说 ,绝对 的 严密 是 已 经 达到 了 .,” 当 人 们 考察 数 系 和 几何 学 的 
基础 的 关键 性 结论 时 ,以 及 在 此 数 系 上 建立 起 来 的 分 析 时 ,人 们 可 
以 看 到 这 种 心满意足 的 理由 . 数学 现在 已 有 了 几乎 所 有 的 人 都 乐 
于 接受 的 基础 了 . 

无 理 数 .连续 性 .积分 和 导数 ,这 些 基本 概念 的 确切 表达 方式 
没有 受到 所 有 数学 家 的 热烈 欢迎 .许多 人 并 不 懂得 e-6 语言 ,反而 
认为 确切 的 定义 对 于 了 解数 学 ,甚至 对 于 严密 的 证 明 , 都 是 不 必要 
的 ,只 是 一 时 的 爱好 . 尽管 出 现 了 没有 导数 的 连续 函数 , 填 满 空间 
的 曲线 ,以 及 没有 长 度 的 曲线 这 类 惊人 的 事情 ,但 他 们 仍 觉 得 , 直 
觉 已 是 足够 好 的 了 . Emile Picard 就 偏 微分 方程 中 的 严密 性 说 道 ; 
“…… 真 正 的 严密 应 该 是 多 产 的 ,与 此 相反 的 另 一 种 严密 则 是 纯粹 
ER SARER. 它 只 不 过 是 在 它 所 触及 的 问题 上 投 一 个 阴影 
ZT.” 

尽管 几何 早已 被 严密 化 了 ,但 严密 化 运动 的 一 个 直接 后 果 却 
是 , 数 和 分 析 跑 到 几何 前 头 去 了 . 在 非 Euclid 几何 创立 的 当时 及 
以 后 ,数学 家 们 认识 到 了 ,他 们 在 接受 Euclid 几何 的 证 明 中 曾经 
不 知 不 觉 地 依赖 于 直观 的 基础 ,他 们 害怕 在 所 有 的 几何 推理 中 还 
会 继续 这 样 ,因而 宁愿 要 一 个 建筑 在 数 上 的 数学 . 许多 人 赞成 继续 
前 进 ,并 且 在 数 的 基础 上 建立 起 整个 的 几何 学 ,而 按照 已 说 过 的 方 
法 ,通过 解析 几何 ,这 是 可 能 办 到 的 . 于 是 许多 数学 家 谈论 着 数学 
的 算术 化 ,其 实 比 较 确切 地 说 ,应 是 分 析 的 算术 化 . 关于 这 一 点 ， 
Plato 说 :“ 上 帝 永远 在 进行 几何 化 . ”直至 这 世纪 中 叶 ,Jacobi 还 
说 :“ 上 帝 一 直 在 进行 算术 化 . "在 第 二 次 国际 会 议 上 ,Poincare H 
确 地 说 :“ 今 天 ,分 析 中 只 剩 下 整数 以 及 有 限 的 与 无 限 的 整数 系统 
了 ,这 些 系统 是 用 一 簇 等 式 或 不 等 式 的 关系 联系 起 来 的 . 正如 我 们 
所 说 的 ,数学 已 经 算术 化 了 . ”Pascal 说 过 :“ 一 切 超 越 了 几何 的 都 


(D Amer, Math. Soc. Bull. , 11,1904/1905,417; 还 见 第 40 章 第 7 节 和 第 41 章 
第 5 节 与 第 9 节 ， 
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超越 了 我 们 的 理解 力 . "1900 年 时 ,数学 家 们 却 乐 意 说 :“ 一 切 超 
越 了 算术 的 都 超越 了 我 们 的 理解 力 .” 

数学 的 逻辑 基础 的 建立 一 一 不 管 这 基础 是 几何 还 是 代数 一 一 
进一步 使 数学 从 形而上学 中 脱离 出 来 . 数学 的 推理 步骤 在 基础 上 
和 合法 性 上 的 含糊 不 清 之 处 ,在 18 世纪 和 19 世纪 早期 ,都 由 于 引 
用 形而上学 的 论点 而 蒙混 过 来 了 . 这 些 论点 虽然 从 来 没有 明确 地 
说 出 来 , 却 是 被 用 来 作为 解释 数学 的 依据 的 . 实数 和 几何 的 公理 化 
给 了 数学 一 个 清晰 的 .独立 的 .而 且 是 自足 的 基础 . RAMA BI 
去 求助 于 形而上学 了 . 正如 Kelvin WE OH SERE : SUE EMA 
的 好 的 形而上学 .” 

数学 的 严密 化 可 能 已 经 满足 了 19 世纪 的 需要 ,但 它 也 教 给 了 
我 们 进一步 发 展 严密 化 的 一 些 事情 . 新 建立 的 逻辑 结构 可 能 保证 
了 数学 的 牢靠 性 ;但 是 这 种 保证 多 少 有 点 虚假 . 结果 是 ,没有 哪 一 
条 算术 的 ,或 代数 的 ,或 Euclid 几何 的 定理 被 改变 了 ,而 分 析 中 的 
定理 也 只 是 要 求 更 加 小 心地 陈述 罢了 . 实际 上 ,这 些 新 的 公理 结构 
和 严密 化 所 作 的 一 切 ,本 质 上 都 是 数学 家 们 过 去 就 已 经 知道 了 的 . 
确实 ,与 其 说 这 些 公理 能 推断 出 什么 定理 , 倒 不 如 说 它们 只 能 承认 
那些 现成 的 定理 .所 有 这 一 切 都 意味 着 :数学 发 展 不 是 依靠 在 逻辑 
上 ,而 是 依靠 在 正确 的 直觉 上 . 正如 Jacques Hadamard 指出 的 , 77 
密 仅 仅 是 批准 直觉 的 战利品 ;或 者 像 Hermann. Weyl 说 的 ,逻辑 是 
指导 数学 家 保持 其 思想 健康 和 强壮 的 卫生 学 . 


2. 公理 化 运动 

数学 的 严密 化 是 通过 各 个 分 支 的 公理 化 来 完成 的 . 按照 我 们 
在 第 41 章 和 第 42 章 观 察 过 的 样板 来 看 ,公理 化 发 展 的 实质 就 是 : 
从 一 些 不 定义 的 术语 出 发 ,这 些 术语 的 性 质 由 公理 规定 ;工作 的 目 


(D “All that transcends geometry transcends our comprehension. " 


M 100 第 43 章 19 世纪 的 数学 


标 是 导出 这 些 公理 的 推论 . 此 外 ,对 每 个 系统 必须 确立 这 些 公理 的 
独立 性 ` 相 容 性 以 及 结构 规定 性 (在 前 两 章 中 我 们 已 经 考查 过 这 些 
概念 ). 

20 世纪 初期 ,公理 化 方法 不 仅 使 许多 旧 的 和 新 的 数学 分 支 的 
逻辑 基础 得 以 建立 ,而 且 也 确切 地 揭示 出 每 个 分 支 以 哪些 假定 作 
为 基础 ,并 使 得 有 可 能 比较 和 弄 清 各 个 分 支 间 的 联系 . 对 于 这 个 方 
法 的 价值 , Hilbert 是 很 热情 的 . 在 讨论 到 由 于 把 数学 的 各 个 分 支 
建立 在 牢靠 的 基础 之 上 ,因而 它 大 致 已 经 达到 了 完满 的 状态 时 ， 
Hilbert 评论 道人 @， 


的 确 , 不 管 在 哪个 领域 里 ,对 于 任何 严正 的 研究 精神 来 
说 ,公理 化 方法 都 是 并 且 始 终 是 一 个 合适 的 不 可 缺少 的 
助手 ; 它 在 逻辑 上 是 无 懈 可 击 的 ,同时 也 是 富有 成 果 的 ，; 
因此 它 保证 了 研究 的 完全 自由 .在 这 个 意义 上 ,用 公理 化 
方法 进行 研究 就 等 于 用 已 掌握 了 的 东西 进行 思考 . 早年 
没有 公理 化 方法 的 时 候 , 人 们 只 能 朴素 地 把 某 些 关系 作 
为 信条 来 遵守 ,公理 化 的 研究 方法 则 可 去 掉 这 种 朴素 性 
而 使 信 你 得 到 利益 . 


Hilbert 在 他 的 《公理 化 思想 》(Axiomatisches Denken) 的 最 
后 一 部 分 @@ 中 再 一 次 赞扬 了 这 个 方法 : 


能 够 成 为 数学 的 思考 对 象 的 任何 事物 ,在 一 个 理论 的 建 
立 一 旦 成 熟 时 ,就 开始 服从 于 公理 化 方法 ,从 而 进入 了 数 
学 . 通过 突进 到 公理 的 更 深层 次 …… 我 们 能 够 获得 科学 
思维 的 更 深入 的 洞察 力 , 并 卉 清楚 我 们 的 知识 的 统一 性 ， 


(D Abh. Math. Seminar der Hamburger Univ. , 1,1922, 157 ~ 177 = Ges. 
Abh. , 3,152177. 
@ Math. Ann. , 78,1918, 405 ~ 415 = Ges. Abh. , 3,145~156. 
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特别 是 ,得 力 于 公理 化 方法 ,数学 似乎 就 被 请 来 在 一 切 学 
问 中 起 领导 的 作用 . 


许多 数学 家 趁 此 机 会 ,通过 上 略 去 、 否 定 或 用 一 些 别 的 方式 改变 
所 建 体系 的 公理 ,来 探索 新 问题 , 这 个 活动 ,以 及 数学 各 个 分 支 的 
公理 基础 的 建立 ,叫做 公理 化 运动 . 它 延 续 为 一 种 时 此 的 活动 . 其 
所 以 有 这 样 巨大 的 吸引 力 ,部 分 是 由 于 在 几 个 主要 分 支 的 牢 问 公 
理 基 础 建立 之 后 ,刚才 所 说 的 那些 变化 ,相对 来 说 是 比较 容易 入 门 
和 探究 的 . 然而 ,数学 上 任何 新 的 发 展 ,总 是 吸引 着 这 样 的 人 们 :他 
们 寻求 大 有 开发 余地 的 领域 或 真挚 地 相信 ,数学 的 未 来 束 在 那个 
特殊 的 范围 之 内 ， 
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从 数学 未 来 发 展 的 角度 看 ,这 个 世纪 发 生 的 最 重要 的 事情 是 ， 
获得 了 数学 与 自然 办 的 关系 的 正确 看 法 . 对 于 我 们 评述 过 他 们 工 
作 的 许多 人 说 来 ,尽管 没有 讨论 过 他 们 的 数学 观点 ,但 是 像 希 腊 
人 ,Descartes，Newton，Euler 和 许多 别 的 人 ,我 们 却说 过 ,他 们 
相信 数学 是 真实 现象 的 准确 描述 ,并 且 认 为 他 们 自己 的 工作 揭示 
了 天 地 万 物 的 数学 设计 . 数学 确 也 研究 抽象 ,但 并 不 比 物理 对 象 
(或 事件 ) 的 理想 形式 更 抽象 . 甚至 像 函 数 和 导数 这 类 概念 ,也 是 为 
真实 现象 所 要 求 的 ,并 且 是 为 描写 它们 服务 的 . 

除了 已 经 说 过 的 支持 这 种 数学 观点 的 人 之 外 ,数学 家 们 对 于 
几何 学 里 空间 维 数 的 限制 ,更 清楚 地 表明 了 数学 与 实际 联系 得 何 
等 密切 . 例如 ,在 《天 体 》( Heaven) 的 第 一 卷 里 ,Aristotle 就 说 : A 
线 在 一 个 方向 上 有 大 小 ,平面 在 2 个 方向 上 有 大 小 ,而 立体 在 3 个 
方向 上 有 大 小 ; 除 此 以 外 ,就 没有 其 他 的 大 小 了 ,因为 这 个 3 已 经 
是 全 部 了 …… 不 同 种 的 大 小 之 间 不 能 转化 , 璧 如 从 长 度 到 面积 ,从 


M 102 第 43 章 ”19 世纪 的 数学 


面积 到 体积 都 不 能 转化 . "在 男 一 页 上 他 又 说 :“…… 没 有 一 种 大 小 
能 超越 3, 因为 没有 比 3 维 更 多 的 , "他 还 加 了 一 句 ， 因 为 3 是 一 
个 完全 数 . " Wallis 在 他 的 《代数 》 里 把 高 维 室 间 看 成 是 “自然 界 里 
的 怪物 , 它 比 希腊 神话 中 狮 头羊 身 蛇 尾 的 或 半 人 半 马 的 妖怪 还 难 
以 想象 . ”他 说 :“ 长 . 宽 、 厚 占有 了 整个 空间 ; 连 幻想 也 不 能 想象 在 
这 个 3 之 外 还 有 一 个 第 4 个 局 部 的 维 数 . ”Cardan,Descartes,Pas- 
cal 和 Leibniz 也 都 考虑 到 第 4 维 的 可 能 性 ,但 都 认为 荒 廖 而 排除 
了 . 事实 上 ,只 要 代数 被 束缚 于 几何 , 则 多 于 3 个 量 的 乘积 就 会 被 
拒绝 . Jacques Ozanam 指出 过 ,一 个 多 于 3 个 字母 的 乘积 将 是 “有 
多 少 字母 就 有 多 少 维 数 "的 一 种 度量 “但 这 只 能 是 一 种 想象 ,因为 
在 自然 界 里 ,我 们 并 不 知道 任何 一 个 多 于 3 维 的 量 .” 

甚至 在 19 世纪 初期 ,数学 上 的 高 于 3 维 的 几何 学 还 是 被 拒绝 
的 . Mabius 在 他 的 《重心 的 计算 》( Der barycentrische Calcul , 
1827) 中 指出 ,在 3 维 空间 中 2 个 互 为 镜像 的 几何 图 形 是 不 能 重重 
的 , 却 能 够 在 4 维 空间 中 个 合 起 来 . 但 后 来 他 又 说 中 “然而 ,因为 
这 样 一 种 空间 是 不 能 想象 的 ,所 以 全 合 是 不 可 能 的 . "直到 19 世纪 
60 年 代 ,Kummer 还 嘲弄 4 维 几 何 的 思想 . 当然 ,只 要 把 几何 学 与 
物理 空间 的 研究 等 同 起 来 , 则 所 有 这 些 人 对 于 高 维 几何 的 非 难 就 
都 是 正当 的 了 . 

但 是 数学 家 们 无 意 中 逐 渐 引 进 了 一 些 没 有 或 很 少 有 直接 物理 
意义 的 概念 ,其 中 负数 和 复数 是 最 令 人 费解 的 . 因为 这 两 种 数 在 自 
然 界 中 没有 “实在 性 (reality)”, 所 以 直到 19 世纪 初 , 虽 已 经 常 被 
人 使 用 ,但 仍然 受到 怀疑 . 把 负数 当 作 是 直线 上 一 个 定向 的 距离 ， 
把 复数 当 作 是 平面 上 的 点 或 向 量 ,这 种 几何 解释 ,虽然 如 Gauss 
后 来 所 说 ,给 予 负数 和 复数 以 直观 意义 并 使 它们 成 为 可 以 接受 的 ， 
但 是 可 能 因此 推 延 了 数学 处 理 人 为 概念 的 实现 . 到 后 来 ,四 元 数 、 
3E Euclid 几何 .几何 中 的 复元 素 、n EL RT 、 稀 奇 古怪 的 函数 ,以 及 


(D Ges. Werke, 1,172, 
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超 限 数 的 引进 , 则 人 迫使 人 们 认识 到 数学 的 人 为 性 (artificiality). 

3E Euclid 几何 对 这 方面 的 冲击 前 已 提 过 (第 36 章 第 8 节 )， 
现在 必须 考察 n 维 几 何 的 影响 . n 维 空间 的 概念 在 d'Alembert, 
Euler 和 Lagrange 的 分 析 著 作 中 无 关 紧 要 地 出 现 了 . D'Alembert 
在 《百科 全 书 》 的 “ 维 数 (dimension)" 一 条 中 提议 把 时 间 想 象 成 第 4 
个 维 数 . Lagrange 在 研究 化 二 次 型 为 标准 型 时 无 意 中 引 进 了 了 个 
变量 的 二 次 型 , 他 在 他 的 《分 析 力 学 》(1788 ) 和 《解析 函数 论 》 
(1797) 中 ,也 把 时 间作 为 第 4 个 维 数 . 在 后 一 著作 中 ,他 说 :… 这样， 
我 们 可 以 把 力学 看 成 是 一 种 4 维 几 何 学 ,而 把 分 析 力 学 看 成 是 解 
析 几 何 的 一 种 推广 . " Lagrange 在 他 的 著作 中 把 3 个 空间 坐标 和 
表示 时 间 的 第 4 个 坐标 置 于 同等 地 位 . 更 进一步 ,1828 年 George 
Green 在 他 的 关于 位 势 理 论 的 论文 里 , 毫 不 犹豫 地 考虑 了 n 维 位 
势 问 题 ; 关 于 这 个 理论 ,他 说 ,已 经 不 再 像 过 去 那样 局 限于 空间 的 
3 个 维 数 了 .” 

ft n 维 数 上 的 这 些 早 期 的 乓 万 ,并 不 是 有 意 要 作为 几何 学 本 
身 的 研究 . 它们 只 是 不 再 受到 几何 束缚 的 分 析 工 作 的 自然 推广 . 引 
A n 维 语言 ,部 分 原因 只 是 作为 分 析 思 维 的 一 种 便利 和 帮助 . 把 
Gr, rn, DOARDE, MEn 个 变量 的 一 个 方程 看 成 是 n 维 空 
间 的 一 张 超 曲面 . 用 3 维 空间 中 这 些 术语 的 意义 来 思考 ,有 助 于 人 
们 获得 对 分 析 工 作 的 洞察 力 . 事实 上 ,Cauchy 确实 强调 过 ,n Zins 
间 的 概念 在 许多 分 析 研 究 中 是 有 用 的 ,特别 是 在 数论 中 由. 

严肃 地 研究 ” 维 几 何在 19 世纪 也 进行 了 ,虽然 并 不 意味 着 有 
一 个 n 维 的 物理 空间 . 这 门 抽象 几何 的 莫 基 人 是 Grassmann. 在 他 
1844 年 的 《扩张 研究 》(Ausdehnungslehre) 中 ,和 人们 可 以 找到 完全 
一 般 的 nn 维 几何 的 概念 . Grassmann 在 1845 年 发 表 的 一 篇 札记 中 
Ej: 


(D Comp. Rend. , 24,1847, 885 ~ 887 = Œuvres, (1),10,292— 295. 
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我 的 扩张 的 演算 建立 了 空间 理论 的 抽象 基础 ; 即 它 脱离 
了 一 切 空 间 的 直观 ,成 为 一 个 纯粹 数学 的 科学 ;只 是 在 对 
[物理 ] 空 间作 特殊 应 用 时 才 构 成 几何 学 . 

然而 扩张 演算 中 的 定理 并 不 单单 是 把 几何 结果 翻译 
成 抽象 的 语言 ;它们 有 非常 一 般 的 重要 性 ,因为 普通 几何 
受 [物理 ] 空 间 的 三 个 维 数 的 限制 ,而 抽象 科学 则 不 受 这 
个 限制 . 


Grassmann 附带 又 说 ,通常 意义 的 几何 学 不 适当 地 被 看 成 是 
纯粹 数学 的 一 个 分 支 , 其 实 它 是 应 用 数学 的 一 个 分 支 ,因为 它 研究 
的 课题 并 不 是 由 智力 创造 的 ,而 只 是 客观 提供 给 它 的 . CHRD 
质 . 但 他 又 说 ,应 当 能 够 创造 出 一 种 纯粹 智力 的 课题 , 它 把 “扩张 ” 
当 作 一 种 概念 来 研究 , 而 不 是 研究 感官 觉察 到 的 空间 . 这 样 ， 
Grassmann 的 工作 就 成 为 一 种 发 展 学 术 思 想 的 观点 的 代表 作 , 确 
认 纯 粹 思维 能 够 建立 在 可 以 有 也 可 以 没有 物理 应 用 的 任意 结 
构 上 . 

与 Grassmann 相 独 立 ,Cayley 也 承担 了 用 分 析 方 法 研究 HE 
几何 的 任务 . 而 且 ,如 他 所 说 :无 需求 助 于 任何 形而上学 的 概念 .” 
在 1845 年 的 《剑桥 数学 杂志 》(Cambridge Mathematical Jour- 
nal ) 上 ,Cayley 发表 了 “n 维 解析 几何 的 几 章 "0D. 这 个 著作 给 出 了 
n 个 变量 的 分 析 结 果 , 当 n= 3 时 ,叙述 的 是 关于 曲面 的 已 知 定理 ; 
REE n 维 几 何 学 中 他 没有 作出 什么 特别 新 奇 的 东西 ,但 概念 是 
完全 抓 住 了 的 . 

同时 , Riemann 在 他 的 1854 年 的 《试用 讲义 》( Habilitations 
vortrag ) 中 写 了 “ 竟 定 几何 学 基础 的 几 个 假设 ”. {th A RE a 
究 n 维 流 形 ,虽然 他 主要 关心 的 是 3 维 物 理 空间 的 几何 . 那些 遵循 
这 篇 基本 文献 的 人 Helmholtz, Lie, Christoffel, Beltrami, 


(D 4. 119 — 127 == Collected Math. Papers, 1,55~62. 
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Lipschitz, Darboux, 及 其 他 一 些 人 一 继续 做 也 维 空间 方面 的 
工作 . 

n 维 几 何 的 概念 即使 在 引进 以 后 很 长 一 段 时 期 ,还 是 受到 一 
些 数 学 家 的 顽固 的 抵抗 . 同 负数 .复数 的 情形 一 样 ,在 这 里 ,数学 超 
越 了 经 验 提供 的 概念 前 进 着 ,因而 数学 家 们 就 不 得 不 领悟 到 ,他 们 
的 学 科 要 能 够 考虑 思维 创造 的 概念 ,而 如 果 说 他 们 的 学 科 曾 经 是 
目 然 界 的 一 种 复写 的 话 ,那么 今后 就 不 再 是 这 样 了 . 

可 是 ,大 约 到 1850 年 以 后 ,入 们 才 接 受 了 这 样 一 种 观点 , 即 数 
学 能 够 引进 并 研究 一 些 相当 任意 的 概念 和 理论 ,或 者 像 四 元 数 那 
样 ,它们 没有 直接 的 物理 解释 ,但 却 是 有 用 的 ;或 者 像 维 几何 那 
样 ,它们 满足 一 种 普遍 性 的 要 求 , Hankel 在 他 的 《复数 系 理论 》 
(Theorie der complexen Zahlensysteme, 1867,28 10 页 ) 中 为 数 
学 辩护 ,说 它 是 “纯粹 的 智力 ,一 种 纯粹 的 形式 理论 ,其 对 象 不 是 量 
的 组 合 或 者 它们 的 表象 一 一 数 ,而 是 那些 可 以 对 应 于 实际 事物 或 
实际 关系 的 思维 的 东西 ,即使 这 种 对 应 并 不 必要 .” 

Cantor 为 了 捍卫 他 所 创造 的 超 限 数 ,说 它 是 一 种 存在 的 、 真 
正确 定 的 量 时 ,主张 数学 和 其 他 领域 的 区 别 在 于 它 自由 地 创造 自 
己 的 概念 ,而 无 需 顾及 是 否 实际 存在 . 1883 年 他 说 中 “数学 在 它 自 
身 的 发 展 中 完全 是 自由 的 ,对 它 的 概念 的 限制 只 在 于 :必须 是 无 巴 
盾 的 并 且 和 先前 由 确切 定义 引进 的 概念 相 协 调 …… 数 学 的 本 质 就 
在 于 它 的 自由 . "他 喜欢 用 “自由 数学 "这 个 名 词 , 胜 过 于 用 通常 说 
的 “纯粹 数学 ”. 

数学 的 新 观点 也 蔓延 到 了 老 的 以 物理 学 为 基础 的 分 支 . Al- 
fred North Whitehead 在 他 的 《一 般 代 数 》(Universal Algebra , 
1898, 第 11 页 ) 中 说 : 


seee: 代数 变换 法 则 的 合法 性 是 不 依赖 于 算术 的 . 如 果 


(D Math. Ann. , 21,1883, 563 ~ 564 = Ges. Abh. , 182. 
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有 依赖 的 话 , 那 么 显然 可 见 , 代 数 表 达 式 一 旦 在 算术 上 
不 可 理解 , 则 关于 它们 的 所 有 法 则 就 必定 失去 合法 性 . 
代数 法 则 虽 是 由 算术 提供 的 ,但 却 不 依赖 于 它 . 代数 法 
则 完全 依靠 约定 ,用 以 表达 某 些 把 符号 分 组 的 模式 必 
须 被 认为 是 等 同 的 ,这 就 给 形成 代数 符号 的 记号 指定 
了 一 定 的 性 质 . 


代数 学 是 与 含义 无 关 的 一 种 逻辑 发 展 “ 显 然 我 们 可 以 用 我 们 愿 
意 用 的 任何 符号 ,并 按 我 们 选 定 的 任何 法 则 去 处 理 它 们 ”( 第 4 
Ji ). Whitehead 指出 ,符号 的 这 种 任意 处 理 可 以 是 比较 随便 的 ， 
而 只 有 那些 能 被 赋予 某 种 意义 的 或 具有 某 种 应 用 的 解释 才 是 重 
要 的 . 

几何 学 也 割断 了 它 与 物理 实在 性 的 联系 . 正如 Hilbert 在 他 
1899 年 的 《基础 ?中 指出 的 ,几何 学 所 说 的 东西 ,其 性 质 是 由 公理 
规定 的 . 虽然 Hilbert 所 说 的 只 是 为 了 考察 数学 的 逻辑 结构 这 个 
目的 而 必须 用 来 探讨 数学 的 一 种 战略 ,然而 他 支持 并 鼓励 了 数学 
是 与 自然 界 里 的 概念 和 法 则 全 然 不 同 的 这 样 一 种 观点 . 


4. 真理 的 丧失 

那些 在 真实 世界 里 没有 直接 对 应 物 的 概念 之 被 引进 并 逐步 被 
接受 ,确实 迫使 人 们 承认 数学 是 一 种 人 为 的 并 且 多 少 带 有 任意 性 
的 创造 物 , 而 不 仅仅 是 从 自然 界 里 引导 出 来 的 本 质 上 是 真实 事物 
的 一 种 理想 化 . 但 是 随 着 这 种 认识 的 深化 , 带 来 了 更 加 意义 深远 的 
发 现 一 一 数学 并 不 是 关于 自然 的 一 堆 真理 . 使 真理 的 争论 得 以 展 
开 的 是 非 Euclid 几何 ,虽然 它 的 冲击 被 几乎 所 有 的 数学 家 (除了 
少数 几 个 之 外 ) 所 特有 的 保守 主义 和 封闭 思想 延误 了 . 哲学 家 Da- 
vid Hume(1711 一 1776) 早 就 指出 :自然 界 并 不 顺应 回 定 的 模式 和 
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必然 的 法 则 ;但 是 由 Kant 提出 来 的 物理 空间 是 Euclid 空间 的 这 
种 观点 则 占 统治 地 位 . 甚至 Legendre 在 他 的 1794 年 的 《几何 初 
步 ? 中 依然 相信 Euclid 公理 是 自明 的 真理 . 

对 几何 学 来 说 ,至 少 在 今天 看 来 是 正确 的 观点 ,首先 是 由 
Gauss 明确 表述 出 来 的 . 早 在 19 世纪 初 ,他 就 认为 几何 学 是 一 门 
经 验 科 学 ,应 当 与 力学 并 列 . 而 算术 和 分 析 却 是 先 验 的 真理 . 1830 
年 Gauss 写 信 给 Bessel 说 了 了; 


按照 我 的 最 深 的 信念 ,在 我 们 先 验 的 知识 中 间 ,空间 理论 
与 纯粹 算术 占有 完全 不 同 的 位 置 . 在 我 们 关于 空间 理论 
的 全 部 知识 中 ,对 作为 纯粹 算术 的 特征 的 必然 性 ( 即 绝对 
真理 ) 缺 少 完 全 的 信念 ;我们 还 必须 谦卑 地 说 ,如 果 数 仅 
仅 是 我 们 思维 的 产物 ,那么 空间 在 我 们 的 思维 之 外 有 其 
实在 性 , 它 的 法 则 我 们 不 能 完全 先 验 地 规定 . 


然而 Gauss 似乎 曾经 有 过 相反 的 意见 ,因为 他 也 明确 表达 过 全 部 
数学 都 是 人 为 的 这 个 见解 . 他 在 1811 年 11 H21 H54 Bessel 的 
信 中 多 , 谈 到 单 复 变 函数 时 说 道 :“ 和 干 万 不 要 忘记 , 像 一 切 数 学 结构 
一 样 , 函 数 仅仅 是 我 们 自己 的 创造 物 ,因而 当 定义 失 却 意义 时 ,人 
们 就 不 应 该 问 , 它 是 什么 ?而 应 该 问 ,为 了 使 它 继续 有 意义 ,什么 
样 的 假定 才 是 方便 的 ?” 

不 管 Gauss 对 几何 学 持 怎样 的 观点 , 绝 大 多 数 数 学 家 还 是 相 
信 ,在 几何 学 里 有 着 基本 的 真理 . Bolyai 就 认为 ,几何 学 中 的 绝对 
真理 就 是 Euclid 几何 与 双 曲 几何 共有 的 那些 公理 和 定理 . 他 并 不 
知道 椭 贺 几何 ,所 以 在 他 所 处 的 时 代 还 不 能 意识 到 ,在 这 些 公有 的 
公理 中 有 许多 条 并 不 是 所 有 几何 所 共有 的 . 

Riemann 在 他 的 1854 年 的 论文 《奠定 几何 学 基础 的 假设 》 中 ， 


@ Werke, 8,201. 
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仍然 相信 某 些 关于 空间 的 命题 是 先 验 的 ,虽然 这 些 命题 并 不 断言 
物理 空间 是 真正 的 Euclid 空间 . 但 是 物理 空间 局 部 地 是 Euclid 
空间 . 

Cayley 和 Klein 对 Euclid 几何 的 实在 性 仍然 恋恋 不 售 ( 参 看 
第 38 章 第 6 节 ). Cayley 在 英国 科学 促进 协会 的 主席 致词 ?中 说 
IB: “+ TERS] Euclid 空间 长 期 以 来 一 直 被 当 作 是 我 们 经 验 的 
物理 空间 ,所 以 几何 学 的 命题 对 于 Euclid 空间 不 仅仅 近似 地 是 真 
实 的 ,而 且 还 是 绝对 真实 的 . "虽然 Cayley 和 Klein 本 人 都 曾经 在 
非 Euclid 几何 方面 做 过 研究 工作 ,但 是 他 们 却 把 非 Euclid 几何 看 
成 是 在 Euclid 几何 中 引进 新 的 距离 国 数 时 得 到 的 新 奇 结果 . 他 们 
没有 看 到 非 Euclid 几何 和 Euclid 几何 一 样 基本 ,一 样 可 以 应 用 . 

Bertrand Russell 在 19 世纪 90 年 代 提出 了 这 样 一 个 问题 ; 空 
间 的 哪些 性 质 对 经 验 是 必需 的 ,而 且 是 由 经 验 假定 了 的 . 也 就 是 
说 ,如 果 在 这 些 先 验 的 性 质 中 任何 一 条 被 否定 ,那么 经 验 就 要 成 为 
没有 意义 的 了 . 他 在 《关于 几何 基础 的 随笔 》(Essay on the Foun- 
dations of Geometry ,1897) 中 ,赞同 Euclid 几何 不 是 一 门 先 验 学 
问 这 种 见解 . 他 断言 ,就 一 切 几 何 学 来 说 , 倒 不 如 认为 射影 几何 是 
先 验 的 . 这 个 结论 在 1900 年 前 后 ,从 射影 几何 的 重要 性 的 观点 来 
看 ,是 可 以 理解 的 . 然后 他 就 把 Euclid 几何 和 一 切 非 Euclid 几何 
所 共有 的 公理 , 当 作 先 验 的 东西 添加 到 射影 几何 里 去 , 加 进去 的 那 
些 东西 (空间 的 齐 次 性 、 维 数 的 有 穷 性 和 距离 的 概念 ) 使 得 度量 成 
为 可 能 . 他 又 把 空间 是 3 维 的 以 及 实际 空间 是 Euclid 空间 这 些 事 
看 作 是 经 验 的 . 

度量 几何 可 以 由 射影 几何 通过 引进 一 个 度量 而 导出 ,Russell 
认为 这 件 事 只 不 过 是 一 种 技术 上 的 成 就 ,在 哲学 上 没有 什么 重要 
性 . 度量 几何 是 一 种 逻辑 推论 ,是 数学 中 的 一 个 独立 分 支 ,但 却 不 


@  Reportof the Brit. Assn. for the Adv. of Sci. , 1883, 3 ~ 37 = Coll. 
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是 先 验 的 . 在 对 待 Euclid 几何 和 几 个 基本 的 非 Euclid 几何 的 态度 
E, Russell KEF Cayley 和 Klein, 他 认为 所 有 这 些 几 何 都 处 于 
同等 的 地 位 . 因为 具有 上 面 那 些 性 质 的 度量 空间 只 有 Euclid 空 
间 、 双 曲 空 间 和 单 ` 双 椭圆 空间 这 几 种 ,于 是 Russell 就 断言 ,所 有 
可 能 的 度量 空间 就 只 有 这 几 种 ,而 Euclid 空间 则 当然 是 仅 有 的 物 
理 上 可 以 应 用 的 空间 . 其 他 那些 空间 在 证 明 可 能 有 别 的 几何 学 时 ， 
有 其 哲学 上 的 重要 性 . 现在 我 们 回 过 头 来 看 ,可 以 说 Russell 无 非 
是 用 一 种 射影 癖 代替 了 Euclid ie. 

虽然 数学 家 们 慢 慢 地 才 认 识 到 Gauss 早 就 清楚 地 看 到 了 的 
这 一 事实 , 即 Euclid 几何 的 物理 真实 性 是 完全 没有 保证 的 ;但 是 
他 们 逐步 来 到 这 个 观点 的 周围 ,并 且 接 受 了 Gauss 的 这 一 有 关 信 
念 :数学 的 真理 存在 于 算术 中 ,因而 也 存在 于 分 析 中 . 例如 Krone- 
cker 在 他 的 《关于 数 的 概念 》@ 中 就 坚持 算术 中 的 规则 的 真理 性 ， 
但 却 否定 几何 中 的 规则 的 真理 性 . 至 于 Gottlob Frege( 我 们 在 后 
面 要 提 到 他 的 工作 ) ,他 也 坚持 算术 的 真理 性 . 

然而 ,甚至 算术 和 建立 在 它 上 面 的 分 析 , 也 很 快 地 被 人 怀疑 
了 . 非 交 换代 数 ,特别 是 四 元 数 各 矩阵 的 创立 ,明确 地 提出 了 这 样 
的 问题 :怎么 能 断定 普通 数 具 有 它 是 真实 世界 的 真理 这 种 特权 般 
的 性 质 呢 ? 针对 算术 的 真理 性 的 第 一 个 挑战 来 自 Helmholtz. 在 
一 篇 著名 的 论文 里 @@, 他 坚决 主张 :我 们 关于 物理 空间 的 知识 只 能 
从 经 验 中 来 ,而 且 依赖 于 用 来 作为 量 尺 和 其 他 用 途 的 刚体 的 存在 
性 . 后 来 在 他 的 《 算 与 量 》(Zapien und Messen ,1887) 中 ,他 还 攻击 
了 算术 的 真理 性 . 他 认为 ,把 量 和 等 同性 客观 地 应 用 于 经 验 是 否 有 
意义 或 有 效 , 是 算术 中 的 主要 问题 . 算术 本 身 也 许 只 不 过 是 算术 运 
算 的 结果 的 一 本 首尾 一 贯 的 账目 罢了 . 它 处 理 的 是 符号 ,也 可 以 看 


Q Jour. für Math, 101,1887, 337 ~ 355 = Werke, 3,249~274, 
®© Nachrichten König. Ges. der Wiss. zu Gött. , 15,1868, 193 ~ 221 = Wiss, 
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成 是 一 种 游戏 . 但 是 这 些 符号 却 被 应 用 于 实在 客体 以 及 它们 之 间 
的 联系 ,还 给 出 关于 自然 界 的 真实 作用 的 结果 . 为 什么 这 样 做 是 可 
能 的 呢 ?” 在 什么 条 件 下 这 些 数 和 运算 能 够 应 用 到 实在 客体 上 去 
We? 特别 是 ,两 个 客体 的 等 同化 的 客观 意义 是 什么 呢 ? 还 有 ,物理 
上 的 加 法 为 了 要 同 数学 上 的 加 法 一 样 处 理 , 必 须 具 有 什么 样 的 特 
性 呢 ? 

Helmholtz 指出 : 数 的 可 应 用 性 既 不 是 数 的 定律 的 真理 性 的 
一 个 偶然 事件 ,也 不 是 它 的 证 明 . 某 些 种 经 验 启 示 数 ,而 数 又 能 
应 用 于 这 些 经 验 . Helmholtz 说 , 当 把 数 应 用 到 实在 客体 上 去 的 
时 候 , 这 些 客体 必须 不 会 自行 消失 ,不 会 彼此 合并 ,也 不 会 分 成 
两 个 . 在 物理 上 ,一 个 雨点 加 上 另 一 个 雨点 并 不 产生 两 个 雨点 ， 
只 有 经 验 才 能 告诉 我 们 ,一 个 物理 集合 里 的 客体 是 否 保持 它们 
的 同一 性 ,使 得 这 个 集合 里 的 客体 有 确定 的 个 数 . 同样 地 ,要 想 
知道 什么 时 候 物 理 量 之 间 的 等 同性 可 以 应 用 也 只 有 依靠 经 验 . 
任何 一 个 有 关 定 量 的 等 式 论断 必须 满足 两 个 条 件 :如 果 两 个 客 
体 互 换 位 置 ,它们 必须 保持 相等 ;还 有 ,如 果 客 体 a $T EAR e, 
而 客体 6 也 等 于 客体 c, 则 客体 a 就 必须 等 于 客体 5. 这样, 我 们 
就 能 说 重量 的 相等 和 时 间 间 隔 的 相等 ,因为 对 于 这 些 客体 来 说 ， 
等 同性 能 够 确定 . 就 耳朵 来 说 ,两 个 音调 都 可 以 等 于 介 于 它们 之 
间 的 一 个 音调 ,而 耳 休 还 能 分 辨 出 原来 的 两 个 音调 . 在 这 里 ,等 
于 同一 个 事物 的 事物 是 彼此 不 相等 的 . 为 了 求 得 并 联 电 阻 的 总 
电阻 ,我 们 不 能 把 电阻 值 都 加 起 来 ;我 们 也 不 能 用 任何 一 种 方法 
把 不 同 介质 的 折射 率 组 合 起 来 . 

到 19 世纪 末 ,盛行 的 看 法 是 :数学 里 的 一 切 公理 都 是 任意 的 . 
公理 只 不 过 是 导出 结论 的 推理 的 基础 . 既然 公理 不 再 是 关于 包含 
在 它 里 面 的 概念 的 真理 ,于 是 也 就 不 用 去 管 这 些 概念 的 物理 意义 
T. 当 公 理 和 实在 之 间 产 生 某 种 联系 的 时 候 , 这 种 物理 意义 至 多 只 
能 是 发 现 (真理 ) 的 向 导 . 即使 是 从 物理 世界 抽象 出 来 的 概念 也 是 
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这 样 . 到 1900 年 ,数学 已 经 从 实在 性 中 分 裂 出 来 了 ; 它 已 经 明显 地 
而 且 无 可 挽回 地 失去 了 它 对 自然 界 真理 的 所 有 权 , 因 而 变 成 了 一 
些 没 有 意义 的 任意 公理 之 必然 推论 的 随从 了 ， 

许多 人 把 这 种 真理 的 丧失 和 表面 上 的 任意 性 ,以 及 数学 思想 与 
结果 的 主观 性 本 质 , 看 成 是 对 数学 的 一 种 否定 ,使 他 们 深 感 烦恼 . 于 
是 有 些 人 采取 一 种 神秘 的 观点 ,企图 寻求 对 数学 的 实在 性 和 客观 性 
的 承诺 . 这 些 数学 家 赞成 这 样 一 种 思想 , 即 认 为 数学 本 身 就 是 一 种 
实在 ,是 真理 的 一 个 独立 部 分 ,数学 对 象 所 给 予 我 们 的 就 和 真实 世 
界 的 对 象 所 给 予 我 们 的 一 样 . 数学 家 只 不 过 是 发 现 这 些 概念 和 它们 
ROPER T. Hermite 在 给 Stieltjes 的 信 中 说 号:“ 我 相信 , 数 和 分 析 中 
的 函数 不 是 我 们 精神 的 任意 产物 ;它们 在 我 们 之 外 存在 着 ,并 且 和 客 
观 实在 的 对 象 一 样 ,具有 某 种 必然 性 的 特征 ;我 们 找到 或 发 现 它们 、 研 
究 它们 ,就 和 物理 学 家 化 学 家 及 动物 学 家 所 做 的 事情 一 样 ,” 

Hilbert 1928 年 在 波 洛 尼 亚 (Bologna) 国 际会 议 上 说 名 :“ 如 果 
数学 没有 真理 的 话 ,那么 我 们 知识 中 的 真理 、 科 学 的 存在 和 进步 万 
其 会 怎么 样 呢 ? 的确, 今天 ,在 一 些 专门 著作 和 公开 的 演讲 中 ,经 
常 出 现 一 种 关于 知识 的 怀疑 主义 和 意气 消沉 ;这 是 某 种 我 认为 有 
破坏 性 的 神秘 主义 .” 

20 世纪 的 一 位 杰出 的 分 析 学 家 Godfrey H. Hardy(1877 一 
1947) 在 1928 年 说 道 9:“ 数 学 定理 的 真 伪 , 它 们 的 真实 性 和 谬误 
性 是 独立 于 我 们 对 它们 的 了 解 的 . 在 某 种 意义 上 ,数学 的 真理 是 客 
观 实在 的 一 部 分 . "他 在 《一 位 数学 家 的 自白 (A Mathematician’s 
Apology ,1967 年 版 ,第 123 页 ) 一 书 中 表达 了 同样 的 看 法 :“ 我 相 
信 数 学 的 实在 性 是 在 我 们 之 外 ,我 们 的 作用 只 是 发 现 它们 或 观察 


(D C. Hermite-T. Stieltjes Correspondance , Gauthier-Villars, 1905,2, p. 398. 

@ Atti del Congresso, 1,1929, 141 = Grundlagen der Geometrie, 第 7 版 ,第 
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它们 ,而 那些 被 夸张 地 描绘 成 为 我 们 的 "创造 物 " 的 定理 ,其 实 只 是 
我 们 观察 的 记录 .” 


5. 作为 研究 任意 结构 的 数学 

19 世纪 的 数学 家 起 先 都 关心 自然 界 的 研究 ,因而 物理 学 就 必 
然 成 为 数学 工作 的 主要 启示 .最 伟大 的 人 物 , 如 Gauss, Riemann, 
Fourier, Hamilton, Jacobi 和 Poincaré; 次 一 级 的 知名 人 物 , 如 
Christoffel, Lipschitz, Du Bois-Reymond, Beltrami, UJ & KA 
其 他 人 物 ,都 直接 在 物理 问题 和 由 物理 研究 所 提出 的 数学 问题 上 
工作 着 . 其 至 被 公认 为 纯粹 数学 家 的 人 , 璧 如 Weierstrass, 也 研究 
物理 问题 . 事实 上 ,在 物理 问题 为 数学 研究 提供 意见 各 方向 方面 ， 
这 一 世纪 比 以 往 任何 一 个 世纪 都 多 . 一 些 高 度 复杂 的 数学 , 正 是 为 
了 处 理 这 些 物理 问题 而 创建 出 来 的 . Fresnel 曾 说 过 ,“ 大 自然 并 不 
被 分 析 的 困难 所 阻碍 ”, 但 是 数学 家 们 也 没有 被 它们 吓 倒 ,而 且 克 
服 了 它们 , 至 少 从 Diophantus 的 工作 以 来 ,追求 内 在 的 美学 上 满 
足 的 唯一 主要 分 支 就 是 数论 ， 

然而 在 19 世纪 ,数学 家 们 第 一 次 不 仅 把 他 们 的 工作 推进 到 远 
远 超出 科学 技术 的 需要 ,而 且 还 提出 并 解答 一 些 与 实际 问题 无 关 
的 问题 . 这 种 发 展 的 理由 可 以 说 明 如 下 :2000 多 年 来 关于 数学 是 
自然 界 真理 的 信念 被 粉碎 了 . 但 是 现在 被 人 们 认为 是 任意 的 数学 
理论 , 却 又 在 自然 界 的 研究 中 被 证 明 是 有 用 的 . 虽然 已 有 的 理论 ， 
在 历史 上 从 自然 界 取得 了 许多 启示 ;但 是 或 许 会 有 单纯 由 精神 构 
造 出 来 的 新 的 理论 ,在 表现 自然 界 方面 也 将 被 证 明 是 有 用 的 . 于 是 
数学 家 们 感到 有 一 种 创造 任意 结构 的 自由 . 这 个 思想 被 用 来 证 明 
数学 研究 中 新 的 自由 是 正确 的 . 然而 ,到 1900 年 ,已 经 有 的 明显 的 
少数 几 个 结构 ,以 及 此 后 的 许多 这 类 创造 物 , 看 来 都 是 如 此 之 人 
为 ,甚至 对 于 潜在 的 应 用 来 说 ,也 是 如 此 之 遥远 ;它们 的 赞助 人 也 
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只 好 辩解 说 ,这 是 为 着 它们 自身 及 内 在 的 要 求 ， 

数学 应 当 包含 那些 并 不 是 直接 地 或 间接 地 由 于 研究 自然 界 
的 需要 而 产生 出 来 的 任意 结构 . 这 种 观点 逐渐 兴起 并 被 人 们 接 
受 了 ,于 是 造成 了 今天 的 纯粹 数学 和 应 用 数学 的 分 裂 . 和 传统 决 
28 ,当然 不 能 不 引起 论战 . 我 们 可 以 用 一 些 篇 幅 来 引证 双方 的 一 

Fourier 在 他 的 《 热 的 解析 理论 》 一 书 的 序言 中 写 道 :“ 对 自然 
界 的 深入 研究 是 数学 发 现 的 最 丰富 的 源泉 . 这 种 研究 的 优点 不 仅 
在 于 有 完全 明确 的 目的 性 ,还 在 于 排除 含糊 不 清 的 问题 和 无 用 的 
计算 . 这 是 建立 分 析 自 身 的 一 种 方法 ,是 发 现 至 关 紧 要 的 、 在 科学 
里 必须 经 常 保存 的 思想 的 一 种 方法 . 基本 的 思想 就 是 那些 表现 自 
然 界 发 生 的 事件 的 思想 . ”他 还 强调 应 当 把 数学 应 用 到 对 社会 有 用 
的 问题 上 去 . 

虽然 Jacobi 在 力学 和 天 文学 方面 都 做 过 第 一 流 的 工作 ,但 是 
他 还 是 和 Fourier 进行 争论 . 1830 年 7 H 20 H , fl 55 fii £& Legen- 
dre 说 中 :确实 地 ,Fourier 持 有 这 样 一 种 意见 , 即 认为 数学 的 主要 
目标 是 公众 的 利益 和 对 自然 现象 作 解释 ;但 是 , 像 他 那样 的 一 个 科 
学 家 应 当知 道 , 科 学 的 唯一 对 象 是 人 类 精神 的 光荣 ,基于 这 点 ,一 
个 数 [ 论 ] 间 题 就 和 一 个 关于 行星 系 的 问题 一 样 有 价值 . ” 

在 这 整个 世纪 , 当 许 多 人 被 纯粹 数学 的 倾向 檬 扰 的 时 候 , 反 对 
的 声音 也 喊 出 来 了 . Kronecker 写 信 给 Helmholtz 说 :“ 您 的 合 情 
合理 的 实际 经 验 以 及 有 兴趣 的 问题 ,造成 的 财富 将 给 予 数学 以 新 
的 方向 和 新 的 刺激 …… 片面 的 .内 省 的 数学 思索 把 入 们 引 向 不 毛 
之 地 .” 

Felix Klein 在 他 的 《陀螺 的 数学 理论 》(Mathematical Theory 
of the Top, 1897,1~2 页 ) 中 提出 :“ 纯 粹 科学 和 物理 学 中 有 纯粹 
科学 最 重要 应 用 的 那些 部 门 , 应 该 再 一 次 把 它们 密切 结合 起 来 ,在 


(D Ges. Werke, 1,454~455, 
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Lagrange 和 Gauss 的 工作 中 证 明了 这 种 结合 是 非常 有 成 果 的 , 它 
们 是 数学 科学 最 需要 的 礼品 . "20 世纪 初 ,Emile Picard 在 《近代 科 
学 及 其 实际 状况 》(La Science moderne et son état actuel, 1908) 
的 演讲 中 ,对 抽象 化 的 趋势 和 没有 意义 的 问题 提出 了 警告 . 

f Felix Klein 再 次 直截了当 地 说 中 ,他 担心 创造 任意 结构 
的 自由 会 被 滥用 . 他 强调 说 ,任意 结构 就 是 "一切 科学 的 死亡 . 几何 
学 的 公理 …… 不 是 任意 的 ,而 是 切合 实际 的 陈述 . 一 般 说 来 ,它们 
是 由 对 空间 的 知觉 归纳 出 来 的 ,它们 的 确切 内 容 则 是 由 权宜 的 办 
法 确定 的 . ”为 了 判断 非 Euclid 几何 公理 ,Klein 指出 ,视觉 只 能 在 
一 定 限度 内 验证 Euclid 平行 公理 . 在 另 一 场合 ,他 指出 :“ 有 自由 
特权 的 任何 人 都 应 当 承 担 义 务 . "所 谓 “ 义 务 ”, 他 指 的 是 在 对 自然 
界 研 究 中 的 页 献 ， 

不 顾 这 些 告 诚 ,抽象 化 的 趋势 ,为 推广 而 推广 的 趋势 ,以 及 对 
任意 选择 问题 的 追随 ,仍旧 继续 着 . 为 了 探讨 许多 有 联系 的 具体 问 
题 而 去 研究 一 整 类 问题 ,为 了 求 得 一 个 问题 的 实质 而 进行 抽象 ;所 
有 这 些 合理 的 需要 都 成 为 在 自身 内 并 为 自身 而 进行 推广 和 抽象 的 
借口 . 

多 少 也 是 为 了 反对 把 这 种 趋势 推广 开 来 , Hilbert 不 但 强调 具 
体 问 题 是 数学 的 鲜血 ,而 且 还 不 辞 劳苦 地 于 1900 年 宣布 了 共有 
23 个 未 解决 的 问题 的 一 览 表 ( 见 参考 书目 ) ,在 巴黎 第 二 次 国际 数 
学 家 大 会 上 ,他 在 演讲 中 把 它们 一 一 罗列 . Hilbert 的 名 望 促 使 许 
多 人 研究 这 些 问题 ,没有 任何 一 种 荣誉 能 够 比 解决 由 这 样 一 位 伟 
大 人 人 物 提出 来 的 问题 更 令 人 神往 了 . 但 是 自由 创造 .抽象 化 和 推广 
的 势头 还 是 没有 被 堵 住 . 数学 从 自然 界 和 科学 中 解脱 出 来 ,继续 着 
它 自己 的 行程 . 


(D Elementary Mathematics from an Advanced Stand point, Macmillan, 1939; 
Dover( HE), 1945, 88 2 #,p. 187. 
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6. 相 容 性 问题 

从 逻辑 观点 来 看 ,在 19 世纪 末 ,数学 是 一 堆 结 构 , 每 个 结构 
都 建立 在 它 自己 的 公理 体系 上 . 正如 我 们 已 指出 的 ,任何 这 样 一 
个 结构 所 必 备 的 性 质 之 一 是 它 的 公理 的 相 容 性 . 只 要 数学 还 被 
看 成 是 关于 自然 的 真理 , 财 出 现 互相 矛盾 的 定理 的 可 能 性 就 不 
会 发 生 ;而 且 实际 上 这 种 思想 将 会 被 认为 是 荒 廖 的 . 当 各 种 非 
Euclid 几何 被 创造 出 来 的 时 候 , 它 们 与 客观 存在 在 表面 上 的 偏 
离 ,确实 引起 了 对 非 Euclid 几何 公理 相 容 性 的 疑问 . 正 像 我 们 已 
看 到 的 ,问题 是 这 样 解决 的 , 非 Euclid 几何 的 相 容 性 依赖 于 Eu- 
clid 几何 的 相 容 性 . 

到 19 世纪 80 年 代 ,无 论 是 算术 还 是 几何 都 不 是 真理 的 实现 
的 认识 ,迫使 人 们 去 研究 这 些 分 支 的 相 容 性 . Peano 和 他 的 学 派 从 
19 世纪 90 年 代 开 始 考虑 这 个 问题 . 他 相信 和 能够 提出 弄 清 相 容 性 
的 明确 的 判别 法 . 然而 有 几 件 事 证 明 他 错 了 . 在 假定 算术 公理 相 容 
性 的 基础 上 ,Hilbert 确实 成 功 地 建立 了 Euclid 几何 的 相 容 性 (第 
42 章 第 3 节 ). 但 是 算术 公理 的 相 容 性 还 是 没有 建立 , Hilbert 把 
这 个 问题 列 为 他 在 1900 年 的 第 二 次 国际 会 议 上 提出 的 一 览 表 中 
的 第 二 个 ;在 他 的 《公理 化 思想 》(Axiomatisches Denken)D 中 ,他 
又 把 这 个 问题 强调 为 数学 基础 的 基本 问题 . 其 他 许多 人 也 觉悟 到 
这 个 问题 的 重要 性 . 1904 年 Pringsheim (1850—1941) WH, 
数学 所 寻求 的 真理 正好 就 是 相 容 性 , 有 关 这 个 问题 方面 的 工作 ,我 
们 将 在 第 51 章 中 再 进行 考察 ， 


@ Math. Ann, , 78,1918, 405 ~ 415 = Ges. Abh, 3,145~156, 
@ Jahres. der Deut. Math. -Verein, 13,1904,381. 
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7. [8 BI B9 — E 

从 1600 年 以 来 ,数学 创造 的 步 幅 一 直 在 加 大 ,20 世纪 肯定 
也 是 这 样 .在 19 世纪 里 所 从 事 的 许多 领域 ,在 20 世纪 进一步 得 
到 了 发 展 . 然而 在 这 些 领 域 里 , 较 新 工作 的 详细 情况 可 能 只 有 专 
家 才 感 到 兴趣 . 所 以 我 们 把 20 世纪 工作 的 报告 只 限制 在 一 开始 
就 在 这 时 期 占 突出 地 位 的 那些 领域 : 而且, 我 们 将 只 考虑 这 些 领 
域 的 开头 部 分 . 要 想 恰当 地 评价 这 世纪 第 二 个 和 第 三 个 25 年 的 
发 展 ,现在 未 免 太 早 了 . 我 们 注意 到 ,在 过 去 曾经 精力 旺盛 地 热 
情 地 从 事 过 的 许多 领域 , 曾 被 它们 的 拥护 者 誉 为 数学 的 精髓 所 
在 ,其 实 只 不 过 是 一 时 的 爱好 ,或 者 在 整个 数学 的 征途 上 只 留 下 
少许 的 影响 . 上 半 世 纪 有 信心 的 数学 家 们 可 能 会 认为 他 们 的 工 
作 是 最 重要 的 ,然而 ,他 们 的 贡献 在 数学 史上 的 地 位 ,现在 还 是 
不 能 确定 的 . 


参考 书目 

Fang, J. : Hilbert, Paideia Press, 1970, Sketches of Hilbert's mathematical work. 

Hardy, G. H. ; A Mathematician’s Apology, Cambridge University Press, 1940 and 
1967. 

Helmholtz, H. von: Counting and Measuring, D. Van Nostrand, 1930. Zählen und 
Messen 的 译本 = Wissenschaftliche Abhandlungen , 3 ,356~391. 

Helmholtz, H. von: “Uber den Ursprung Sinn und Bedeutung der geometrischen 
Sätze” ; 3X . “On the Origin and Significance of Geometrical Axioms”, in Helm- 
holtz: Popular Scientific Lectures, Dover (reprint), 1962, pp. 223~ 249. 7p Wi 
James R. Newman: The World of Mathematics, Simon and Schuster, 1956,35 1, 
pp. 647 —668. Jf W, Helmholtz 的 Wissenschaftliche Abhandlungen , 2,640~660, 

Hilbert, David; “Sur les problèmes futurs des mathématiques”, Comptes Rendus du 


Deuxiéme Congrès International des Mathématiciens, Gauthier-Villars, 1902, 


参考 书目 117 NW 


58 一 114. 亦 见 德 文 , Nachrichten König. Ges. der Wiss. zu Gött. ，1900,253 一 
297,40 Hilbert 的 Gesammelte Abhandlungen, 3,290 ~ 329. 英 译 文 见 Amer. 
Math. Soc. Bull. , 8,1901/1902 ,437 一 479. 

Klein, Felix; "Über Arithmetisirung der Mathematik", Ges. Math, Abh, , 2,232~ 
240. 英 译文 见 Amer. Math. Soc. Bull. , 2,1895/1896 ,241~249. 

Pierpont, James; “On the Arithmetization of Mathematics”, Amer. Math. Soc. 
Bull. , 5,1898/1899 ,394~ 406. 

Poincaré, Henri; The Foundations of Science, Science Press, 1913. 特别 看 43 一 91 页 . 

Reid, Constance: Hilbert, Springer-Verlag, 1970, #—A id. 


第 44 章 


如 果 Newton 和 Leibniz 想到 过 连续 函数 不 一 定 有 导 
数 一 一 而 这 却 是 一 般 情形 ,一 一 那么 微分 学 就 决 不 会 被 创 
EHK. 

Emile Picard 


1. 起 F 

一 元 或 多 元 实 变 函 数论 的 产生 ,是 为 了 理解 和 弄 清 19 世纪 的 
一 系列 奇怪 的 发 现 . 连续 而 不 可 微 的 函数 ,连续 函数 的 级 数 其 和 是 
不 连续 的 ,不 逐 段 单调 的 连续 函数 ,具有 有 界 的 但 不 是 Riemann 
可 积 的 导数 的 函数 ,可 求 长 的 但 不 符合 微 积分 中 性 长 定义 的 曲线 ， 
以 及 作为 可 积 函数 序列 的 极限 的 不 可 积 函 数 一 这 一 切 看 来 都 与 
函数 .导数 和 积分 所 期 望 的 性 态 相 矛 盾 . 进一步 研究 函数 性 态 的 另 
一 个 动机 ,来 自 Fourier 级 数 的 研究 . 由 Dirichlet, Riemann, Can- 
tor, Ulisse Dini(1845—1918), Jordan 和 19 世纪 其 他 数学 家 们 
建立 起 来 的 Fourier 级 数理 论 ,对 于 应 用 数学 而 言 , 当 时 已 是 一 个 
相当 令 人 满意 的 工具 . 但 是 , 那 时 发 展 起 来 的 这 种 级 数 的 性 质 , 却 
不 能 给 纯粹 数学 家 以 一 个 满意 的 理论 . 鹃 数 和 级 数 之 间 关 系 的 统 
一 性 PRE A St 8 TE US s DAL An. 

函数 论 研究 的 重点 是 积分 论 ,因为 看 起 来 大 多 数 不 合 适 的 地 
方 都 能 够 通过 扩充 积分 的 概念 来 解决 .因此 在 很 大 程度 上 ,函数 论 
的 研究 可 以 看 成 是 Riemann,， Darboux, Du Bois-Reymond, Can- 
tor 和 男 外 一 些 人 (第 40 章 第 4 节 ) 的 工作 的 直接 继续 . 
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2. Stieltjes 积分 

实际 上 ,积分 概念 的 第 一 次 扩充 ,是 从 完全 不 同 于 刚才 所 说 的 
一 类 问题 中 来 的 . 1894 年 Stieltjes(1856 一 1894) 发 表 了 他 的 《 连 分 
UTE) (Recherches sur les fractions continues)® ,这 是 一 篇 
很 有 独创 性 的 论文 ,他 从 一 个 非常 特殊 的 问题 出 发 ,并且 解 决 得 非 
常 深 亮 . 在 这 篇 文章 里 提出 的 几 个 问题 ,在 解析 函数 论 和 一 元 实 变 
图 数 论 里 ,本 质 上 都 是 全 新 的 . 尤其 是 为 了 表示 一 个 解析 函数 序列 
的 极限 ,Stieltjes 被 迫 引 进 了 一 种 新 的 积分 ,推广 了 Riemann-Dar- 
boux 的 概念 . 

Stieltjes 把 质量 沿 着 一 根 直 线 的 正 的 分 布 看 成 是 点 密度 概念 
的 推广 (当然 ,点 密度 的 概念 是 早已 被 应 用 了 的 ). 他 注意 到 这 样 一 
种 质量 分 布 可 以 用 一 个 递增 函数 (x) £8 13,9 (x) Sz TE DC TRI 
[0, z] (x 22 0) 上 的 总 质量 ,#$ 的 跳跃 点 对 应 着 质量 在 这 个 点 集 
中 . 对 于 区 间 [a, 8] 上 的 这 样 一 种 分 布 ,他 明确 地 写 出 Riemann 和 


DAEN Ga) = $62), 


其 中 zo, t1, ct, t Æla, 5] — XT OS br [xs x] 
中 . 然后 他 证 明了 , 当 f 在 [a, 5j 上 连续 ,划分 的 最 大 子 区 间 趋 于 


零 时 ,这 个 和 趋 于 一 个 极限 ,他 把 这 个 极限 记 作 | 7(z)dg(z). m 


然 Stieltjes 在 自己 的 著作 中 使 用 了 这 个 积分 ,但 他 除了 对 区 间 
(0，co) 定 义 


| f(z)d$(z) = limf f(z)d$(z) 
以 外 ,并 没有 进一步 推进 这 个 积分 概念 


(D Ann. Fac. Sci, de Toulouse, 8,1894, J. 1~122, 与 9,1895, A. 1 ~ 47 = 
Œuvres com plétes , 2,402~559. 
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一 直到 很 久 以 后 , 当 Stieltjes 积分 确实 找到 了 许多 应 用 的 时 
候 ( 见 第 47 章 第 4 节 ), 他 的 积分 概念 才 被 数学 家 们 采用 . 


3. 有 关 容 量 和 测度 的 早期 工作 

沿 着 完全 不 同 的 另 一 条 思想 路 线 ,导致 积分 概念 的 不 同 推广 
的 ,就 是 Lebesgue 积分 . 因为 函数 不 连续 点 的 广 延 决 定 了 函数 的 
可 积 性 ,所 以 研究 函数 的 不 连续 点 集 ,就 提出 了 怎样 度量 它 的 广 延 
或 “长 度 " 的 问题 . 容量 (content) 理 论 及 后 来 的 测度 论 就 是 为 了 把 
长 度 概 念 扩 充 到 普通 直线 上 非 完 整 区 间 的 点 集 而 引进 的 . 

容量 概念 建 基 于 下 面 的 思想 :考虑 一 个 按 某 种 方式 分 布 在 区 
Hla, 8] 上 的 点 集 E. 暂时 放宽 些 条 件 , 假 定 玉 中 的 点 都 可 以 被 
(a, 5] 的 小 子 区 间 包 围 或 履 盖 ,使 得 E 的 点 或 者 是 La, 5] 的 子 区 
间 的 内 点 ,或 者 是 子 区 间 的 一 个 端点 . 我 们 愈 来 愈 缩小 这 些 子 区 间 
的 长 度 , 为 了 继续 包 住户 的 点 ,如 果 必 要 ,可 以 再 添加 些 别 的 子 区 
间 , 但 总 的 说 来 ,要 缩小 这 些 子 区 间 的 长 度 的 总 和 . 2E (E ES B ux 
的 那些 子 区 间 的 长 度 总 和 的 最 大 下 界 , 就 称 为 EF 的 (外 ) 容 量 . 这 
种 不 严格 的 形式 并 不 是 最 后 被 采用 的 确定 的 概念 ,但 它 可 以 用 来 
BAA ANTE TH. 

(外 ) 容 量 概念 是 Du Bois-Reymond 在 他 的 《一 般 函 数论 》 
(Die allgemeine Funktionentheorie, 1882) rH, Axel Harnack 
(1851 一 1888) 在 化 的 《 微 积 分 原理 》( Die Elemente der Dif feren- 
tial-und Integralrechnung ,1881) 中 ,以 及 Otto Stolz 和 Can- 
tor 台 给 出 的 . Stolz 和 Cantor 还 用 矩形 和 立方 体 等 代替 区 间 , 把 容 
量 概 念 扩充 到 2 维和 高 维 点 集 . 

不 幸 的 是 ,容量 概念 的 使 用 ,并 不 是 在 所 有 方面 都 令 人 满意 


D Math. Ann. , 23,1884,152~156. 
@ Math. Ann. , 23,1884, 453 — 488 = Ges. Abh. , 210—246. 
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的 ,然而 却 揭露 了 存在 着 正 容量 的 无 处 稠密 集 ( 即 一 个 区 间 上 的 集 
Ê ,在 该 区 间 的 任 一 子 区 间 内 它 都 不 稠密 ) ,而 以 这 样 一 个 集合 为 
不 连续 点 集 的 函数 在 Riemann 意义 下 是 不 可 积 的 . 同时 还 揭露 
了 ,具有 有 界 但 不 可 积 的 导数 的 函数 也 存在 . 但 在 19 世纪 80 年 
代 ,数学 家 们 都 认为 Riemann 的 积分 概念 是 不 能 推广 的 . 

为 了 克服 上 述 容 量 理论 的 局 限 性 ,并 为 了 把 一 个 区 域 的 面积 
概念 严密 化 ,Peano(《 无 穷 小 计算 的 几何 应 用 》(Applicazioni geo- 
metriche del calcolo infinitesimale ，1887)) 引 进 了 一 个 比较 完满 
的 并 作 了 多 次 改善 的 容量 概念 . 他 引进 了 区 域 的 内 容量 和 外 容量 . 
假定 考虑 的 是 2 维 区 域 . 这 里 的 内 容量 是 包含 在 区 域 R 内 的 一 切 
多 边 形 区 域 的 最 小 上 界 ,而 外 容量 是 包含 区 域 R 的 一 切 多 边 形 的 
最 大 下 界 . 如 果 内 容量 和 外 容量 相等 ,这 个 公共 值 就 是 区 域 R 的 
面积 . 对 于 1 维 点 集 ,思路 是 类 似 的 ,只 人 须 用 区 间 代 蔡 多 边 形 . 
Peano 指出 ,如 果 f(x) 在 Fa, b] EIE, M] 


[faz=C(R) m [fdr = CR), 


其 中 第 一 个 积分 是 了 在 [ea, 5] 上 的 下 Riemann 和 的 最 小 上 界 ,而 
第 二 个 积分 是 上 Riemann 和 的 最 大 下 界 ;C:(R) 和 C.(R) 分 别 是 
由 f 的 图 形 所 围 成 的 区 域 R 的 内 .外 容量 .因此 ,为 要 了 是 可 积 
的 ,必须 且 仅 须 尺 具有 在 C(R) — C.(R) 意义 下 的 容量 . 

在 19 世纪 的 容量 理论 中 ,最 先进 的 一 步 是 Jordan 迈 出 的 (他 
把 容量 叫做 étendue). 他 也 引进 了 内 容量 和 外 容量 中 ,但 概念 陈述 
得 更 有 力 . 他 的 关于 [a, 6] 中 点 集 王 的 容量 的 定义 ,是 从 外 容量 出 
发 的 . Ala, 8] 子 区 间 的 一 个 有 穷 集 合 覆盖 ,使 得 的 每 一 点 是 
某 个 子 区 间 的 内 点 或 端点 . 那些 至 少 含有 五 的 一 个 点 的 所 有 子 区 
间 的 长 度 总 和 的 最 大 下 界 便 是 的 外 容量 . 内 容量 则 定义 为 那些 
只 含有 五 的 点 的 [a, 5] 子 区 间 长 度 总 和 的 最 小 上 界 . dn ENA 


D Jour. de Math. , (4),8,1892, 69 ~ 99 = Œuvres , 4,427~457. 
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容量 和 外 容量 相等 ,那么 它 就 有 容量 . 除了 用 矩形 及 其 高 维 类 似 物 
代替 子 区 间 外 ,Jordan 把 同一 概念 运用 到 n 维 空间 的 点 集 . 这 时 
Jordan 就 能 够 证 明 所 谓 的 可 加 性 :有 限 多 个 不 相交 的 、 有 容量 的 
集合 的 并 ,其 容量 等 于 各 个 集合 的 容量 之 和 . 对 于 早期 的 容量 理 
论 ,除了 Peano 的 以 外 ,这 一 点 都 是 不 对 的 . 

Jordan 对 容量 的 兴趣 来 源 于 ,企图 弄 清楚 平面 区 域 上 上 的 二 
重 积分 的 理论 . 通常 采用 的 定义 是 ,把 平面 用 平行 于 坐标 轴 的 直线 
分 成 许多 正方 形 Rs; .平面 的 这 种 分 划 导 致 了 五 被 分 划 成 一 些 
Eij. 于 是 由 定义 


| fz, WIE = lim SY (x, yi)alRs), 


其 中 a(QU; ) 表 示 Ri 的 面积 ,和 是 对 一 切 Rj CE 内 部 的 R; ,及 含有 
ER SAIN t Yr e 3 E 以 外 的 点 的 Rj ) 取 的 . 为 了 使 积分 存 
在 ,必须 证 明 那 些 非 整 个 地 包含 在 EE 内 的 Ri 可 以 忽略 不 计 , 换 句 
话说 ,那些 包含 E 的 边界 点 的 Ro 的 面积 的 总 和 ,要 在 Ri 的 尺寸 
趋 于 0 时 趋 于 0. 过 去 ,一 般 总 是 假定 这 是 对 的 ,而 Jordan 本 人 在 
他 的 《分 析 教 程 ? 的 第 一 版 (第 二 卷 ,1883) 中 酸 是 这 样 做 的 . 然而 当 
Peano 发 现 了 填 满 矩形 的 特殊 曲线 之 后 ,数学 家 们 就 更 加 小 心 咽 
HY. 如 果 玉 具有 2 维 的 Jordan 容量 ,那么 包含 五 的 边界 点 的 及 5 
就 可 以 忽略 不 计 . Jordan 还 能 够 得 到 用 累 次 积分 计算 重 积分 的 
结果 . 

Jordan 在 《分析 教程 的 第 二 版 (第 一 卷 ,1893) 中 , 写 进 了 他 
的 关于 容量 的 研究 及 其 对 积分 的 应 用 . 虽然 Jordan 关于 容量 的 定 
义 比 他 的 前 人 优越 ,但 也 还 不 完全 令 人 满意 . 按照 他 的 定义 ,一 个 
有 界 开 集 不 一 定 有 容量 ,包含 在 一 个 有 界 区 间 里 的 有 理 点 集 也 没 
有 容量 . 

容量 理论 的 下 一 步 是 Borel 作出 的 . 在 处 理 表示 复 函 数 的 级 
数 收敛 的 点 集 时 ,他 被 引 向 他 称 之 为 测度 的 理论 . Borel 的 《函数 论 
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Wt X.) (Lecons sur la théorie des fonctions, 1898) BE T thE A 
面 最 主要 的 工作 . 他 看 出 容量 的 早期 理论 中 的 缺陷 并 对 之 作 了 
补救 . 

Cantor 曾经 证 明 , 直 线 上 的 任 一 开 集 U 必定 是 一 族 可 数 个 两 
两 不 相交 的 开 区 间 的 并 集 . Borel 利用 Cantor 的 结果 ,不 再 用 有 穷 
^r EX jíR] tu FLU. AEE U 的 方法 ,而 是 提出 把 一 个 有 界 开 集 的 各 个 
构成 区 间 的 长 度 总 和 ,作为 这 个 开 集 的 测度 . 然后 他 定义 可 数 个 不 
相交 可 测 集 的 并 集 的 测度 为 各 个 测度 的 总 和 ;如 果 A 和 B 都 是 可 
测 的 ,并 且 B 包含 在 A 内 , 则 定义 A 一 B 的 测度 为 这 两 个 测度 的 
差 . 由 这 些 定义 ,他 就 能 对 任何 可 数 个 不 相交 可 测 集 的 并 集 以 及 两 
个 可 测 集 A、B 的 差 集 (只 要 A WS BORA T UH RE. 然后 他 考虑 了 
零 测 集 ,并 证 明 测 度 大 于 0 的 集合 是 不 可 数 的 . 

Borel 的 测度 论 是 对 Peano 和 Jordan 容量 理论 的 一 个 改进 ， 
但 它 还 不 是 最 终 的 形式 ,而 且 也 没有 被 应 用 到 积分 中 去 . 


4. Lebesgue 积分 

现在 认为 已 成 定形 的 测度 和 积分 的 推广 ,是 由 Borel 的 一 个 
学 生 .法兰西 学 院 的 教授 Henri Lebesgue(1875 一 1941) 作 出 的 . 以 
Borel 的 思想 为 指导 ,当然 也 用 了 Jordan 和 Peano 的 思想 ,Lebes- 
gue 在 他 的 论文 《积分 .长 度 与 面积 》(JIntegrale, longueur, aire) 
里 @ ,第 一 次 叙述 了 他 关于 测度 和 积分 的 思想 . 他 的 工作 替代 了 19 
世纪 的 创造 ,特别 是 ,改进 了 Borel 的 测度 论 . 

Lebesgue 的 积分 论 是 建立 在 他 关于 点 集 的 测度 的 概念 之 上 
的 ,而 这 些 概 念 都 被 应 用 到 n 维 空间 的 点 集 上 .为 了 说 明 方 便 起 
RAS eR RE Ra cr brhBj— TAR. E 
点 可 以 被 [a, 610 —JG ERA ECT ACC PREIS DC RI SR di, di, A 


© Annali di Mat. , (3),7,1902,231~259. 
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包围 而 成 为 内 点 ([a, 5 的 端点 可 以 是 某 个 d; 的 端点 ). 能 够 证 明 
KEG id 可 以 被 互 不 重 伙 的 区 间 集 合 人 ,6 ，… 所 代替 ,使 得 
E 的 每 一 个 点 是 其 中 某 一 个 区 间 的 内 点 或 是 两 个 相 邻 区 间 的 公共 
端点 . 令 》)6, 表示 长 度 6; 之 和 . 所 有 可 能 集合 16;:1 的 > 16, 的 (最 
大 ) 下 界 称 为 EE 的 外 测度 , 记 作 m. (E). E KAWE m; CE) E LA 
集合 C(E) 的 外 测度 的 补 测度 [5 一 a] 一 m.C(E), 这 里 集合 C(E) 
Æ E Æla, bP RRE , Wee a zac Cb REE 内 的 点 所 成 的 
集合 . 

现在 可 以 证 明 几 个 辅助 性 的 结果 ,包括 mi CE) < m.(E) 这 件 
事 . 如 果 m(E) = me(E) ,那么 集合 下 就 定义 为 可 测 的 ,而 测度 
mE) SI ix BÉ. Lebesgue 证 明 ,可 数 个 两 两 不 相交 的 可 测 
集 的 并 集 的 测度 ,等 于 这 些 集合 的 测度 的 总 和 . 另外 ,一 切 Jordan 
可 测 集 都 是 Lebesgue 可 测 的 ,并 且 具 有 相同 的 测度 . Lebesgue 的 
测度 概念 与 Borel 的 测度 概念 的 区 别 在 于 ,他 对 Borel RX FNS 
测 集 作 了 增补 . 他 还 注意 到 了 不 可 测 集 的 存在 . 

Lebesgue 的 下 一 个 重要 概念 是 可 测 函 数 . RE x 轴 上 的 一 
MARTWE. 在 EE 的 一 切 点 上 定义 的 函数 f(x) 称 为 在 上 是 
可 测 的 ,如 果 对 任意 常数 A, E REES) > A 的 点 所 成 的 集合 
是 可 测 的 . 

现在 我 们 来 讨论 Lebesgue 的 积分 概念 . 设 f(zx) 是 定义 在 [a， 
bj 中 可 测 集 EE 上 的 一 个 有 界 可 测 函 数 . 设 A 和 B 是 f(x) 在 E 上 
的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 . FE LA, BICE y 轴 上 ) 分 成 m P 
区 间 


[A, L], [h, LJ, Ut, [La ， B], 
HhHA=1,B=1,. he EE PHERI « f(x) L,r 
—1,2,--, n 的 点 集 .于 是 e, ez ,…, es 都 是 可 测 集 ., 作 和 S 与 
5, 其 中 


S= IET 5 一 D1, sm(e,). 
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FS5s 分 别 有 最 大 下 界 J Sik) LAI. Lebesgue 证 明了 :对 于 
AR Mew I = J. 这 个 公共 值 就 是 Sc) E EBLe- 
besgue 积分 , 记 作 


l= | Fdz. 


MR ELBA CR a <2 <b, 那么 我 们 还 可 以 用 记号 | A(z)dz 


KS. 不 过 积分 要 按照 Lebesgue 的 意义 来 理解 . 如 果 f(x) E 
Lebesgue 可 积 的 ,积分 值 也 是 有 穷 的 ,那么 用 Lebesgue 自己 引进 
的 术语 来 讲 ,就 说 f(x) 是 可 和 的 (summable). [a, 6]_ Riemann 
可 积 的 函数 (c) VE Lebesgue 可 积 的 ;但 反 过 来 不 一 定 对 . 如 果 
f(x) Riemann 和 Lebesgue 意义 下 都 可 积 ,那么 这 两 个 积分 值 
相等 . 

Lebesgue 积分 的 普遍 性 可 以 从 下 面 的 事实 看 出 来 . Lebesgue 
可 积 函 数 不 一 定 几 乎 处 处 ( 即 除去 一 个 零 测 集 外 ) 连 续 . 例如 ,在 区 
间 [a, b] 上 的 Dirichlet 函数 ,在 有 理 数 x 处 取 值 为 1 ,在 无 理 数 x 
处 取 值 为 0, 处 处 不 连续 ,从 而 不 Riemann( 原 义 和 广 义 ) 可 积 ,但 


却 是 Lebesgue 可 积 的 . 这 时 | Faz = 0, 


Lebesgue 积分 的 概念 ,可 以 推广 到 更 普遍 的 函数 ,例如 无 界 
函数 . 如 果 f(x) 在 积分 区 间 上 Lebesgue 可 积 但 无 界 , 则 积分 绝对 
收敛 . 无 界 函 数 可 以 Lebesgue 可 积 ,但 不 Riemann 可 积 ,友之 

就 实用 的 目的 来 说 ,Riemann 积分 已 经 够 用 了 .事实 上 ,Lebe- 
sgue 证 明了 (《 关 于 积分 法 和 原 函 数 研究 的 讲义 》(Lecons sur 
l'intégration et la recherche des fonctions primitive, 1904)): 为 
要 一 个 有 界 函 数 是 Riemann 可 积 的 ,必须 且 仅 须 它 的 不 连续 点 集 
是 一 个 零 测 集 . 但 对 理论 工作 来 说 ,Lebesgue 积分 提供 了 简化 的 
便利 , 建立 在 Lebesgue 测度 可 数 可 加 性 基础 上 的 新 定理 , 同 建立 
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在 Jordan 容量 有 限 可 加 性 基础 上 的 结果 形成 了 鲜明 的 对 照 . 
为 了 说 明 Lebesgue 积分 带 来 的 定理 的 简化 ,我 们 就 用 Lebe- 
sgue 本 人 在 他 的 论文 里 的 结果 . 设 ulr), wlr), ETME E 


上 的 可 和 函数 并 且 Dul) 收敛 到 f(x) BBA f(x) 是 可 测 的 . 


又 若 w(z) = >,u(z) 是 一 致 有 界 的 (对 巨 中 的 一 切 z 和 一 切 n， 
| s Cr) [S B), 则 有 定理 :f(x) 在 上 Lebesgue PI, H 
| flax = lim | s„(æ)dz. 


如 果 我 们 研究 的 是 Riemann 积分 , 则 还 要 加 上 这 个 级 数 的 和 是 可 
积 的 这 一 假设 ;关于 Riemann 积分 的 这 个 定理 是 Cesare Arzela 
(1847 一 1912) 得 到 的 中 . Lebesgue 在 他 的 《积分 法 讲义 》 里 把 这 一 
定理 作为 阐述 他 的 理论 的 基石 . 

Lebesgue 积分 在 Fourier 级 数理 论 中 特别 有 用 . 这 方面 的 许 
多 最 重要 的 贡献 是 Lebesgue 本 人 作出 的 @. 根据 Riemann 的 工 
作 ,一 个 有 界 的 Riemann 可 积 的 函数 的 Fourier AM a, 和 5,, 当 nn 
趋 于 无 穷 时 必 趋 于 0. Lebesgue 的 推广 说 : 


b sin nx 
lim f(z) dz = 0, 
neo a cos nx 
其 中 f(x) — Lebesgue 可 积 的 函数 ,不管 它 是 否 有 界 . 这 个 事 
实 今天 称 之 为 Riemann-Lebesgue 引 理 . 


在 1903 年 的 这 同一 篇 文章 里 ,Lebesgue 证 明了 :如 果 f 是 由 
= MBB IN A FRR, BD 


F(x) = 3 + > (a, cos nr +6,sin nr), 
1 


Mia, Mb, 就 是 Fourier AM. 1905 Lebesgue 给 出 了 使 Fourier 


(D Atti della Accad, dei Lincei, Rendiconti, (4) ,1,1885,321~326 ,532~537, 
566~ 569. 
Q lm Ann. de l’Ecole Norm. Sup. , (3),20,1903,453—485. 
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级 数 收敛 到 函数 Ce) B8 — 1 3 B2 76 2 REO, APA ES TL 
前 已 知 的 一 切 条 件 . 

Lebesgue 还 证 明了 『(《 三 角 级 数 讲义 》(Lerons sur les séries 
trigonométriques , 1906,28 102 页 )):; 一 个 Fourier 级 数 之 可 以 逐 
项 积分 并 不 依赖 于 这 级 数 对 f(x) 本身 的 一 致 收 合 性 . 对 任 一 
Lebesgue 可 积 的 函数 f(x), 不 管 f(z) 的 原始 级 数 是 否 收 敛 到 
它 , 都 有 


| f(z)dzr=ao (zx) +) 一 (ansin ni+6,(cos nx—cosnx)), 
x 


HA El- r, wj 内 的 任 一 点 . 而 且 这 新 级 数 在 区 间 [ 一 x, x] 上 
总 是 一 致 收敛 到 这 等 式 的 左边 ， 

此 外 ,对 [一 x, n] EWE AR f(z), 只 要 它 的 平方 在 [一 x， 
r] 是 Lebesgue 可 积 的 ,就 成 立 着 Parseval 定理 : 


L[ UfGO dz = 205 + 3) (ai +28) 


(CH), 1906, % 100 页 ). 后 来 ,对 [一 x, x] 上 Lebesgue 平方 可 
FAN f(x) K g(x), Pierre Fatou(1878 一 1929) 证 明了 多 


+f f(x)g(x)dx = 2aoao + X) (anan + bba), 


HP a,, b, an, B, f f(x) 5 gCx) If] Fourier ARM. 尽管 在 Fou- 
rier 级 数理 论 里 有 这 人 么 多 进展 ,但 到 现在 为 止 还 不 知道 ,在 [一 r， 
x] E Lebesgue 可 积 的 f(x) 的 什么 性 质 对 它 的 Fourier 级 数 的 收 
敛 性 是 充分 必要 的 . 

Lebesgue 为 建立 积分 概念 与 原 函 数 ( 不 定 积分 ) 概 念 之 间 的 
联系 尽 了 最 大 的 努力 . 在 Riemann 引进 他 的 积分 的 推广 的 时 候 ， 
就 提出 了 这 样 一 个 问题 ;对 连续 函数 成 立 的 定 积分 和 原 函 数 之 间 
的 对 应 ,在 更 为 一 般 的 情形 下 是 否 还 成 立 . 但 可 以 举 出 一 些 在 


@ Math. Ann. , 61,1905,251~280. 
@ Acta Math. , 30,1906,335— 400. 
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Riemann 意 义 下 可 积 的 函数 了 的 例子 ,使 得 | f(z)di 在 一 些 点 上 


没有 导数 (甚至 没有 右 导 数 或 左 导数 ). 反 过 来 ,Volterra 在 1881 
年 证 明了 :存在 函数 F(z), 它 在 一 个 区 间 了 内 有 有 界 的 但 Rie- 
mann 不 可 积 的 导数 . Lebesgue 通过 曲折 的 分 析 , 证 明了 :如 果 了 


Ela, 5] 上 在 他 的 意义 下 可 积 , 则 F(z) = | f(z)dz 就 几乎 处 处 


( 即 除 去 一 个 零 测 集 外 ) 有 导数 并 等 于 f(x)(《 积 分 法 讲义 》). 反 
之 ,如 果 函 数 g 在 [a, 65] 上 可 微 且 它 的 导数 g = /是 有 界 的 ,那么 


f 是 Lebesgue 可 积 的 ,并 成 立 着 公式 ; a(x) 一 g(a) = [Fide 


然而 ,Lebesgue 指出 ,如 果 e 无 界 , 则 情况 要 复杂 得 多 . 这 时 ,g' 不 
一 定 可 积 ,因而 首要 的 问题 是 刻画 那 种 函数 g ,使 g 几乎 处 处 存在 
并 且 可 积 . Lebesgue 把 自己 限制 在 g 的 一 个 导出 数 (derived num- 
bers) 处 处 有 限 的 情形 @ ,他 证 明了 这 时 的 g 必定 是 一 个 有 界 变 差 
函数 (第 40 章 第 6 节 ). 最 后 ,Lebesgue( 在 1904 年 的 书 中 ) 还 建立 
了 反 过 来 的 结果 . 一 个 有 界 变 差 函 数 g 一 定 几 乎 处 处 有 导数 g”， 
且 g 可 积 .但 是 ,并 不 一 定 就 有 

(1) g(x) — g(a) = ['a' (de; 


这 个 方程 左右 两 边 之 差 是 一 个 有 界 变 差 函 数 ,其 导数 几乎 处 处 为 
0 ,但 项 数 本 身 可 以 不 是 常数 . 至 于 使 等 式 (1) 成 立 的 有 界 变 差 函数 
g, 则 具有 下 述 性 质 :g 在 一 个 开 集 U 上 的 全 变 差 ( 即 g 在 上 的 每 
一 个 构成 区 间 上 的 全 变 差 之 和 ) 随 UU 的 测度 趋 于 0 而 趋 于 0. 
Giuseppe Vitali(1875—1932) 把 这 种 函数 称 为 绝对 连续 的 函数 ， 
并 对 它们 进行 了 细致 的 研究 . 

@ Gior. di Mat. , 19,1881, 333 ~ 372 = Opere Mat. , 1,16~48. 
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lim sup a(z+h)— B(x) , lim inf gta Fh) ~ a(x) 
he0 ADO h h—0 ADO h 


两 个 左 导出 数 也 类 似 地 定义 . 
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Lebesgue 的 工作 也 推进 了 多 重 积分 的 理论 . 在 他 的 二 重 积分 
的 定义 下 ,能 用 累 次 积分 来 计算 二 重 积分 的 函数 的 范围 扩大 了 . 
Lebesgue 在 他 1902 年 的 论文 中 给 出 了 这 方面 的 一 个 结果 ,但 较 
好 的 结果 是 Guido Fubini(1879 一 1943) 给 出 的 由: 如果 fla, y) 在 
可 测 集 G 上 可 和 , 则 

(2) 对 几乎 所 有 的 Rl frs >) 分 别 作为 和 的 函数 都 
是 可 和 的 ; 

(b) 使 得 Flax, R (zo，y) 不 可 和 的 点 (zo ,yo) 的 集合 的 
测度 为 0; 

(c) [F sae — fay (Fx, yz)= [az( [fx, 04»). 


其 中 外 层 的 积分 是 在 x 的 函数 (或 y 的 函数 )f(x，y) 是 可 和 的 那 
He y( 或 >) 的 点 集 上 取 的 . 

最 后 ,在 1910 年 ,Lebesgue 把 单 重 积 分 的 导数 的 结果 推广 到 
了 多 重 积 分 名 .对 R 中 每 一 个 紧 臻 区域 上 可 积 的 函数 有 ,他 规定 
了 一 个 定义 在 R 中 每 个 可 积 区 域 E 上 的 集合 函数 

F(E) = | f(z)dz 

(x 表示 n 个 坐标 ). 这 是 不 定 积分 概念 的 推广 . 他 注意 到 函数 下 具 
有 两 条 性 质 ， 

(1) 它 是 完全 可 加 的 , 即 F( 5)E,) 一 RCE), Kip E, 是 
两 两 不 相交 的 可 测 集 ; 

(2) 它 是 绝对 连续 的 , 意 即 当 测度 玉 赵 于 0 时 ,F(E) 趋 于 0. 

Lebesgue 的 这 篇 文章 的 实质 性 部 分 是 证 明 这 个 命题 的 反面 ， 
即 定义 F(E) 在 n 维 空间 的 一 点 P 处 的 导数 . Lebesgue 得 到 了 下 
面 的 定理 :如 果 F(E) 是 绝对 连续 并 且 是 可 加 的 ,那么 它 就 几乎 处 


(QD Atti della Accad. dei Lincei, Rendiconti, (5),16,1907,608—614. 
@ Ann. de l'Ecole Norm. Sup. , (3),27,1910,361~450. 
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处 具有 有 穷 的 导数 ,而 下 就 是 一 个 可 和 函数 的 不 定 积分 ,这 个 函 
BUE 下 的 导数 存在 且 有 穷 的 点 处 就 等 于 这 个 导数 ,而 在 其 余 点 上 
则 是 任意 的 . 

证 明 的 主要 工具 是 Vitali 覆盖 定理 @, 这 个 定理 在 积分 的 这 
个 领域 里 始终 是 基本 的 . 但 Lebesgue 并 没有 就 此 止步 . 他 又 指出 
了 推广 有 界 变 差 函 数 概念 的 可 能 性 , 即 考虑 函数 F(E) ,其 中 下 是 
一 个 可 测 集 ,F(E) 是 完全 可 加 的 ,并 且 当 把 已 任意 分 划 为 可 数 个 
TWEE, N, ST | F(E,) | 始终 是 有 界 的 . 还 可 以 举 出 微 积 分 里 


许多 被 Lebesgue 的 积分 概念 推广 了 的 其 他 定理 . 

Lebesgue 的 工作 是 20 世纪 的 一 个 伟大 贡献 AK m TA 
认 , 但 和 通常 一 样 WHR ERASE. 我 们 提 到 过 (第 
40 章 第 7 节 )Hermite 反对 没有 导数 的 函数 . Lebesgue 写 了 一 篇 
论文 《关于 可 应 用 于 平面 的 非 直 纹 面 短 论 》(Note on Non-Ruled 
Surfaces Applicable to the Plane)@ , 讨论 不 可 微 曲 面 . Hermite 
企图 阻止 它 的 发 表 . 许多 年 以 后 , Lebesgue 在 他 的 《工作 介绍 》 
(Notice, 第 14 页 , 见 参考 书目 ) 中 写 道 : 


Darboux 在 他 的 1875 年 的 论文 里 ,曾经 致力 于 研究 积分 
法 和 没有 导数 的 函数 ;因而 他 并 没有 体验 到 Hermite 的 
那 种 战栗 .然而 我 怀疑 Hermite 终究 是 否 完全 原谅 了 我 
的 《关于 可 应 用 的 烛 面 的 短 论 》. 他 必定 认为 ,使 得 自己 在 
这 种 研究 中 变 得 座 钝 了 的 那些 人 ,是 在 浪费 他 们 的 时 间 ， 
而 不 是 在 从 事 有 用 的 研究 . 


Lebesgue i£ V6 (CL fE T £82 58 13 页 ) : 
对 许多 数学 家 来 说 ,我 成 了 没有 导数 的 函数 的 人 ,虽然 我 


(D Atti Accad. Torino, 43,1908,229~246, 
®© Comp. Rend. , 128,1899,1502— 1505. 
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在 任何 时 候 也 不 曾 完全 让 我 自己 去 研究 或 思考 这 种 男 
数 . 因为 Hermite 表现 出 来 的 鸡 惧 和 厌 轴 差不多 每 个 人 
都 会 感觉 到 ,所 以 任何 时 候 ,只 要 当 我 试图 加 入 一 个 数学 
讨论 时 ,总 会 有 些 分 析 学 者 说 :“ 这 不 会 使 你 感 兴趣 的 ,我 
们 是 在 讨论 有 导数 的 函数 . 或 者 ,一 位 几何 学 家 就 会 用 
他 的 语言 说 ;“ 我 们 是 在 讨论 有 切 平面 的 曲面.” 


5. 推广 

我 们 已 经 指出 过 Lebesgue 积分 在 推广 老 的 结果 和 在 简洁 地 
陈述 级 数 定理 方面 的 优点 . 在 以 后 的 几 章 里 ,我 们 还 要 过 到 Lebe- 
sgue 思想 的 进一步 应 用 . 积分 概念 的 许多 推广 是 函数 论 的 喜 接 发 
展 . 在 这 中 间 ,我 们 只 准备 提 一 下 Johann Radon(1887 一 1956 ) 的 
积分 , 它 包 含 了 Stieltjes 积分 和 Lebesgue 积分 ,实际 上 它 被 称 为 
Lebesgue-Stieltjes $125 C. 这 一 推广 不 仅 使 得 它 包 括 的 范围 扩大 
了 ,或 者 使 得 它 统一 了 维 Euclid 空间 点 集 上 的 不 同 的 积分 概 
念 ,而 且 还 扩展 到 像 浮 数 空间 那样 的 更 普遍 的 空间 . 这 种 更 普遍 的 
概念 现在 在 概率 论 、 谱 理论 .各 态 历 经 理论 以 及 调和 分 析 ( 广 义 
Fourier 分 析 ) 中 ,找到 了 应 用 . 
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第 45 章 
积分 方程 


大 自然 并 不 被 分 析 的 困难 所 阻碍 . 


Augustin Fresnel 


1. 8] a 

积分 方程 是 未 知 国 数 出 现在 积分 号 内 的 方程 , 解 方程 的 问题 
就 是 要 确定 这 个 函数 . 我 们 不 久 就 会 看 到 ,数学 物理 中 有 些 问 题 直 
接 导致 积分 方程 ,而 另 一 些 间 题 则 导致 常 微分 或 偏 微分 方程 ,但 却 
可 以 把 它们 转换 为 积分 方程 而 很 快 得 到 处 理 . 起 初 , 解 积分 方程 被 
看 作 反 积分 . 积分 方程 这 个 术语 是 属于 Du Bois-Reymond 的 号. 

在 数学 的 其 他 分 支 中 ,个别 的 包含 积分 方程 的 问题 , 远 在 这 门 
学 科 取 得 明显 地 位 和 研究 方法 以 前 ,就 已 经 出 现 了 . 例如 ,Laplace 
在 1782 年 多 就 考虑 过 由 


a) fa) = | eta (de 


给 出 的 g(1) 的 积分 方程 .方程 (1) 就 今天 的 情况 来 说 , 称 为 &(2) 的 
Laplace 变换 . Poisson RMT g(t) 的 表达 式 , 就 是 
a(t) = of" ef (x)dz, 


其 中 a 充分 大 . 另 一 个 真正 属于 积分 方程 史 的 值得 注意 的 结果 ,来 


(D Jour. für Math. , 103,1888,228. 

© Mém de l'Acad. des Sci. , Paris, 1782,1—88, pub. 1785 和 1783 ,423~467, 
pub. 1786 = (Euvres, 10,209~261, 5$ BIE p. 236. 

@ Jour. de l'Ecole Poly. , 12,1823,1—144,249— 403. 
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H Fourier 1811 年 关于 热 的 理论 的 著名 文章 (第 28 SERE 3 节 ). 在 
那里 可 以 看 到 


f(z) = [costae )u(e)ae, 
以 及 反 演 公式 
u(t) = 二 | cos(zt) f(z)dz, 
T Jo 


第 一 个 自觉 地 直接 应 用 并 解 出 积分 方程 的 人 是 Abel. 在 他 最 
早 发 表 的 两 篇 文章 中 (第 一 篇 发 表 在 1823 
年 一 个 不 出 名 的 杂志 上 中 ,第 二 篇 发 表 在 
Journal für Mathematik F2), Abel # 
虑 了 下 面 的 力学 问题 :一 质点 从 PO 
光 清 曲线 (图 45. 1) 78 8] ex O. 曲线 位 于 一 
铅 直 平面 上 .在 O 点 的 速度 与 曲线 的 形状 

图 45.1 无 关 , 但 从 PP BO 所 需 的 时 间 则 不 然 , 设 
(E, 7) 是 PP 与 0 之 间 任 一 点 Q 的 坐标 ,s 是 OQ MAM K, WA 
Q 点 的 速度 由 


£ yae 
2h A e 是 重力 常数 . 因此 


r= Sf ds 
y 2g pfx E 


在 这 里 :可 以 通过 RH. Hs AW v (0. FAM P BO 的 整个 下 降 
时 间 T fS 
1 ft v (Edf 
T = Fal, mo 
显然 对 任何 一 条 曲线 来 说 时 间 TRF x. Abel 提出 的 问题 是 : 


(D Magazin for Naturuidenskaberne, 1, 1823 = Œuvres, 1,11— 27. 
Q Jour. für Math. , 1,1826, 153 ~ 157 = Œuvres, 1,97— 101. 


1. 4] 


给 定 了 了 作为 zx 的 函数 , 求 oE). 如果 我 们 引入 
f(x) =/2gT(z), 


f(z) = [ Oc 


X 


Bue 
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问题 就 变 成 从 方程 


确定 v. Abel 得 到 解 


«e» [ feas, 


他 的 方法 (他 给 出 了 两 个 ) 很 特别 ,因而 不 值得 注意 . 
实际 上 ,Abel 着 手 解决 的 是 更 为 一 般 的 问题 : 


(2) f(x) = [ OS 


a (zf)? 
并 且 得 到 了 解 : 


0<A<], 


__ Sin Ar if f(x)dz 
x ( 


z— x) 
Liouville 独立 于 Abel, Bl 1832 年 起 解 出 了 一 些 特殊 的 积分 
方程 0. Liouville 跨 出 的 最 有 意义 的 一 步 名 是 表明 某 些 微分 方程 的 
解 怎样 可 以 通过 解 积分 方程 得 到 , 所 要 求解 的 微分 方程 是 


(3) y +E —o(x)]»y = 0, 
Rha<xc<b e EBR. 设 u(z) 是 满足 初始 条 件 
(4) u(a) = 1, u(a) =0 


的 一 个 特 解 . 这 个 函数 也 一 定 是 非 齐 次 方程 
y c P y = o(x)u(z) 
的 解 . 应 用 常 微 分 方程 的 基本 结果 , 便 有 


(5) ulz) = cosp(r-—a) x [s (sin eG — uc. 
这 样 , 如 果 我 们 能 解 这 个 积分 方程 ,我 们 就 将 得 到 微分 方程 (3) 的 


(Q Jour. del’Ecole Poly. , 13,1832,1~69. 
© Jour, de Math. , 2,1837,16~35. 
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满足 初始 条 件 (4) 的 解 . 

Liouville 得 到 这 个 解 ,用 的 是 被 认为 属于 Carl G. Neumann 
的 逐次 代入 法 ,Neumann 的 著作 《对 数 和 牛顿 位 势 的 研究 》(Un- 
tersuchungen tiber das logarithmische und Newton’sche Poten- 
tial, 1877) 30 年 后 发 表 的 . 我 们 将 不 叙述 Liouville 的 方法 , 因 
为 它 实 际 上 和 Volterra 所 给 出 的 相同 ,后 者 是 我 们 要 简略 地 氢 
述 的 ， 

Abel 和 Liouville 所 处 理 的 积分 方程 都 属于 基本 的 类 型 . 
Abel 的 形式 是 


(6) f(x) = | Kz, £)u(£)d£, 
而 Liouville 的 形式 是 
(7) u(x) = f(x) +| KGz， £)u(£)£. 


在 两 种 情形 中 , F(z) 与 KG, 98 BAUR HG x(z) 是 待定 的 函数 . 
用 Hilbert 引入 的 今天 在 使 用 的 术语 来 说 ,它们 分 别 属 于 第 一 类 
和 和 第 二 类 方程 , K(x, €) RR. 一 般 说 来 ,它们 也 称 为 Volterra 
方程 ,而 当 上 限 是 固定 数 5 时 ,它们 就 称 为 Fredholm 方程 . 实际 
上 ,Volterra 方程 是 相应 的 Fredholm 方程 的 特殊 情形 ,因为 人 们 
总 可 以 取 KK(x, €) — 0 4 ê> r, 而 这 样 就 把 Volterra 方程 归结 为 
Fredholm 方程 ，F(z) = 0 这 种 第 二 类 方程 的 特殊 情形 , 称 为 齐 次 
方程 . 

在 19 世纪 中 叶 , 积 分 方程 的 主要 兴趣 ,是 围绕 着 解 与 位 势 
方程 
(8) Au = uz tu, = 0 
有 关 的 边 值 问题 ,方程 要 在 某 条 曲线 C 所 围 成 的 已 知 平面 区 域内 
成 立 .4 的 边 值 是 某 一 函数 GS) , 它 作为 沿 曲线 C ILK s 的 函数 
给 出 . 这 时 位 势 方程 的 一 个 解 可 以 表 成 


gu 
Dil 
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d 1 
ux, y) = +f p(s)log ay 
其 中 x(s; r, y) 是 点 s 到 区 域内 部 或 边界 上 任 一 点 (zx, y) 的 距离 ， 
而 p(s) 是 一 未 知 函 数 , 它 对 C 上 的 * = (2, y) 满足 


(9) f(s) = 元 | Clo tra 


这 是 p(1) f) —“S 8 — RRIA Ee. 换 一 种 选择 ,如 果 把 (8) 的 满足 
同样 边界 条 件 的 一 个 解 取 作 


1 9 1 
voz, y) = ge [ 9G) a (lot z), 
其 中 艺 表 示 边 界 上 的 法 向 微 商 ,那么 $(5) 必 须 满足 积分 方程 


1 1 a 1 
(10) f(s) = ahs) +x] $0 5. (log mz) 


这 是 第 二 类 的 积分 方程 . 这 些 方程 对 于 凸 区 域 的 情形 ,由 Neu- 
mann 在 他 的 《研究 以 及 在 以 后 发 表 的 论文 中 解 出 来 了 ， 
偏 微 分 方程 的 男 一 个 问题 也 是 通过 积分 方程 来 解决 的 . 在 波 
动 的 研究 中 出 现 了 方程 
(11) Autau = f(x, y), 
当 相 应 的 双 曲 方程 
du — us = f(z, y) 


中 出 现 的 时 间 函 数 (通常 取 作 e^ ) 被 消去 的 时 候 就 是 这 样 . 大 家 
知道 (第 28 EB 8 节 ), 附 有 边界 条 件 的 相应 于 (11) 的 齐 次 方程 ， 
只 有 对 4 值 的 一 个 离散 集 才 有 非 平凡 解 ,这 些 4 值 称 为 特征 值 . 
Poincaré 在 1894 年 出 考虑 了 带 复 4 值 的 (11) 的 非 齐 次 情形 . 他 巧 
妙 地 导出 了 4 的 一 个 亚 纯 函 数 , 当 ， 不 是 特征 值 的 时 候 , 这 个 函数 
表示 方程 (11) 的 唯一 解 ,而 这 个 函数 的 留 数 就 引出 齐 次 方程 即 f 


dt, 


(D Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo , 8,1894, 57 ~ 155 = (Euvres, 
9,123— 196. 
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= 0 时 的 特征 函数 . 
基于 这 些 结果 ,Poincare 在 1896 年 中 研究 了 方程 


u(x) +a] K(x, y)u(y)dy = f(z), 


这 是 他 从 (11) 导 出 来 的 ,他 并 且 断 言 , 解 是 4 的 亚 纯 函数 . 这 个 结 
条 是 由 Fredholm 在 我 们 即将 谈 到 的 一 篇 文章 中 建立 起 来 的 . 

上 述 例 子 说 明 , 把 微分 方程 转换 为 积分 方程 , 变 成 求解 常 微分 
与 偏 微分 方程 的 初 值 与 边 值 问 题 的 重要 技巧 ,并 且 是 研究 积分 方 
程 的 最 强大 的 动力 . 


2. 一 般 理 论 的 开始 

Vito Volterra(1860 一 1940), 他 继承 Beltrami 而 成 为 罗马 的 
数学 物理 教授 ,是 积分 方程 一 般 理 论 的 第 一 个 创立 者 . 他 对 这 个 课 
题 ,从 1884 年 起 写 了 很 多 论文 ,主要 的 写 于 1896 和 1897 年 @. 
Volterra 提供 了 一 个 求解 第 二 类 积分 方程 


(12) f(s) = &G) + | K (s, DG)d: 


的 方法 ,其 中 $8(s) 是 未 知 的 , K(s, t) = 0 34 £2 s. Volterra 把 这 
个 方程 写成 


f(s) = 85) + | K(s, 09(08c 
Volterra 的 解法 是 令 


@ Acta Math. , 20,1896~1897, 59 ~ 142 = Œuvres , 9,202—272. IRAE Z 
考 书目 中 Hellinger 和 Toeplitz 的 引文 . 

@ Atti della Accad. dei Lincei, Rendiconti, (5),5,1896,177~185,289~ 300; 
Atti Accad, Torino, 31,1896,311— 323, 400 ~ 408,557 ~ 567,693 — 708; Annali di 
Mat. ，(2),25,1897,139 一 178; 所 有 这 些 都 包含 在 他 的 Opera matematiche, 2,216 ~ 
313. 
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fils) =—| K(s, Of (de, 


(13) fils) = 一 | K(s, 0f (de, 
ERG) 
(4) $s) = fl) + 314 G. 


对 他 的 核 KG, 1), Velterra 巧妙 地 证 明了 (14) 是 收敛 的 ,而 如 果 
把 (14) 代 入 (12) ,就 可 以 证 明 它 是 一 个 解 . 这 个 代入 给 出 


&G) = fl) — ['KG, DF Wat 
+] | KG, r)K(r, t)f(t)drdt ++ 
它 可 以 写成 
(15) &G) = f(s) +| K (s, Ofer, 
Hh Kg Hilbert 称 之 为 解 核 或 预 解 式 ) 是 
Kis, 1) 2 — KG, N+] KG, r)K(r, t)dr 
~[[KG, r)K(r, w)K(w, t)drdw+ = 


250 (15) 42 Liouville 较 早 对 一 个 特殊 的 积分 方程 得 到 的 表达 式 ， 
并 归于 Neumann. Volterra 还 解 出 了 第 一 类 积分 方程 f(s) = 
['K Ge, s)$(z)dz, 用 的 方法 是 把 它们 化 成 第 二 类 方程 

1896 年 Volterra 观察 到 ,第 一 类 积分 方程 是 含 个 未 知 数 的 
n PRERADA n 变 成 无 穷 时 的 极限 形式 . Erik Ivar Fred- 
holm(1866—1927) ,是 斯 德 哥 尔 摩 (Stockholm) 的 数学 教授 ,很 关 
心 求解 Dirichlet 问题 ,他 在 1900 年 吸收 了 上 述 这 种 看 法 ,并 把 


(D Acta Math. , 27,1903,365~ 390. 
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它 用 于 解 第 二 类 积分 方程 , 即 形 为 (12) 的 方程 ,而 且 对 核 K(s, t) 
不 加 限制 . 

我 们 将 把 Fredholm 所 处 理 的 方程 写成 


(16) u(x) = f(x) 十 | K(x, £)u(£)d£, 


虽然 在 他 的 文章 中 参数 和 没有 明显 出 现 . 然而 ,他 所 做 的 ,如 果 我 
们 要 陈述 的 话 , 借 助 于 他 后 来 的 工作 将 更 易 理解 . 为 了 忠实 表现 
Fredholm 的 公式 ,我 们 应 当 令 = 1 dE CE EE EK A. 

Fredholm 把 zz 的 区 间 [a, 5] 用 分 点 

a, Xi —a- 0, x; =a +28, t, tn = atn =b 
分 成 nn 等 分 ,然后 他 把 (16) 中 的 定 积分 用 和 
(17) u (x) = flx) + 之 /MK x, zj)u,(x;)8 
ERE. 现在 假设 方程 (17) 对 [a, 5] 的 所 有 xz 值 成 立 , 因 此 它 必须 
对 工 二 ri, Zzs， °°, n 成 立 , 这 就 给 出 了 个 方程 的 方程 组 
(18) 一 24AK Gri, zj)u,(xj)8 + ul) = f(a), 
1—1,2,-5,m. 

这 个 方程 组 是 由 个 非 齐 次 线性 方程 组 成 的 ,用 以 确定 n 个 未 知 


BY un(21), ux), cns us ns). 
在 线性 方程 组 理论 中 ,下 面 的 结果 是 熟知 的 :如 果 和 矩阵 


1 十 an 312 13 Ut Qin 
2i 1+ az 23 az 
S, = 
Ani Anz an3 Ut 1 + Am 


那么 S, WTI D(A PHN RTO: 


@ 一 个 很 好 的 解释 可 以 在 Gerhard Kowalewski 的 Integralgleichungen, Walter 
de Gruyter, 1930,101~134 rh Ht Sj. 
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Dn) =14+4 a, tH D 


arr, arara UU 8n 
Hi r, re, ty ra 独立 地 跑 遍 1 £j n. 展开 (18) 中 系数 的 行列 式 ， 


然后 让 n BAIS , Fredholm 得 到 行列 式 
(19) D(a) = 1—2| KG, E, ) dé, 
K(&, &) K(&,&) 


A b b 
* h.l. K(&,&) KÈ, &) 
他 把 这 称 为 (16) 的 或 核 K 的 行列 式 . 类 似 地 ,考虑 (18) 中 系数 的 
行列 式 的 第 y 行 第 & 列 的 元 素 的 余子 式 ,并 令 n 变 成 无 穷 , Fred- 
holm 就 得 到 函数 


dé, dé, 一 … 


e| K(x, y) KGz, &) 

(20) D(x, y, A) = AK (z, »-x[ K(&, y) KG, &) 

. K(x,y) K(x,&5) K(r,&) 

HAP | KG.» KG, 8) KG, &) 

K(&, y) K(&,&) K(&, &) 

Fredholm #& D(z, y, AJ K 的 第 一 子 式 , 因 为 它 起 着 ”个 未 

RB n 个 线性 方程 的 情形 中 第 一 子 式 的 类 似 作用 . 他 还 把 整 函数 

D(4) 的 零点 称 为 核 K(zx，y) 的 根 . 把 Cramer 法 则 应 用 到 线性 方 

程 组 (18), 并 令 n 4E 797583 , Fredholm 推导 出 了 (16) 的 解 的 形式 . 

然后 通过 直接 代入 ,证 明了 它 是 正确 的 ,因而 能 够 断言 下 面 的 结 

果 : 如 果 4 不 是 K 的 根 , 即 DO) 40, 那么 (16) 有 一 个 且 只 有 一 
个 (连续 ) 解 ,就 是 


(i) ulz, à) = f(x) +Í 


dé, 


dé, d, — see 


t D(a, y, À) 
Day ld. 


a 
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WE AE KG, y) 的 根 ,那么 (16) 或 者 没有 连续 解 ,或 者 有 
无 穷 多 个 解 . 

Fredholm 还 得 到 进一步 的 结果 ,其 中 包含 着 齐 次 方程 
(22) u(x) = al K(x, £)u(E)dé 


和 非 齐 次 方程 (16) 之 间 的 关系 .从 (21) 几 乎 可 以 显然 地 看 出 , 当 
4 不 是 的 根 时 ,(22) 只 有 了 唯一 的 连续 解 二 0. 因此 ,他 考虑 
是 天 的 根 的 情形 . 设 4 王 是 这 样 的 一 个 根 ,那么 (22) 有 无 穷 多 
个 解 
cui (x) + esus (x) 二 cu(z), 

其 中 c; 都 是 任意 常数 ;ul ，us，…, wu, 是 线性 无 关 的 , 称 为 主 解 ;n 
HRT Ar. Eb n PRADA, 的 指标 (index)[ 它 并 不 是 和 使 D(A) 为 0 
的 重 数 ]. Fredholm 巧妙 地 确定 了 任何 一 个 根 4; 的 指标 ,并 证 明 
指标 永远 不 超过 重 数 [ 重 数 永远 是 有 限 的 ]. DAA) = 0 的 根 称 为 K 
的 特征 值 ; 根 的 集合 称 为 谱 (spectrum). (22) 的 对 应 于 特征 值 的 解 
称 为 特征 函数 . 

至 此 Fredholm 就 有 可 能 来 建立 此 后 被 称 为 Fredholm 择 一 
定理 (alternative theorem) 的 结果 了 . 当 K 的 特征 值 时 ,不 仅 
积分 方程 (22) 有 了 n 个 独立 解 ,而 且 带 有 和 转 置 核 的 相伴 或 伴随 
(associated 或 adjoint) 方 程 


u(x) = al KC, z)u(£)d£ 


对 于 同一 特征 值 也 有 n ROLE (x), n, 9 GO) ,因而 这 时 的 
非 草 次 方程 (16) 是 可 解 的 , 当 且 仅 当 


(23) | fe Gor = 0,i=1,2,-", n. 


后 这 些 结果 ,极其 密切 地 平行 于 齐 次 与 非 齐 次 的 线性 代数 方程 
nmm. 
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3. Hilbert 的 工作 

Erik Holmgren(1872 年 生 ) 在 1901 年 写 的 一 本 论述 Fred- 
holm 积分 方程 工作 的 讲义 (这 本 讲义 已 经 在 瑞典 出 版 ) ,引起 了 
Hilbert 对 这 个 课题 的 兴趣 . David Hilbert(1862—1943),20 世纪 
的 领头 数学 家 ,在 代数 数 .代数 不 变 式 和 几何 基础 方面 完成 了 宏伟 
的 工作 ,现在 他 把 他 的 注意 力 转 到 积分 方程 上 来 了 . 他 说 ,这 个 科 
目的 研究 向 他 表明 , 它 对 于 定 积分 理论 ,任意 函数 展 为 级 数 ( 展 为 
特殊 函数 级 数 或 三 角 级 数 ) ,线性 微分 方程 理论 ,位 势 理论 和 变 分 
法 ,都 是 重要 的 . 从 1904 到 1910 年 ,他 在 《4 格 丁 根 自 然 科 学 皇家 学 
会 报告 》( Nachrichten von der Königlichen Gesellschaft der Wis- 
senschaften zu Gottingen) 上 一 连 发 表 了 六 篇 论文 ,并 转载 于 他 的 
书 《 线 性 积分 方程 一 般 理 论 的 原理 》(Grundziige einer allgeme- 
inen Theorie der linearen Integraigleichungen, 1912) 中 .在 这 个 
工作 的 较 后 部 分 ,他 把 积分 方程 应 用 到 数学 物理 问题 . 

Fredholm 曾经 使 用 积分 方程 和 线性 代数 方程 之 间 的 类 似 之 
处 ,但 是 他 没有 对 无 穷 多 个 代数 方程 实现 极限 过 程 ,而 是 直截了当 
地 写 出 最 后 的 行列 式 ,并 说 明 这 些 行列 式 把 积分 方程 解 出 来 了 . 
Hilbert 的 第 一 步 工作 就 是 在 有 限 的 线性 方程 组 上 严密 地 实现 极 

他 从 积分 方程 


(24) f(s) = $G) 一 让 KG, 1) b(t) de 


出 发 ,其 中 K(s, DEERD. 参数 4 是 明白 表示 出 来 的 ,而 且 在 后 
续 理论 中 起 着 重要 作用 . 像 Fredholm 一 样 Hilbert 把 区 间 [0, 1] 


分 成 n 等 分 ,使 得 羽 或 Lop, 9 — 1，2，…， n) 表示 [0, 1] 中 的 


re 
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ke KE A) ne E) ei) 
于 是 由 (24) 得 到 含有 个 未 知 数 向 ，…, 多 的 n 个 方程 ,就 是 


f, =p AD Ka p1,2, 


在 回顾 了 > 个 未 知 数 个 线性 方程 的 有 限 线性 方程 组 的 解 的 
理论 之 后 , Hilbert 就 着 手 研究 方程 (24). 对 于 (24) 的 核 K ,特征 值 
we HL RRL 


dA) = 1+ Siya," 
的 零点 来 定义 的 ,其 中 系数 a, 由 
d, = <I. HP IKG, s)} | dreds 


~ 
SE IK(s;, s) | E nx n EE Kls, 20, 0), 2 = 1, 
,7 的 行列 式 ,s; 是 区 间 [0,，1] 中 上 的 值 .为 了 简单 地 陈述 
Hilbert 的 主要 结果 ,我 们 需要 中 间 量 
0 a{si) ceo (sp) 
1 l $1 K 1 So Ue K(s, sp 
A,(x, »-3[.] yu) u ) . ( . ») ds; ds, , 


y(sp) K(s,, si) | K(s,, Sp) 
其 中 x(r) 和 yio) r EL, 1} 上 的 任意 连续 函数 ,此 外 还 需要 中 


Ha 


Alà; z, y) = 2, C DA, yar. 


Hilbert 另外 还 定义 
A’ (A; s, t) — AA QU x, y) — 860), 

Hp r= x(7) = K(s, r), y= yr) = K(r, 0. 然后 他 证 明了 ， 

如 果 对 于 使 SA) 关 0 的 那些 4 值 ,K 由 


A’ (A; s, £) 
— 8(A) 


K(s, t) = 
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定义 ,那么 
一 lo 
KG, t) = KG, 0) -af KG, r)K(r, t)dr 
0 


= K(s, t) -af KG. r)K(r, t)dr. 
最 后 , 若 $ 取 作 
(25) Br) = flr) taf RG, DSO, 


Ju $ 是 (24) 的 一 个 解 . STE Pe RI EH ,包含 了 一 系列 
关于 一 类 表达 式 的 极限 的 研究 ,这 些 表 达 式 出 现在 Hilbert 关于 
有 限 的 线性 方程 组 的 处 理 方法 中 . 
至 此 ,Hilbert 证 明了 ,对 于 任何 连续 的 (不 一 定 是 对 称 的 ) 核 
K(s, 7) 和 对 于 任何 使 6(X) 26 0 的 ,存在 解 函 数 ( 预 解 式 )K(s， 
t0) ,使 得 (25) 是 方程 (24) 的 解 . 

现在 ,Hilbert 假设 K(s, 站) 是 对 称 的 ,这 使 他 有 可 能 使 用 有 限 
阶 对 称 矩 阵 的 事实 ,从 而 证 明 SCA) 的 零点 即 对 称 核 的 特征 值 是 实 
的 . 然后 把 8S(A) 的 零点 按 绝对 值 增加 的 顺序 排列 起 来 (绝对 值 相 
等 时 可 先 取 正 的 零点 ,而 且 要 按 重 数 排 上 ), 现在 (24) 的 特征 函 
数 用 


$0 = (Seq) a Qn) 
定义 ,其 中 的 选取 使 得 4 Qus s 5 ) 250, fü A. 是 K(s, OM 
任 一 特征 值 . 

相应 于 各 个 特征 值 的 特征 函数 ,可 以 取 成 标准 正 交 ( 正 交 而 标 
准 化 了 的 加) 集 , 旦 对 每 个 特征 值 A 和 每 个 属于 4 的 特征 图 数 
都 有 


e(s) = Al KG. t)9! (t)de. 


O EIER EE eG) ,使 得 | 9ds = 1. 
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有 了 这 些 结果 , Hilbert 就 有 可 能 证 明 相 应 于 对 称 二 次 型 的 所 谓 广 
义 主轴 定理 . 首先 , 令 

(26) 5 30 

为 于 个 变量 rz: ，z ，…，z 的 一 个 nn 维 二 次 型 .这 可 以 写成 (Kz， 
x) ,其 中 天 XE bL HABE e REI EEG, omo, ns, n) ,而 (Kx， 
z) 是 两 个 向 量 Kz 与 x 的 内 积 (数量 积 ). 设 K 有 n 个 不 同 的 特征 
f Ai, Azs rn. 4. 于 是 对 任何 一 个 固定 的 ,方程 组 


(27) O = $p, — àp 2 kg, p= 1,2,.,n, 
有 解 gt = (gi, oh, Ht), 


而 且 , 若 允许 差 一 个 常数 倍 , 这 解 便 是 唯一 的 . 因此 ,正如 Hilbert 
所 证 明 的 ,可 以 得 到 


(28) K(z, x)= 5 l (#, a)" 


M AX (F, 9» 
其 中 括号 仍然 表示 向 量 的 内 积 . 

Hilbert 的 广义 主轴 定理 可 和 爸 述 如 下 : 设 K(s, t) 是 ;和 :的 
连续 对 称 水 数 . 设 所 (s) 是 属于 积分 方程 (24) 的 特征 值 4 的 特征 
沙 数 ,并 且 经 过 了 标准 化 . 那么 对 任意 连续 的 xG)RI y(s) ,下面 的 
关系 式 成 立 : 


(29) [T KG, D2(s)y(e)dsae 


= 3xeosoa)f rosa). 
—— € 
有 满足 
| :Cas «oo, Dos « co 
的 (5) 5 GO AU Be  (29) JE (28) E] RR Gd, m 
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RH ['uGS)oG)ds 定义 为 两 个 函数 (5) 与 v(s) 的 内 积 ,并 


用 (ww, v) 表 示 . 然后 用 zx(s) 代 替 (29) 中 的 y(s), 并 且 用 积分 来 代 
替 (28) 左 边 的 和 式 . 

Hilbert 接着 证 明了 一 个 有 名 的 结果 ,后 来 称 为 Hilbert- 
Schmidt 定理 . 如 果 f(s) 对 某 个 连续 的 g(s) 有 


(30) fs) = [K (s, Dade, 
则 

(31) O= Dios, 
其 中 内 是 K 的 标准 正 交 待 征 函数 ,并 
(32) o, = | #7 (5)f(5)ds, 


这 样 ,一 个 "任意 的 "函数 As) ,可 以 表 成 天 的 特征 函数 的 无 穷 级 
数 ,其 系数 c 正 是 展开 式 的 Fourier 系数 . 

在 前 述 工 作 中 , Hilbert 在 把 有 限 线性 方程 和 有 限 二 次 型 的 结 
果 推 广 到 积分 和 积分 方程 时 ,已 经 施行 了 极限 过 程 . 他 认为 ,无 穷 
二 次 型 即 带 无 穷 多 个 变量 的 二 次 型 本 身 的 处 理 , 将 是 有限 多 个 变 

量 二 次 型 熟知 理论 的 不 可 缺少 的 完成 . "他 于 是 着 手 研 究 可 以 称 之 
为 纯粹 代数 问题 的 东西 . 他 考虑 无 穷 的 双 线 性 形式 
K(z, y) = > kpZ ptas 


通过 对 ”个 变量 的 二 次 型 和 Zn 个 变量 的 双 线性 型 取 极 限 ,得 到 了 
基本 的 结果 .工作 的 细节 是 复杂 的 ,我们 只 叙述 某 些 结果 . Hilbert 
首先 得 到 一 个 预 解 式 天 (4A; z，z) 的 表达 式 , 它 的 样子 很 独特 ,就 
是 写成 对 应 于 4 的 离散 集 的 每 一 个 值 的 表达 式 的 和 , 以 及 在 一 个 
属于 连续 区 域 的 4 集合 上 的 积分 .4 值 的 离散 集 属 于 天 的 点 谱 , 连 
续集 属于 连续 谱 或 带 谱 . 这 是 连续 谱 的 最 早 的 有 特殊 意义 的 应 用 ， 
连续 谱 是 Wilhelm Wirtinger(1865 年 生 ) 在 1896 年 对 偏 微分 方程 
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已 观察 到 了 的 . © 

为 了 找 出 二 次 型 的 关键 结果 ,Hilbert 引入 有 界 形式 的 概念 . 
符号 (x, zx) 表 示 向 量 (x1， xs，… ,Xa，…) 和 它 自己 的 内 积 ( 数 量 
A) Gc, y) 有 类 似 的 意义 . 相应 地 ,形式 K(xz, yy) 称 为 有 界 的 ,如 
果 对 所 有 满足 (zx, xr) «O1 My, y) 达 1 的 x 和 yy BE 
| K(x, y) | <M. 有 界 性 隐 含 了 连续 性 ,后 者 是 Hilbent 对 无 穷 
多 个 变量 的 函数 定义 的 . 

Hilbert 的 关键 结果 ,是 把 解析 几何 最 平常 的 主轴 定理 推广 到 
无 穷 多 个 变量 的 二 次 型 . 他 证 明 ,存在 一 个 正 交 变换 工 ,使 得 对 新 
变量 r(x 一 Tz), 开 可 以 化 为 "平方 和 ”也 就 是 说 ,每 一 个 有 界 
的 二 次 型 K(x, x)= > Ro, 524, 都 可 以 通过 一 个 唯一 的 正 交 
变换 变换 成 
(33) K(x, 2) = Mkate| SD, 
HR, 是 KK 的 特征 值 倒 数 . 这 个 积分 (我 们 将 不 进一步 讲述 ) 是 在 
特征 值 的 一 个 连续 区 域 或 连续 谱 上 进行 的 . 

为 了 排除 连续 谱 , Hilbert 引入 全 连续 的 概念 . 一 个 具 无 穷 多 
个 变量 的 函数 F(x, X2, …) 称 为 在 a = (ai » 2, Ue) 是 全 连续 


的 ,如 果 
limF (a, +e, ases, c0) = Fla, a3, 77), 


其 中 El ，E2， BT VA BOR , 使 


(h) (h) — 


lim ei 一 0， lim eż 
的 任何 数组 ef, efh, ix Hilbert 以 前 引进 的 连续 性 是 要 求 
更 强 的 . 

为 要 二 次 型 K(x, xz) 是 全 连续 的 ,只 要 3 Eo. 有 了 全 


p, q=1 


(D Math. Ann. , 48,1897,365— 389, 
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连续 的 要 求 , Hilbert 就 能 够 证 明 ,如 果 K 是 一 个 全 连续 的 有 界 形 
式 ,那么 通过 一 个 正 交 变换 ,可 以 把 它 化 为 
(34) K(x, x) = Dikiz}, 


其 中 名 BRTH (a, a, MERE: Dat AR 

现在 ,Hilbert 就 把 他 的 无 限 多 个 变量 的 二 次 型 理论 运用 到 积 
分 方程 .在 许多 情况 下 ,结果 并 不 是 新 的 ,但 是 用 较为 清楚 和 简单 
的 方法 得 到 的 . Hilbert 着 手 积分 方程 的 这 项 新 的 工作 ,是 通过 定 
义 完备 正 交 系 | 如 (s)| 这 一 重要 概念 开始 的 . 这 是 一 列 函 数 ,部 在 
[a, 5] 上 定义 并 且 连 续 ,还 具有 下 列 性 质 : 

(a) 正 交 性 ， 

D$ GR (Dds = ss piam 1, 2, ns 


(b) 完备 性 ;对 每 一 对 定义 在 [a, 6] LRR u RI v LAUR 
['uts)ots)ds = 51 [2 Ouo dft Goch. 


数值 up = [4 GyuG)ds 


FER u(s) ACT BRI 19,1 If] Fourier 系数 . 

Hilbert 证 明 NW T ££ESU8 Z3 [X fRü[a, 0] ,都 可 以 (例如 用 多 项 
式 ) 定 义 一 个 完备 的 正 交 系 . 然后 ,可 以 证 明 广 义 的 Bessel 不 等 
式 , 并 且 可 以 证 明 ,条 件 

| Cds = Ys 

和 完备 性 等 价 . 

现在 ,Hilbert 转 到 积分 方程 
(35) f(s) = 8) + | K (s, D8 de. 


Fk K(s, z) 不 必 是 对 称 的 ,但 利用 系数 
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an = | | K(s, 09,09, Cds 
FRE P — Bi “Fourier” WH. 这 就 推出 
5 ap X MESE t)dsde. 


p.q-l 


此 外 ,如 果 a, = | $5)f 6s)ds, 


Bla, 是 了 f(s) 的 “Fourier” 系 数 ,那么 EE 


BUB, Hilbert 把 上 述 积分 方程 化 为 一 组 带 无 穷 多 个 未 知 量 的 
无 穷 多 个 线性 方程 . 把 $6(s) 的 积分 方程 的 求解 看 成 找 CS) BJ 
“Fourier” AMI. 用 z ，z ，… 表 示 尚 属 未 知 的 系数 ,他 得 到 下 
面 的 线性 方程 组 : 

(36) tt Danz, = ap, p= 1,2, o7 


他 证 明 ， 如 果 这 个 方程 组 有 唯一 解 , 那 么 积分 方程 就 有 唯一 的 连续 
解 ,并 且 当 相应 于 (36) 的 齐 次 线性 方程 组 有 个 线性 无 关 解 时 , 则 
相应 于 (35) 的 齐 次 积分 方程 


(37) 0= Ms) +] K (s, 09d! 


H n 个 线性 无 关 解 . 这 时 ,原来 的 非 齐 次 积分 方程 有 解 , 当 且 仅 当 
pP» (s), h 一 1, 2, "Ug n, 满足 条 件 


(38) [v9 G)fGyds —0,h 1,2, =, n, 
其 中 d? (s) 是 转 置 齐 次 方程 
$G) + KE, s)8e)de = 0 


的 ”个 线性 无 关 解 , 当 (37) 有 7 个 解 时 ,它们 也 是 存在 的 . 这 样 ,就 
得 到 了 Fredholm 择 一 定理 (alternative theorem) ;或 者 方程 


(39) f(s) = 6s) + | KC, 09d: 
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对 一 切 f 都 有 唯一 解 ,或 者 相应 的 齐 次 方程 有 n 个 线性 无 关 解 . 
在 后 一 情况 ,(39) 有 解 当 且 仅 当 正 交 性 条 件 (38) 得 到 满足 . 
S Hilbert 转 到 特征 值 问 题 
(40) f(s) = 88) af KG, 09d, 
现在 K 是 对 称 的 , K 的 对 称 性 蕴含 着 它 的 “Fourier” 系数 确定 一 
个 全 连续 的 二 次 型 K(x, x). 他 证 明 存在 一 个 正 交 变换 使 得 


K(x, x) = Sial, 
其 中 u, 是 二 次 型 K Ge, x) 的 特征 值 倒数 . 核 K(s, 2) E AR 
19, (5) HUGE XE 3S 


L,(K(s)) = Son] KG. 1)®, (1) dt = 4,6,(s), 
其 中 ET HERETER, O (0) 是 一 已 知 的 完备 标准 正 交集 . 可 以 
证 明 多 (5) (和 @,(s) 不 同 ) 形 成 一 标准 正 交 集 ,并 且 满 足 
$,(s) = ap] KG, D& (Odi, 


Bila, =+. 这 样 ,Hilbert 又 重新 证 明了 ,对 于 (40) 的 齐 次 情形 ， 


以 及 对 于 和 (40) 的 核 K(s, 1) 相 联系 的 二 次 型 K(x，z) 的 每 一 个 
有 穷 特征 值 ,都 存在 特征 函数 . 

现在 Hilbert 再 次 建立 了 (Hilbert-Schmidt 定理 ): 如 果 f(s) 
是 任 一 连续 函数 ,对 于 它 存在 g 使 得 

[ KGs, Ded = FO), 

那么 f Gr) RTDA OR K 的 特征 函数 的 级 数 ,这 级 数 一 致 且 绝对 收 全 
(看 (31) 式 ). Hilbert 用 这 个 结果 去 证 明 ,相应 于 (40) 的 齐 次 方程 
除了 在 特征 值 A, 之 外 没有 非 平凡 解 . 因此 ,Fredholm 择 一 定理 取 
下 述 形式 :对 4 关 X ,方程 (40) 有 唯一 解 .对 4 二 4，, 方程 (40) 有 和 解 
当 且 仅 当 mn 个 条 件 
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| 和 Da = 02 


被 满足 ,其 中 $86;(s) 是 相应 于 4; 的 nj MEERA. 最 后 ,他 又 重 
新 证 明了 主轴 定理 的 推广 : 


[SK Duuo = 2 (fuos a), 


其 中 x(s) 是 任意 (连续 ) 级 数 ,并 且 在 这 里 相应 于 任 一 的 全 体 
$, 都 包含 在 求 和 之 中 . 

Hilbert 的 这 一 较 晚 的 工作 (1906) 不 用 Fredholm 的 无 穷 阶 行 
Ap. 在 这 个 工作 中 ,他 直接 证 明了 积分 方程 和 完备 正 交 系 理论 以 
及 函数 在 这 种 正 区 系 中 的 展开 式 之 间 的 关系 . 

Hilbert 把 他 关于 积分 方程 的 结果 应 用 到 各 种 几何 和 物理 问 
题 , 特别 地 ,他 在 六 篇 文章 的 第 三 篇 里 解决 了 Riemann 问题 :构造 
一 个 在 由 光滑 曲线 围 成 的 区 域 里 解析 的 函数 ， 它 的 边 值 的 实 部 或 
者 虚 部 是 已 知 的 ,或 者 实 部 与 虚 部 是 用 一 线性 方程 联系 着 的 ， 

Hilbert 的 工作 中 最 有 价值 的 成 就 之 一 ,发 表 在 1904 和 1905 
年 的 论文 中 ,把 微分 方程 的 Sturm-Liouville 边 值 问题 化 成 了 积分 
方程 . Hilbert 的 结果 说 ,微分 方程 


(41) A (pla) T) a(a)u tan = 0 
满足 边界 条 件 


ula) = 0, u(5) 一 0 
(甚至 更 一 般 的 边界 条 件 ) 的 特征 值 和 特征 函数 ,恰恰 是 
(42) g(x) -af Gl, £)$(€)dé = 0 


的 特征 值 和 特征 函数 ,其 中 G(z, ©) FE (41) 1) Green AR, RE 


pooo 


的 特 解 , 它 满足 一 定 的 可 微 性 条 件 , 并 且 它 的 一 阶 偏 微 商 在 = E 
有 等 于 一 1/p() 的 奇 性 跳跃 . 类 似 的 结果 对 偏 微分 方程 也 成 立 . 这 
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TE ,积分 方程 成 了 解 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 的 一 种 方法 . 

现在 扼要 地 重 述 一 下 Hilbert 的 重大 成 果 . 首先 是 他 对 于 对 
称 核 K 建立 了 一 般 的 谱 理 论 . 仅仅 在 20 年 前 ,人 们 为 了 证 明 膜 的 
最 低 振动 频率 的 存在 ,还 得 尽 很 大 的 数学 上 的 努力 (第 28 章 第 8 
节 ). 有 了 积分 方程 ,频率 和 真正 的 特征 函数 的 整个 序列 的 存在 ,在 
对 振动 介质 作 十 分 一 般 的 假定 下 得 到 了 构造 性 的 证 明 . 这 些 结 
是 首先 由 Emile Picard 运用 Fredholm 的 理论 得 出 来 的 . Hilbert 
另 一 个 值得 注意 的 结果 是 ,一 个 函数 展 成 第 二 类 积分 方程 的 特征 
函数 的 展开 式 ,取决 于 相应 的 第 一 类 积分 方程 是 否 可 解 . 特别 地 ， 
Hilbert 发 现 ,Fredholm 方法 的 成 功 要 依靠 全 连续 的 概念 ,而 这 是 
他 引进 到 双 线 性 形式 并 加 以 精深 研究 的 . 在 这 里 他 开创 了 双 线 性 
对 称 形式 的 谱 理 论 . 

在 Hilbert 表明 如 何 把 微分 方程 的 问题 转化 为 积分 方程 之 
后 ,这 个 研究 方法 被 愈 来 愈 多 地 用 来 解决 物理 问题 . 在 这 里 应 用 
Green 函数 去 实现 转化 成 了 一 个 重要 的 工具 .还 有 , Hilbert 自己 
表明 了 包 ,在 空气 动力 学 问题 里 ,人 们 可 以 直接 引出 积分 方程 . 这 
种 直接 求助 于 积分 方程 的 办 法 是 可 能 的 ,因为 在 某 些 物理 问题 中 
求 和 的 概念 证 明 是 这 样 的 基本 ,如同 在 另 一 些 问 题 中 导致 微分 方 
程 的 变化 率 概念 那样 . Hilbert 还 强调 ,不 仅 常 微分 方程 或 偏 微分 
方程 ,还 有 积分 方程 ,是 函数 展 成 级 数 的 必要 和 自然 的 出 发 点 ,而 
且 通 过 微分 方程 得 到 的 展开 ,恰好 是 积分 方程 理论 中 的 一 般 定 理 
的 特殊 情况 . 


4. Hilbert 的 直接 继承 者 
Hilbert 在 积分 方程 方面 的 工作 ,被 Erhard Schmidt(1876 一 


(QD Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 22,1906,241~259, 
@ Math. Ann. , 72,1912, 562 ~ 577 = Grundzüge , Chap, 22. 
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1959) 简 化 了 . Erhard Schmidt 在 德国 几 所 大 学 担任 过 教授 . 他 用 
的 方法 是 H. A. Schwarz 在 位 势 理 论 中 创立 的 . 他 最 有 意义 的 贡 
献 是 在 1907 年 把 特征 函数 的 概念 推广 到 带 非 对 称 核 的 积分 方 
AZO, 

Friedrich Riesz (1880—1956) 是 匈牙利 的 数学 教授 ,他 在 
1907 年 继续 了 Hilbert 的 工作 @. Hilbert 曾经 讨论 过 形 如 


fG) = #6) + [K (s, D(a 


WA AE, AK 是 连续 的 . Riesz 要 把 Hilbert 的 思想 推 
广 到 更 一 般 的 函数 f(s). 为 此 必须 肯定 ,相对 于 给 定 的 标准 正 交 
函数 序列 1$, | ,能 够 确定 了 的 “Fourier” 系 数 . 他 还 有 兴趣 于 发 现 ， 
在 什么 情况 下 ,一 个 给 定 的 数列 jz,} 能够 是 某 一 个 函数 了 关于 已 
知 标准 正 交 序列 | 加 | 的 Fourier 系数 . 

Riesz 引进 了 平方 是 Lebesgue 可 积 的 函数 ,并 得 到 了 下 面 的 
定理 : 令 {$,1 是 定义 在 区 间 [a, 65] 上 的 Lebesgue 平方 可 积 的 、 标 


准 正 交 的 函数 序列 . 如 果 1a,1 是 一 实数 序列 ,那么 244 收敛 是 存 
在 一 个 函数 了 使 得 对 于 每 个 $, 和 a, ,成 立 
| $8, Gd —4,,p71,2,3,-- 


的 充分 必要 条 件 . 函数 f 实际 上 是 Lebesgue 平方 可 积 的 ;而 且 在 
1a,| 完 备 的 情况 下 ,这 样 的 六 在 几乎 处 处 相等 的 两 个 函数 不 加 区 
别 的 意义 下 ) 还 是 唯一 的 . 这 个 定理 ,通过 任 一 组 Lebesgue 平方 可 
积 的 完备 的 标准 正 交 函数 序列 ,在 Lebesgue 平方 可 积 函 数 集合 与 
平方 可 和 序列 集合 之 闻 , 建 立 起 一 个 一 一 对 应 . 

随 着 Lebesgue 可 积 函 数 的 引进 ,Riesz 还 有 可 能 在 很 宽 的 条 
ETF ,证 明 第 二 类 积分 方程 


(D Math. Ann. , 63,1907,433~476 和 64,1907,161 一 174. 
(D Comp. Rend. , 144,1907,615—619,734—736,1409—1411. 
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f(s) = $() +[K6s, 1)$()dt 


是 可 解 的 ,这 条 件 就 是 f(5) 53 K(s, t) Lebesgue 平方 可 积 .除了 一 
个 在 [a, b] E Lebesgue 积分 为 0 的 函数 外 , 解 是 唯一 的 . 

在 Riesz 发 表 他 的 第 一 篇 文章 的 同一 年 , 科 伦 (Cologne) 大 学 
教授 Ernst Fischer(1875 一 1959) 引 进 了 平均 收敛 的 概念 下 . 定义 
在 区 间 [a, 5] 上 的 函数 序列 1f,| 称 为 平均 收敛 的 ,如 果 


Jim | (f(2) — fa (2)) de = 0; 
(iR FA} PIKSE 了, 如 果 
ieu tiec 
这 里 的 积分 是 Lebesgue 积分 . 函数 f 是 唯一 确定 的 ,如 果 允 许 差 
一 个 定义 在 测度 为 0 的 集合 上 的 函数 ,或 者 说 差 一 个 被 称 为 零 函 


数 的 g(x) 天 0， 它 满足 条 件 | g*(z)dz = o. 


在 区 间 [a, 68] 上 Lebesgue 平方 可 积 函 数 的 集合 后 来 记 为 
L'(a, 5) ,或 简 记 为 L*. Fischer 的 主要 结果 是 说 ,L?(a, 5) 在 平均 
收敛 意义 下 是 完备 的 ,也 就 是 说 ,如 果 f£. 属于 三 HES PE 
收敛 ,那么 在 L'(a, 5) 中 存在 一 个 函数 OS, EF LS, | OE Bee tk Bl 
f. 这 种 完备 性 是 平方 可 和 函数 的 主要 优点 . 由 此 作为 一 个 推论 ， 
Fischer 推出 上 述 Riesz 定理 ,这 个 结果 就 是 人 们 所 熟悉 的 Riesz- 
Fischer 定理 . 在 一 篇 后 记名 中 ,Fischer 强调 Lebesgue 平方 可 积 函 
数 的 运用 是 本 质 的 . 没有 更 小 的 函数 集合 可 用 . 

所 谓 矩 量 (moment) 问 题 是 指 : 确 定 一 个 函数 f(a) ,使 它 关 于 
给 定 的 标准 正 交 系 1g.| 具 有 给 定 的 Fourier 系数 |a.j ,或 者 说 , 确 
定 一 个 图 数 ,使 它 满足 


D Comp. Rend. , 144,1907,1022~ 1024, 
@ Comp. Rend. , 144,1907,1148~1150. 


M 156 第 45 章 积分 方程 


AOLELE =a, n=l, 2, +, 


这 个 问题 在 Riesz 1907 年 的 文章 中 已 经 提 了 出 来 (说 的 自然 是 
Lebesgue 积分 }. Riesz 在 1910 年 名 试图 推广 这 个 问题 . 因为 在 这 
个 新 的 研究 工作 中 ,Riesz 用 了 Hólder PER 


È lab < (X tar) (bo I) 


和 roscodz|s (C. Lr iras) (f, "n. 


i 
q 


(aetti = 1) ,以 及 另外 的 不 等 式 ,他 不 得 不 引进 在 集合 M 


上 可 调 的 函数 了 的 集合 工 *, 对 于 它们 | 由 是 在 M 上 Lebesgue 可 
积 的 . 他 的 第 一 个 主要 定理 是 :如 果 函 数 h(z) 对 于 L? 中 的 每 一 个 
了 都 使 得 乘积 7(z)A(z) 是 可 积 的 ,那么 疡 是 属于 工 " 的 ; 反 过 来 ， 
L^ W]—^- 8 i 53 L* 的 一 个 函数 的 乘积 永远 是 (Lebesgue) 可 积 


的 . 在 这 里 让 然 要 求 记 > 1 并 县 方 十 二 一 


Riesz 还 引入 了 强 收 剑 和 弱 收 敛 的 概念 . 函数 序列 | S| BRA 
强 收敛 到 f(p 阶 平均 ), 如 果 


lim| | fæ) = f(x) bdr = 0. 
EIS ARSKA f UR 
| LA) Pde <M 
(M 与 无关) ,并 且 对 于 fa, 5] 中 的 每 一 个 都 有 
lim (f(D) — (2) de = o. 


a ic Ox ses Sg cS. Cs SX E I POE ME MUR SB OL’ f 
ETL’, #H 


Math. Ann. , 69,1910,449~497. 
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lim| GG) — f G))&Godz = 0 


WL’ 中 的 每 一 个 g 成 立 , 就 说 | ,| 弱 收 敛 到 f. 这 是 和 Riesz 的 
定义 等 价 的 . ) 
Riesz 在 1910 年 的 同一 篇 文章 中 ,把 积分 方程 


$lx) -af KG, 1)$(1) dt = f(x) 


的 理论 推广 到 已 知 的 和 未 知 的 $ 都 是 L* 函数 的 情形 . 这 个 积分 
方程 特征 值 问 题解 的 结果 和 Hilbert 的 结果 相 类 似 ,更 加 引 人 注 
意 的 却 是 ,Riesz 为 了 实现 这 项 工作 ,引入 了 算 子 (operator) 的 抽 
象 概念 ,并 对 它 明确 地 陈述 了 Hilbert 的 全 连续 概念 ,而 且 建 立 了 
抽象 的 算 子 理论 .我 们 将 在 下 一 章 更 多 地 谈 到 这 种 抽象 的 趋向 . 在 
其 他 的 结果 中 , Riesz uEB]I T ,L^ 中 实 的 全 连续 算 子 的 连续 谱 是 . 


空 的 


s. 理论 的 推广 

Hilbert 对 积分 方程 的 看 重 ,使 这 门 学 科 在 相当 长 的 一 段 时 间 
内 ,成 了 一 种 世界 性 的 狂热 ,产生 了 大 量 的 文献 ,其 中 大 多 数 都 只 
有 短暂 的 价值 . 然而 ,这 门 学 科 的 某 些 推广 却 证 明 是 有 价值 的 . 我 
们 只 能 把 它们 列 出 来 . 

上 面 介绍 的 积分 方程 的 理论 ,涉及 的 是 线性 积分 方程 ;也 就 
是 说 ,对 未 知 函数 a(z) 来 说 是 线性 的 . 这 个 理论 已 推广 到 非 线 
性 积分 方程 ,在 那里 未 知 函 数 以 二 次 ,或 高 次 ,或 更 为 复杂 的 形 
式 出 现 . 

此 外 ,我 们 的 简略 叙述 没有 谈 到 ,对 于 已 知 函 数 f(x) 和 K(x， 
y) 要 加 上 什么 条 件 才 导 致 许多 结论 . 如 果 这 些 函 数 是 不 连续 的 并 
且 间 断 性 没有 限制 ,或 者 区 闻 [a, 5] 换 成 了 一 个 无 穷 区 间 , 那 么 许 . 
多 结果 就 得 改变 或 者 起 码 需 要 新 的 证 明 . 例如 ,即使 是 Fourier 
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变换 . 
f(x) AE cos( a£ )u(£)d£, 
它 可 以 看 作 第 一 类 的 积分 方程 ,并且 具 有 反 变 换 


u(x) =) [ cost roe 


作为 它 的 解 ,但 是 它 只 有 两 个 特征 值 士 1, 而 每 一 个 特征 值 都 有 无 
穷 多 个 特征 函数 . 这 些 情况 现在 都 是 在 奇异 积分 方程 这 个 标题 下 
进行 研究 的 ,这 样 的 方程 不 能 用 解 Volterra 和 Fredholm 方程 的 
方法 求解 . 然而 ,它们 却 显示 了 奇妙 的 性 质 ,这 就 是 存在 4 值 的 连 
续 区 间或 带 谱 ,对 于 它们 解 是 存在 的 . 在 这 个 课题 上 发 表 第 一 篇 有 
意义 文章 的 是 Hermann Weyl(1885—1955)Q. 

积分 方程 存在 定理 这 一 课题 也 已 经 引起 了 很 大 的 注意 ,这 项 
工作 专注 于 线性 和 非 线 性 积分 方程 . 例如 ,关于 


yx) = fle) + [K (æ, s, ys))ds 
的 存在 定理 就 有 许多 数学 家 给 出 过 ,这 种 方程 包含 了 第 二 类 Vol- 
terra 方程 . 
v(x) = f(x) +] K (a, s)y(s)ds 
作为 一 种 特殊 情形 . 
历史 上 ,下 一 个 重大 的 进展 乃 是 积分 方程 研究 工作 的 一 种 自 
然 产物 . Hilbert 认为 一 个 函数 是 由 它 的 Fourier 系数 给 出 . 这 些 


系数 满足 条 件 : Slab 有 穷 . 他 还 引进 了 实数 序列 jx,| ,使 得 > 二 


4 33. 后 来 , Riesz 和 Fischer 证 明 ,在 Lebesgue 3E 7j n] 38 eR 2 5j 
它们 的 Fourier 系数 所 成 的 平方 可 和 序列 之 间 , 存 在 一 个 一 一 对 
应 关系 ( 见 前 ). 平方 可 和 序列 可 以 看 成 无 穷 维 空间 中 的 点 的 坐标 ， 
这 个 无 穷 维 空间 是 n HE Euclid 空间 的 推广 . 这 样 ,函数 可 以 看 成 


(D Math. Ann. , 66,1908, 273 ~ 324 = Ges. Abh. ，1 ,1 一 86. 
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b 
现在 称 之 为 Hilbert 空间 的 一 个 点 ,积分 | K(x, y)u(z)dz 可 以 


看 成 是 把 x(z) 变 换 成 它 自己 或 其 他 函数 的 一 个 算 子 . 这 些 思 想 为 
积分 方程 的 研究 提出 了 一 种 抽象 的 研究 方法 , 它 适 应 了 变 分 法 的 
初期 抽象 的 研究 方法 . 这 种 新 的 研究 方法 ,现在 作为 沁 函 分 析 已 为 
人 所 知 ,我 们 将 在 下 一 章 氢 述 它 . 
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人 必须 确信 ,如 果 他 是 在 给 科学 添加 许多 新 的 术语 而 让 读 
者 接着 研究 那 摆 在 他 们 面前 的 奇妙 难 尽 的 东西 ,那么 他 就 
已 经 使 科学 获得 了 巨大 的 进展 . 

A. L. Cauchy 


L EARDER 

数学 中 许多 领域 处 理 的 是 作用 在 函数 上 的 变换 或 算 子 , 这 件 
事 在 接 近 19 世纪 后 期 已 经 很 明显 了 . 例如 ,即使 是 常 微分 运算 和 
它 的 道 ( 反 微分 ), 也 是 作用 在 一 个 函数 上 以 产生 新 的 函数 . 在 变 分 
法 的 问题 中 ,人 们 处 理 形 如 

J= | FG, y, y )dx 
的 积分 ,这 个 积分 可 以 看 作 是 作用 在 一 类 函数 y(z) 上 的 运算 , 问 
题 是 要 在 这 类 函数 中 找 出 一 个 使 积分 取 最 大 值 或 最 小 值 的 函数 
微分 方程 领域 提供 了 另 一 闫 算 子 ,例如 ,微分 算 子 
L= 和 十 pz) 关上 ez) 

作用 在 一 类 函数 yz) 上 ,把 它们 变换 为 另外 的 函数 . GA NTR 
微分 方程 ,人 们 要 寻找 特殊 的 y(x) ,使 得 工作 用 到 这 个 y(z) 上 得 
到 0, 并 且 这 个 函数 也 许 还 得 满足 初始 条 件 或 边界 条 件 . 作为 算 子 
的 最 后 一 个 例子 是 积分 方程 .方程 


f(x) =| K (a, yuly)dy 


2. i2 k AY FE ie 1681 WV 


的 右边 可 以 看 作 是 作用 在 不 同 的 x(x) 上 并 引出 新 的 函数 来 的 一 
个 算 子 ,虽然 仍 像 微分 方程 的 情形 一 样 ,方程 的 解 (xz) 是 变换 成 
F(a). 
HES) Bl AZ iz eA SD OT AY SEE MA ERTA EEF 
类 函数 上 的 算 子 的 一 种 抽象 形式 下 加 以 研究 . 进而 ,这 些 函 数 可 以 
ae x 间 的 元 素 或 点 . 这 样 , 算 子 就 把 点 变 成 点 ;在 这 种 意义 下 , 算 
是 普通 变换 (例如 旋转 ) 的 一 种 推广 , 上 述 算 子 中 有 一 些 是 把 明 
MEAIM n C ud 那些 变 到 实数 或 复数 的 算 子 ,今天 称 
为 泛 函 ,而 算 子 这 个 名 称 则 用 来 通称 把 函数 变 为 函数 的 变换 . 因此 ， 
泛 函 分 析 这 个 名 称 [ 它 是 Paul P. Lévy(1886 一 1971) 引 进 的 ,当时 
泛 函 是 关键 的 概念 ] ,并 不 是 十 分 合适 的 . 探求 一 般 性 和 统一 性 ,是 
20 世纪 数学 的 特征 之 一 ,而 泛 函 分 析 所 追求 的 正 是 这 些 且 的 ， 


2. ZA Be 
泛 函 的 抽象 理论 是 由 Volterra 在 他 关于 变 分 法 的 工作 中 开 
台 的 ,他 关于 线 (曲线 ) 的 函数 (他 自己 是 这 样 称呼 的 ) 的 工作 ,包括 
了 好 几 篇 论文 了. 对 Volterra 来 说 ,一 个 线 的 函数 是 指 一 个 实 值 函 
KFC MARE EMRE le, b) LAR y(z) 的 全 体 
函数 值 . 这 些 函 数 本 身 被 看 作 一 个 空间 的 点 ,而 对 于 这 空间 ,可 以 
定义 点 的 邻 域 和 点 列 的 极限 . FIZ eA F[y(x)],Volterra 引进 了 
连续 . 微 商 和 微分 的 定义 . 然而 ,这 些 定义 对 于 变 分 法 的 抽象 理论 
是 不 适用 的 ,因而 被 废弃 了 . 他 的 定义 事实 上 受到 了 Hadamard 的 
批评 包 ， 
所 有 定义 在 茶 个 区 间 上 的 水 数 的 全 体 ,可 以 看 作 空间 的 点 ,这 


D Atti della Reale Accademia dei Lincei,(4),3,1887,97~105,141~146, 153 
~~ 158 = Opere matematiche , 1,294~314 ,以 及 同期 或 以 后 年 代 的 其 他 论文 . 
© Bull. Soc, Math. de France, 30,1902, 40 ~ 43 = Œuvres , 1,401 —404. 
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样 一 种 概念 ,甚至 在 Volterra 开始 他 的 工作 以 前 ,就 已 经 有 人 提 
H T. Riemann 在 他 的 学 位 论文 中 外 ,说 到 了 某 些 函数 的 全 体 组 成 
(空间 中 点 的 ) 连 通 闭 区 域 . Giulio Ascoli(1843 一 1896)@ 和 Cesare 
Arzela 探求 把 Cantor 的 点 集 论 推 广 到 函数 集合 上 ,从 而 把 函数 
看 成 一 个 空间 的 点 . Arzelà 还 说 到 线 的 国 数 . Hadamard 在 1897 
年 的 第 一 次 世界 数学 会 上 提出 多 ,曲线 可 以 看 成 一 个 集合 的 点 . 这 
时 他 是 在 考虑 定义 在 1L0, 1] 上 的 全 体 连 续 函 数 所 成 的 族 , 即 出 现 
在 他 的 偏 微分 方程 论文 中 的 一 个 图 数 族 . Emile Borel 为 了 不 同 的 
目的 ,也 做 过 相同 的 提示 多 ,这 就 是 借助 于 级 数 来 研究 任意 函数 . 

Hadamard 由 于 变 分 法 上 的 原因 也 开创 了 泛 函 的 研究 9. 17 BR 
的 名 称 就 是 属于 他 的 . 根据 Hadamard, iz £8 U[ y (£) ] 2 PE BS , 3 
果 当 y(t) = yt) Hy (四 时 , 便 有 ULy(b] — UL (4) ] 十 
AU[ys(0], HAL, A, 是 常数 . 

在 建立 函数 空间 和 泛 男 的 抽象 理论 中 ,第 一 个 卓越 的 成 果 ,是 
由 法 国 的 领头 数学 教授 Maurice Fréchet(1878—1973) ,在 他 1906 
年 的 博士 论文 8 中 取得 的 . Fréchet 在 他 的 所 谓 泛 函 演算 中 ,力图 
把 Cantor, Volterra, Arzela, Hadamard 和 其 他 人 工作 中 的 思 
想 ,以 抽象 的 术语 统一 起 来 . 

为 了 使 他 的 函数 空间 获得 最 大 程度 的 一 般 性 ,Frechet 采纳 了 
由 Cantor 发 展 起 来 的 集合 论 的 整套 基本 概念 , 昌 然 对 Fréchet 来 
说 ,集合 中 的 点 是 函数 . 他 还 把 点 集 的 极限 的 概念 比较 一 般 地 确切 


Werke, p. 30, 
Memorie della Reale Accademia dei Lincei, (3) ,18,1883,521~-586, 
Atti della Accad. dei Lincei, Rendiconti, (4),5,1889,342-—— 348. 
Verhandlungen des ersten internationalen Mathematiker-Kongresses, Teub- 
ner, 1898 ,201~202. 

© Verhandlungen, 204~ 205. 

®© Comp. Rend. , 136,1903, 351 ~ 354 = Œuvres , 1,405~408. 

@ Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 22,1906,1~74. 
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陈述 出 来 . 这 个 概念 没有 明显 地 定义 ,但 是 用 很 一 般 的 性 质 刻 画 了 
出 来 ,足以 包括 Fréchet 在 具体 理论 中 所 出 现 的 并 力图 将 其 统一 
的 各 种 类 型 的 极限 . 他 引入 了 一 类 工 空间 ,L 表示 对 这 类 空间 的 
每 一 个 ,极限 概念 都 是 存在 的 , 例如 , 如果 A 是 类 工 中 的 一 个 空 
IRI fg Ai, A,,… 是 从 工 中 随意 选 出 的 元 素 , 则 必须 有 可 能 去 确 
定 , 是 否 存 在 唯一 的 一 个 元 素 A( 当 它 存 在 的 时 候 , 称 为 序列 | A,| 
的 极限 ) ,使 得 

(a) 如 果 对 每 个 i, A, = A, WW lim{A,} = A. 

(b) 如 果 A 是 1A,| 的 极限 , 则 A 也 是 1A,1 的 每 个 无 穷 子 序列 
的 极限 . 

然后 ,Fréchet H% L 中 的 任何 一 个 空间 ,引进 了 一 系列 的 概 
念 . 例如 一 个 集合 诡 的 导 集 EE', 由 这 样 的 点 构成 ,它们 都 是 中 的 
序列 的 极限 . 玉 是 闭 的 ,如 果 E' 包 含 在 E HE RRS, RE’ 
= E. 下 的 一 个 点 A li E WA RGR), OR A 不 是 任何 一 个 
AE E 中 的 序列 的 极限 .集合 EE 是 紧 的 ,如 果 或 者 玉 只 有 有 限 多 
个 元 素 , 或 者 五 的 每 一 个 无 穷 子 集 至 少 有 一 个 极限 元 素 . 如 果 E 
是 闭 的 而 且 紧 的 ,那么 称 下 为 极 型 的 (extremal) (Fréchet 的 紧 是 
近代 的 相对 列 紧 , 而 他 的 “ 极 型 的 "是 现在 的 列 紧 ). Fréchet 的 第 一 
个 重要 定理 是 闭 区 间 套 定理 的 推广 :如果 |E;| 是 由 一 个 极 型 集 的 
闭 子 集 组 成 的 单调 下 降序 列 , 即 E, 包含 在 EL 中 ,那么 所 有 E, 
的 交 是 非 空 的 

Fréchet 接着 就 考虑 泛 函 ( 他 称 它们 为 泛 函 运算 ). 这 是 定义 在 
一 个 集合 玉 上 的 实 值 函数 . He HERE Mz PR I) ETE ZU 
称 为 在 E 的 元 素 A 处 连续 ,如果 对 每 个 包含 在 正中 并 收敛 到 A 
的 序列 1A,1 都 有 limU(A,) = UCA). f. ie 5| it T IX RIS SE x 
性 ,这 是 René Baire(1874—1932)4 1899 年 由 对 普通 函数 引进 的 


(D Annali di Mat. , (3),13,1899,1~122. 
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一 个 概念 .U 在 下 中 是 上 半 连 续 的 ,如 果 对 一 切 上 述 的 14.} 都 有 
U(A) > lim supU(A,) ; E Æ T AE ik £ B, MR U(A) < 
lim infU( A, ) ®. 

有 了 这 些 定 义 ,Fréchet 就 有 可 能 证 明 关 于 泛 函 的 许多 定理 . 
例如 ,每 一 个 在 极 型 集 五 上 连续 的 证 函 是 有 界 的 ,并 且 在 E bx 
到 它 的 极 大 和 极 小 .每 一 个 在 极 型 集 E 上 上 半 连 续 的 泛 函 是 上 有 
AN. MAE 上 达到 极 大 ， 

Fréchet 接着 对 谤 函 的 集合 和 序列 引进 了 一 些 概念 ,如 一 致 收 
oh . 拟 一 致 收敛 . 紧 致 性 和 等 度 连 续 等 . BUD, Iz ER FEL LU, 一致 
收 合 到 口 ,如 果 给 定 任 一 正 数 e, 只 要 充分 大 并 且 与 中 的 A 无 
关 , 就 有 | U,(A) 一 U(A) |<e. 这 样 他 就 可 以 证 明 过 去 对 实 消 数 
得 到 的 、 现 在 推广 到 证 函 的 那些 定理 了 了 . 

研究 了 空间 类 工 之 后 ,Fréchet 就 定义 较 特 殊 的 空间 (如 邻 域 
空间 ) ,重新 定义 对 于 具有 极限 点 的 空间 引进 过 的 概念 ,并 证 明 一 
些 类 似 于 上 述 定 理 的 定理 ,但 结果 往往 较 好 ,因为 这 些 空间 有 更 多 
的 性 质 . 

最 后 他 引进 距离 空间 . 在 这 样 一 个 空间 里 ,对 于 每 一 对 点 A 
和 8B, 定 义 了 一 个 函数 ,起 着 距离 (écart) 的 作用 并 用 (A，B) 表 示 ， 
它 满足 下 列 条 件 : 

(a) (A, B) = (B, A) > 0; 

(b) (A, B) = 0 4HM4A=B; 

(c) (A, B)+ (B, C) > (A, C). 

条 件 (c) 称 为 三 角 不 等 式 . 他 称 这 样 的 空间 是 & 类 的 . 对 于 这 类 空 
间 ,Fréchet 也 可 以 证 明 关 于 空间 的 以 及 定义 在 其 上 的 泛 函 的 许多 
定理 ,它们 十 分 类 似 于 过 去 对 更 一 般 的 空间 已 证 明了 的 结果 . 

Fréchet 给 出 了 函数 空间 的 某 些 例子 . 例如 在 同一 区 间 T 上 连 

续 的 所 有 一 元 实 变 函 数 的 全 体 所 形成 的 集合 ,其 中 任意 两 个 哆 数 


© 下 极限 lim inf 是 指 序列 U(A,) 的 最 小 极限 点 . 
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f ng 的 距离 定义 为 max | f(x) gl) | ,它们 构成 8 类 的 一 个 
空间 . 现在 这 个 距离 称 为 极 大 模 . 

Fréchet 提出 的 另 一 个 例子 是 实数 序列 的 全 体 所 构成 的 集合 . 
WR z= Cn...) ym ns ys，"…) 是 任 两 个 序列 ,那么 之 
和 y 的 距离 定义 为 


— dl | x, — y, | 
(x, y) 2 Ila» 


正如 Fréchet 所 说 的 ,这 是 一 个 可 数 无 穷 维 空间 . 

Fréchet 在 运用 他 的 &E 类 空间 的 过 程 中 ,成 功 地 给 出 了 访 
函 的 连续 性 、 微 分 和 可 微 性 的 定义 . 虽然 这 些 定义 对 变 分 法 并 不 
是 完全 适用 的 ,但 他 的 微分 定义 却 值得 一 提 , 因 为 它 在 事后 被 证 
明 为 满意 的 概念 中 是 核心 . 他 假设 存在 一 个 线性 兴国 工 (7(z))， 
使 得 

Fly(z)+2)] = Fly) +L OM) +eM(y), 
Hp (x) y GO WED MME Gc) E La, 引 上 的 最 大 绝对 值 ， 
而 e BGM 趋向 于 0. 这 时 工 (7) 便 是 F(y) 的 微分 . 他 还 事先 假定 了 
F(y) 的 连续 性 ,这 却 是 在 变 分 法 的 许多 问题 中 所 不 能 满足 的 . 

Charles Albert Fischer(1884 一 1922) 包 后 来 改进 了 Volterra 
关于 泛 函 微 商 的 定义 ,使 之 确 能 适用 于 变 分 法 中 的 泛 函 . 泛 函 的 微 
分 由 此 可 以 通过 微 商 来 定义 . 

就 变 分 法 所 需要 的 诈 函 性 质 的 基本 定义 而 论 ,其 最 终 的 确切 
表达 是 由 Elizabeth Le Stourgeon(1881 一 1971) 给 出 的 @. 关键 的 
概念 , 即 泛 函 的 微分 ,是 Fréchet 定义 的 一 种 修正 , 22 eR. FCy) je 
在 yo (zx) 有 微分 ,如 果 存 在 线性 泛 函 L(7) ,使 得 对 yo 的 邻 域 中 的 
FUB SR y 十 7 都 有 关系 式 


(D Amer. Math. Soc. Trans., 15,1914,135~161. 
@ Amer. Jour. of Math. , 35,1913,369~394, 
@ Amer. Math, Soc, Trans. , 21,1920,357~383. 
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F(yo +9) = FG) + LO) + Me) 

成 立 , 其 中 MOD oT felix La, 6] 上 的 最 大 绝对 值 ,e(7) 是 
和 M(7) 一 起 消失 的 量 . 她 还 定义 了 二 阶 微分 . 

Le Stourgeon 和 Fischer 两 人 都 从 他 们 的 微分 定义 推 证 了 泛 
前 有 极 小 值 存在 的 若干 必要 条 件 , 这 种 条 件 属于 可 应 用 到 变 分 法 
问题 的 一 种 类 型 . 例如 , 泛 函 FOE y = y。 有 极 小 的 一 个 必要 条 
件 是 对 每 一 (0, (7) 趋 于 零 ,其 中 7 在 [a, 5] 上 连续 旦 有 一 阶 
连续 微 商 ,还 满足 7(a) = 7(8) — 0. 从 一 阶 微分 消失 的 条 件 可 以 
推出 Euler 方程 ,同时 再 应 用 泛 函 二 阶 微分 的 定义 (这 是 曾经 提 到 
过 的 几 个 作者 已 经 给 出 过 的 ), 就 可 以 推出 变 分 法 的 Jacobi 条 件 
的 必要 性 . 

变 分 法 所 要 求 的 泛 函 理论 的 决定 性 工作 ,至 少 在 1925 年 以 
前 ,是 由 比萨 和 波 洛 尼 亚 (Bologna) 大 学 教授 Leonida Tonelli 
(1885 一 1946) 完 成 的 . 他 从 1911 年 起 就 这 个 题目 写 了 几 篇 论文 ， 
以 后 便 发 表 了 他 的 《 变 分 法 基础 》(Fondaraenti di calcolo delle 
variazioni ,二 卷 ,1922,1924) ,在 其 中 他 从 省 画 的 观点 来 考虑 问 
题 . 经 典 的 理论 大 量 依赖 于 微分 方程 的 理论 . Tonelli 的 目的 是 要 
用 积分 的 极 小 曲线 的 存在 定理 代替 微分 方程 的 存在 定理 . 在 他 的 
整个 著作 中 , 泛 函 的 下 半 连 续 性 的 概念 是 一 个 基本 的 概念 ,因为 那 
里 的 谤 函 是 不 连续 的 ， 

Tonelli 首先 处 理 曲 线 的 集合 ,并 给 出 保证 一 类 曲线 的 极限 曲 
线 存 在 的 诸 定理 . 接 下 去 的 定理 保证 了 通常 的 但 是 含 参 变 量 的 


积分 


MIC x(t), y(t), 2’, y )dt 
作为 x(t) 和 y(t) 的 函数 是 下 半 连 续 的 . (以 后 他 考虑 了 更 加 基本 
的 非 参 变量 积分 . ) 他 为 标准 形式 的 问题 导出 了 变 分 法 的 四 个 经 典 
的 必要 条 件 . 第 二 卷 的 重点 是 在 半 连 续 概念 的 基础 上 为 一 大 类 问 
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题 推导 存在 定理 . 这 就 是 ,给 定 了 上 述 形 式 的 一 个 积分 ,把 它 看 成 
一 个 泛 函 ,对 它 施 加 一 些 条 件 ,并 在 所 考虑 的 曲线 类 上 也 施加 一 些 
条 件 , 他 就 证 明了 ,在 这 类 曲线 中 存在 一 条 曲线 使 积分 达到 极 小 . 
他 的 各 定理 涉及 到 绝对 极 值 和 相对 极 值 . 

Tonelli 的 工作 在 某 种 程度 上 给 微分 方程 带 来 了 好 处 ,因为 他 
的 存在 定理 隐 含 着 微分 方程 解 的 存在 性 ,这 些 方程 在 经 典 的 方法 
中 是 用 极 小 曲线 来 提供 解 的 . 然而 ,他 的 工作 只 限于 变 分 法 问题 的 
基本 类 型 . 虽然 这 个 抽象 的 研究 途径 被 许多 人 接着 做 ,但 就 泛 函 理 
论 应 用 于 变 分 法 来 说 所 取得 的 进展 却 是 不 大 的 . 


3. 线性 泛 函 分 析 

泛 函 分 析 的 主要 工作 在 于 对 积分 方程 而 不 是 对 变 分 法 提供 一 
个 抽象 的 理论 . 变 分 法 领域 里 所 需 泛 消 的 性 质 是 相当 特殊 的 ,对 一 
般 的 泛 函 并 不 成 立 . 此 外 ,这 些 泛 函 的 非 线性 造成 了 困难 ,而 这 种 
困难 对 于 包含 在 积分 方程 中 的 泛 函 和 算 子 则 是 无 关 紧 要 的 . 在 
Schmidt, Fischer, Riesz 为 积分 方程 解 的 理论 作 具 体 推 广 时 ,他 们 
和 其 他 一 些 人 也 同时 开始 了 相应 的 抽象 理论 的 研究 ， 

第 一 个 试图 建立 线性 泛 函 和 算 子 的 抽象 理论 的 ,是 美国 数学 
家 E. H，Moore ,他 从 1906 年 开始 这 一 工作 中 . Moore 认识 到 ,在 
有 限 多 个 未 知 数 的 线性 方程 的 理论 ,无限 多 个 未 知 数 的 无 限 多 个 线 
性 方程 的 理论 以 及 线性 积分 方程 的 理论 之 间 , 有 许多 共同 的 地 方 . 
他 因此 着 手 建立 一 种 称 为 “一 般 分 析 ”(General Analysis) 的 抽象 理 
论 , 它 包含 上 述 具 体 理 论 作为 特殊 情形 . 他 用 的 是 公理 方法 . 我 们 将 
不 叙述 其 细节 ,因为 他 的 影响 并 不 广 ,而 且 也 没有 获得 很 有 效 的 方 


(D 例如 ,看 Atti del IV Congresso Internazionale dei Matematici (1908), 2, 
Reale Accademia dei Lincei, 1909,98—114, DI K& Amer. Math. Soc. Bull. , 18,1911/ 
1912,334— 362. 
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Tk. 另外 ,他 的 符号 语言 很 奇怪 ,使 以 后 的 人 理解 起 来 很 困难 . 

在 建立 线性 沁 函 和 算 子 的 抽象 理论 的 过 程 中 ,第 一 个 有 影响 
的 步骤 是 由 Erhard Schmidt? 和 Fréchet® 在 1907 年 采取 的 . 
Hilbert 在 他 的 积分 方程 的 工作 中 ,曾经 把 一 个 函数 看 成 是 由 它 相 
NUT bI IE SE BÉ E IR S Fourier 系数 给 定 的 . 这 些 系数 以 及 在 
他 的 无 穷 多 个 变量 的 二 次 型 理论 中 他 所 赋 子 这些 的 值 ,都 是 使 


we | BCAA BR B AP 9 |t. 然而 , Hilbert 并 没有 把 这 些 序 列 看 
成 空间 中 点 的 坐标 ,也 没有 用 几何 的 语音 . 这 一 步 是 由 Schmidt 和 
Fréchet 采取 的 . 把 每 -一 个 序列 zx, 看 成 一 个 点 ,了 国 数 就 被 表现 为 
无 穷 维 空间 的 点 . Schmidt 不 仅 把 实数 而 且 把 复数 引入 序列 | 
中 . 这 样 的 空间 从 此 以 后 被 称 为 Hilbert 空间 . Fe (1189 BR. RH 
Schmidt 的 工作 . 
Schmidt 的 函数 空间 的 元 素 是 复数 的 无 穷 序 列 z = imd. 使 得 


Shs, 2 < oe, 


pal 
Schmidt 引入 记号 | =| 来 表示 | Sem] il e | 后 来 就 称 为 * 
pal 
的 范 数 (norm). 按照 Hilbert, Schmidt Hid 5 (z, w) 表示 


Syw, 所 以 lel =V 本，( 现 在 通用 的 记号 是 把 (x, w) 


定义 为 Dz 而,，) 空 间 中 两 个 元 素 < Mw 称 为 正 交 的 , 当 且 仅 当 
pol 

(z, w) = 0. Schmidt 接着 证 明了 广义 的 Pythagoras 定理 ;如 果 

zo, Eo. tt, m. 是 空间 的 个 两 两 正 交 的 元 素 , 则 由 


(D Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 25,1908,53~77, 
© Nouvelles Annales de Mathématiques, 8, 1908,97~116,289~317. 
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Al | sed? = X lz. 


由 此 可 推出 > 个 两 两 正 交 的 元 素 是 线性 无 关 的 ， Schmidt 在 他 的 
般 空间 中 还 得 到 了 Bessel 不 等 式 : 如 果 |z,| 是 标准 正 交 元 素 的 
无 穷 序列 ,有 即 (z,, 2) = Oy, Tl w 是 任何 一 个 元 素 , 那 么 


> | Ge, z) < fell’. 


此 外 ， 还 证 明了 范 数 的 Schwarz 不 等 式 和 三 角 不 等 式 . 

元 素 序 列 |z,| 称 为 强 收敛 于 xz, 如 果 | >” 一 =| 趋向 于 0, 而 
每 个 强 Cauchy 序列 , 即 每 个 使 || z,—z, ll AFO p, gfo 
时 ) 的 序列 ,可 以 证 明 都 收敛 于 某 一 元 素 z, 从 而 序列 空间 是 完 
的 . 这 是 一 条 非常 重要 的 性 质 . 

Schmidt 接着 引进 了 ( 强 ) 闭 子 空 间 的 概念 . 他 的 空间 的 一 
个 子 集 A 称 为 闭 子 空间 ,如 果 在 刚才 定义 的 收敛 的 意义 下 它 是 闭 
子 集 , 并 且 是 代数 封闭 的 ,后 者 意 指 , 如 果 wi Sw 是 A 的 元 素 ， 
那么 aw taw 也 是 A NICK Ha, a 是 任何 复数 . 可 以 证 
明 这 样 的 团子 空间 是 存在 的 ,这 只 需 取 任何 一 个 线性 无 关 的 元 素 
列 |z,| ,并 取 1z,i 中 元 素 的 所 有 有 限 线性 组 合 . 全 体 这 些 元 素 的 闭 
包 就 是 一 TRE AT * [R]. 

现在 , 设 A 是 任 一 固定 的 闭 子 空间 . Schmidt 首先 证 明 , 如果 
z 是 空间 tt AEN 存在 唯一 的 元 素 w 和 er ,使 得 > = w + 
w, 其 中 re BF A, w 和 A 正 交 ,后 者 是 指 w 和 A 的 每 个 元 素 

交 ( 这 个 结果 ,今天 称 为 投影 定理 ;rz 就 是 z 在 A 中 的 投影 ) 

进一步 , Bw = mini ysel, Rhy eA 的 变动 元 素 ,而 且 
极 小 值 只 在 y = wi 时 达到 . || ws | 称 为 z 和 A 之 间 的 距离 . 

在 1907 年 ,Schmidt 和 Fréchet 同时 注意 到 ,平方 可 和 (Lebe- 
sgue 可 积 ) 函 数 的 空间 有 一 种 几何 ,完全 类 似 于 序列 的 Hilbert 23 
间 . 这 个 类 似 性 的 阐明 是 在 几 个 月 之 后 ,当时 Riesz 运用 在 Lebes- 
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gue 平方 可 积 函 数 与 平方 可 和 实数 列 之 闻 建 立 一 一 对 应 的 Riesz- 
Fischer 定理 (第 45 章 第 4 节 ) 指 出 ,在 平方 可 和 函数 的 集合 L 中 
能 够 定义 一 种 距离 ,用 它 就 能 建立 这 个 函数 空间 的 一 种 几何 . L 
中 ,定义 在 区 间 [a, 5] 上 的 任何 两 个 平方 可 积 泛 数 之 间 的 距离 这 
个 概念 ,事实 上 也 是 Fréchet 定义 的 @, 他 把 它 定义 为 

(1) J U- ele) dz, 

其 中 积分 应 理解 为 Lebesgue 意义 下 的 ;并 且 两 个 函数 只 在 一 个 0 
测 集 上 不 同时 就 认为 是 相等 的 . 距离 的 平方 也 称 为 这 两 个 函数 的 
平均 平方 偏差. 上 和 & CP BEN C, 8) = | f(z)g(x)dz. 使 
Gf, g) = 0 的 两 个 函数 f£ 5 g 称 为 是 正 交 的 . Schwarz 不 等 式 


['rGosGods «A | fdan | a*dx 


以 及 对 平方 可 和 序列 空间 成 立 的 其 他 性 质 , 都 适用 于 函数 空间 . 特 
别 是 ,这 类 平方 可 和 函数 形成 一 个 完备 的 空间 . 这 样 ,平方 可 和 函 
数 的 空间 , 同 这 些 函 数 相 应 于 某 一 固定 的 完备 标准 正 交 函数 系 的 
Fourier 系数 所 构成 的 平方 可 和 序列 的 空间 ,可 以 认为 是 相同 的 ， 

在 提 到 抽象 函数 空间 时 ,我 们 应 重 提 一 下 (第 45 章 第 4 节 ) 
Riesz 引入 的 空间 L2*(1 < p< oo). 这 些 空间 对 度量 


ac, fa) = (1 fe ras)! 


也 是 完备 的 . 

虽然 我 们 很 快 就 要 考察 抽象 空间 领域 中 的 其 他 成 就 ,但 下 一 
RY Riz AMRF. 在 刚才 引述 的 对 空间 L^ 的 函数 引进 了 距离 
的 文章 (1907) 中 ,以 及 在 同年 的 其 他 文章 中 代 , Fréchet 证 明了 ,对 
于 定义 在 L* 的 每 一 个 连续 线性 泛 函 U Cf) ,存在 L^ 中 唯一 的 一 


(D Comp. Rend. , 444,1907,1414— 1416. 
®© Amer. Math. Soc. Trans. , 8,1907,433— 446. 
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个 ul x) ,使 得 对 L 的 每 个 都 有 
UC) = | f(z)uz)dz. 


这 推广 了 Hadamard 1903 年 中 得 到 的 一 个 结果 . 1909 年 RieszO 
推广 了 这 个 结果 ,用 Stieltjes 积分 表示 UCf) ,也 就 是 


U(f) = | fC)du(z). 


Riesz 自己 还 把 这 个 结果 推广 到 满足 下 面条 件 的 线性 泛 函 A: 对 
Le HRAN S, 


ACA) EM | | f(x) Irae], 


其 中 M 只 依赖 于 A. 这 样 ,存在 L* 中 的 一 个 函数 a(z), 在 允许 相关 
一 个 积分 为 0 的 函数 的 意义 下 是 唯一 的 ,使 得 对 Le 中 所 有 的 f 
(2) UG) = | a(x) fias. 
这 个 结果 称 为 Riesz 表示 定理 . 

汉 函 分 析 的 中 心 部 分 是 研究 在 微分 方程 和 积分 方程 中 出 现 的 
算 子 的 抽象 理论 . 这 个 理论 统一 了 微分 方程 和 积分 方程 的 特征 值 
理论 以 及 作用 在 维 空间 中 的 线性 变换 . 这 样 的 一 个 算 子 ,例如 

a(x) = | k(x, y) f(y)dy 
(其 中 4 是 给 定 的 ), 把 f ÆR g 并 且 满 足 某 些 附加 条 件 . 在 抽象 
算 子 的 符号 A 和 符号 g = Af 的 表示 法 之 下 ,线性 是 指 
(3) Afi à fi) = aA +AcAfs, 
其 中 是 任何 实 常数 或 复 常数 . 不 定 积分 g(z) = | Fd 和 和 
Hf (=) = Df (x), 对 通常 的 函数 类 来 说 ,就 是 线性 算 子 . RET A 
(QD Comp. Rend. , 136,1903,351~354 = Œuvres , 1,405 —408. 


(Q) Comp. Rend, , 149,1909,974~977, fll Ann. del’ Ecole Norm. Sup. , 28, 
1911,33 ff. 
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的 连续 性 是 指 ,如 果 函 数 序列 f£, 按 函 数 空间 的 极限 意义 收敛 到 
f ,那么 AS, 必然 趋向 于 Af. 
带 对 称 核 K(xz，y) 的 积分 方程 的 抽象 推广 是 算 子 A 的 自 伴 
VE. 如 果 对 于 任何 两 个 函数 fa. fo 都 有 
(Afi, fi) = (fi, Afa), 
其 中 (Af;，f;) 表 示 空 间 中 两 个 函数 的 内 积 或 数量 积 ,那么 称 A 
为 自 伴 的 . 在 积分 方程 的 情形 ,如 果 


Af, = | Klz, 3)f Gnd», 
Wo (AR, fe) = | | K(x, in f(r)dydz, 


(fh, AF) = | | Kz, fif GOdydz, 


因而 只 要 核 是 对 称 的 ,就 有 (A 广 , fi) = Gh, Af). 对 任意 的 自 
伴 算 子 ,特征 值 都 是 实 的 ,而 且 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 是 互 
相 正 交 的 . 

作为 泛 函 分 析 核 心 的 抽象 算 子 理论 的 一 个 良好 开端 ,是 由 
Riesz 1910 年 发 表 在 《数学 年 刊 )(Mathematische Annalen ) 的 文 
章 中 做 出 的 ,文中 他 引进 了 LL? 空间 (第 45 章 第 4 节 ). 在 那里 他 把 
积分 方程 

$G) A| K(x, D8 de = fG) 
的 解 推广 到 L^ 空间 中 的 函数 , Riesz 把 表达 式 
[ KG, t)é(t)dt 


设想 为 作用 在 函数 (0) 上 的 变换 . 他 称 之 为 泛 函 变换 , 记 为 
T($())). 然而 ,由 于 Riesz 所 处 理 的 $(0) EEF L^ 空间 的 ,所 以 
变换 就 把 函数 变 到 同一 或 另 一 空间 去 . 特别 地 ,一 个 把 L^ 中 的 函 
ATIL 中 的 函数 的 变换 或 算 子 , 称 为 在 L^ 中 是 线性 的 ,如 果 
它 满足 (3) 并 且 如 果 工 是 有 界 的 ;这 就 是 说 ,存在 一 个 常数 M ,使 
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得 对 L 中 所 有 满足 
| en lear <1 
的 函数 /都 有 
| TOG) Par <M, 


后 来 这 种 M 的 最 小 上 界 称 为 了 的 范 数 (norm), 用 上 TI 表示 . 
Riesz 还 引进 了 了 的 伴随 或 转 置 算 子 的 概念 . 对 L* 中 任何 一 
^r g 和 作用 在 L* 中 的 工 ， 


(4) | TUF) )e(@)de 

对 固定 的 g 与 在 L?* 中 变动 的 了 定义 了 L* 的 一 个 泛 函 . 因此 由 
Riesz 表示 定理 ,存在 L* 中 的 一 个 函数 J(z) ,在 差 一 个 积分 为 0 
的 函数 外 是 唯一 的 ,使 得 


(5) [ TUF) )e(a)de = ['fG)9Godx. 


TIER sx BA PAT Xon Re MO L* 中 这 样 的 算 
子 : 它 对 固定 的 荆 只 与 8g 有 关 , 并 根据 等 式 (5) 把 g MT Ye 
是 说 ,，T*(g) = 9. (AERIS, T 满足 (Tf, 8) = Cf, 


T'g).) T € L' 中 的 线性 变换 ,而 且 T" | = WTI. 
Riesz 现在 考虑 方程 
(6) T(#(x)) = f(x) 


的 解 ,其 中 TEL 中 的 线性 变换 ,已 知 而 # 是 未 知 的 . 他 证 明 
(6) 有 一 个 解 当 且 仅 当 

| [reoscoaz | Mf, | T Gio) Id) ^ 
对 L* 中 所 有 的 & 都 成 立 . Mb ESI AGER aE T IRE 
念 ,并 把 完全 一 样 的 思想 引 到 To 借助 于 伴随 算 子 , 他 证 明了 首 


算 子 的 存在 性 . 
Riesz 在 他 1910 年 的 文章 中 引进 了 记号 
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(7) $7) ~ AK (6) = f(a), 
其 中 开 现 在 表示 | K(x, D * dz, 而 * 表示 受 K 作用 的 一 个 函 


数 . 他 的 补充 结果 是 限于 LL? 的 ,在 其 中 有 天 = 天". 为 了 处 理 积分 
方程 的 特征 值 问 题 , 他 引入 了 Hilbert 的 全 连续 概念 ,但 现在 是 对 
抽象 算 子 说 的 . L? 中 的 一 个 算 子 KK 称 为 是 全 连续 的 ,如果 K 把 每 
一 个 弱 收 义 的 函数 序列 (第 45 章 第 4 节 ) 贡 为 强 收 敛 的 序列 ,也 就 
是 说 ,| f£ E Su ERR EK Cf RKS. 他 曾 证 明 (7) 的 谱 是 离散 
的 (这 就 是 说 ,不 存在 对 称 K 的 连续 谱 ), 并 证 明 相应 于 不 同 特征 
值 的 特征 函数 是 正 交 的 ， 

应 用 范 数 概念 作为 研究 抽象 空间 的 另 一 种 方法 也 是 由 Riesz 
开始 的 了 0. 然而 , 赋 范 空间 的 一 般 定 义 却 是 在 1920 到 1922 年 间 由 
Stefan Banach(1892—1945), Hans Hahn(1879—1934), Eduard 
Helly(1884—1943) ÄI Norbert Wiener(1894—1964) 5 tH AY. 虽然 
DH AM Lfd yr 4e e ERR HARBIN ES T8 ,但 
要 算 Banach 的 工作 影响 最 大 . 他 的 动力 来 自 积分 方程 的 普遍 化 . 

所 有 这 些 工作 ,特别 是 Banach 的 工作 包 , 主 要 特点 是 要 建立 
和 具有 范 数 的 空间 ,但 这 范 数 却 不 再 用 内 积 来 定义 . 虽然 在 D" 中 
| fil = Gf, 了 ) ,但 是 不 可 能 这 样 来 定义 Banach 空间 的 范 数 ， 
因为 内 积 不 再 是 可 用 的 了 . 

Banach MZH E HR, M z, y, z, ÆR E RRA, MH 
a, b,c，… 表 示 实 数 . 他 的 空间 的 公理 分 成 三 组 , 第 一 组 包含 13 
条 公理 ,说明 瓦 在 加 法 下 是 一 个 交换 群 , 与 实数 进行 数 乘 是 封闭 
的 ,实数 与 元 素 的 各 种 运算 满足 熟知 的 一 组 结合 律 和 分 配 律 . 

第 二 组 公理 刻画 E 中 元 素 ( 向 量 ) 的 范 数 , 范 数 是 定义 在 上 


OD Acta Math. , 41,1918,71~98. 
© Fundamenta Mathematicae , 3,1922,133— 181. 


3. 线性 泛 函 分 析 175 NW 


KERR, A l Ar. 对 于 任 一 实数 a 和 中 的 任 一 元 素 
z WARA FINEM: 


(a) i x] > 0; 
(b) lx] =0 当 且 仅 当 工 一 0 
(c) fax || =la|- lal; 


(d) | x yl < xl + yl. 

第 三 组 只 包含 一 个 完备 性 公理 , 它 说 :如 果 ix,1 对 范 数 来 说 是 
一 Cauchy 序列 , 即 如 果 Jim lx. — 2, || =0, 则 存在 中 一 个 元 
X x, 使 得 lim | xz, — xl =0. 

满足 上 述 三 组 公理 的 空间 称 为 Banach 空间 ,或 完备 的 赋 范 向 
量 空间 . 虽然 Banach 空间 是 较 Hilbert 空间 更 为 一 般 的 ,因为 在 
定义 范 数 时 没有 事先 假设 两 个 元 素 的 内 积存 在 ,然而 作为 一 个 必 
然 的 后 果 却 是 ,在 非 Hilbert 空间 的 Banach 空间 中 失 却 了 两 个 元 
素 正 交 这 一 关键 性 概念 . 第 一 和 第 三 组 条 件 对 Hilbert 空间 也 成 
立 , 但 第 二 组 条 件 却 较 Hilbert 空间 范 数 的 要 求 为 弱 . Banach 空间 
包括 L^ 空间 ,连续 函数 空间 ,有 界 可 测 了 项 数 空 间 , 以 及 其 他 具有 
合适 范 数 可 用 的 空间 . 

有 了 范 数 的 概念 ,Banach 能 够 对 他 的 空间 证 明 许 多 人 们 熟悉 
的 事实 . 关键 定理 之 一 是 : 设 1z*} 是 互 中 的 一 序列 元 素 ,满足 条 件 


2 zl «oo, 


则 Dz 按 范 数 收敛 到 的 某 个 元 素 z 


在 证 明了 一 些 定理 之 后 Banach 考虑 定义 在 一 个 空间 上 而 取 值 
在 另 一 个 Banach 空间 E, PHAT. 一 个 算 子 下 称 为 在 zo 处 相对 
于 集合 A 是 连续 的 ,如 果 F(x) 对 A 的 所 有 xz 有 定义 ,并 且 z 属于 
A FI A MSS, MAA Lx, 1E A 中 以 zo 为 极限 的 序列 时 , 则 F(z, ) 
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趋向 F(x). 他 还 定义 了 下 相对 于 集合 A 的 一 致 连续 性 ,然后 把 他 
的 注意 回 到 算 子 序列 . 算 子 序列 1,| 称 为 在 集合 A 上 按 范 数 收 敛 到 
F, 如 果 对 于 A 中 每 一 个 x 都 有 lim F(a) = F(z). 

Banach 引进 的 一 类 重要 的 算 子 是 连续 的 加 法 算 子 . 一 个 算 子 
下 是 加 法 的 ,如 果 对 所 有 的 x 和 yy SER FG y) 二 F(z) 十 F(y). 
可 以 证 明 , 一 个 加 法 的 连续 算 子 具有 性 质 : Flax) = aF (x) 对 一 
Us a 都 成 立 . 如 果 下 是 加 法 的 ,并 且 在 玉 的 一 个 元 素 ( 点 ) 处 
连续 ,那么 它 处 处 连续 并 且 是 有 界 的 , 即 存在 只 依赖 于 下 的 常数 
M,fi | F(x)] <M xl x E m-—9u x 成 立 .另外 一 个 定理 断 
言 DELE, | 是 加 法 连续 算 子 序 列 ,又 下 是 一 个 加 法 算 子 ,使 得 对 
每 个 二 都 有 lim F, Gr) = FG), 则 下 是 连续 的 ,并 且 存 在 M, 使 得 
| F(z) ll M x ll 对 所 有 的 nn 成立 . 

在 这 篇 文章 中 ,Banach 证 明了 关于 积分 方程 抽象 形式 的 解 的 

定理 . 如 果 下 是 定义 域 和 值 域 都 在 空间 E 内 的 连续 算 子 ,又 如 果 
存在 一 个 数 M, 0 二 M <1, 使 得 对 所 有 E 中 的 x 与 x 都 有 
| F(z’) — FG) || <M|l2’—2" ||, BARE EPR 
THe ,满足 F(z) = x. 更 重要 的 是 下 述 定理 :考虑 方程 
(8) xthF(z)=y, 
其 中 y E E 中 的 一 个 已 知 函 数 ,下 是 定义 域 和 值 域 都 在 E 内 的 加 
法 连续 算 子 ,h 是 一 个 实数 . 令 M 是 所 有 满足 Fæ l x 
M | zl (对 所 有 xz) 的 常数 M 的 最 小 上 界 . 那么 对 每 一 个 y 和 每 
一 个 满足 | AM | 过 1 的 A 值 ,存在 一 个 函数 工 满足 (8), 并 且 


z= yD (1)"h"F"®(y), 
n=} 


其 中 FO (y) = FE (y). 这 个 结果 是 谱 半径 定理 的 一 种 形 
式 ,并 且 是 Volterra 解 积分 方程 方法 的 推广 ， 
Banach 在 1929 年 @ 引进 了 谤 函 分 析 这 一 学 科 的 另 一 个 重要 


(D Studia Mathematica, 1,1929,211— 216. 
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概念 ,这 就 是 一 个 Banach 空间 的 对 偶 空 间或 伴随 空间 . 这 个 思想 
也 由 Hahn® 独立 地 引进 过 ,但 Banach 的 工作 更 完全 , 这 种 对 偶 
PM x 间 上 的 全 体 连 续 有 界线 性 谤 函 组 成 的 空间 . 3x 
空间 的 范 数 取 为 泛 函 的 界 , 可 以 证 明 这 空间 是 完备 的 赋 范 线性 
ma BN Banach 空间 . 实际 上 ,这 里 Banach 的 工作 推广 了 Riesz 

关于 1? 与 7* 空间 的 工作 ,其 中 9 = p/(p 一 1), BL 空间 等 价 
T L 空间 在 Banach 意义 下 的 对 偶 空 间 . 用 Riesz 表示 定理 (2)， 
把 Banach 的 工作 和 这 联系 起 来 是 很 明显 的 . 换 句 话说 , Banach 空 
间 E 和 它 的 对 侦 空 间 的 关系 ,就 像 L* AL 的 关系 一 样 . 

Banach 从 连续 线性 泛 函 ( 即 定义 域 是 空间 E. AE SE 3c É ER 
数 ) 的 定义 着 手 ,并 证 明 每 一 个 这 样 的 泛 涵 是 有 界 的 . 一 个 关键 性 
的 定理 是 今天 所 谓 的 Hahn-Banach 定理 ,这 推广 了 Hahn 的 工作 
中 的 一 个 定理 . 设 p 是 定义 在 一 个 完备 的 赋 范 线性 空间 R 上 的 一 
个 实 值 泛 函 , 并 且 p 对 R 中 的 所 有 x Sy 满足 条 件 : 

(a) p(z +y) S p(x) + ply); 

(b) pax) = Ap(x) (AS 0). 
这 时 就 存在 R EA EZ es OS, BETS 

— p(— x) S f(x) < p(x) 

XP Rha RA EARAIL R EER ER ZERU 4E FR. 

泛 函 方面 的 工作 引导 到 伴随 算 子 的 概念 . 设 R 和 S 是 两 个 
Banach 空间 ,U 是 定义 域 在 R 内 取 值 在 S 内 的 连续 线性 算 子 .用 
R" 和 S 分 别 表示 定义 在 R 和 和 S 上 的 全 体 有 界线 性 汉 函 .于 是 U 
诱导 出 一 个 从 S' BR 中 的 变换 如 下 :如 果 g 是 S* 的 一 个 元 素 ， 
M g(U(z)) 对 于 民 中 的 一 切 z 是 定义 好 了 的 ,但 由 U fle 的 线 
性 性 质 可 知 这 也 是 定义 在 R EWES eB g(U(z)) 是 R* 的 
一 个 元 素 . 换个 说 法 是 ,如 果 U(z) = y, Mealy) = f(x), RS 


(D Jour. für Math. , 157,1927,214~229, 
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是 尺 上 的 一 个 泛 函 , 即 R 的 一 个 元 素 . 这 个 诱导 出 来 的 从 S" 到 
R 的 变换 U’ , 称 为 U 的 伴随 算 子 . 

运用 这 个 概念 ,Banach 证 明 ,如果 U 有 一 个 连续 道 , 则 y = 
U(r) 对 S 中 的 任 一 y 是 可 解 的 , 而且, 如果 f= 二 U*(g) XH R^ HJ 
每 一 个 了 可 解 , 则 U7! 存在 ,并 且 在 UU 的 值 域 上 是 连续 的 ,其 中 U 
f S 内 的 值 域 是 指 所 有 这 样 的 y 的 集合 ,对 于 它 存 在 SC 的 一 个 
& ,使 得 g(y) — 0 REU (g) = 0. (最 后 这 个 命题 是 Fredholm 
择 一 定理 的 一 个 推广 . ) 

Banach 把 他 的 伴随 算 子 理论 应 用 到 Riesz 算 子 ,这 种 算 子 是 
Riesz 在 他 1918 年 的 文章 中 引入 的 , 这 是 形 如 U = 1 一 AV 的 算 子 
U ,其 中 是 恒 等 算 子 ,而 V 是 一 个 全 连续 算 子 . 这 时 抽象 理论 可 
以 应 用 到 定义 在 [0, 1] 上 的 函数 空间 L^ MAT 


U, (£) = z(s) -af KG, D)x)dt, 


其 中 | | KG, 0dsdr < co, 把 一 般 理论 应 用 到 


(9) y(s) = 2G) -a[ KG, Dad 
以 及 与 它 相应 的 转 置 方程 
(10) f(s) = g(s) al KG, Salt)a, 


便 知道 如 果 Ao 是 (9) 的 特征 值 , 则 Ao FE (10) AVF TE TR, BZ ZIP IR. 
进一步 ,(9) 对 于 %。 有 有 限 多 个 线性 无 关 的 特征 函数 ,并 且 这 对 
(10) 也 是 真 的 . 还 有 , YA = Ao 时 (9) 对 所 有 的 y 没有 解 . 事实 上 ， 
(9) 有 解 的 一 个 必要 充分 条 件 是 ,这 个 条 件 


1 
| ya (qr = 0,p21,2,- 
0 


ipu RL, ef), +, oh? 是 
0 = g(s) -af KG, sg(t)de 
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的 线性 无 关 解 的 集合 . 


4, Hilbert 空间 的 公理 化 

因数 空间 和 算 子 理论 ,在 1920 年 代 似乎 正在 朝 着 只 是 为 抽象 
而 抽象 的 方向 前 进 . 甚至 Banach 也 没有 运用 过 他 的 工作 . 这 种 情 
况 引 起 Hermann Weyl 评论 道 : “从 1923 年 开始 ……. Hilbert 空间 
的 谱 理论 被 发 现 是 量子 力学 的 合用 的 数学 工具 ,但 这 并 不 是 功绩 
而 是 一 种 幸运 . "量子 力学 的 研究 表明 ,一 个 物理 系统 的 可 观测 对 
象 可 以 用 Hilbert 空间 中 的 线性 对 称 算 子 表示 , 而且 表示 能 量 的 
特殊 算 子 的 特征 值 和 特征 向 量 ( 特 征 函 数 ) , 正 是 原子 中 一 个 电子 
的 能 级 ,并 对 应 于 这 系统 的 稳定 量子 状态 , 两 个 特征 值 之 差 给 出 放 
射 光 量子 的 频率 ,从 而 确定 物质 的 辐射 谱 . 1926 年 Erwin 
Schrödinger 提出 了 他 的 基于 微分 方程 的 量子 理论 . 他 还 证 明了 这 
理论 和 Werner Heisenberg IJ 7b 23 HM HC (1925 年 ) 是 一 致 的 ， 
后 者 曾 被 应 用 到 量子 论 上 . 但 把 Hilbert 的 工作 和 微分 方程 特征 
滑 数 论 统一 起 来 的 普遍 理论 还 是 缺 门 . 

算 子 在 量子 理论 中 的 应 用 ,刺激 了 Hilbert 空间 和 算 子 的 抽 
象 理 论 的 研究 . 这 首先 是 由 John von Neumann(1903—1957) 在 
1927 年 着 手 进行 的 . 他 的 方法 是 同时 处 理 平方 可 和 序列 空间 和 定 
义 在 某 公共 区 间 上 的 L^ 函数 空间 ， 

在 两 篇 文章 中 必 , von Neumann 提出 了 Hilbert 空间 以 及 
Hilbert 空间 中 的 算 子 的 公理 方法 , 虽然 von Neumann 公理 的 来 
源 可 以 从 Norbert Wiener, Weyl 和 Banach 的 工作 中 看 到 ,但 von 
Neumann 的 工作 更 完全 、 更 有 影响 . 他 的 主要 目标 是 对 很 大 一 类 
所 谓 Hermite 算 子 前 述 普遍 的 特征 值 理论 . 

他 引入 了 定义 在 复 平 面 的 任 一 可 测 集 E 上 的 可 测 的 .平方 可 


(D Math. Ann. , 102,1929/1930,49~131 和 370—427 — Coll. Works, 2,3~143. 
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积 的 复 值 函 数 所 构成 的 空间 L^. RAE STAT RALIS SIF 空间 ， 
也 就 是 ,全体 复数 列 wa  ，a ，… 所 成 的 集合 ,它们 具有 性 质 


> | a, |? < œ. Riesz-Fischer 定理 表明 ,在 函数 空间 的 函数 同 


序列 空 x 间 的 序列 之 间 ,存在 一 个 一 一 对 应 如 下 :在 函数 空间 中 选取 
一 个 完全 的 标准 正 交 函数 系 ! 名 如果 了 是 函数 空间 的 一 个 元 素 ， 
那么 了 关于 {8,1 的 展开 式 的 Fourier 系数 就 是 序列 空间 的 一 个 序 
列 ; 反 过 来 ,对 于 一 个 这 样 的 序列 , L^. 空间 中 存在 唯一 的 (允许 差 
一 个 积分 为 0 的 函数 ) 一 个 函数 , 它 以 这 个 序列 作为 它 关 于 1$,1 的 
Fourier AX. 

进一步 ,如 果 定 义 函 数 空间 中 内 积 (f， 8g) 为 


(f, g) =Í f(z) Blade, 


其 中 g(z) 是 e GO BFR, MEP AAS Fe a 和 已 的 内 积 
定义 为 


(a, b) = 212b, 

么 ,在 了 对 应 于 a 而 g 对 应 于 5 时 ,有 (f, g) = (a, b). 

这 些 空间 中 的 一 个 Hermite 算 子 R 定义 为 一 个 线性 算 子 , 具 
有 这 样 的 性 质 : 对 它 定义 域 中 的 所 有 了 与 g ,都 有 (Rf, 8) — (^, 
Re). 类 似 地 ,在 序列 空间 中 ,有 (Ra, b) = (a, RD). 

von Neumann 的 理论 同时 对 函数 空间 和 序列 空间 规定 了 公 
理 方法 . 他 提出 了 下 列 的 公理 基础 : 

(A) H 是 一 个 线性 向 量 空间 . 即 在 日 上 定义 了 加 法 和 数 乘 ， 
使 得 如 果 fi 和 f. 是 OH 的 元 素 ,a! 和 as 是 任意 复数 , 则 ai 十 
az fz 也 是 H 的 元 素 . 

(B) 在 有 上 存在 一 个 内 积 , 即 任 两 向 量 了 与 g 的 一 个 复 值 函 
数 ,用 (了 f,g) 表 示 , 具 有 性 质 :(a) (af, 8) =alf, g); (b) C 
th, g) = (fi, ethos fe =e fis (d) 
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(f,f/) 20; (eU, f) 50 4AMY f — 0. 

£i f. g) 二 0, We f Se 正 交 .了 了 的 范 数 就 是 7， 万 ,用 
| fll Aa. ef 一 g 定义 了 空间 的 一 个 度量 . 

(C) 对 刚才 定义 的 度量 来 说 H 是 可 分 的 , 即 相 对 于 度量 
| f—&W ,在 互 中 存在 一 个 可 数 的 稠密 集 . 

(D) 对 每 一 个 正 整数 n, HARE n 个 线性 无 关 的 元 素 . 

(E) H ERER. BU, MRS, EE EST full m.m 
趋向 co 时 趋向 于 0, 则 在 互 中 存在 一 个 了 使 得 I f-—S, || Sn 
向 无 穷 时 趋向 于 0( 这 种 收敛 等 价 于 强 收 敛 ). 

从 这 些 公理 可 推出 一 系列 简单 性 质 ;Schwarz 不 等 式 || Cf, 
g)l < USF: st， 五 中 的 任 一 完全 的 标准 正 交 集 必 是 可 数 


的 ,以 及 Parseval PER: > IG, $) lx E FM. 


von Neumann 接着 研究 了 H 的 线性 子 空间 和 投影 算 子 . 若 
M 和 六 是 互 的 闭 子 空间 , 则 M — N 定义 为 M 中 所 有 与 NN 的 每 
一 元 素 都 正 交 的 元 素 所 构成 的 集合 . 投影 定理 如 下 : 设 M 是 互 的 
一 个 团子 空间 , 则 五 的 任 一 元 素 了 上 可 以 分 解 成 了 一 & 十 凡 , 其 中 8 
属于 MABTH—M, 并 且 这 种 分 解 是 叭 一 的 . 投影 算 子 Pu 定 
MA PufA — g ;就 是 说 , 它 是 定义 在 整个 ALOR T, CET 
素 了 投影 到 了 在 M 中 的 分 量 

在 他 的 第 二 篇 文章 中 ,von Neumann 在 互 中 引入 了 两 种 拓 
扑 : 强 的 和 弱 的 . 强 拓扑 就 是 通过 范 数 定义 的 度量 拓扑 . 弱 拓扑 我 
们 不 严格 叙述 , 它 是 由 相应 于 弱 收 敛 的 一 组 邻 域 系 提供 的 . 

von Neumann 得 到 了 许多 关于 Hilbert 空间 中 算 子 的 结果 . 
算 子 的 线性 是 事先 假定 的 ,积分 通 前 都 了 解 为 Lebesgue-Stieltjes 
积分 . 线性 有 界 变换 或 算 子 是 指 把 一 个 Hilbert 空间 的 元 素 变 成 
另 一 个 Hilbert 空间 的 元 素 的 变换 , 它 满足 线性 条 件 (3) 并 且 是 有 
界 的 ;所 谓 有 界 是 说 ,存在 一 个 数 M, 使 得 这 空间 中 受 算 子 R 作用 
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的 所 有 S 都 有 
IROI «MI fI. 

EGR M 的 最 小 可 能 值 称 为 R 的 模 . 这 最 后 一 个 条 件 等 价 于 算 子 的 
连续 性 . 算 子 在 一 点 连续 连同 算 子 的 线性 ,充分 保证 了 算 子 在 所 有 
点 都 连续 ,从 而 有 界 . 

存在 一 个 伴随 算 子 R^ ,对 于 Hermite ET, R= R^ , FRR 
为 自 伴 的 , 对 于 任何 算 子 R, UR RR” = R' R, ERR JERK. 
WR RR” =R'R =I, 其 中 了 是 恒 等 算 子 ,那么 R 和 正 交 变换 类 
似 , 从 而 称 为 酉 算 子 . 对 于 西 算 子 R, 有 IROI = Ifill. 

von Neumann 的 另 一 个 结果 是 ,如 果 尺 在 整个 Hilbert 空间 
上 是 一 个 Hermite 算 子 ,并 且 满 足 弱 闭 条 件 , 即 只 要 f 趋向 于 Sf, 
RCE, Jal T. 2.88 RCÉ) =g, BAR BARN. 进一步 ,如 果 
R Æ Hermite 算 子 ,那么 对 实 轴 上 的 某 个 区 间 (m，,M) 外 的 所 有 复 
的 和 实 的 4, 算 子 I-AR AHATE, RRK (m, M) ER 
一 个 区 间 , 当 Wf =1 RA, 有) 的 值 在 此 区 间 内 .一 个 更 加 
基本 的 结果 是 ,对 应 于 每 一 个 线性 有 界 的 Hermite AT R, FER 
MAT E FIE (Einzeltransformationen), 具 有 下 列 性 质 : 

(IE E=E,EE=E,I=E+E. 

(b) 下 -和 FE+ 是 可 交换 的 ,并 且 与 任何 同 R 可 交换 的 算 子 是 
可 交换 的 ， 

(c) RE. 和 RE, 分 别 是 负 的 与 正 的 (所 谓 RE+ 是 正 的 是 指 
RE, (f) 之 0 对 一 切 f RL). 

(d) 对 于 所 有 使 Rf = 0# f, E-F = 0 m Ef f. 
von Neumann 还 建立 了 Hermite 算 子 和 西 算 子 之 间 的 一 个 联系 ， 
这 就 是 U = er ,U 为 西 算 子 ,R A Hermite AF. 

von Neumann 随后 把 他 的 理论 推广 到 无 界 算 子 ;虽然 他 的 页 
献 以 及 其 他 人 的 这 类 结果 是 十 分 重要 的 ,但 是 车 对 这 些 成 果 作 氢 
XR ,就 会 使 我 们 过 分 地 深入 到 现代 的 发 展 . 
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泛 记分 析 已 经 而 且 正 在 应 用 到 广义 窍 量 问题 ,统计 力学 、 偏 微 
分 方程 的 存在 唯一 性 定理 以 及 不 动 点 定理 . 泛 函 分 析 现 在 在 变 分 
法 和 连续 紧 群 的 表示 论 中 都 起 着 作用 . 它 的 内 容 还 包含 在 代数 、 近 
似 算法 ,拓扑 和 实 变 函 数论 中 . 尽管 有 这 多 种 的 应 用 ,但 用 到 解决 
经 典 分 析 的 大 间 题 上 却 少 得 可 怜 . 这 个 失败 使 放 范 分 析 黄 基 者 们 
的 希望 落空 了 . 
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发 散 级 He 


在 这 世纪 宰 已 认为 要 断然 从 严密 数学 中 驱逐 出 去 的 那些 级 
数 , 在 这 世纪 末 竟 又 重 敲 接 纳 之 门 ,这 确实 是 我 们 科学 的 -一 
个 奇怪 的 变迁 . 

james Pierpont 
这 级 数 是 发 散 的 ;因此 我 们 有 可 能 用 它 来 做 些 事情 . 


Oliver Heaviside 


1. 5] B 

M19 世纪 后 期 起 , 像 发 散 级 数 这 样 一 个 课题 的 认真 研究 表 
明 ,数学 家 如 何 从 根本 上 重新 考虑 他 们 自己 关于 数学 本 性 的 观念 . 
在 19 世纪 前 期 ,他 们 接受 了 对 发 散 级 数 的 禁令 ,理由 是 ,数学 受 某 
些 内 在 要 求 或 自然 支配 所 限制 , 圈 于 一 类 固定 的 正确 概念 之 内 ;但 
到 这 世纪 之 未 他 们 却 认识 到 ,他 们 有 自由 接纳 已 显示 出 有 用 的 任 
du BAR. 

我 们 可 以 回想 一 下 ,在 整个 18 世纪 ,发 散 级 数 在 或 多 或 少 意 
识 到 它们 的 发 散 性 之 下 一 直 被 使 用 着 ;因为 只 用 很 少 几 项 它们 确 
实 给 出 函数 的 有 用 逼近 . 在 Cauchy 建立 严密 数学 之 后 ,多数 数学 
家 遵循 他 的 意见 ,把 发 散 级 数 作为 不 可 靠 的 东西 而 握 弃 , 然而 ,有 
少数 数学 家 (第 40 章 第 7 节 ) 继 续 维护 发 散 级 数 ,因为 不 论 是 函数 
的 计算 ,还 是 作为 导出 它们 的 那些 函数 的 分 析 等 价 物 ,它们 都 由 于 
很 有 用 处 而 给 人 以 极 深 的 印象 . 还 有 其 他 一 些 人 维护 发 散 级 数 ,是 
因为 发 散 级 数 是 发 现 新 事物 的 一 种 工具 . 例如 De Morgan? 说 : 


@ Trans. Camb. Phil. Soc, , 8, Part [| , 1844,182~-203,1849 年 出 版 . 
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“我 们 必须 承认 ,很 多 级 数 我 们 现在 不 能 可 靠 地 使 用 ,除非 作为 发 
现 的 一 种 工具 ,它们 的 结果 是 要 随后 加 以 验证 的 ;而 最 坚决 地 握 弃 
所 有 发 散 级 数 的 人 ,无 疑 是 把 它们 的 这 种 用 处 放 在 他 的 私 室 里 
的 ……” 

天 文学 家 甚至 在 发 散 级 数 被 排斥 之 后 仍旧 继续 使 用 它们 , 因 
为 由 于 计算 目的 ,他们 的 科学 迫切 需要 它们 . 由 于 这 种 级 数 开始 很 
少 几 项 就 给 出 有 用 的 数值 逼近 ,所 以 天 文学 家 就 不 顾 这 些 级 数 从 
整体 看 是 发 散 的 这 一 事实 ;然而 数学 家 关心 的 却 不 是 前 10 项 或 
20 项 的 性 态 ,而 是 整个 级 数 的 特征 ,所 以 不 能 把 这 种 级 数 的 事情 
建筑 在 实用 这 一 唯一 的 根据 上 . 

然而 ,正如 我 们 曾经 指出 过 的 (第 40 章 第 7 节 ),Abel 和 
Cauchy 两 人 并 非 不 关切 他 们 在 排斥 发 散 级 数 时 丢掉 了 某 些 有 用 
的 东西 , Cauchy 不 仅 继续 使 用 它们 (看 下 面 ) ,还 写 了 题 为 《 论 发 散 
级 数 的 合理 运用 》(Sur l'emploi légitime des séries divergentes) 的 
文章 中 ,其 中 谈 到 log T(x) 或 log m! 的 Stirling 级 数 (第 20 章 第 
4 节 ), 他 指出 ,这 级 数 虽然 对 所 有 的 z 值 发 散 , 但 当 xz 是 很 大 的 正 
数 时 ,可 以 用 来 计算 log P(x). 事实 上 他 证 明了 , 若 固 定 所 取 的 项 
数 n, 则 求 和 过 程 停 在 第 ”项 时 所 产生 的 绝对 误差 小 于 下 一 项 的 
绝对 值 ,而 且 当 z 增 大 时 误差 变 小 . Cauchy 试图 弄 明白 为 什么 这 
级 数 所 提供 的 有 逼近 会 这 样 好 ,但 他 失败 了 . 

发 散 级 数 的 用 途 终 于 使 数学 家 们 确信 ,一 定 有 某 种 特性 存在 ， 
只 要 加 以 提炼 ,就 会 显示 出 为 什么 它们 会 提供 良好 的 逼近 . 这 正如 
Oliver Heaviside 在 《电磁 理论 》 第 2 卷 (1899) 中 所 表述 的 “对 广 
义 微 分 和 发 散 级 数 这 个 题目 ,我 必须 说 几 旬 话 …… 在 被 严密 主义 
者 的 湿 毛 千 人 为 地 冷却 下 来 之 后 , 要 激 起 任何 热情 是 不 容易 
的 …… 一 定 会 出 现 发 散 级 数 的 理论 ,或 者 说 比 现 在 范围 要 大 的 函 
数论 , 它 把 收敛 级 数 与 发 散 级 数 包 括 在 同一 个 谐 和 的 整体 里 .“ 


(D Comp. Rend. 17,1843, 370 ~ 376 = Œuvres, (1),8,18~25. 
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Heaviside 在 作 这 个 评论 的 时 候 , 他 不 知道 某 些 步骤 已 经 开始 了 . 

数学 家 们 推进 发 散 级 数 这 门 学 科 的 意愿 ,无 疑 由 于 已 经 逐渐 
渗入 到 数学 领域 的 其 他 影响 而 得 到 加 强 , 这 就 是 非 Euclid 几何 和 
新 代数 . 数学 家 们 缓慢 地 开始 意识 到 数学 是 人 为 的 ,Cauchy 的 收 
伊 定义 不 再 被 认为 是 某 种 神力 所 施 的 一 种 高 度 的 必然 . 他 们 在 19 
世纪 末 叶 ,在 对 那些 给 函数 提供 有 用 到 近 的 各 种 发 散 级 数 的 本 质 
进行 提炼 的 过 程 中 取得 了 成 功 . Poincaré 称 这 些 级 数 为 渐 近 级 数 ， 
虽然 在 这 一 世纪 它们 被 称 为 半 收 敛 级 数 , 这 后 一 术语 是 Legendre 
在 他 的 《数论 论文 》(Essai de la théorie des nombers, 1798, p. 13) 
中 引入 的 , 它 也 被 用 来 称呼 振荡 级 数 . 

发 散 级 数理 论 有 两 个 主题 . 第 一 个 是 已 经 作 过 简短 介绍 的 ， 
就 是 某 些 这 种 级 数 ,在 取 固 定 项 数 时 ,能 逼近 一 个 函数 ,变量 愈 
X ur frr. 事实 上 , Legendre 在 他 的 《 顶 圆 函数 论 》( Traité 
des fonctions elliptiques, 1825—1828) HE £s Hi FREM RIED 
这 种 级 数 : 中 止 于 任何 一 项 所 产生 的 误差 ,都 与 省 去 的 第 一 项 同 
Wr. 发 散 级 数论 的 第 二 个 主题 是 可 和 性 概念 . 有 可 能 用 一 种 全 新 
的 方法 定义 级 数 的 和 , 它 为 Cauchy 意义 下 发 散 的 级 数 给 出 有 限 
的 和 . 


2. 发 散 级 数 的 非 正式 应 用 

我 们 曾经 有 机 会 叙述 过 18 世纪 收敛 级 数 与 发 散 级 数 两 者 
都 被 应 用 的 研究 工作 . 在 19 世纪 ,在 Cauchy 握 弃 发 散 级 数 以 前 
和 以 后 , 某 些 数学 家 与 物理 学 家 仍 继续 使 用 它们 . 一 个 新 的 应 用 
是 用 级 数 对 积分 估 值 . 自然 ,作者 们 那 时 并 没有 意识 到 ,他 们 是 
在 寻求 整个 渐 近 级 数 展 开 , 还 是 在 寻求 积分 的 渐 近 级 数 展开 的 
开头 几 项 . 

积分 的 渐 近 估 值 至 少 可 追溯 到 Laplace. 在 他 的 《概率 的 解析 
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理论 》( Théorie analytique des probabilités, 1812) rh O, Laplace 
用 分 部 积分 得 到 了 误差 函数 的 展开 式 


[eae 1 , 1:3. 1:3-5 
EC [e a- 5 lat ER + | 
他 注 明 了 这 个 级 数 是 发 散 的 ,但 他 对 很 大 的 工 用 它 来 计算 
Erfc(T). 


Laplace 在 同一 书 巴 中 还 指出 ,积分 
[$C (iG) da 
As 很 大 时 依赖 于 w(x) 在 其 平稳 点 (使 w (x) ==0 的 xz 值 ) 附 近 的 
值 . Laplace 用 这 个 观察 结果 证 明了 
sl ~ ste is (1 1 ggg 3r 
个 结果 也 可 以 从 log s! 的 Stirling EWEA (E 20 章 第 4 节 ). 

Laplace 在 他 的 《概率 的 解析 理论 》@ 中 曾 有 机 会 研究 过 形 如 
a) Fa) = [ede 
的 积分 ,其 中 g 可 以 是 复 的 ,六 和 上 是 实 的 ,而 z 是 大 的 正 数 . 他 明 
确 指出 ,对 积分 的 主要 贡献 来 自 积 分 区 域 中 使 h(t) 达 到 它 的 绝对 
极 大 的 那些 点 的 直接 邻 域 . Laplace 所 说 的 贡献 ,就 是 我 们 今天 所 
谓 的 积分 的 渐 近 级 数 估 值 的 第 一 项 . RAM Et = a 取得 
一 个 极 大 值 ,那么 Laplace 的 结果 便 是 : 当 工 趋向 于 ce 时 


f(x) ~ g(a)e* "^ f 5 A (a 


如 果 要 估计 的 积分 不 是 (1) 而 是 
(2) f(x) = [ee ds, 


© 第 三 版 ,1820, 88 ~ 109 = Œuvres, 7,89—110. 
© Œuvres, 7,128—131. 
© 第 三 版 ,1820,Vol, 1, Part 2,Chap. 1 = Œuvres, 7,89—110. 
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其 中 上 和 是 实 的 并 且 z 很 大 ;这 时 1e” ”| 是 一 个 常数 ,因而 La- 
place 的 方法 不 能 用 . 在 这 种 情形 ,可 以 引用 Cauchy 在 他 关于 波 的 
传播 的 主要 论文 中 所 提 到 的 方法 (现在 称 为 驻 波 原理 ). 这 个 原 
理 说 ,对 积分 的 最 重要 的 贡献 来 自 h(t) 的 平稳 点 (使 h(t) = 0 R 
点 ) 的 直接 邻 域 . 这 个 原理 直观 上 看 是 有 道理 的 ,因为 被 积 函 数 可 
ARRIA gO) | 为 振幅 的 振荡 电流 或 波 . 如 果 上 是 时 间 , 则 波 的 
速度 正比 于 ch (t) MOR h (0) AO, WA c 3879765318 ky 
速度 也 无 限 增加 . ix EE ee eR, EESE Be) 
近似 于 常数 而 zh(1) 近 似 于 线性 函数 ,因而 在 一 个 整 周 期 上 积分 
等 于 0. 这 个 理由 对 于 使 有 (t) 二 0 的 :是 不 成 立 的 . 因此 4(1) 的 平 
稳 点 很 可 能 对 f(x) 的 渐 近 值 提 供 主要 的 贡献 , 如 果 eje f AI (D) 
= OM CMA, x A (e) > 0, WA x RAAAN, 


ixh(r)tin/4 


Fæ) ~ arene 


这 个 原理 曾 由 Stokes Æ 1856 年 的 文章 名 中 用 来 对 Airy 积分 
(看 后 面 ) 进 行 估 值 ,原理 曾 由 Lord Kelvin 确切 地 叙述 过 号 . 它 的 第 
一 个 令 和 人 满意 的 证 明 是 由 George N. Watson(1886—1965) £5 t mj 9". 

在 19 世纪 最 初 几 十 年 里 ,Cauchy 和 Poisson 把 许多 含有 参 
数 的 积分 化 为 参数 的 老 级 数 . 对 Poisson 来 说 ,积分 是 在 地 球 物理 
的 热传导 和 弹性 振动 问题 中 出 现 的 ;而 Cauchy 涉及 的 是 水 波 . 光 
学 和 天 文 . 例如 ,Cauchy 在 研究 光 的 衍射 时 包 把 Fresnel 积分 表示 
成 发 散 级 数 : 


(D Mém. del’ Acad, des Sci. Inst. France, 1,1827, Note 16=—(Euvres, (1),},230, 

@ Trans. Camb. Phil, Soc. , 9,1856, 166 ~ 187 = Math. and Phys. Papers, 
2 ,329~ 357, 

(9 Phil. Mag. ,(5),23,1887,252— 255 — Math. and Phys. Papers ,4,303~306. 

@ Proc. Camb. Phil. Soc. , 19,1918,49—55. 

© Comp. Rend., 15,1842,554~ 556 和 573 ~ 578 = Œuvres, (1),7,149 — 
157. 
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i cos( Fz jdz 一 M — Ncos jm + Msin PL ， 
| sin( %2? Jd = i Mcos zn Nsin zm, 
其 中 1 1.3 1.3.5.7 
M = mz mx 十 mx B 
1 1-3-5 
N mix m! x T 


在 整个 19 世纪 还 创立 了 其 他 几 种 方法 (例如 最 速 下 降 法 ) 来 
计算 积分 值 . 所 有 这 些 方法 的 完满 的 理论 ,以 及 很 好 地 搞 清楚 遇 近 
究竟 是 什么 ,是 级 数 的 一 些 单项 还 是 整个 级 数 , 不 得 不 有 待 于 渐 近 
级 数理 论 的 建立 . 

许多 用 上 述 方法 展开 的 积分 最 早 是 作为 微分 方程 的 解 出 现 
的 . 发 散 级 数 的 另 一 用 法 是 直接 解 微 分 方程 . 这 种 用 法 至 少 可 追溯 
到 Euler 的 著作 ,在 关于 解 非 均匀 玉 振 动 问题 的 研究 (第 22 章 


第 3 节 ) 中 ,他 给 出 一 个 常 微分 方程 (本 质 上 就 是 多 阶 Bessel 方 


程 ,其 中 ~ 是 整数 ) 的 渐 近 级 数 解 . 
Jacobi@ 对 很 大 的 xz 给 出 了 J,(z) 的 渐 近 形式 : 


o (E) [esl $- 1) 
x (1 (4n? ED fl sine EF) 
jan Ge s+.) | 
发 散 级 数 在 解 微分 方程 中 的 一 个 稍微 不 同 的 用 法 是 Liouville 
提出 的 . 他 寻找 四 微分 方程 


(D Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. , 9,1762/1763, 246 ~ 304, pub. 1764 = 
Opera , (2) ,10,293~ 343. 

© Astronom. Nach. , 28,1849, 65 ~ 94 = Werke, 7,145~174. 

Q Jour. de Math, , 2,1837,16~35. 
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d d 
(3) á (o ge otn ra» = 0 


的 近似 解 , 其 中 b, qo 和 9 是 x 的 正 的 函数 ,4 是 参数 ;要 求 在 a 
Sch ERE. ERE AMARA 的 离散 值 相反 ,他 感 
兴趣 的 是 对 大 的 4 值得 到 y 的 某 种 近似 式 . 为 此 ,他 引入 变量 


(4) :=| (2) de, w= (gp)ty, 
从 而 得 到 
(5) Ce bate = rw, 
其 中 
— --1/4 d ya G1 
r= (gop) dg (2) qo` 


SR ia thie FA AAR AREE KA TIA 
解 一 个 Volterra 型 积分 方程 ,这 就 是 

w(t) = c cos At + c; sin At -+f 
Liouville 接着 论证 了 对 充分 大 的 4 值 ,方程 (5) 的 第 一 近似 应 当 是 
(6) w ~ C1COS At + csin At. 


如 果 现 在 把 由 (4) 给 出 的 w 与 的 值 用 来 求 (3) 的 近似 解 ,从 (6) 
就 有 


u s~o tes (2) s] 


+c e ( areis AJ. (3 do 
不 过 Liouville 并 没有 意识 到 ,他 已 经 对 于 大 的 4 得 到 了 (3) 的 一 
个 渐 近 级 数 解 的 第 一 项 . 
Green® 在 研究 波 在 管道 中 传播 时 用 过 同样 的 方法 . 这 方法 


SIRAC —, (s)w(s)ds. 


) az}. 


(QD Trans. Camb. Phil. Soc. , 6,1837, 457 一 462 = Math. Papers, 225—230. 
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被 推广 到 形 如 

(8) y +a qa, Aly = 0 

的 方程 ,其 中 是 大 的 正 参数 ,而 二 可 以 是 实数 或 复数 . 它 的 解 现 
在 通常 表示 为 

(9) y~ eexp( 土 | @dx)[1+0(+) |. 


误差 项 O{ 二) 意味 着 ,精确 的 解 应 当 包含 一 项 F(z, 4)/4, 其 中 


| FCx, A)1 对 所 考虑 区 域 中 的 所 有 z MA 29 A REUS EJ. 当 限 制 在 
f z 平 面 的 一 个 区 域内 时 , 这 误差 项 的 形式 也 是 对 的 . Liouville 
和 Green 都 没有 提供 这 误差 项 或 者 使 他 们 的 解 成 立 的 条 件 . 更 加 
一 般 和 准确 的 到 近 , 是 在 Gregor Wentzel(1898 一 ?) 中 , Hendrick 
A. Kramers(1894—1952)®, Léon Brillouin(1889 一 1969) 包 以 及 
Harold Jeffreys(1891—1989) OF A B] Sc 3E FR FAEN, ERT 
人 们 熟知 的 WKB) 解 . 这 些 人 都 是 研究 量子 论 中 的 Schrodinger 
方程 的 . 
Stokes 在 1850 年 宣读 的 一 篇 文章 中 鸟 ,考虑 了 Airy 积分 


(10) w = | cos 5 Cw — mw)dw 
0 


当 |m| 很 大 时 的 值 . 这 个 积分 表示 衍射 光 接近 焦 散 面 时 的 强度 . 
Airy 曾经 给 出 W 展 为 m 的 宪 的 一 个 级 数 ,虽然 它 对 所 有 的 m 收 
敛 , 但 在 计算 上 当 |m| 很 大 时 却 不 适用 . Stokes 的 方法 是 构造 一 个 
微分 方程 ,使 这 个 积分 是 它 的 一 个 特 解 ,而 以 在 计算 中 可 用 的 发 散 
级 数 (他 称 这 种 级 数 为 半 收 敛 的 ) 来 解 微分 方程 ， 


Zeit. für Physik, 38,1926,518~529, 

Zeit, für Physik, 39,1926,828~840. 

Comp. Rend. , 183,1926,24— 26. 

Proc. London Math. Soc. , (2) ,23,1923 ,428~ 436. 

Trans. Camb. Phil. Soc. , 9,1856, 166 ~ 187 = Math. and Phys. Papers, 
2,329— 357. 
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在 说 明 U = (X) W 满足 Airy 微分 方程 


d'U n T 2/3 
(11) ae t3U 7o =(F) m 
之 后 ,Stokes 证 明 ,对 于 正 的 站 有 


12 U = An 2 [m jg ENES 
(12) n Rcos 3 3 t Ssin 3 3 
3 3 
+ Ba“ ( m2 [m ZJE) 
n Rsin 3 3 Scos 3 3 


其 中 

—, 1°5+7-11 1.5.7.11.13.17.19.23 
(13) R=1 1.2.16. 30> 1-2+3+4+ 164 - 3n 
(M)S— 1-5 1:5:7: 11:13 17 |. 


1-16(3:80)7. 1-2-3- 16 (355)? 
(8 U 成 为 解 的 量 A 和 B 是 用 特殊 的 办 法 确定 的 (在 这 里 Stokes 
使 用 了 驻 波 原理 ). 对 负 的 ”, 他 也 给 出 了 类 似 的 结果 . 

级 数 (12) 和 负 的 n 的 级 数 , 取 其 若干 项 ,其 性 态 很 像 收 敛 级 
数 , 但 实在 都 是 发 散 的 . Stokes 注意 到 ,它们 可 以 用 于 计算 . Be n 
的 一 个 值 ,可 以 用 从 第 一 项 起 直到 对 所 给 n 值 为 最 小 的 那 一 项 止 . 
他 给 出 一 种 定性 的 论证 ,说明 为 什么 级 数 对 于 数值 工作 是 可 用 的 . 

在 对 正 的 和 负 的 n 求解 (11) 时 ,Stokes 遇 到 了 特殊 的 困难 . 
他 不 可 能 通过 使 n 越过 0 Tu A IERS n 的 级 数 过 渡 到 负 的 x 的 级 
数 , 因 为 这 级 数 对 n= 0 没有 意义 . 他 因此 尝试 通过 的 复 值 从 正 
的 ”过 湾 到 负 的 ” ,但 这 并 不 产生 正确 的 级 数 和 常数 因子 . 

经 过 一 翻 努 力 以 后 由,Stokes 终于 发 现 ,如 果 在 n 的 某 一 辐 角 
范围 内 ,一 个 通 解 用 两 个 作为 特 解 的 渐 近 级 数 的 某 一 线性 组 合 表 
示 , 那 么 在 ”的 辐 角 范围 的 一 个 邻 域内 ,这 两 个 基本 渐 近 展开 式 的 


© Trans. Camb, Phil, Soc, , 10,1857, 106 ~ 128 = Math. and Phys. Papers, 
4,77-— 109. 
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同一 个 线性 组 合 , 决 非 必然 表示 同一 个 通 解 . tt Eon 
的 辐 角 — 常数 给 出 的 某 些 直线 时 , 这 线性 组 合 的 常数 突然 改变 
T. 这 些 直线 现在 称 为 Stokes 线 . 

虽然 Stokes 本 来 主要 关心 的 是 积分 值 的 计算 ,但 是 他 很 清 
楚 ,发 散 级 数 可 以 一 般 地 用 来 解 微分 方程 . Euler, Poisson 和 其 他 
人 ,也 曾 用 这 种 办 法 解 出 个 别 的 微分 方程 ,但 他 们 的 结果 看 来 是 给 
出 特殊 物理 问题 的 解 的 一 些 诀 窗 .在 1856 年 和 1857 年 的 文章 由 ， 
Stokes 实际 上 给 出 了 几 个 例子 . 

上 面 关 于 用 发 散 级 数 计算 积分 与 解 微分 方程 的 工作 ,是 许多 
数学 家 和 物理 学 家 所 完成 的 工作 的 一 个 样品 . 


3. 渐 近 级 数 的 正式 理论 

在 函数 表示 和 计算 中 有 用 的 那些 发 散 级 数 ,对 它们 本 性 的 完 
整 认 识 , 以 及 这 些 级 数 的 正式 定义 ,是 1886 年 由 Poincaré 和 
Stieltjes 独立 地 完成 的 . Poincaré 称 这 些 级 数 为 渐 近 级 数 , 而 
Stieltjes 则 继续 使 用 半 收 全 级 数 这 个 名 称 . Poincare 研究 这 个 课 
题 是 为 了 进一步 研究 线性 微分 方程 的 解 . 受 发 散 级 数 在 天 文学 上 
的 用 途 所 感动 ,他 力图 找 出 什么 东西 是 有 用 的 以 及 为 什么 会 有 用 . 
在 去 伪 存 真 与 确切 陈述 本 质 方面 他 获得 了 成 功 . 形 如 


(15) a t+ G+ 


的 级 数 , 其 中 a; 与 x 无关, 我 们 说 它 对 于 大 的 xc heh 
数 了 f(z), 是 指 


6 mera (a tert) jee 
对 n= 二 0, 1, 2, 3,… Jor. 这 级 数 一 般 是 发 散 的 ,但 在 特殊 情形 


(D Acta Math. , 8,1886, 295 ~ 344 = Œuvres , 1,290~ 332, 
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可 以 是 收敛 的 . 这 级 数 与 f(zx) 的 关系 表示 为 
f(z)~atS4 ue 
x NA 


这 样 的 级 数 是 函数 在 x = oo 的 邻 域 内 的 展开 式 , Poincaré 在 他 
1886 年 的 文章 中 考虑 了 实 的 x 值 . 然而 ,该 定义 对 复 的 xz 也 成 立 ， 
只 要 用 |z| 一 ee 代替 z-~>co 就 行 了 ;虽然 表示 的 正确 性 就 要 被 限制 
在 复 平 面 上 的 一 个 以 原点 为 顶点 的 扇形 内 ， 

级 数 (15) 是 在 xz = ce 的 邻 域 内 渐 近 于 f(x). 然而 这 定义 已 
经 被 推广 了 ;人 们 说 级 数 

Co tair tarz? dee 
E x = 0 HAF fix). 
lim Lo) — Yaz’ |= Q 

虽然 在 某 些 渐 近 级 数 的 情形 ,人 们 知道 中 止 于 某 一 项 将 会 出 
现 什么 样 的 误差 ;但 对 于 一 般 的 渐 近 级 数 , 人 们 还 不 知道 关于 数值 
误差 的 这 种 信息 . 然而 , 渐 近 级 数 对 于 大 的 过 可 以 用 来 给 出 相当 
精确 的 数值 结果 ,只 要 取 那 样 一 些 项 , 当 所 取 的 项 愈 来 愈 多 时 ,这 
些 项 的 数值 大 小 是 递减 的 . 到 任何 一 步 ,误差 大 小 的 数量 级 等 于 丢 
掉 的 第 一 项 大 小 的 数量 级 . 

Poincaré 证 明 ,两 个 函数 的 和 、 差 . 积 、 商 ,可 用 它们 各 自 的 渐 
近 级 数 的 和 、 差 积 、 商 渐 近 地 表示 ,只 要 作为 除数 的 级 数 的 常数 项 
不 为 0, 还 有 ,如 果 

f(x) ~ a t+ St 
那么 
f f(z)dz ~ C+ az +ailog x — ; s 
积分 的 运用 包含 着 原来 定义 的 一 个 微小 的 推广 ,这 就 是 
gz) ~ f(z) 十 g(z) (a. +E), 


3. 渐 近 级 数 的 正式 理论 195 WV 
要 Hoa) ~ 
即使 当 f(z) 与 g(xz) 本 身 没 有 渐 近 级 数 表示 时 也 成 立 . 至 于 微分 ， 
如 果 已 知 广 (z) 有 渐 近 级 数 表 示 ,那么 它 可 以 从 FO adm ym St 

敬一 已 知 水 数 有 一 个 渐 近 级 数 表示 , 则 它 是 唯一 的 ;但 反 过 来 
不 成 立 , 因 为 ,例如 , (1 十 x) 5 Ae). (1 十 x) "就 有 相同 的 
BUD. 

Poincaré 把 他 的 渐 近 级 数理 论 应 用 于 微分 方程 ,在 他 的 天 体 
力学 著作 《天 体力 学 的 新 方法 》(Les Méthodes nouvelles de la 
mécanique céleste ) 中 中 就 有 很 多 这 样 的 应 用 . 在 他 1886 年 的 文章 
中 所 研究 的 方程 类 是 
(17) Pax) yo + Pra(a)y? t + Po(x)y = 0, 

E P(x) r MAUI. 实际 上 Poincaré 只 研究 了 二 阶 的 情形 ， 
但 他 的 方法 可 以 用 于 (17). 

方程 (17) 的 奇 点 只 有 P. CE) WS AA r= oo. 对 于 正则 奇 点 
(Stelle der Bestimmtheit ) ,存在 由 Fuchs 给 出 的 积分 的 收敛 表达 
式 (第 29 858 5 节 ), 于 是 考虑 一 个 非 正 则 奇 点 , 用 线性 变换 可 以 
把 这 个 点 移 到 oo 去 ,而 使 方程 保持 其 形式 . MRP, 是 p KN MWe 
= co 是 正则 奇 点 的 条 件 是 ,P,_1，P,-;,…，P。 的 次 数 最 多 分 别 
是 p—1, p—2, c, Pp 一 .对 于 非 正 则 奇 点 ,这 些 次 数 中 的 一 个 或 
多 个 必须 大 些 . Poincaré 证 明 ,对 于 形 如 (17) 的 微分 方程 ,只 要 P, 
的 次 数 不 超 过 P. 的 次 数 , 则 存在 n 个 形 如 


ex? (4. + A 十 … 


的 级 数 ,它们 形式 地 满足 微分 方程 . 他 还 证 明 , 对 应 于 每 一 个 这 样 
的 级 数 ,存在 一 个 表 成 积分 的 精确 解 ,以 这 级 数 为 它 的 渐 近 表示 . 


pu 


Qi Us 
a, d S. ue EE ues 
x x 


(D Vol. 2, Chap. 8,1893. 
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Poincaré 的 结果 包括 在 下 述 的 Jakob Horn(1867 一 1946)@ 定 
理 中 . Horn 处 理 方程 
(18) x? cai (x) y 7 +++ +a,(2)y" = 0, 
其 中 系数 都 是 x 的 有 理 函 数 ,并 且 假 设 对 于 充分 大 的 正 x, 可 以 展 
成 形 如 
a,(x) = x” Ex + = 


BOW See AY Bk EL ZR, Hh k E ERRE 0. 如 果 对 于 上 面 的 方 
fe (18) ,特征 方程 即 代数 方程 

m +a, oz 十 十 ao 一 0 
的 根 mi, ma, c, m, 互 不 相同 , 则 方程 (18) 有 ”个 线性 无 关 的 解 
Yis Meo y Ys ,对 充分 大 的 正 Xx, 它们 也 可 以 渐 近 地 展 成 形式 : 


a 


uc r=1,2,-",n 
x 


A 
of 
y, ~ eb aS r r=], 2,7,7, 


J 
j-0 


其 中 f(x) 是 x 的 & 十 1 次 多 项 式 , 它 的 x OREAREN E 
m,/(k4-1), Me SA, ;是 常数 ,但 Ano = 1. Poincaré 和 Horn 
的 结果 已 推广 到 许多 其 他 类 型 的 微分 方程 ,并 日 推广 到 特征 方程 
的 根 不 一 定 互 不 相同 的 情形 . 

当 (18) 中 的 自 变量 允许 取 复 值 时 , 渐 近 级 数 解 的 存在 .形式 和 
范围 ,首先 由 Horn® 处 理 过 , George David Birkhoff(1884 一 1944) 给 
出 了 一 个 普遍 的 结果 ,他 是 美国 早期 的 大 数学 家 之 一 @. Birkhoff 在 
这 篇 文章 中 不 是 考虑 方程 (18) , 而 是 考虑 更 一 般 的 方程 组 


(19) 学 = Das(z)y, j= 1,2, num, 
其 中 当 | x | > R 时 ,对 于 每 个 ay 部 有 


(D Acta Math. , 24,1901,289~308. 

@ Math. Ann. , 50,1898,525——526. 

@ Amer. Math. Soc. Trans, , 10,1909, 436 ~ 470 = Coll. Math. Papers, 1,201~ 
235. 
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1 
ay (x) ~ ajx? d a x* ! 4 +a tae? > Tee 


并 且 对 于 (19) 而 言 ,特征 方程 
| a; —dsa |= 0 
有 互 不 相同 的 根 . 他 给 出 了 y; 的 渐 近 级 数 解 ,它们 在 复 平面 上 以 
= 一 0 为 顶点 的 各 扇形 中 成 立 ， 

RE Poincaré 和 其 他 人 的 上 述 展 开 式 都 是 由 自 变量 的 寡 构 
成 的 ,但 是 微分 方程 渐 近 级 数 解 的 进一步 研究 却 回 到 了 Liouville 
最 早 考 虑 过 的 含 参数 的 问题 (第 2 节 ). Birkhoff 给 出 了 这 个 问题 
的 普遍 结果 中 . 他 考虑 


d'z 


其 中 jg| 是 大 的 ,并 且 € » b]. HL au(x, P) 假 设 对 复 参 量 。 
在 2 = oo 处 是 解析 的 ,并 且 对 实 变量 xz 有 各 阶 微 商 . 对 as (a, P) 所 
作 的 假设 蕴含 了 


Zpet eala, po)z = 0, 


a Gr, P) = Pas Ge", 

bab THIS 
w Hani s(x)w"! + tavle) = 0 

的 根 wi (x), wlx), =, tes Cr) XH AS 2 BARA. 他 证 
明 (20) 有 个 无 关 解 

n(x, P), =, m, P), 
RE o FEC e 的 辐 角 确定 ) 的 区 域 S 中 关于 。p 是 解析 的 ， 
使 得 对 任 一 整数 m 和 充分 大 的 |o| 都 有 
(21) x(x, 9) = uz, p) + expl of wodr Ese", 


其 中 


@ Amer. Math. Soc. Trans. , 9,1908,219~ 231 和 380 — 382 = Coll. Math. 
Papers, 1,1~36. 
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(22) u(x, pP) = exp [of coa) Sus Cre 


fü E, 是 z, p, m WRR, ENTAL, by x 5S S hio 有 
界 , 这 些 wy (z) 本 身 是 可 确定 的 . E T (22) ,结果 (21) 表 明 x; 是 由 
Ve 直到 1/0”! 诸 项 加 上 一 个 余 项 ( 即 右 边 第 二 项 , 它 包 含 1/p") 
所 得 级 数 给 出 的 . 此 外 ,由 于 m 是 任意 的 ,人 们 可 以 在 w(x, 0) 0] 
表达 式 中 随意 取 e 的 任意 多 少 项 . AE 有 界 , 余 项 对 1/e 来 说 
EG wu;(z, P) 的 阶 更 高 .于 是 , 令 m 变 为 无 穷 所 得 到 的 无 穷 级 数 ,在 


Poincaré E X. PMB xz,(x， p) fexp[ of woar], 


在 Birkhoff 定理 中 ,复数 o 的 浙 近 级 数 只 在 复 p 平面 的 一 个 
扇形 区 域 S 内 成 立 . Stokes 现象 就 出 现 了 . 也 就 是 说 ,=(z,，o) 的 
越过 Stokes 线 的 解析 开拓 ,并 不 能 由 m (x, 6) 的 渐 近 级 数 的 解析 
开拓 给 出 . 

渐 近 级 数 的 运用 ,或 微分 方程 解 的 WKBJ 并 近 的 运用 ,提出 

了 另 一 个 问题 . 假设 我 们 考虑 方程 
(23) y +i q(G)y = 0, 
HE x Ela, bJ PRE. 对 于 充分 大 的 入 ,由 于 (7),WKBJ EAE 
x 之 0 处 给 出 两 个 解 ,在 x 二 0 处 也 给 出 两 个 解 . 而 在 使 g(x) = 0 
W x Ab ke T AR. 这 样 的 点 称 为 过 渡 点 ,转折 点 或 Stokes 点 . 然 
而 ,(23) 的 精确 解 在 这 种 点 处 却 是 有 穷 的 . 问题 是 要 连接 在 转折 点 
各 侧 的 WKB) 解 , 使 它们 在 微分 方程 的 求解 区 间 [a, 5] 内 表示 同 
一 个 精确 解 . 为 了 把 问题 提 得 明确 些 , 假 设 上 面 的 方程 中 g(x) 对 
于 实 的 x 是 实 的 ,并 且 z = 二 0 时 g(z) 一 0,g (x) 0. 还 假设 q(z) 
对 于 正 的 x 是 负 的 (或 者 反 过 来 ). A x0, 给 定 两 个 WKBJ 解 的 
一 个 线性 组 合 ,对 zx > 0, 则 给 定 另 一 个 线性 组 合 . 问题 在 于 对 
x 之 0 成 立 的 哪个 解 应 当 与 x 二 0 的 哪个 解 连接 起 来 . 连接 公式 
提供 了 答案 . 


3. 渐 近 级 数 的 正式 理论 19 WV 


解决 越过 g(xz) 的 零点 的 方案 首先 由 Lord Rayleigh® 提出 ， 
并 由 熟悉 Rayleigh 工作 的 Richard Gans(1880—1954)94E T HE 
广 , 他 们 两 人 都 是 研究 光 在 变 介质 中 的 传播 的 ， 

连接 公式 的 第 一 个 系统 研究 是 由 Harold Jeffreys@ 独立 于 
Gans 作出 的 . Jeffreys 考虑 方程 


d? 
(24) Au HX X(2)y = 0, 


Ric deh ARRAN ER X (0) EUR — P ER X, Bh 
x — 0. 他 导出 了 连接 (24) 在 x 之 0 和 x 过 0 时 的 渐 近 级 数 解 的 公 
式 , 用 的 是 (24) 的 一 个 近似 方程 , 即 


d'y 2 — 
(25) ga TÀ zy = 0, 
它 是 用 x 的 一 个 线性 函数 代替 (24) 中 的 XC). (25) 的 解 是 
(26) ye (z) = xJ (8), 


Hp & = (2/3)ar*?. 对 充分 大 的 xc 12 EE RES RFT A A 
来 连接 x = 0 两 边 的 渐 近 解 . 在 连接 过 程 中 ,必须 考虑 化 及 工 及 1 
变 域 的 许多 细节 ,这 里 不 讨论 . 在 大 量 文章 中 ,连接 公式 的 研究 已 
推广 到 (24) 中 的 X(z) 有 多 重 零点 或 半 个 不 同 的 零点 ,以 及 更 复 
杂 的 二 阶 方 程 与 高 阶 方程 ,或 复 的 zx 与 4 等 各 种 情形 . 

渐 近 级 数 的 理论 ,无 论 是 用 来 计算 积分 或 者 微分 方程 近似 解 ， 
近年 来 都 有 巨大 的 拓 广 .特别 值得 指出 的 是 ,数学 发 展 表明 ,18、19 
世纪 的 人 ,最 有 名 的 是 Euler ,他们 觉察 到 发 散 级 数 的 巨大 功用 ， 
并 坚持 认为 这 些 级 数 可 以 用 作 它 们 所 表示 的 函数 的 分 析 等 价 物 ， 
即 级 数 的 运算 对 应 于 函数 的 运算 . 他 们 的 路 子 是 正确 的 . 虽然 他 们 


@ Proc. Roy. Soc., A 86,1912, 207 ~ 226 = Sct. Papers, 6,71~90. 
© Annalen der Phys. , (4),47,1915,709— 736. 
@ Proc. London Math, Soc. , (2),23,1922—1924,428--436, 


V 200 第 47 章 A Bx Hg 


不 能 提炼 出 本 质 的 严密 的 概念 ,但 是 ,基于 直观 和 所 得 到 的 结果 ， 
他 们 看 到 了 发 散 级 数 和 它们 所 表示 的 函数 是 密切 地 关联 着 的 . 


4. 可 和 性 

迄今 谈 到 的 发 散 级 数 的 研究 ,都 在 于 寻找 渐 近 级 数 去 表示 消 
W ,这些 函 数 或 者 是 有 已 知 显 式 的 ,或 者 隐 含 在 微分 方程 的 解 中 . 
KREM 1880 年 开始 ,数学 家 们 研究 的 另 一 个 问题 ,本 质 上 是 求 渐 
近 级 数 的 反问 题 . 给 定 一 个 在 Cauchy 意义 下 发 散 的 级 数 ,能 够 赋 
予 这 级 数 一 个 “和 "” 吗 ? 如 果 级 数 是 变 项 级 数 ,这 个 “和 ”就 会 是 一 
个 函数 ,对 这 个 国 数 来 说 ,这 发 散 级 数 也 可 能 是 也 可 能 不 是 一 个 渐 
近 展 开 式 .但 是 函数 仍然 可 以 取 作 级 数 的 “和 ”, 而 这 个 “和 ”可 以 服 
务 于 某 些 有 用 的 日 的 ,即使 级 数 肯 定 不 收敛 到 这 个 函数 ,或 者 对 于 
计算 函数 近似 值 来 说 可 能 用 不 上 . 

求 发 散 级 数 的 和 的 问题 ,在 Cauchy 引进 收敛 与 发 散 的 定义 
以 前 ,实际 上 多 多 少 少 已 经 在 做 了 . 数学 家 们 遇 到 发 散 级 数 并 求 出 
它们 的 和 ,其 机 会 与 他 们 对 收敛 级 数 所 做 的 几乎 一 样 多 ,因为 这 两 
类 级 数 并 没有 严格 区 别 开 来 . 唯一 的 问题 是 ,合适 的 和 是 什么 ” 例 
如 ,Euler 的 原则 是 (第 20 章 第 7 节 ) ,一 个 函数 的 竹 级 数 展开 ,以 
导出 这 个 级 数 的 函数 的 值 作为 它 的 和 ;即使 对 于 z 的 某 些 值 这 级 
数 在 Cauchy 意义 下 是 发 散 的 ,这 个 原则 也 对 这 级 数 给 定 一 个 和 . 
间 样 ,在 他 的 级 数 变 换 中 (第 20 章 第 4 节 ), 他 把 发 散 级 数 变换 成 
收敛 级 数 ,从 不 怀疑 实际 上 每 一 个 级 数 都 应 当 有 一 个 和 . 然而 ,在 
Cauchy 确实 作出 了 收敛 与 发 散 的 区 别 之 后 , 求 发 散 级 数 的 和 的 问 
题 就 在 一 个 不 同 的 水 平 上 开始 探讨 . 人 们 不 再 接受 18 世纪 关于 所 
有 级 数 各 有 其 和 的 相对 朴素 的 看 法 . 新 的 定义 规定 了 现在 所 谓 的 
“可 和 性 "(summability) ,把 它 与 Cauchy 意义 下 的 收敛 性 概念 区 
别 开 来 . 
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事后 人 们 可 以 看 到 ,可 和 性 的 概念 事实 上 就 是 18 世纪 和 19 
世纪 初期 的 人 们 所 提出 的 . 这 就 是 与 刚刚 所 述 的 Euler 求 和 法 相 
当 的 东西 .事实 上 ,Euler 在 他 1745 年 8 月 7 日 致 Goldbach 的 信 
中 ,认定 震级 数 的 和 是 导出 这 个 级 数 的 函数 的 值 ,还 认定 每 个 级 数 
都 必须 有 和 和 ,但 因 “ 和 ”这 个 词 隐 含 通常 的 相 加 过 程 ,而 在 发 散 级 数 
的 情形 ,例如 1 一 11 十 21 一 31 十 …, 这 个 过 程 又 不 导致 ^ 和 ”, 所 以 
对 于 发 散 级 数 的 “和 ”, 我 们 应 当 用 “ 值 ” 这 个 词 . 

Poisson 也 引进 了 一 种 在 今天 看 来 就 是 可 和 性 的 概念 . Euler 
把 级 数 由 之 而 来 的 函数 的 值 作为 这 级 数 的 和 . 隐 含 在 Euler 这 个 
定义 中 的 思想 是 
(27) Da = lim 2 ja,x". 

(上 式 中 记号 1 一 是 指 x 从 左边 趋向 于 1. ) 根 据 (27), 1 一 1 十 1 一 1 
Toc 的 和 是 


lim (1 一 十 一 二 十 …) = lim(1 十 Xx) = T 
zl— z1- 
Poisson® 曾 感到 级 数 

sind + sin 20 + sin 39 十 …: 


难以 考虑 , 它 除了 9 是 x 的 售 数 以 外 处 处 是 发 散 的 . 他 的 想法 是 ， 
就 整个 Fourier 级 数 


(28) S + >) (acos nf + b,sin nd) 
ih, AMS 24 25 BY BK 
(29) ^ + 21 (acos nf + b,sin nB)r", 


n 


并 且 定 义 (28) 的 和 就 是 级 数 (29) 当 vr MA 1 时 的 极限 . 
自然 ,Poisson 并 没有 意识 到 他 是 提出 了 关于 发 散 级 数 的 和 的 一 个 
定义 ,因为 正如 曾经 说 明 过 的 ,收敛 和 发 获 之 间 的 区 别 在 他 那个 时 


(D Jour. dei’ Ecole Poly. , 11,1820,417~489. 
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候 还 不 是 紧要 的 . 

Poisson 所 用 的 定义 现在 称 为 Abel 求 和 法 ,因为 它 还 受到 
Abel 的 一 个 定理 中 的 启发 ,这 个 定理 说 ,如 果 宕 级 数 


ADEE r, HAE r= riS, 
(30) lim f(x) = yaw" 
FERN -r< a< r ARERR /(z) 在 z = r 左 方 连续 
然而 ,如 果 >) a, 不 收敛 而 极限 (30) 在 > = 1 存在 , 那 就 有 了 发 散 级 
数 和 的 一 个 定义 . 对 于 在 Cauchy 意义 下 发 散 的 级 数 ,这 个 可 和 性 的 
正式 定义 ,直到 19 世纪 末 , 由 于 即将 说 明 的 原因 ,一 直 没 有 被 提出 . 
重新 考虑 发 散 级 数 求 和 法 的 动力 之 一 ,除了 这 些 级 数 在 天 文 研 
究 中 继续 有 用 之 外 ,是 解析 函数 论 中 的 所 谓 边 值 (Crenzruerz) 问 题 . 
一 个 寡 级 数 > auae" 可 以 在 以 ”为 半径 的 圆 的 内 部 表示 一 个 解析 函 
数 ,但 不 包括 圆周 上 的 x 值 . 问题 在 于 能 和 否 找到 一 种 和 的 概念 ,使 得 
FRATE | rd > 时 可 以 有 和 ,并 且 使 得 这 个 和 就 是 六 zz) 当 |z| 
趋向 -时 的 值 . 正 是 这 个 延 拓 解析 函数 需 级 数 表 示范 围 的 党 试 , 推 
zh) T Frobenius, Holder 和 Ernesto Cesaro 的 工作 . Frobenius 证 
HO ,如 果 寡 级 数 > ;avz* 的 收敛 区 间 是 一 1 < x 1, 又 如 果 


(31) Sn — ao +a, 十 … 十 av， 

x state ts 
mi a 一 $0 T$ T TTS 
wu lim Dyan” = lim TT 


只 要 右边 的 极限 存在 . 因此 ,对 x = 1 ERR RRNA 
可 以 有 一 个 和 . 此 外 , 如果 f Ox) PRN A HEH AY BR T, UI 


(D Jour. für Math. , 1,1826, 311 ~ 339 = Œuvres , 1,219~250. 
@ Jour. für Math. , 89,1880, 262 ~ 264 = Ges. Abh. , 2,8~10, 
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Frobenius 对 级 数 在 x = 1 的 值 的 定义 与 im f(x) 一致 

脱离 与 蜂 级 数 的 这 种 联系 ,Frobenius 的 工作 提出 了 发 散 级 数 
的 一 种 可 和 性 定义 . 如 果 Se, 发 散 ,s, 有 (31) 中 的 意义 , 则 可 以 


把 和 取 作 
so tsi te HS 
n+] , 

只 要 这 个 极限 存在 ， 例如 ， ATAMI TST Ue ，S, 的 值 是 
LTP pe ge ppp AT lims, = y. 如 果 Ya, 
收敛 , 则 Frobenius 的 “和 ”就 是 通常 的 和 . 这 种 取 级 数 部 分 和 的 平 
均 的 思想 ,可 以 在 较 早 的 文献 中 找到 . Daniel Bernoulli? 与 Joseph 
L，Raabe(1801 一 1859) 包 对 特殊 类 型 的 级 数 就 用 过 . 

在 Frobenius 发 表 他 的 文章 之 后 不 久 ,H6lder@ 作出 了 一 种 
推广 . 给 定 级 数 》)a, , 令 


S9 = s, 


D,a = limS, = lim 


sD 一 一 


q10 rs" Hs), 


s2 一 "n" 十 5 pep, 
1 _ - . 
Du — ai » + sf D 十 … fr), 
于 是 和 为 
(32) s= lims,” 


只 要 这 极限 对 某 个 r 存在 . Holder 的 定义 现在 M(H, +) 求 和 法 . 
Hólder 给 了 一 个 例子 . 考虑 级 数 


D Comm. Acad. Sci, Petrop. , 16,1771,71— 90. 
@ Jour. für Math. , 15,1836,355— 364. 
@ Math, Ann. , 20,1882,535~549, 
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ll --— — 3r? 3. 
(TIS ]1--2x— 3x! +42 
jx UU x — 1 时 发 散 .然而 对 z= 1 有 
$0 =—], s4 =l, s 一 一 2， s = 2, $4 ——3,-:- 
因此 
SQ =— 1, sf? = 0, sP = 2 ox (a Q, sP -— 3. 
5 
1 5 5 34 
(2) -一 (2) 一 c (2) v. (23 一 二 (2) — ... 
30 l, $i 2 » $2 9 » 33 12" S4 75" 


几乎 显然 地 有 lims,” —— 1/4, 而 这 就 是 Holder MICH, 2). 这 也 
是 Euler 根据 他 的 原则 给 予 这 个 级 数 的 值 ,他 的 原则 是 ,和 等 于 导 
出 这 个 级 数 的 函数 的 值 . 

可 和 性 的 另 一 个 在 现在 来 说 是 很 标准 的 定义 ,是 由 那不勒斯 
(Naples) 大 学 教授 Cesiro 给 出 的 0. 设 级 数 是 Dla, 4 s, 为 Ya. 
那么 Cesaro 和 就 是 


r) 
(33) 5 一 lim Lr (r BAA SO), 
其 中 
SO = sp H rsm t rth, MES +t Dreta, 


; : (Debet 


r=1 的 情形 包含 了 Frobenius 的 定义 . Cesàro 的 定义 现在 叫做 
(C, r) HAE. Holder 与 Cesaro 的 方法 给 出 相同 的 结果 . Holder 
可 求 和 隐 含 Cesàro 可 求 和 ,是 由 Konrad Knobp(1882 一 1957) 在 
1907 年 的 一 篇 没有 发 表 的 学 位 论文 中 证 明 的 , 道 定理 则 是 由 
Walter Schnee(1885 年 生 ) 证 明 的 多 . 


@D Bull, des Sci. Math. , (2),14,1890,114~120. 
© Math. Ann. , 67,1909,110-—125. 


4. 可 和 性 205 W 


某 些 可 和 性 定义 的 有 趣 特 点 是 , 当 应 用 到 收敛 半径 为 1 SURE 
级 数 时 ,它们 不 仅 给 出 5j lim f(x) 一 致 的 和 (其 中 f(x) 是 由 级 数 
Sot ARR RT RM) ,而且 还 有 进一步 的 性 质 ,这 就 是 他 们 
TE | x | 271 的 区 域内 保持 有 意义 ,并 且 在 这 些 区 域内 提供 了 原来 宪 
级 数 的 解析 开拓 . 

求 发 散 级 数 的 “和 ”的 更 进一步 的 动力 ,来 自 一 个 完全 不 同 的 
方向 ,这 就 是 Stieltjes 对 连 分 式 的 研究 . 连 分 式 可 以 变换 成 发 散 级 
数 或 者 收敛 级 数 , 反 过 来 也 成 立 , 这 一 事实 曾经 被 Euler 利用 
oh. Euler 希望 (第 20 章 第 4,.6 节 ) 为 发 散 级 数 
(34) 1—2!1+3!—4!+5!—-- 
找到 一 个 和 . 在 他 论 发 散 级 数 的 文章 外 以 及 与 Nicholas Bernoulli 
(1687—1759) AIH f Orb , Euler 首先 证 明 级 数 
(35) z— (002 GOD Bl ce 
形式 地 满足 微分 方程 


而 对 这 方程 他 得 到 了 积分 解 

(36) y=| a 

然后 应 用 他 导出 的 把 收敛 级 数 变换 成 连 分 式 的 规则 , Euler 把 
(35) 变 换 成 
(37) T+1+ 

这 个 工作 包含 两 个 特点 . 一 方面 ,Euler 得 到 了 一 个 积分 ,可 以 当 


(D Novi Comm. Acad. Sci Petrop. , 5,1754/1755, 205 ~ 237, pub. 1760 = 
Opera, (1),14,585~617, 和 Nova Acta Acad. Sci. Petrop. , 2,1784,36~45, pub. 
1788 = Opera, (1),16,34—43. 

© Novi Comm. Acad, Sci, Petrop,, 5,1754/1755,205 — 237, pub. 1760 = 
Opera, (1),14,585—617. 

@ Euler fJ Opera Posthuma , 1,545— 549. 
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作 发 散 级 数 (35) 的 “和 ”; 后 者 事实 上 是 这 积分 的 渐 近 级 数 . 另 一 方 
面 他 表明 ,如 何 把 发 散 级 数 变换 成 连 分 式 .事实 上 他 用 了 zx = 1 的 
连 分 式 去 计算 级 数 (34) 的 值 . 

这 类 性 质 的 研究 ,在 18 世纪 后 期 偶然 地 有 一 些 ,而 在 19 世纪 
便 有 了 很 多 ,其 中 最 值得 注意 的 是 Laguerre H LEO. 他 首先 证 
明 积 分 (36) 可 以 展 成 连 分 式 (37). 他 还 处 理 了 发 散 级 数 


(38) 1 十 zx 十 21z 十 31zs 十 … 
因为 m! = r(m4-1) = | evende, 
这 级 数 可 以 写成 


| erdztz| erede at [etd 
如 果 形 式 地 交换 积分 与 求 和 的 次 序 ,就 得 到 
| rt $d, 
或 
(39) f(a) = | 


这 样 导出 来 的 f(x), 对 所 有 正 实数 之 外 的 复 的 xz 是 解析 的 ,并 且 
可 以 当 作 级 数 (38) 的 和 . 

Stieltjes 在 他 1886 年 的 学 位 论文 中 着 手 研 究 发 散 级 数 台 . 在 
这 里 Stieltjes 引进 了 一 个 级 数 渐 近 于 一 个 函数 的 定义 ,完全 与 
Poincaré 引进 的 相同 ;然而 在 其 他 方面 ,他 却 只 限于 某 些 特殊 级 数 
的 计算 . 

Stieltjes 继续 研究 发 散 级 数 的 连 分 式 展开 ,在 1894 一 1895 年 
写 了 两 篇 关于 这 个 课题 的 著名 文章 @. 这 个 工作 是 连 分 式 解 析 理 


dz. 


@ Bull. Soc. Math. de France, 7,1879, 72 ~ 81 = (uwvres, 1,428~437. 

© “Recherches sur quelques séries semi-convergentes,” Ann. del’ Ecole Norm. 
Sup. , (3),3,1886, 201 ~ 258 = Œuvres complètes, 2,2--58. 

®© Ann. Fac, Sci, de Toulouse, 8,1894,]. 1~122 #19,1895, A, 1 ~ 47 = 
Œuvres completes, 2,402-~~559. 
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论 的 开端 , 它 研究 了 收敛 性 问题 以 及 定 积 分 与 发 散 级 数 的 联系 . 就 
在 这 两 篇 文章 中 ,他 引进 了 后 来 以 他 的 名 字 命 名 的 积分 
Stieltjes 从 连 分 式 
Z 1 1 1 1 ,,.1 loe 
azta: + asz a tass tH aw c aie tI 
出 发 ,其 中 a, 是 正 实数 而 z 是 复数 , 他 接着 证 明 , 当 级 数 222 发 


散 时 , 连 分 式 (40) 收 敛 到 一 个 函数 F(z) ,这 函数 在 复 乎 面 上 除去 
负 实 轴 和 原点 以 外 是 解析 的 ,并 且 


(41) F(z) = © H, 


4S) a, 收敛 时 ,(41) 的 奇 部 分 和 与 偶 部 分 和 收敛 到 不 同 的 极限 
F,(z) 5 F(z) ax B 


(40) 


Fiz) = | 3600, guy = [^ de 0n) 
现在 ,人 们 知道 , 连 分 式 (40) 能 形式 地 展 成 级 数 
(42) M 3+3 ot 


其 中 c 是 正 的 . ROW GEER PRET. 对 于 每 一 
个 级 数 (42) ,都 对 应 着 一 个 带 正 as 的 连 分 式 (40). Stieltjes 说 明 
了 如 何 由 a, 定 出 c,; 他 还 在 Pla. 发 散 的 情况 下 证 明了 比值 
cs/cs_1 是 递增 的 . 如 果 它 有 一 个 有 穷 的 极限 , 则 级 数 在 |z| A 时 
收敛 ;但 是 如 果 这 个 比 递增 而 无 极限 , 则 级 数 对 一 切 z 发 散 . 

级 数 (42) 和 连 分 式 (40) 之 间 的 关系 说 得 更 为 详细 . 虽然 级 数 
收敛 时 连 分 式 就 收敛 ,但 反 过 来 却 不 真 . 当 级 数 (42) 发 散 时 ,必须 
按照 Sra, 发 散 还 是 收敛 而 分 成 两 种 情况 . 在 前 一 种 情况 ,正如 我 
们 已 经 说 过 的 , 连 分 式 给 出 一 个 而 且 只 有 一 个 与 之 等 价 的 函数 ,这 
可 以 当 作 发 散 级 数 (42) 的 和 . 当 > av 收敛 时 ,从 连 分 式 得 到 的 是 
两 个 不 同 的 函数 ,一 个 从 偶 部 分 和 收敛 得 到 , 另 一 个 从 奇 部 分 和 收 
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SX 8 8]. 但 对 于 级 数 (42)( 在 它 发 散 时 ) 却 有 无 穷 多 个 函数 与 它 对 
应 ,其 中 每 一 个 都 以 这 级 数 作为 渐 近 展开 . 

Stieltjes 的 结果 还 有 这 样 的 意义 :这 些 结果 表明 ,发 散 级 数 至 
少 分 为 两 类 ,一 类 是 ,存在 适当 的 单个 等 价 函 数 , 以 这 级 数 为 它 的 
展开 , 男 一 类 则 是 至 少 存在 两 个 等 价 函 数 以 这 级 数 作为 展开 . 连 分 
式 只 是 级 数 与 积分 之 间 的 一 个 中 介 物 ;也 就 是 说 ,给 定 一 个 级 数 ， 
通过 连 分 式 可 得 到 积分 . 因此 ,一 个 发 散 级 数 总 是 属于 一 个 或 多 个 
汲 数 ,这 些 函 数 可 以 在 和 的 一 种 新 的 意义 下 当 作 这 级 数 的 和 ， 

Stieltjes 还 提出 并 解决 了 一 个 反问 题 .为 了 叙述 简单 ,我 们 假 
Be 此 xz 可 微 , 因 而 积分 (41) 可 以 写成 


对 应 于 发 散 级 数 (42) 以 及 在 Sa, 发 散 的 情形 ,存在 一 个 这 种 形 
式 的 积分 . 问题 就 是 已 知道 级 数 去 找 flu). 积分 的 形式 展开 表明 
(43) " = [ fGowdu, n — 0, 1,2, 


Akane foc 之 后 ,必须 确定 Fu), 使 它 满足 无 穷 多 个 方程 
(43). 这 就 是 Stieltjes 所 谓 的 “ 惩 量 问题 它 并 非 只 有 唯一 解 , A 
为 Stieltjes 本 人 就 给 出 了 函数 

f(u) = el sinu, 
它 使 得 ce = 0 — n 成立 . 如 果 加 上 补充 条 件 :f(w) 在 积分 限 
之 间 是 正 的 , 则 只 有 单独 一 个 f(w) 是 可 能 的 ， 

可 和 性 级 数理 论 的 系统 发 展 是 从 Borel B 1895 以 来 的 工作 
开始 的 . 他 首先 给 出 Cesaro 定义 的 推广 . 然后 他 仿效 Stieltjes 的 
工作 ,给 出 一 个 积分 定义 @. 如 果 把 Laguerre 所 用 的 过 程 用 到 任 
何 一 个 形 如 


(D Ann. del’ Ecole Norm. Sup. , (3),16,1899,9— 136. 
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(44) a, tartar dee 
的 收敛 半径 有 限 ( 包 括 0) 的 级 数 上 ,就 导致 积分 
(45) [ eF (ex)de, 


其 中 F(u) = a, t aud Sp bon b Stat ben 


这 个 积分 就 是 Borel 在 其 上 建立 他 的 发 散 级 数理 论 的 表达 式 . 它 
被 Borel 当 作 级 数 (44) 的 和 . 级 数 F(w) 称 为 原来 级 数 的 关联 级 数 
(associated series). 


如 果 原来 的 级 数 (44) 有 大 于 0 的 收敛 半径 R, 则 关联 级 数 代 
表 一 个 整 函数 . 这 时 积分 | e*F(zr)dz 当 z 在 收敛 圆 内 时 有 意 


SC ,并 且 积 分 值 和 级 数值 相等 . 但 是 这 积分 也 可 能 对 收敛 圆 外 的 x 
值 有 意义 ,这 时 这 积分 就 提供 了 原来 级 数 的 一 个 解析 开拓 -. Borel 
称 这 个 级 数 在 x 点 (在 这 点 积分 有 意义 ) 是 可 和 的 (summable) ( 
刚才 解释 过 的 意义 下 ). 

如 果 原 级 数 (44) 发 散 (R = 0), 则 关联 级 数 可 以 收敛 也 可 以 
A. 如 果 它 只 在 平面 = zz 的 一 部 分 上 收敛 ,我 们 就 不 仅 把 关 
联 级 数 的 值 , 也 把 它 的 解析 开拓 的 值 看 成 FF(u). 于 是 积分 


| eeF(zz)dx 可 以 有 意义 ,并 且 正 如 我 们 看 到 的 ,就 是 从 原来 的 


发 散 级 数 得 到 的 . 使 原来 的 级 数 可 和 的 x 值 的 区 域 的 确定 , 曾 由 
Borel 研究 过 ,他 考虑 了 原来 级 数 收敛 (R > 0) 与 发 散 CR = 0) 这 
两 种 情形 . 

Borel 还 引进 了 绝对 可 和 性 (absolute summability ) 的 概念 . 
原来 级 数 是 绝对 可 和 的 ,如 果 


[ern )dz 


0 


绝对 收敛 ,并 且 后 续 的 积分 
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[- 
都 有 意义 . 接着 Borel 证 明 , 460 FT A BARRA SES fne S 
级 数 那样 进行 运算 . 换 句 话说 ,这 级 数 代 表 一 个 函数 ,并 且 可 以 代 
替 函 数 进行 运算 . 例如 ,两 个 绝对 可 和 级 数 的 和 、 差 , 积 是 绝对 可 和 
的 ,并且 分 别 是 每 个 级 数 所 代表 的 函数 的 和 、 差 、 积 . 类 似 的 事实 对 
绝对 可 和 级 数 的 微 商 也 成 立 , 此 外 ,对 收敛 级 数 来 说 ,上 述 意义 的 
和 与 通常 的 和 是 一 致 的 ,而 减 去 前 & 项 所 得 级 数 的 和 化 为 整个 级 
数 的 “和 ” 减 去 前 & 项 的 和 . Borel 强调 指出 , 求 和 性 的 任何 令 人 满 
意 的 定义 必须 具有 这 些 性 质 ,虽然 不 是 所 有 的 定义 都 这 样 . 他 不 要 
求 任何 两 种 定义 必须 有 相同 的 和 . 
这 些 性 质 有 可 能 把 Borel 的 理论 直接 应 用 到 微分 方程 . 事实 
上 ,如 果 微 分 方程 
P(x, y, y =, y?) =0 
对 工 来 说 在 原点 是 解析 的 ,对 y 和 它 的 微 商 来 说 是 代数 的 , 则 形 
式 上 满足 微分 方程 的 任何 绝对 可 和 的 级 数 
ao Hartaz? +e 
都 定义 一 个 解析 函数 作为 这 方程 的 解 . 例如 ,Laguerre 级 数 
1 十 工 十 2122 十 31z3 十 … 


À 
d dz, à= 1, 2, = 


形式 地 满足 微分 方程 | 
x T3 + (zl)y ——], 
因此 函数 (看 (39)) 
~ 
fi) = | Ted 
必定 是 这 方程 的 解 . 


可 和 性 概念 一 经 获得 一 定 的 承认 ,成 打 的 数学 家 就 引进 各 式 
各 样 的 新 的 定义 ,它们 满足 Borel 或 其 他 人 提出 的 部 分 或 全 部 要 
求 .许多 可 和 性 定义 被 推广 到 多 重 级 数 , 另外 ,各 种 包含 可 和 性 概 
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念 的 问题 被 提出 来 了 ,并且 有 许多 得 到 了 解决 . 例如 ,假设 一 个 级 
数 用 某 种 方法 可 和 ,需要 对 级 数 加 上 什么 条 件 ,在 承认 它 的 可 和 性 
下 ,还 使 得 它 在 Cauchy 意义 下 是 收敛 的 ? 这 样 的 定理 为 了 纪念 
Alfred Tauber(1866 年 生 ) 而 命名 为 Tauber 型 定理 . 例如 Tauber 
证 明了 ,如 果 Shan Abel 可 和 到 s, 并 且 当 n 趋向 无 穷 时 na, 趋 
向 于 0, 则 Sha, 收敛 到 s. 

可 和 性 的 概念 确实 容许 我 们 对 大 量 的 发 散 级 数 给 出 它们 的 和 或 
值 . 因此 怎样 才 算 完成 这 个 问题 就 不 可 避免 地 提出 来 了 . 如 果 一 个 已 
知 的 级 数 是 直接 从 物理 现象 提出 来 的 ,和 的 任何 定义 是 否 合适 必然 完 
全 取决 于 这 个 和 在 物理 上 是 否 有 意义 ,正如 任何 几何 的 物理 应 用 取决 
于 这 几何 是 否 描述 物理 空间 . Cauchy 的 和 的 定义 是 经 常 适合 的 一 种 ， 
因为 他 基本 上 说 的 是 ,这 和 是 按 通 常 意义 将 愈 来 愈 多 的 项 接连 相 加 而 
得 到 的 . 然而 在 逻辑 上 没有 什么 理由 宁愿 要 和 的 这 个 概念 而 不 要 介绍 
过 的 其 他 概念 . 确实 的 ,用 级 数 来 表示 函数 的 范围 由 于 应 用 这 些 较 新 
的 概念 而 大 大 地 扩大 了 . 例如 H. A. Schwarz 的 学 生 Leopold Fejér 
(1880 一 1959) 说 明了 可 和 性 在 Fourier 级 数理 论 中 的 价值 . Fejér 
在 1904 年 证 明 @ ,如 果 在 区 间 [ 一 x, x] 上 ,f(x) 是 有 界 的 而 且 


(Riemann) 可 积 ,或 者 是 无 界 的 但 积分 | f(z)dz 绝对 收敛 ,那么 
在 区 间 中 每 个 使 (zx 十 0) 与 (zx 一 0) 存在 的 点 上 ,Fourier 级 数 


ao Z . 
2 + 2; (a,cos nz + b, sin nz) 


的 Frobenius 和 是 [f(z 十 0) 十 f(z 一 0)]/2. 在 这 个 定理 中 加 在 
f(x) 上 的 条 件 弱 于 以 前 各 种 定理 中 使 Fourier 级 数 收敛 到 f(x) 
的 条 件 

Fejér 的 基本 结果 成 了 级 数 可 和 性 的 一 系列 广泛 而 富有 成 果 


O Monatshefte für Mathematik und Physik , 8,1897,273— 277. 
© Math. Ann. , 58,1904,51-~69. 
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的 研究 的 开始 .我 们 在 很 多 场合 看 到 了 用 无 穷 级 数 表 示 函 数 的 需 
要 . 例如 在 解 偏 微分 方程 的 初 值 问 题 或 边 值 问 题 中 为 了 满足 初始 
条 件 , 通 常 需要 把 给 定 的 初 值 消 数 f(x) AR E ES BUR HOC Lax 
些 特征 函数 是 把 边界 条 件 用 到 从 分 离 变量 法 得 出 的 常 微 分 方程 去 
时 得 到 的 . 这 些 特征 函数 可 能 是 Bessel HA, Legendre 国 数 , 或 者 
其 他 任何 一 类 特殊 函数 . 然而 这 样 的 特征 函数 级 数 在 Cauchy 意 
义 下 不 一 定 收敛 到 已 知 的 fe) ,但 这 级 数 却 又 确实 可 能 在 这 种 或 
那 种 可 和 性 的 意义 下 可 和 到 f(x) ,并 且 初 始 条 件 由 此 得 到 满足 . 
可 和 性 的 这 些 应 用 显示 了 这 个 概念 的 巨大 成 功 . 

发 散 级 数理 论 的 形成 与 被 接受 ,是 数学 成 长 的 又 一 个 显著 的 
例子 . 首先 它 说 明 , 当 一 个 概念 或 技巧 证 明 是 有 用 的 时 候 , 即 使 它 
的 逻辑 含糊 不 清 其 至 不 存在 ,但 通过 持续 的 研究 仍 将 会 揭 出 逻辑 
上 的 正确 性 . 这 纯粹 是 一 种 事后 思考 , 它 还 证 明 ,数学 家 对 数学 是 
人 为 的 这 一 点 认识 到 了 何 种 程度 , 可 和 性 的 定义 并 不 是 您 来 您 多 
的 项 连续 相 加 的 自然 概念 (这 概念 Cauchy 只 不 过 是 把 它 严密 化 
TME), CEAR (artificial). 但 它们 为 数学 目的 服务 ,其 中 
甚至 包括 了 用 数学 去 解决 物理 问题 ;而 这 些 现在 成 了 承认 它们 属 
于 合法 数学 的 充分 根据 . 
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第 48 章 
张 量 分 析 和 微分 几何 


于 是 ,或 者 作为 空间 基础 的 客体 必须 形成 一 个 离散 的 流 形 ， 
或 者 我 们 必须 从 它 的 外 部 关系 中 ,从 作用 于 它 上 面 的 各 约 
束 力 中 ,去 寻找 其 度量 的 根据 . 这 就 把 我 引 到 另 一 门 科 
学 一 一 物理 学 的 领域 ,而 我 工作 的 目的 不 允许 我 今天 进入 
那个 领域 . 


Bernhard Riemann 


1. 张 最 分 析 的 起 源 

常常 被 当 作 一 个 全 新 的 数学 分 支 的 张 量 分 析 , 它 的 开始 创建 ， 
或 者 是 为 了 适应 某 种 特殊 的 目的 ,或 者 只 是 为 了 适应 数学 家 的 爱 
好 . 实际 上 , 它 不 过 是 一 个 老 题目 一 一 主要 与 Riemann 几何 相 联 
系 的 微分 不 变量 研究 一 一 的 一 种 变形 . 我 们 可 能 记得 (第 37 章 第 
5 节 ) ,这 些 不 变量 就 是 这 样 一 些 表 达 式 ,它们 在 任何 坐标 变换 下 
保持 其 形式 和 值 不 变 ,因为 它们 代表 几何 性 质 或 物理 性 质 . 

微分 不 变量 的 研究 是 由 Riemann, Beltrami, Christoffel 和 
Lipschitz 开创 的 . 新 的 方法 是 巴 勒 莫 (Palermo) 大 学 的 数学 教授 
Gregorio Ricci-Curbastro(1853 一 1925) 创 建 的 , 他 受 Luigi Bian- 
chi 的 影响 ,后 者 的 工作 则 退 随 Christoffel. Ricci 企图 促进 一 种 研 
究 工作 ,为 几何 性 质 和 物理 规律 的 表示 式 寻 找 一 种 在 坐标 变换 下 
不 变 的 形式 . 关于 这 个 课题 ,他 的 主要 工作 是 在 1887 一 1896 年 这 
段 时 间 做 的 ,虽然 在 1896 年 以 后 他 和 一 个 意大利 学 派 , 仍 继续 在 
这 个 课题 上 工作 了 20 年 或 更 多 . 在 这 段 主要 的 时 期 里 , Ricci 完成 
了 他 称 之 为 绝对 微分 学 (absolute differential calculus) 的 方法 和 
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紧 竣 的 表示 法 . Ricci 在 1892 年 发 表 的 一 篇 文章 了 中 ,给 出 了 他 的 
方法 的 第 一 个 系统 报告 ,并 把 它 应 用 于 微分 几何 和 物理 学 的 某 些 
问题 中 ， 

9 年 以 后 , Ricci 和 他 著名 的 学 生 Tullio Levi-Civita(1873 一 
1941) 合 写 了 一 篇 总 结 性 文章 《绝对 微分 法 及 其 应 用 》(Methods of 
the Absolute Differential Calculus and Their Applications )®, 
Ricci 和 Levi-Civita 的 工作 ,对 这 个 算法 给 出 了 更 为 明确 的 阐述 , 
至 于 这 门 学 科 变 成 通常 所 说 的 张 量 分 析 , 那 是 在 1916 年 Einstein 
给 它 以 这 个 名 称 之 后 . 考虑 到 Ricci 及 后 来 的 Levi-Civita 和 Ricci 
在 记 法 上 的 许多 变更 ,我 们 将 使 用 现在 已 变 成 较为 标准 的 那 种 
记号 . 


2. 张 量 的 概念 
为 了 建立 由 Ricci 所 引进 的 张 量 的 概念 ,我 们 考虑 国 数 A(z' ， 
vio, 2"). 我们 用 A; 表示 3A/9x'. 于 是 ,表达 式 


(1) SJ Aida’ 
在 形 如 
(2) xc fy, »y, UT, y") 


的 变换 下 是 一 个 微分 不 变量 . 这 里 假定 函数 f; 具有 所 需要 的 各 阶 
导数 ,并 且 变 换 是 可 逆 的 ,从 而 有 


(3) y = g(a’, x5, s, x"). 
在 变换 (2) 下 ,表达 式 (1) 变 成 
(4) SA Cys yon, y)dy. 


然而 ,A; 并 不 等 于 Aj. 而 是 


@ Bull. des Sci. Math. , (2),16,1892, 167 ~ 189 = Opere, 1,288— 310. 
@ Math. Ann. , 54,1901, 125 ~ 201 = Ricci, Opere, 2,185—271. 


N 216 Base 张 量 分 析 和 微分 几何 
= 94. 
Jy E Jy’ 

在 这 里 A; PMAN zc DURARA 它们 用 所 有 y! 表示 的 
式 子 . 这 样 ,A; 就 通过 变换 (5) 的 特殊 规则 同 A; 相 联 系 ,在 (5) 中 
包含 变换 的 一 阶 导数 ， 

Ricci 的 想法 是 :不 把 注意 力 集中 在 不 变 的 微分 形式 (1) 上 ,只 
要 处 理 函 数组 


6) A, A, 22 
dy 


A, Ao, tee Ans 
就 够 了 ,而 且 更 为 迅捷 ,他 把 这 个 分 量 组 称 为 一 个 张 量 ,只 要 在 坐 
标 变换 下 新 的 分 量 组 
A,, Av, e, A, 
同 原来 的 分 量 组 有 变换 规则 (5) 的 那 种 关系 . 正 是 这 种 明确 地 突出 
函数 组 (或 系 ) 与 变换 规则 ,成 了 Ricci 对 微分 不 变量 这 一 课题 的 
研究 方法 的 标志 . 数量 函数 A 的 梯度 的 分 量 A; 所 构成 的 组 ,是 + 
阶 协 变 张 量 (covariant tensor) 的 一 个 例子 . 一 个 函数 组 (或 系 ) 表 
一 个 不 变量 ,这 一 概念 本 来 并 不 新 鲜 , 因 为 在 Ricci 时 代 向 量 已 
经 为 人 所 共 知 , 向 量 用 它 在 一 个 坐标 系 中 的 分 量 表示 ,并 且 , 如 采 
向 量 在 坐标 变换 下 保持 不 变 , 如 像 它 本 来 应 该 的 那样 ,那么 这 些 分 
量 也 要 受 一 个 变换 规则 的 制约 . 但 是 , Ricci 所 引进 的 新 的 系统 却 
更 要 一 般 得 多 ,并 且 着 重 于 变换 规则 这 一 点 也 是 新 的 . 
作为 Ricci 所 引进 的 观点 的 另 一 个 例子 ,我 们 考虑 距离 元 素 
的 表达 式 . 它 由 下 式 给 


(6) = Dea da’. 


根据 几何 的 理由 ， 在 坐标 变换 下 距离 ds 的 值 应 保持 不 变 . 然而 ,如 
果 我 们 作 变 换 (2) 并 把 新 的 表达 式 写 成 形式 


(7) TF = Y Giddy’, 
则 gy (2, o, x) 将 不 等 于 Gy Oot, n, Y) GEI EK y 的 值 和 
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全 体 关 的 值 表示 同一 个 点 ) ,而 有 关系 式 

ax’ Ir 
(8) Gu = p dy ay’ 
这 时 gy 中 所 有 的 二 要 代 以 它们 用 所 有 关 表示 的 值 . 为 了 证 明 (8) 
式 成 立 ,我 们 只 需 在 (6) 式 中 代 da’ 以 


代 dz^ VA 


HHEH dy dy 的 系数 . 这 样 ,虽然 Ge 并 不 就 是 gw ,我 们 却 知道 如 
何 从 gw 得 到 Ga. 基本 二 次 形式 的 nw 个 系数 gj 所 形成 的 一 组 数 是 
一 个 2 阶 协 变 张 量 ,其 变换 规则 由 (8) 给 出 . 

Ricci 还 引进 了 反 变 (contravarient) 张 量 . 考虑 前 面 用 过 的 变 
换 的 道 变换 . 各 这 个 逆 变 换 是 


(9) y = g(x, x, Uy x), 
则 

) YoY gn 
(10) dy = 2; PES . 


现在 ,如果 把 所 有 的 dx* 看 做 构成 一 个 张 量 的 一 组 量 ,那么 我 们 可 
以 看 到 ,当然 dy A da’, 但 是 用 (10) 说 明 的 变换 规则 ,我 们 能 够 
从 所 有 的 dz 得 到 所 有 的 dy . 元素 da^ 所 成 的 组 称 为 1 阶 反 变 张 
量 , 反 变 这 个 词 是 指 在 这 个 变换 中 出 现 的 那些 9y//3x*, 同 (8) 和 
(5) 中 出 现 的 导数 9z'/9y 相反 . 这 样 ,变换 变量 的 各 个 微分 就 构 
成 一 个 1 阶 反 变 张 量 . 

相应 地 ,我 们 能 够 有 两 个 指标 反 变 的 2 阶 张 量 . 如 果 在 变换 
(9) 下 ,函数 组 A" (zt, x5, n, x )(8, L51, 2, =, n) 的 变换 规 
则 是 


(11) j = 


RE 
ze 

RE 
EN 
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则 这 个 组 是 一 个 2 阶 反 变 张 量 . 此 外 ,我 们 能 够 有 所 谓 混合 
4mixed) 张 量 , 它 的 某 些 指标 是 协 变 的 ,而 另 一 些 指标 是 反 变 的 . 
例如 ,数组 ASG, J, k= 1,2, c, n) 表示 一 个 混合 张 量 , 其 中 
(按照 Ricci 的 表示 法 ) 两 个 下 标 是 协 变 的 ,一 个 上 标 是 反 变 的 . 元 
BA AL 的 张 量 称 为 3 阶 张 量 . 我 们 还 能 够 有 7 阶 的 协 变 、 反 变 和 
混合 张 量 . 一 个 r 阶 的 n 维 张 量 将 有 个 分 量 . 在 第 37 章 中 的 方 
程 (21) 表 明 Riemann 的 四 指标 记号 (xk, 证 ) 是 一 个 4 阶 协 变 张 
量 . 1 阶 协 变 张 量 是 一 个 向 量 . 对 于 一 个 向 量 ,Levi-Civita 如 下 定 
义 一 个 与 之 相关 的 反 变 向 量 ; 如 果 组 A 是 一 个 协 变 向 量 的 分 量 ， 
则 组 


N= Yat 
是 一 个 相关 的 反 变 向 量 ;g* 是 一 个 商 , 它 的 分 子 是 全 部 gx 所 形成 
的 行列 式 中 元 素 gi 的 余子 式 , 它 的 分 母 是 行列 式 的 值 g. 
张 量 有 运算 . 例如 ,如 果 我 们 有 两 个 同类 的 张 量 , 即 有 相同 个 
数 协 变 指 标 和 相同 个 数 反 变 指标 的 张 量 ,我 们 就 可 以 通过 把 它们 
具 相 同 指标 的 分 量 相 加 而 把 这 两 个 张 量 加 起 来 . 例如 
Ai t Bi = Ci. 
必须 而 且 能 够 证 明 ,C 构成 一 个 具 协 变 指标 i 和 反 变 指标 j 的 
KH. 
可 以 把 指标 遍历 1 到 n 的 任意 两 个 张 量 相 乘 . 举 一 个 例子 就 
足以 说 明 这 个 意思 . 例如 
AtB} = Ci, 
对 于 具有 这 n! 个 分 量 CT fo de, EBLE, CN Pie be i 
上 标 是 反 变 的 . 张 量 没有 除法 运算 . : 
缩 并 运算 (operation of contraction) 可 用 下 述 例子 来 说 明 : 给 
EE A ,定义 量 


2. 张 量 的 概念 219 W 


= Ya, 

这 里 在 右边 我 们 把 分 量 加 起 来 . 能 够 证 明 ,数组 B^ 是 一 个 具 协 变 
指标 i 和 反 变 指标 六 的 2 阶 张 量 . 

总 之 ,一 个 张 量 是 一 组 函数 (分 量 ) ,它们 相对 于 一 个 参考 标 架 
或 坐标 系 而 言 是 固定 的 ,在 坐标 变换 下 它们 按 一 定 的 规则 变换 , 一 
个 坐标 系 中 的 每 一 个 分 量 ,是 另 一 个 坐标 系 中 的 所 有 分 量 的 线性 
齐 次 函数 . 如 果 在 同一 个 坐标 系 中 ,一 个 张 量 的 所 有 分 量 等 于 另 一 
个 张 量 的 所 有 分 量 ,那么 它们 在 所 有 坐标 系 中 都 是 相等 的 . 特别 ， 
如 果 在 一 个 坐标 系 中 的 分 量 全 为 0, 那么 在 所 有 坐标 系 中 也 全 为 
0. 于 是 , 张 量 的 相等 相对 于 参考 系 的 变换 是 不 变 的 . 一 个 张 量 在 一 
个 坐标 系 中 所 具有 的 物理 的 .几何 的 甚至 纯 数学 的 意义 ,在 坐标 变 
换 下 保持 不 变 , 所 以 在 第 二 个 坐标 系 中 仍然 具有 这 些 意义 . 这 个 性 
质 在 相对 论 中 有 重要 的 意义 ,在 相对 论 中 每 一 个 观测 者 都 有 他 自己 
的 坐标 系 . 因为 客观 的 物理 规律 是 对 所 有 观测 者 都 成 立 的 规律 ,所 
以 为 了 反映 局 坐标 系 的 这 种 无 关 性 ,这 些 规律 都 表示 成 张 量 ， 

利用 掌握 的 张 量 概念 ,可 以 把 Riemann 几何 中 的 许多 概念 重 
新 用 张 量 形式 来 表示 . 或 许 最 重要 的 就 是 空间 的 曲率 . Riemann 的 
曲率 概念 (第 37 章 第 3 节 ) 可 以 用 多 种 方式 表示 成 一 个 张 量 . 近代 
的 表示 法 使 用 Einstein 所 引进 的 求 和 约定 , 即 如 果 在 两 个 记号 的 
乘积 中 有 一 个 指标 是 重复 的 , 那 就 理解 成 为 求 和 , 例如 


gà, = = yea, 
用 这 种 记号 表示 曲率 张 量 (参看 第 37 章 的 [20]) ,有 
Ry = 2 lm, A]— gie, A] 


+ fo, el[s, e]— ito, elo, e], 
或 等 价 地 
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Rin = 35 7 JR ， i} — xl, ij —[{sk, H UL, s} 


— Is, il ih, M 

其 中 , 方 括号 表示 第 一 类 Christoffel 记号 ,大 括号 表示 第 二 类 
Christoffel 记号 . 这 二 种 形式 中 的 任何 一 种 现在 都 叫 Riemann- 
Christoffel 曲率 张 量 . 由 于 在 分 量 之 间 有 某 些 关系 (这 些 关 系 我 们 
不 准备 叙述 ) ,这 个 张 量 的 不 同 分 量 的 数目 是 到 (到 一 1)7X12. Sin 
二 4 时 (在 广义 相对 论 中 就 是 这 种 情形 ) ,不 同 分 量 的 数目 是 20. 
在 二 维 Riemann 23 3 [n] FH ,只 有 一 一 个 不 同 的 分 量 ， 它 可 以 取 为 Rinz. 
这 时 Gauss 的 总 曲率 K 可 以 证 明 是 
Riaz 

gc 
其 中 g 是 所 有 gj 的 行列 式 或 g182s 一 eh. 如 果 所 有 的 分 量 全 是 
零 , 空 间 便 是 Euclid 的 . 

Ricci 从 Riemann-Christoffel 张 量 用 缩 并 的 方法 得 到 一 个 张 

量 , 现 在 称 为 Ricci 张 量 或 Einstein KE. 这 个 张 量 的 分 量 Ry 是 


YR. 当 n = 4 Bj, Einstein. 用 这 个 张 量 表 示 他 的 空 -时 
Riemann 几何 的 曲率 . 


K= 


3. 协 变 微 分 

Ricci 还 在 张 量 分 析 人 2 中 引进 了 一 种 运算 ,后 来 他 和 Levi- 
Civita 称 之 为 协 变 微 分 (covariant differentiation). 这 种 运算 早 在 
Christoffel 和 Lipschitz 的 工作 多 中 已 经 出 现 过 . Christoffel 曾经 
给 出 一 种 方法 (第 37 章 第 4 节 ), 从 包含 基本 形式 ds 和 函数 


(D Zeit. für Math. und Phos , 62,1914,225~261. 

®© Atti della Accad. dei Lincei, Rendiconti, (4),3,1887, 15 ~ 18 = Opere, 1, 
199—203. 

Q Jour. für Math. , 70,1869,46~70 和 241-245, EA & 71~ 102, 
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$(xi, 22,77, Xx) 的 导数 的 微分 不 变量 ,用 这 种 方法 可 以 推出 一 
个 包含 高 阶 导 数 的 不 变量 . Rici 认识 到 这 个 方法 对 于 他 的 张 量 分 
析 的 重要 性 并 采用 了 它 . 

Christoffel 和 Lipschitz 处 理 整 个 形式 的 协 变 微分 ,而 Ricci 
根据 他 侧重 于 一 个 张 量 的 全 部 分 量 的 观点 ,对 这 些 分 量 作协 变 微 
分 . 例如 ,如 果 A;(x! ,zx?,… ,zx") 是 一 个 向 量 或 1 阶 张 量 的 协 变 
BA, 的 协 变 导数 不 简单 地 是 对 x' 的 导数 ,而 是 2 阶 张 量 
(12) An = DH lA, 

其 中 大 括号 表示 第 二 类 Christoffel 记号 . 同样 地 , 如果 A 是 一 个 
2 阶 协 变 张 量 的 分 量 , 则 它 关 于 a 的 协 变 导数 是 


(13) An = Ft Sit, jl JIA -Xu. JI A;. 
对 于 一 个 具有 分 量 的 1 阶 反 变 张 量 ,其 协 变 导 数 AWA 
Ai, = 244 ut, il, 


而 这 是 一 个 2 阶 混合 张 量 . 对 于 具有 分 重心 的 混合 张 量 ,其 协 变 
导数 是 
A2 98 s A hh. 
az fa ji 

NR AR E&OE RUE EDL HLS) Heh A = 8a! 
给 出 . 这 个 向 量 叫做 纯 量 不 变量 的 梯度 . 

从 纯 数学 观点 来 看 ,一 个 张 量 的 协 变 导 数 乃 是 协 变 指 标高 一 
阶 的 张 量 . 这 个 事实 是 重要 的 ,因为 它 使 得 在 张 量 分 析 的 范围 内 处 
理 这 种 导数 成 为 可 能 . 这 个 事实 也 有 几何 意义 . 假定 在 平面 中 我 们 
有 -个 常 向 量 场 , 即 在 每 点 有 一 个 向 量 的 向 量 组 ,所 有 的 向 量 有 相 
同 的 大 小 和 方向 . 那么 任何 一 个 向 量 关 于 一 个 直角 坐标 系 表 出 的 
所 有 分 量 也 都 是 常数 . 然而 ,这 些 向 量 关于 极 坐 标 系 的 分 量 (一 个 
分 量 沿 着 向 径 , 另 一 个 垂直 于 向 径 ) 却 是 逐 点 而 异 的 ,因为 在 这 种 
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坐标 系 中 取 分 量 所 沿 的 方向 是 逐 点 而 异 的 . 如 果 取 这 些 分 量 关于 
坐标 > 和 8 的 导数 , 则 由 这 些 导数 表示 的 变化 率 , 反 映 了 由 于 坐标 
系 的 变化 ,而 不 是 由 于 向 量 本 身 的 任何 变化 所 产生 的 分 量 的 变化 . 
在 Riemann 几何 中 所 用 的 坐标 系 是 曲线 坐标 系 . 坐标 系 的 曲线 性 
的 影响 用 第 二 类 Christoffel 记号 (这 里 用 大 括号 表示 ) 给 出 . 一 个 
张 量 的 整个 协 变 导数 , 既 给 出 由 原来 张 量 所 表示 的 基本 {under- 
lying) 物 理 量 或 几何 量 的 实际 变化 率 , 又 给 出 基本 坐标 系 的 变化 
所 引起 的 变化 率 . 

在 Euclid 空间 中 ds’ 总 能 化 简 为 具有 常 系数 的 平方 和 , 由 于 
Christoffel 记号 为 0, 协 变 导 数 简化 为 通常 的 导数 . 还 有 ,在 一 个 
Riemann 度量 中 每 个 e; 的 协 变 导 数 都 是 0. 这 后 一 个 事实 是 
Ricci 中 证明 的 ,因而 称 为 Ricci 5138. 

协 变 微分 的 概念 使 我 们 容易 把 向 量 分 析 中 早已 知道 的 、 而 刚 
才 在 Riemann 几何 中 可 以 处 理 的 概念 的 张 量 推广 表示 出 来 . 例 
如 ,如 果 A;(x! ,x?，…, zx") 是 一 个 7 ABA 的 分 量 , 则 


(14) 0 一 Mig'"Au 
TEL 


是 一 个 微分 不 变量 ,其 中 g* 在 上 面 已 经 说 明 过 . 当 基本 度量 是 在 
一 直角 坐标 系 中 表 出 时 (在 Euclid 空间 中 ) ,除了 ;一 :的 情形 外 党 
Hg! — 0, 这 时 协 变 导 数 和 通常 的 导数 是 一 致 的 . 于 是 , (14) 变 成 


而 这 就 是 三 维 Euclid 空间 中 的 所 谓 散 度 在 » 维 Euclid 空间 中 的 
类 似 物 . 因此 (14) 也 叫 分 量 为 A; 的 张 量 的 发 散 量 . 用 (14) 还 能 证 
明 ; 如 果 A 是 一 个 数量 点 函数 , 则 A 的 梯度 的 发 散 量 为 

1 


"3 
(15) AA — 722i 3: W £A ), 


D Atti della Accad. dei Lincei, Rendiconti, (4),5,1889, 112 ~ 118 = Opere, 
1,268~ 275, 


74 2A 2p 
其 中 Al = 2e" "rn 28A. 


AA 的 这 个 表达 式 也 就 是 Riemann 几何 中 AA 的 Beltrami 的 表 
达 式 (第 37 章 第 5 节 ). 

虽然 Ricci 和 Levi-Civita Æ 1901 年 的 文章 大 部 分 篇 幅 致 力 
于 建立 张 量 分 析 技 术 , 但 是 他 们 主要 关心 的 是 发 现 微分 不 变量 . 他 
们 提出 下 述 一 般 问 题 ; 给 定 一 个 正 的 二 次 微分 形式 $$ 和 任意 多 个 
与 之 相关 联 的 函数 S, 要 从 $5 的 系数 、 孙 数组 S、 和 系数 及 函数 的 
直到 一 定 阶 数 m 的 导数 ,构造 出 所 有 的 绝对 微分 不 变量 , 他 们 给 
出 了 一 个 完全 的 解 . 为 此 ,只 需要 求 出 一 个 系统 的 代数 不 变量 ,这 
个 系统 由 下 列 元 素 组 成 :基本 二 次 微分 形式 $, 任 意 关联 函数 组 S 
BJ ESI m 阶 的 协 变 导数 , 且 当 mm 1 时 还 有 一 个 四 线性 形式 G, 
其 系数 是 Riemann 表达 式 ( 计 ,8), 以 及 它 的 直到 m 一 2 阶 的 协 变 
导数 . 

在 他 们 文章 的 结尾 ,指出 了 如 何 把 某 些 偏 微分 方程 及 物理 规 
律 表示 成 张 量 的 形式 ,以 便 使 它们 与 坐标 系 无 关 . 这 是 Ricci 所 明 
确 声明 的 目标 . 这 样 ,在 Einstein 为 了 把 物理 规律 表 成 数学 不 变 式 
这 个 目的 而 使 用 张 量 分 析 之 前 许多 年 , 张 量 分 析 就 已 经 用 于 这 一 
目的 了 . 


4. 平行 位 移 

从 1901 年 到 1915 年 , 张 量 分 析 的 研究 只 限于 极 少数 的 数学 
家 . 然而 ,Einstein 的 工作 改变 了 这 个 局 面 . 当时 ,在 瑞士 专利 局 中 
被 聘 为 工程 师 的 Albert Einstein( 1879—1955) , 以 他 狭义 或 特殊 
相对 论 @ 的 报告 极 大 地 震动 了 科学 界 . 1914 年 , Einstein BRB 


(D Annalen der Phys. , 17,1905, 891 ~ 921; Æ A. Einstein 的 Dover 版 “The 
Principle of Relativity” (1951) rp n] ARAA FA. 
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请 ,到 柏林 的 普鲁士 科学 院 , 作 为 著名 的 物理 化 学 家 Jacobus 
Van't Hoff(1852 一 1911) 的 继任 者 . 两 年 以 后 他 发 表 了 他 的 广义 
AEO. 

Einstein 关于 物理 现象 相对 性 的 草 命 性 观点 ,在 全 世界 的 物 
理学 家 .哲学 家 和 数学 家 中 激 起 了 强烈 的 兴趣 . 数学 家 主要 是 被 几 
何 的 本 性 所 激动 ,因为 Einstein 发 现 这 种 本 性 在 他 理论 的 创建 中 
是 有 用 的 ， 

涉及 四 维 伪 Euclid 流 形 ( 空 - 时 ) 的 性 质 的 狭义 理论 ,其 解释 
最 好 用 向 量 和 张 量 来 讲 , 而 涉及 四 维 Riemann 流 形 ( 空 -时 ) 的 性 
质 的 广义 理论 ,其 解释 需要 使 用 与 这 种 流 形 相 联 系 的 特殊 张 量 计 
AL. 幸而 这 种 计算 早已 被 发 展 ,只 是 当时 还 没有 受到 物理 学 家 的 特 
HERAT. 

实际 上 , Einstein 关于 狭义 理论 的 工作 并 没有 用 Riemann JL 
何 或 张 量 分 析 包 . 但 是 ,狭义 理论 不 涉及 引力 的 作用 .于 是 Einstein 
开始 从 事 于 无 引力 的 问题 的 研究 ,并 通过 在 他 的 空 - 时 几何 中 加 进 
一 种 结构 以 说 明 它 的 效应 ,加 进 的 结构 使 得 物体 自动 地 沿 着 这 样 
一 条 轨道 运动 ,这 轨道 与 假设 物体 受 引力 作用 时 所 运行 的 轨道 相 
fal. 在 1911 年 他 发 表 一 种 理论 ,这 种 理论 认为 引力 是 这 样 的 : 它 在 
整个 空间 都 具有 相同 的 方向 ,他 当然 知道 这 种 理论 是 不 现实 的 . EE 
到 这 时 Einstein 只 用 了 一 些 最 简单 的 数学 工具 ,并 且 甚 至 怀疑 应 
用 “高 等 数学 "的 必要 性 ,他 认为 “高 等 数学 ”常常 会 使 读者 惊 采 . 然 
而 ,在 布拉格 他 同 他 的 一 位 同事 、 数 学 家 Georg Pick 的 讨论 ,使 他 
的 问题 获得 了 进展 ,Pick 让 他 注意 Ricci 和 Levi-Civita 的 数学 理 
ib. 在 苏黎世 ,Einstein 遇见 一 位 朋友 , Marcel Grossmann(1878— 
1936) ,后 者 帮助 他 学 习 这 种 理论 ;并 且 以 此 为 基础 ,他 成 功 地 用 公 


(D Annalen der Physik, 49,1916,769~822. 
O HR det = de? +dy 十 dz? edi, XR CAMBR EYE L- 
const。 所 截 的 任何 截 口 是 Euclid 的 . 
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式 表 示 了 他 的 广义 相对 论 . 
为 了 表示 他 的 四 维 世 界 一 一 三 个 空间 坐标 和 一 个 表示 时 间 的 
第 四 坐标 ,Einstein 用 了 Riemann 度量 


4 
(16) ds’? = X) gy dridz,, 
i, j=l 


H x, 表示 时 间 . 这 里 sy 的 选取 要 能 反映 各 个 区 域 中 物质 的 存 
在 . 并且, 因为 这 个 理论 涉及 到 长 度 、 时 间 .质量 和 其 他 物理 量 由 
不 同 的 观测 者 进行 确定 的 问题 ,而 这 些 观 测 者 彼此 相对 地 以 任 
意 的 方式 运动 ,所 以 空 - 时 中 的 “点 ”要 用 不 同 的 坐标 系 表示 ,一 
个 坐标 系 隶 属于 一 个 观测 者 . 一 个 坐标 系 同 另 一 个 坐标 系 的 关 
系 由 变换 
x = Fi (yr, vost, y), (— 1, 0, 4) 

给 出 . 自然 界 的 规律 应 当 是 对 所 有 的 观测 者 都 相同 的 那些 关系 或 
表达 式 . 因 此 ,它们 是 在 数学 意义 下 的 不 变量 . 

从 数学 的 观点 来 看 ,Einstein 的 工作 的 重要 性 ,就 像 已 经 指出 
的 ,在 于 促使 对 张 量 分 析 和 Riemann 几何 的 兴趣 的 增长 . 从 相对 
论 之 后 , 张 量 分 析 中 的 第 一 个 革新 归于 Levi-Civita. 在 1917 年 他 
改进 了 Ricci 的 一 个 想法 ,引进 了 9 向量 的 平行 位 移 (parallel dis- 
placement) 或 平行 转移 (parallel transfer) 的 概念 . 同一 年 Gerhard 
Hessenberg 也 独立 地 提出 了 这 个 思想 包 . 在 1906 年 Brouwer 已 
经 对 常 曲率 曲面 引进 了 这 个 概念 . 平行 位 移 概 念 的 目的 是 要 说 明 
一 个 Riemann 空间 中 平行 向 量 是 什么 意思 . 这 样 做 的 困难 可 以 这 
样 看 出 :考虑 一 球 的 表面 ,把 这 个 曲面 本 身 看 成 一 个 空间 ,曲面 上 
的 距离 由 大 圆 弧 给 出 ,这 样 球面 就 是 一 个 Riemann 空间 . 如 果 一 
个 向 量 , 例 如 起 点 在 一 个 纬度 圆 上 并 指向 北方 (这 个 向 量 将 与 球面 
相 切 ) ,让 它 的 起 点 沿 着 圆周 移动 并 且 在 Euclid 三 维 空间 中 保持 


(D Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo , 42,1917,173~ 205. 
@ Math. Ann. , 78,1918,187 —217. 
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与 自己 平行 , 则 当 它 在 环绕 圆周 的 半途 中 时 , 它 不 再 同 球 相 切 , 从 
而 它 不 在 那个 Riemann 空间 中 . 为 了 得 到 适合 于 Riemann 空间 的 
向 量 平行 性 概念 ,就 要 推广 Euclid 的 平行 性 概念 ,但 是 在 推广 的 
过 程 中 要 失去 某 些 熟悉 的 性 质 . 

Levi-Civita 用 以 定义 平行 转移 或 平行 位 移 的 几何 概念 ,在 曲 
面 的 情形 是 容易 理解 的 . 考虑 曲面 上 的 一 条 曲线 C, 让 一 个 一 端 在 
C 上 的 向 量 在 下 述 意义 下 作 跟 它 自身 平行 的 移动 :在 C 的 每 一 点 
有 一 个 切 平面 ,这 族 平面 的 包 络 是 一 个 可 展 曲面 ,而 当 这 个 可 展 曲 
面 在 一 个 平面 上 展开 时 , 沿 着 C 平 行 的 向 量 在 Euclid 平面 上 就 真 
的 是 平行 的 ， 

Levi-Civita 推广 这 个 思想 以 适合 n 4E Riemann 空间 . Æ Eu- 
clid 平面 上 下 述 事实 成 立 : 当 一 个 向 量 的 起 点 沿 着 一 直线 一 一 平 
面 上 的 测 地 线 一 一 作 平 行 于 它 自己 的 移动 时 ,这 个 向 量 同 这 直 
线 总 是 交 成 相同 的 角 . 根据 这 一 点 ,在 一 个 Riemann 空间 中 , 平 
行 性 定义 如 下 :当空 间 中 的 一 个 向 量 作 平 行 于 它 自 熏 的 移动 ,使 
起 点 沿 一 条 测 地 线 运动 时 ,这 个 向 量 同 测 地 线 ( 测 地 线 的 切线 ) 
必须 仍然 交 成 相同 的 角 , 特别 , 测 地 线 的 一 条 切线 沿 这 测 地 线 移 
动 时 保持 同 它 自己 平行 . 按照 定义 ,这 平移 的 向 量 仍 旧 有 相同 的 
大 小 . 这 里 理解 为 这 个 向 量 始终 保持 在 Riemann 空间 中 ,即使 这 
Riemann Z [B] S BK YE — ^. Euclid 空间 中 也 是 这 样 . 平行 转移 的 定 
义 还 要 求 : 当 两 个 向 量 每 一 个 都 沿 着 同一 条 曲线 C 作 平 行 于 自 
己 的 移动 时 ,它们 之 间 的 夹 角 保持 不 变 . 一 般 地 说 , 沿 一 任意 闭 
曲线 C 的 平行 转移 ,初始 向 量 与 最 后 向 量 通常 不 会 有 相同 的 
(Euclid) 方 向 .方向 的 偏差 将 与 道路 C 有关. 例如 ,考虑 一 个 向 
量 , 它 从 球 的 一 个 纬度 圆 上 一 点 已 出 发 , 沿 一 子午 线 与 球 相 切 , 当 
它 沿 着 圆 作 平行 转移 时 , 它 将 终止 二 P 点 并 切 于 曲面 ;但 是 如 果 #$ 
R P 的 余 纬度 (co-latitude) ,那么 这 向 量 最 后 将 与 原 向 量 交 成 一 
个 角 2n— 2m cosh. 
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如 果 用 Riemann 空间 中 沿 一 曲线 平行 位 移 的 一 般 定义 ,就 得 
到 一 个 解析 条 件 . 沿 一 曲线 平行 转移 的 反 变 向 量 的 分 量 X 满足 
微分 方程 (省 略 了 求 和 号 ) 
(17) a 
其 中 事先 假定 w(1),i— 1,2, …, n EX — SR Hl £x. 对 于 协 变 向 
E X, ,条 件 是 


dX, — . dw — u 
(18) ; tal, j} Xj di —0,a—1,2, , ". 


这 些 方程 可 以 用 来 定义 沿 任何 一 条 曲线 C 的 平行 转移 . 由 一 个 定 
点 也 处 的 所 有 分 量 的 值 唯一 确定 的 解 ,是 在 C 的 每 一 点 有 值 的 向 
量 ,并 且 由 定义 , 它 和 P 了 点 的 初始 向 量 平行 .方程 (18) 说 明 X, 的 
协 变 导数 是 0. 

一 旦 引进 了 平行 位 移 的 概念 ,就 可 以 用 它 来 描述 一 个 空间 
的 曲率 ,特别 是 用 无 穷 小 向 量 以 无 穷 小 步 长 作 平行 位 移 所 带 来 
的 变化 来 描述 . 即使 在 Euclid 空间 中 ,平行 性 也 是 曲率 概念 的 基 
础 ;因为 一 个 无 穷 小 弧 的 曲率 依赖 于 走 遍 这 绝 的 切 向 量 的 方向 
的 变化 . 


+ {fr aX E = 0, am 1,2, =, n, 


5. Riemann 几何 的 推广 

Riemann 几何 在 相对 论 中 的 成 功 运用 使 数学 界 恢复 了 对 这 门 
学 科 的 兴趣 . 然而 ,Einstein 的 工作 提出 了 一 个 甚至 更 为 广泛 的 间 
题 . 他 用 e; 的 适当 函数 使 空间 中 的 质量 的 引力 效应 具体 化 . 结果 ， 
他 的 空 -时 中 的 测 地 线 经 证 明 恰 恰 就 是 物体 自由 运动 的 轨道 ,例如 
正 像 地 球 围绕 太阳 运转 一 样 . 与 Newton 力学 中 的 情况 不 同 ,为 了 
解释 运动 的 轨道 不 需要 引力 . 重力 的 消失 提出 了 另 一 个 问题 , 那 就 
是 用 空间 的 度量 去 解释 电荷 的 吸力 和 斥 力 . 这 样 一 种 成 就 将 会 给 
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重力 和 电磁 学 提供 一 种 统一 的 理论 . 这 个 工作 已 经 导致 Riemann 
几何 的 种 种 推广 ,这 些 推广 总 称 为 非 Riemann 几何 . 

在 Riemann 几何 中 ,dy 把 空间 中 的 点 与 点 互相 联系 起 来 . È 
通过 规定 点 与 点 之 闻 的 距离 来 指明 空间 中 的 点 彼此 是 怎样 联系 
的 . 在 非 Riemann 几何 中 ,点 与 点 之 闻 的 联系 不 一 定 要 用 依赖 于 
一 个 度量 的 方式 来 规定 . 这 些 几 何 的 差异 是 很 大 的 ,并 且 每 一 种 几 
何 都 有 像 Riemann 几何 本 身 那 样 广阔 的 发 展 , 因此 ,我 们 将 只 给 
出 这 些 几 何 中 的 基本 概念 的 某 些 例子 

这 方面 的 工作 主要 是 由 Hermann Weyl 开创 的 ,他 引进 的 
那 类 几何 通称 为 仿 射 联络 空间 的 几何 . 在 Riemann 几何 中 ,一 个 
张 量 的 协 变 导 数 本 身 是 一 个 张 量 , 其 证 明 只 依赖 于 形 如 
ax’ ax’ ay" ax’ oy 
3y ay ax’ gy'ay ay 
的 关系 ,其 中 左边 是 在 坐标 从 a 到 y’ WERE lad, 省 的 变换 式 . 
这 些 关 系 被 Christoffel 记号 所 满足 ,而 这 些 记号 本 身 是 用 基本 形 
式 的 系数 定义 的 . 考虑 用 r 的 函数 志和 > 的 函数 [来 代替 这 些 
记号 ,这些 函 数 满足 相同 的 关系 (19) ,但 是 只 规定 作为 给 定 的 函数 
而 同 基 本 二 次 形式 无 关 . 与 一 个 空间 V. 相 联 系 并 具有 变换 性 质 
(19) 的 一 组 函数 Li ,说 是 构成 一 个 仿 射 联络 (affine connection). 
这 些 函 数 称 为 这 个 仿 射 联络 的 系数 ,而 空间 Vi, 叫做 仿 射 联络 空 
间或 仿 射 空间 . Riemann 几何 是 仿 射 联络 空间 几何 的 一 种 特例 ,在 
其 中 仿 射 联络 的 系数 是 第 二 类 Christoffel 记号 ,并 且 是 由 空间 的 
基本 张 量 导 出 . 给 定 了 所 有 的 工 -函数 ,可 以 引进 类 似 于 Riemann 
几何 中 的 一 些 概 念 ,诸如 协 变 微分 .曲率 和 其 他 概念 等 . 然而 ,在 这 
种 新 的 几何 里 ,不 能 说 向 量 的 大 小 那样 的 话 . 

在 一 个 仿 射 联络 空间 中 ,一 条 曲线 ,如 果 它 的 所 有 切线 关于 这 


(19) Tik, h} = jab, jl 


© Mathematische Zeitschrift, 2,1918, 384 ~ 411 = Ges, Abh. , 2,1~28. 
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条 曲线 都 是 平行 的 (在 该 空间 的 平行 位 移 的 意义 下 ) ,就 称 它 为 这 
空间 的 一 条 道路 (path). 这 样 ,道路 乃 是 Riemann 空间 的 测 地 线 
的 一 种 推广 . 具有 相同 工 -函数 组 的 所 有 仿 射 联络 空间 有 相同 的 
道路 . 这 样 , 仿 射 联络 空间 的 几何 便 不 需要 Riemann 度量 , Weyl 
从 空间 的 性 质 导出 了 Maxwell 方 程 ,但 是 这 个 理论 整个 说 来 并 没 
有 与 其 他 已 经 确定 的 事实 相 一 致 . 
另 一 种 非 Riemann 几何 称 为 道路 几何 ,将 归于 Luther P. 
Eisenhart(1876 一 1965) 和 Veblen®, SBT IER AAT. EM n 
CAREERS DG c, x) ER. n Tito AED AeA 


(20) i an de L „i=l, 2, =, n, 
确定 一 族 称 为 道路 的 曲线 ,方程 中 的 r= Tra. 这 是 几何 的 测 地 


线 . (在 Riemann 几何 中 ,方程 (20) 正 好 是 测 地 线 的 方程 . ) 给 定 了 
刚才 所 述 意义 下 的 测 地 线 ,就 能 用 完全 类 似 于 Riemann 几何 中 的 
做 法 建立 道路 几何 . 
Riemann 几何 的 另 一 种 不 同 的 推广 ,是 Paul Finsler(1894— 
1970)1918 年 在 格 丁 根 他 的 一 篇 (未 发 表 ) 论 文中 提出 来 的 . 在 这 
种 几何 中 ,Riemann 度量 ds’ 代 之 以 坐标 及 其 微分 的 更 一 般 的 涪 


数 F(z, dx). 对 下 要 加 一 些 限制 以 保证 极 小 化 积分 [F Ges (o 


dé) ) de 的 可 能 性 ,从 而 得 到 测 地 线 . 

推广 Riemann 几何 的 概念 以 便 把 电磁 现象 和 引力 现象 结合 
起 来 的 尝试 ,至 今 仍 未 成 功 . 然而 ,数学 家 还 是 继续 在 抽象 几何 方 
面 从 事 工作 . 
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第 49 章 
抽象 代数 的 出 现 


也 许 我 可 以 并 非 不 适当 地 要 求 获得 数学 上 的 亚当 这 一 称 
号 ,因为 我 相信 数学 理性 创造 物 由 我 命名 的 (已 经 流行 通 
用 ) 比 起 同时 代 其 他 数学 家 加 在 一 起 还 要 多 . 

J.J. Sylvester 


1. 19 世纪 历史 背景 

正如 在 20 世纪 中 发 展 起 来 的 许多 其 他 数学 分 支 一 样 ,抽象 代 
数 的 基本 概念 和 目标 在 19 世纪 就 已 经 确定 下 来 了 . 19 世纪 有 成 
打 的 发 明 创造 表明 了 这 样 一 个 事实 :代数 能 够 处 理 不 一 定 是 实数 
或 复数 的 对 象 所 组 成 的 集合 . 向 量 .四 元 数 .矩阵 .二 次 型 如 az 十 
bry 十 cy*、 各 种 形式 的 超 复数 .变换 .替换 或 置换 等 等 ,都 是 这 种 
对 象 的 例子 ,这 些 对 象 在 各 自 集 合 所 特有 的 运算 和 运算 规律 下 联 
系 起 来 . 代数 数 方面 的 工作 虽然 处 理 的 是 某 些 类 型 的 复数 , 却 使 各 
种 代数 涌现 出 来 ,因为 它 证 实 了 ,只 有 某 些 性 质 能 适用 于 这 些 类 型 
的 复数 而 不 适用 于 整个 复数 体系 . 

这 些 不 同类 型 的 对 象 , 是 按照 它们 的 运算 特性 互相 区 别 的 ;我 
们 已 经 看 到 , 群 \ 环 \ 理 想 和 域 这 样 一 些 概念 ,以 及 子 群 .不 变 子 群 
和 扩 域 这 样 一 些 从 属 的 概念 ,它们 的 引进 是 为 了 识别 各 种 集合 . 可 
是 ,19 世纪 关于 各 种 代数 的 著作 ,几乎 全 是 讨论 上 述 的 具体 体系 
的 . 仅 在 19 世纪 的 最 后 10 4E ,数学 家 才 认 识 到 ,对 许多 不 相 联 系 
的 代数 抽出 它们 共同 的 内 容 来 进行 综合 的 研究 ,可 以 提高 效率 到 
一 个 新 的 水 平 . 例如 ,置换 群 ,Gauss 研究 过 的 二 次 型 组 成 的 群 ,加 
法 的 超 复数 系 ,以 及 变换 群 ,通过 如 下 的 说 法 ,它们 就 可 以 在 统一 
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的 形式 下 进行 探讨 : 即 它们 都 是 由 一 些 元 素 或 对 象 组 成 的 集合 , 服 
从 一 种 运算 ,而 这 种 运算 的 特性 仅仅 由 某 些 抽象 性 质 来 规定 ,其 中 
最 主要 的 一 条 是 :运算 作用 在 该 集合 的 任 两 元 素 上 就 产生 这 集合 
的 第 三 个 元 素 . 用 这 种 观点 去 处 理 构成 环 和 域 的 各 种 集合 ,可 以 获 
得 同样 的 便利 . 这 种 对 抽象 集合 行 之 有 效 的 想法 ,虽然 是 走 在 
Pasch, Peano, Hilbert 的 公理 体系 之 前 ,但 是 后 者 的 发 展 无 疑 地 加 
速 了 人 们 对 代数 抽象 方法 的 承认 . 

因而 ,抽象 代数 产生 于 对 所 有 各 种 类 型 的 代数 做 有 意识 的 研 
究 之 时 . 这 些 代数 ,就 其 个 体 讲 ,不 仅 是 具体 的 ,而 且 是 为 特殊 领域 
服务 的 . 例如 ,置换 群 在 方程 论 中 就 是 这 样 . 通过 抽象 而 获得 可 用 
于 许多 特殊 领域 的 结果 ,这 种 好 处 很 快 就 被 忽视 了 ,而 抽象 结构 的 
研究 和 它们 性 质 的 推导 却 变 成 了 它 本 身 的 目的 . 

抽象 代数 曾经 是 20 世纪 人 们 喜爱 的 领域 之 一 ,而 到 今天 范围 
广阔 . 我 们 只 讲 这 个 课题 的 起 源 ,并 且 指 出 继续 深入 研究 几乎 具有 
无 限 的 机 会 . 讨论 这 个 领域 里 已 有 的 成 就 , 遇 到 的 最 大 困难 就 是 专 
门 名 词 . 不 同 的 作者 引用 不 同 的 名 词 ,而 且 一 个 名 词 从 一 个 时 期 到 
另 一 个 时 期 会 改变 其 含义 ,除去 这 些 通 常 的 困难 以 外 ,抽象 代数 的 
特征 和 缺陷 是 :引进 成 百 个 新 名 词 . 概念 上 的 每 一 个 很 小 的 变化 ， 
却 是 用 一 个 新 的 而 且 常 常 是 堂皇 响亮 的 名 词 来 显示 区 别 的 . 把 用 
过 的 名 词 编 成 一 部 完全 的 字典 将 成 一 大 本 书 . 


2. d & Bb i 

第 一 个 要 引进 并 加 以 探讨 的 抽象 结构 便 是 群 . 抽象 群 论 的 很 
多 基本 思想 ,至 少 可 以 回溯 到 1800 年 ,就 能 或 隐 或 现 地 找到 踪迹 . 
虐 然 抽象 理论 是 存在 的 ,历史 学 家 喜爱 的 一 种 活动 , 便 是 去 追 案 有 
多 少 抽象 概念 预 伏 在 Gauss,Abel,Galois,Cauchy, 以 及 成 打 的 其 
他 作者 的 具体 著作 中 . 我 们 不 打算 费 篇 幅 去 重新 考察 这 段 历 史 , 唯 
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一 值得 提 及 的 有 意义 的 一 点 是 ,抽象 的 观念 一 经 获得 ,那么 对 于 抽 
象 群 论 的 创始 人 来 说 , 重 温 这 些 过 去 的 著作 以 得 到 概念 和 定理 ,是 
相对 地 容易 的 . 

在 考察 抽象 群 概念 的 发 展 之 前 ,可 以 指出 过 去 人 们 是 朝 着 什 
么 方向 努力 的 . 今天 通常 用 的 群 的 一 个 抽象 定义 是 ;一 些 元 素 ( 个 
数 有 限 或 无 限 ) 组 成 的 集合 ,和 一 种 运算 , 当 对 集合 中 任 两 元 素 施 
行 这 个 运算 时 ,所 得 结果 仍然 是 这 集合 中 的 一 个 元 素 ( 封 闭 性 ). 这 
个 运算 是 结合 的 ;集合 中 存在 一 个 元 素 , 设 为 e, 使 得 对 于 这 集合 
中 任何 一 个 元 素 a 忆 有 ue = ea — a; 而 且 对 集合 中 每 一 元 素 a, 存 
在 一 个 道 元 素 a ,使 得 ae’ — aa — e. 若 这 运算 是 交换 的 ,这 个 群 
就 叫 交 换 群 或 Abel 群 ,这 时 这 个 运算 叫做 加 法 ,用 “十 "表示 ., 这 时 
TA e 记 作 0, 叫做 零 元素 , 如 果 这 运算 是 不 交换 的 , 则 叫做 乘法 ， 
并 把 元 素 e 记 作 1, 叫 做 单位 元 素 . 

抽象 群 的 概念 及 其 性 质 是 逐渐 地 揭示 出 来 的 , 我 们 可 以 回忆 
一 下 (第 31 章 第 6 节 ),Cayley 曾经 在 1849 年 提出 过 抽象 群 ,但 这 
个 概念 的 价值 当时 没有 被 认识 到 . 远 远 超越 时 代 的 Dedekind® 在 
1858 年 给 有 限 群 下 了 一 个 抽象 的 定义 ,这 个 群 是 他 从 置换 群 引导 
出 来 的 . 他 又 在 1877 年 注意 到 ,他 的 代数 数 模 ( 即 对 模 中 任 两 元 
€ a, PB, a 十 B 与 a 一 8 仍 属于 这 个 模 ) 可 以 推广 到 元 素 并 不 限于 代 
数 数 而 且 运 算 可 以 普遍 化 ,但 必须 要 求 每 一 元 素 有 一 个 道 元 素 ,并 
且 这 运算 是 可 交换 的 . 这 样 他 就 提出 了 一 个 抽象 的 有 限 交 换 群 . 
Dedekind 对 抽象 的 价值 的 了 解 是 值得 注意 的 . 他 在 他 的 代数 数理 
论 的 著作 中 清楚 地 看 到 了 理想 (ideal) 和 域 (field) 这 种 结构 的 价 
值 . 他 是 抽象 代数 的 卓有成效 的 创始 人 . 

Kronecker® 从 Kummer 的 理想 数 的 工作 出 发 ,也 给 了 一 个 


(D Werke, 3,439~446. 
@) Bull. des Sci. Math. , (2),1,1877,17~41, FH] p. 41. — Werke, 3,262~296. 
© Monatsber. Berliner Akad, , 1870,881~889 = Werke, 1,271--282. 
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相当 于 有 限 Abel 群 的 抽象 定义 ,类 似 于 Cayley 在 1849 年 的 概 
念 . 他 规定 了 抽象 的 元 素 ,抽象 的 运算 , 它 的 封闭 性 ,结合 性 ,交换 
性 ,以 及 每 一 元 素 的 道 元 素 的 存在 和 唯一 , 接着 他 证 明了 一 些 定 
理 .在 任 一 元 素 9 的 各 个 方 等 中 ,存在 一 个 方 宕 等 于 单位 元 素 1. 
如 果 ， 是 使 b 等 于 单位 元 素 的 最 小 正 指数 , 则 对 于 v 的 每 个 因子 
上 ,就 有 一 个 元 素 $ 使 得 六 二 1. WR 0^ 和 多 都 等 于 1 ie Moe 分 
别 是 使 这 关系 成 立 的 最 小 正 整 数 ,而 且 它 们 互 素 , 则 (09) = 1. 
Kronecker 还 给 出 了 现在 所 谓 的 基 定 理 (basis theorem) 的 第 一 个 
证 明 . 存在 由 有 限 多 个 元 素 构成 的 基本 组 0 , 六 ,0 ，… ,使 得 乘积 
e^ gn Os vee, hi = 1, 2,3, °°, n, 
表示 群 中 全 部 元 素 , 而 且 表 示 是 唯一 的 . EO, Oe, 和 ,，… 的 最 
小 可 能 值 m , n, c CBE OF = 1 ), 使 得 每 个 ns 整除 六 ,而 且 乘 
积 nin2n3… 等 于 群 的 元 素 个 数 n. 因而 n 的 全 部 素 因子 都 在 ni 中 
出 现 . 

1878 年 Cayley 又 写 了 四 篇 关于 有 限 抽象 群 的 文章 由 . 跟 他 
1849 年 和 1854 年 的 文章 一 样 ,在 这 些 文章 中 他 强调 ,一 个 群 可 以 
看 作 一 个 普遍 的 概念 , 毋 需 只 限于 置换 群 ;虽然 ,他 指出 ,每 个 有 限 
群 可 以 表示 成 一 个 置换 群 . Cayley 的 这 几 篇 文章 比 他 早期 的 文章 
有 更 大 的 影响 ,因为 抽象 群 比 置换 群 包含 更 多 的 东西 ,这 种 认识 在 
当时 已 经 成 熟 了 . 

Frobenius 和 Ludwig Stickelberger(1850 一 1936) 合 作 的 一 篇 
文章 @ 把 认识 又 推进 了 一 步 , 认 为 抽象 群 的 概念 应 包含 同 余 ， 
Gauss 的 二 次 型 合成 以 及 Galois 的 置换 群 .他们 提 到 无 限 群 ， 

虽然 Eugen Netto 在 他 的 《置换 理论 及 其 对 代数 的 应 用 》( Sub- 


(D Math. Ann., 13, 1878,561~565; Proc, London Math, Soc, , 9,1878,126 
~133; Amer. Jour. of Math. , 1,1878,50~52 FI 174 — 176; 4 4 ft AY Collected 
Math, Papers, Vol. 10 rf. 

@ Jour. für Math. , 86,1879,217--262 = Frobenius, Ges. Abh. , 1,545-~~590, 
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stitutionentheorie und ihre Anwendung auf die Algebra, 1882) — E 
中 只 限于 讨论 置换 群 ,但 他 的 概念 和 定理 的 措 词 则 已 认识 到 概念 的 
抽象 性 . 超出 他 的 前 人 所 得 到 的 结果 的 总 和 ,Netto 探讨 了 同 构 (iso- 
morphism) 和 同 态 (homomorphism) 的 概念 . 前 者 意 指 两 个 群 之 闻 的 
一 个 一 一 对 应 ,使 得 如 果 第 一 个 群 的 三 个 元 素 a, b, c 满足 a' b==c， 
则 第 三 个 群 中 的 对 应 元 素 a , b, c WR Hc. 而 同 态 则 是 一 
个 多 对 一 的 对 应 ,在 其 中 从 a .5 一 c 仍 可 推出 a BSc. 

到 了 1880 年 沁 , 关 于 群 的 新 概念 引起 了 人 们 的 注意 . 在 Jor- 
dan 关于 置换 群 的 著作 的 影响 下 ,Klein 在 他 的 埃 尔 兰 根 纲领 (Er- 
langer Programm) (第 38 章 第 5 节 ) 中 指出 ,无 限 的 变换 群 , 即 具 
有 无 限 多 个 元 素 的 群 ,可 以 用 来 对 几何 进行 分 类 . 而 且 这 些 群 在 如 
下 意义 下 是 连续 的 , 即 任意 小 的 变换 包含 在 任何 群 中 ,或 者 换 句 话 
说 ,变换 中 出 现 的 参数 可 以 取 任 何 实 数值 . 例如 ,在 表示 绕 轴 旋 轴 
的 变换 群 中 ,旋转 角 6 可 以 取 一 切实 数值 , Klein 和 Poincaré 在 他 
们 的 自 守 函数 工作 中 曾经 用 到 其 他 类 型 的 无 限 群 , 即 离 散 群 或 不 
连续 群 ( 第 29 章 第 6 节 ). 

1870 年 左右 ,曾经 同 Klein 工作 过 的 Sophus Lie 着 手 研究 连 
续 变换 群 的 概念 ,不 过 不 是 为 了 几何 分 类 而 是 为 了 其 他 目的 . 他 观 
察 到 用 较 老 方法 可 积分 出 来 的 常 微分 方程 ,其 大 多 数 在 某 些 类 型 
的 连续 变换 群 下 是 不 变 的 . 因而 他 想到 用 它 能 够 阐明 微分 方程 的 
解 ,并 将 它们 分 类 . 

1874 年 Lie 引进 了 他 的 变换 群 的 一 般 理 论 @. 这 样 的 一 个 群 
可 表 成 如 下 形式 : 

(1) xi fí(x,x,'7,x,,,577,4,),17— 1, 2, 0, n, 
其 中 f; 对 x; 和 a; 都 是 解析 的 . x; 是 变量 而 a; 是 参量 , (x1, x, 
e, xn) ARR n 维 空间 中 的 一 点 . 变量 和 参量 都 取 实 数值 或 复数 


(D Nachrichten König. Ges. der Wiss. zu Gött. , 1874,529~542 = Ges. Ahh. , 
5,1~8. 
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值 . 例如 在 一 维 的 情况 ,下 面 这 样 一 类 变换 就 是 一 个 连续 群 : 
Zn 
cx +d’ 
其 中 a, b, c, d 取 实 数值 . 用 (1) 表 示 的 群 叫做 有 限 的 ,这 里 有 限 
一 词 是 指 参数 的 个 数 有 限 . 变换 的 个 数 当 然 是 无 限 的 . 一 维 的 情形 
是 一 个 三 参数 变换 群 ,因为 变换 仅仅 和 a, b, cxt d 的 比值 有 关 . 
在 一 般 情形 ,变换 


xy = fila, Tz, Xr, Al, Ut, an), 
x; = fi(xi, UT, X, b, Ut, bn) 

的 乘积 是 
x^ = fila, Ut, Ens €), "1, cn ) ， 


其 中 c; 是 诸 e Mo, 的 函数 . 对 一 个 变量 的 情形 , Lie 把 它 叫 做 单 
扩充 流 形 ; 对 于 个 变量 的 情形 ,他 把 它 叫 做 任意 扩充 流 形 . 

1883 年 ,Lie 在 另 一 篇 关于 连续 群 的 文章 中 也 引进 了 无 限 连 
续 群 ,这 篇 文章 发 表 在 一 个 没有 名 气 的 挪威 杂志 上 . 这 种 群 不 是 
由 形 如 (1) 的 一 组 方程 而 是 借助 一 组 微分 方程 来 定义 的 . 所 得 的 变 
换 并 不 依赖 于 有 限 多 个 连续 的 参量 ,而 是 依赖 于 任意 的 函数 . 没有 
抽象 群 概念 和 这 些 无 限 连续 群 相当 ,因而 ,对 它 虽 有 大 量 的 著作 ， 
我 们 这 里 就 不 去 讨论 了 -. 

考察 一 下 下 面 的 事实 也 许 是 有 益 的 . Klein 和 Lie 在 他 们 初期 
的 工作 中 ,定义 一 个 变换 群 为 只 具有 封闭 性 的 群 . 至 于 其 他 性 质 ， 
如 每 个 元 素 的 逆 元 素 的 存在 性 , 则 可 以 根据 变换 的 性 质 建立 起 来 ; 
或 者 ,如 像 结 合 律 的 情形 , 则 作为 变换 的 一 条 自明 的 性 质 来 使 用 . 
Lie 在 他 的 工作 过 程 中 认识 到 ,每 个 元 素 的 逆 元 素 的 存在 性 应 该 
作为 一 条 公设 放 在 群 的 定义 中 . 

到 了 1880 年 间 , 已 经 知道 有 四 种 主要 类 型 的 群 . 它们 是 有 限 
阶 不 连续 群 (置换 群 是 其 典型 例子 ) ;无 限 不 连续 (或 离散 ) 群 (如 在 
自 守 函数 理论 中 出 现 的 群 ); 有 限 连 续 Lie 群 (Klein 的 变换 群 以 及 


(D Ges, Abh, , 5,314— 360. 
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更 一 般 的 解析 变换 Lie 群 是 其 典型 例子 ); 由 微分 方程 定义 的 无 限 
连续 Lie Rf. 

群 论 的 三 个 主要 来 源 一 一 方程 式 论 .数论 和 无 限 变换 群 一 一 
由 于 Walter von Dyck(1856 一 1934) 的 工作 而 都 被 纳入 抽象 群 概 
念 之 中 . Dyck 受 Cayley 的 影响 ,是 F. Klein 的 学 生 . 在 1882 年 和 
1883 年 DD 他 发 表 了 关于 抽象 群 的 文章 ,其 中 包含 离散 群 和 连续 群 . 
他 的 群 的 定义 是 :一 个 由 元 素 组 成 的 集合 ,一 种 满足 封闭 性 的 运 
算 , 结 合 律 成 立 但 不 要 求 交换 性 ,每 个 元 素 存 在 一 个 道 元 素 . 

Dyck 很 明确 地 运用 了 一 个 群 的 生成 元 (generator) 这 一 概念 ， 
这 在 Kronecker 的 基 定 理 中 是 隐 星 的 ,而 在 Netto 关于 置换 群 的 
著作 中 是 明显 的 . 生成 元 指 的 是 群 的 一 个 固定 子 集 ,它们 是 独 耻 
的 ,使 得 群 中 每 个 元 素 可 以 表 成 这 些 生成 元 和 它们 的 道 的 方 宪 的 
乘积 . 当 生 成 元 之 间 没 有 任何 约束 时 ,这 个 群 就 叫做 一 个 自由 和 群 ， 
如 果 Ay , A; , … 是 一 组 生成 元 , 则 表达 式 

Alt Afters 
叫做 一 个 字 (word) ,其 中 A 为 正 或 负 整 数 . 在 生成 元 之 间 可 以 存 
在 一 些 关系 ,这 种 关系 可 以 取 如 下 的 形式 : 
F,(A;) =1; 
就 是 说 ,一 个 字 或 字 的 组 合 等 于 群 的 单位 元 素 . Dyck 接着 指出 , 关 
系 的 出 现 意 味 着 该 自由 群 G 的 一 个 不 变 子 群 和 一 个 商 群 G. 在 他 
1883 年 的 文章 中 ,他 把 抽象 群 理论 应 用 于 置换 群 , 有 限 旋 转 群 (多 
面体 的 对 称 ) ,数论 中 出 现 的 群 以 及 变换 群 . 

一 个 抽象 群 的 独立 公理 系统 由 Huntington?, E. H. 

Moore®, Leonard E. Dickson(1874—1954) 926 His. 这 几 种 以 及 


@ Math. Ann. , 20,1882,1~44 和 22,1883,70— 118. 

®© Amer. Math. Soc. Bull, , 8,1902,296— 300 和 388~ 391, 和 Amer. Math. 
Soc. Trans. , 6,1905,181~197. 

Q Amer, Math. Soc. Trans, , 3,1902,485— 492 fü 6,1905,179 —180. 

(D Amer. Math. Soc. Trans. , 6,1905,198— 204. 
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其 他 公理 系统 相互 间 的 差别 并 不 大 . 

在 完成 群 的 抽象 概念 之 后 ,数学 家 们 转 到 求证 抽象 群 的 一 些 
定理 ,他 们 都 是 从 具体 情形 的 已 知 结果 中 启发 得 来 的 . 例如 Fro- 
benius 证 明了 关于 有 限 抽 象 群 的 Sylow 定理 (第 31 章 第 6 节 ). 
有 限 群 的 阶 是 指 它 包含 的 元 素 的 个 数 ,如 果 一 个 有 限 群 的 阶 能 被 
一 个 素数 p HAR p 整除 , 则 它 恒 包 含 一 个 p 阶 子 群 . 

除了 寻找 一 些 具 体 群 ,其 性 质 对 于 抽象 群 可 能 成 立 以 外 ,许多 
人 给 抽象 群 直接 引进 新 概念 . Dedekind@ 和 George A. Miller 
(1863 一 1951)@@ 探 讨 了 非 Abel 群 , 其 中 每 个 子 群 都 是 正规 (不 变 ) 
子 群 . Dedekind 在 他 1897 年 的 文章 中 和 Miller® 都 引进 了 换 位 子 
(commnutator) 和 换 位 子 群 的 概念 . 如 果 s, t 是 群 G 的 任何 两 个 元 
E WRC s tst As Mle 的 换 位 子 . Dedekind 和 Miller 两 人 
用 这 个 概念 证 明了 一 些 定理 . 例如 , 群 G 的 元 素 对 (有 序 的 ) 全 体 
的 所 有 换 位 子 集合 生成 G 的 一 个 不 变 子 群 . 一 个 群 的 自 同 构 是 指 
群 的 元 素 到 它们 自身 的 一 一 对 应 ,使 得 如 果 ab5 二 c, DI ab! — c. 
HólderO 和 E. H. Moore® 在 一 组 抽象 的 基 上 研究 了 群 的 自 
同 构 . 

抽象 群 理论 的 进一步 发 展 在 许多 方向 继续 进行 . 其 中 之 一 是 
由 Holder 从 置换 群 继承 过 来 的 , 写 在 他 的 1893 年 的 文章 中 ,问题 
是 找 出 具有 给 定 阶 的 群 的 全 体 . 这 个 问题 Cayley 在 他 的 1878 年 
的 文章 中 2 也 曾 提 到 过 . 这 个 问题 一 般 还 解决 不 了 ,因而 只 研究 了 
一 些 特 殊 的 阶 , 如 e 阶 , 其 中 p,q 都 是 素数 . 与 它 相 关 的 一 个 


Jour. für Math. , 100,1887,179~181 = Ges. Abh. , 2,301— 303. 

Math. Ann. , 48,1897,548—561 = Werke, 2,87— 102. 

Amer. Math. Soc. Bull. , 4,1898,510~515 = Coll. Works. 1, 266—269. 
Amer. Math. Soc. Bull. , 4,1898,135~139 = Coll. Works, 1, 254—257. 
Math. Ann. , 43,1893,301— 412. 

Amer. Math. Soc. Bull. , 1,1895,61— 66 #f] 2,1896,33~43. 

Coll, Math. Papers, 10,403. 


Goeoeeooco 


2. 抽象 群 论 239 WV 


问题 是 ,各 种 次 数 的 非 传递 群 , 本 原 群 和 非 本 原 群 的 次 数 问题 (一 
个 置换 群 的 次 数 是 指 置换 群 中 文字 的 个 数 )， 

另 一 研究 方向 是 :确定 复合 群 或 可 解 群 和 单 群 ( 单 群 是 指 这 样 ， 
的 群 , 它 除 单位 群 和 自身 外 没有 其 他 不 变 子 群 ). 这 个 问题 当然 是 
来 自 Galois Hit. Holder 在 引进 因子 群 吧 的 抽象 概念 之 后 , 讨论 
了 单 群 @@ 和 复合 群 @@. 其 结果 中 有 :一 个 素数 阶 循环 群 是 单 群 ,” 个 
(n Z5 ) 文 字 的 全 部 偶 置 换 组 成 的 交代 群 是 单 群 . 还 发 现 了 许多 
其 他 有 限 的 单 群 . 

至 于 可 解 群 , Frobenius 有 几 篇 文章 研究 这 问题 . 例如 多 ,他 发 
现 , 阶 不 能 被 一 个 素数 的 平方 整除 的 群 全 都 是 可 解 的 @. 研究 何 种 群 
是 可 解 的 ,这 是 确定 一 个 已 知 群 的 结构 这 种 更 广泛 的 问题 的 一 部 分 . 

Dyck 在 他 1882 年 和 1883 年 的 文章 中 引进 了 用 生成 元 和 生 
成 元 之 间 的 关系 去 定义 一 个 群 的 抽象 观点 . 假设 一 个 已 知 群 是 用 
有 限 多 个 生成 元 和 关系 来 定义 的 ,按照 Max Dehn@ 的 说 法 , 恒 等 
或 字 的 问题 是 :确定 任何 一 个 “ 字 ” 或 元 素 的 乘积 是 否 等 于 单位 元 
素 . 可 以 给 定 任何 一 组 关系 ,因为 至 少 只 有 一 个 单位 元 素 的 平凡 群 
就 满足 这 组 关系 . 要 确定 一 个 由 生成 元 和 关系 给 出 的 群 是 不 是 一 
个 平凡 群 , 这 个 问题 本 身 却 是 不 平凡 的 .事实 上 还 没有 一 个 有 效 的 
方法 . 当 这 种 关系 仅 由 一 个 定义 关系 组 成 时 , Wilhelm Magnus 
(1907 一 1990) 证 明了 字 的 问题 是 可 解 的 @. 但 是 一 般 问 题 却 是 不 


(D Math. Ann. , 34,1889,26~56. 

@ Math. Ann. , 40,1892,55— 88,51 43,1893,301~412. 

© Math. Ann. , 46,1895,321— 422. 

QD Sitzungsber, Akad. Wiss. zu Berlin, 1893,337~ 345, Mi 1895,1027 — 1044 
= Ges. Abh. , 2,565573, 677~694, 

© ijRX— RAW MRE H Walter Feit(1930—  ) 和 John G. Thompson 
(1932— )4#3 (Pacific Jour. of Math, , 13, Part 2, 1963,775—1029). 全 部 奇数 阶 
群 都 是 可 解 的 . Burnside TE 1906 年 曾 把 这 作为 一 个 猜想 提出 过 . 

® Math. Ann. , 71,1911,116— 144. 

@® Math. Ann. , 106,1932,295— 307. 
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可 解 的 0. 

普通 群 论 中 另 一 个 尚未 解决 的 著名 问题 是 Burnside 问题 . ££ 
何 有 限 群 有 这 样 的 性 质 , 即 它 是 有 限 生成 的 而 且 每 一 个 元 素 是 有 
限 阶 的 . 1902 4EO William Burnside(1852 一 1927) 问 道 , 是 否 道 定 
理 成 立 ; 就 是 说 ,如 果 一 个 群 G 是 有 限 生 成 而 且 每 一 个 元 素 是 有 
限 阶 的 ,G 就 是 有 限 的 吗 ? 这 个 问题 曾经 引起 许多 人 的 注意 ,而 效 
得 解决 的 却 仅 仅 是 它 的 一 些 特殊 情形 . 还 有 另 一 个 问题 , 即 同 构 问 
题 , 是 要 确定 两 个 由 生成 元 和 关系 定义 的 群 何 时 间 构 . 

群 论 中 的 惊人 转变 之 一 是 在 群 的 抽象 理论 开创 之 后 不 久 , 数 
学 家 为 了 获得 抽象 群 的 某 些 结果 , 转 而 借助 更 具体 的 代数 来 表示 
RE. Cayley 在 他 1854 年 的 文章 中 指出 ,任何 有 限 抽象 群 能 够 用 一 
个 置换 群 来 表示 .我们 也 已 经 提 到 过 (第 31 章 第 6 节 ),Jordan 在 
1878 年 引进 了 置换 群 的 线性 变换 表示 . 这 些 变 换 或 它们 的 矩阵 ， 
业已 证 明 是 抽象 群 的 最 有 效 的 表示 法 ,这 种 表示 叫做 线性 表示 . 

一 个 群 G BABERE XU AEG 的 元 素 g 到 一 组 固定 阶 的 非 奇 异 
方 阵 A(g) 的 一 个 同 态 映射 , 其 中 矩阵 的 元 素 是 复数 . 这 个 同 态 意 
味 着 


A(g; * gj) = Agi) + A(g;) 
对 于 G 的 所 有 元 素 g;,g; Hor. — T BEB VF ROBES ,因为 矩阵 
的 阶 ( 行 数 或 列 数 ) 可 以 变更 ,并 且 即 使 对 于 一 个 给 定 的 阶 ,对 应 关 
系 也 可 以 变更 ,我 们 还 可 以 把 两 个 表示 加 起 来 . 如 果 对 于 G 的 每 
一 个 元 素 g Ag 是 一 个 n 阶 表示 的 对 应 矩阵 而 B 是 另 一 个 = BT 
表示 的 对 应 盾 阵 , 则 


”这 个 已 于 1955 年 由 了 P.S，Novikov 加 以 证 明 , 见 Amer. Math, Soc. Trans, , 
(2),9,1958,1— 122. 
@ Quart. Jour. of Math, , 33,230~238. 
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就 是 G 的 第 三 个 表示 , 它 叫 做 上 述 两 个 表示 的 和 , 同样 ,如果 
"i 
0 D, 

是 一 个 表示 ,而 且 对 于 每 一 个 g € GKH, B, MD, FHA m Ert 
All n BPE ay BRS ,那么 B, 和 D, 也 是 G 的 表示 , 阶 比 E, 的 低 . 
E, 叫做 分 级 表示 . 分 级 表示 以 及 与 一 个 分 级 表示 等 价 (F EF 
ALE, 叫做 等 价 的 ,其 中 下 是 与 Es 同 阶 的 非 奇异 矩阵 而 且 与 8 无 
关 ) 的 表示 叫做 可 约 的 . 一 个 不 与 任何 分 级 表示 等 价 的 表示 叫做 不 
可 约 的 . 由 个 变量 的 一 组 线性 变换 组 成 的 不 可 约 表示 其 基本 含 
义 是 : 它 是 一 个 同 态 的 或 同 构 的 表示 而 且 不 存在 数目 少 于 ?的 和 
个 线性 函数 (是 给 定 的 个 变量 的 线性 函数 ) 使 得 在 上 述 不 可 约 表 
示 中 的 每 个 线性 变换 下 ,这 m 个 线性 浮 数 的 每 一 个 仍然 变 成 这 
个 线性 函数 的 线性 组 合 . 一 个 表示 ,如 果 它 等 价 于 一 些 不 可 约 表示 
的 和 , 则 叫做 完全 可 约 的 . 

每 一 个 有 限 群 有 一 个 特别 的 表示 叫做 正则 表示 . 假设 群 的 元 
素 用 脚 标 记 作 m$. 82.7, Be 设 a ee 的 任 一 个 .我 们 考虑 由 a 
确定 一 个 n Xn ERE T. ag, = £j. 于 是 在 这 个 矩阵 的 (i, 力 位 
置 上 放 一 个 1, 对 i 二 1, 2,…, n 和 固定 的 a 都 这 样 做 ,然后 在 其 
他 位 置 都 放 上 0. 这 样 就 得 到 一 个 由 a 确定 的 矩阵 . 于 是 对 于 群 的 
每 一 个 元 素 g 都 有 这 样 一 个 矩阵 与 它 对 应 ,这 些 和 矩阵 组 成 的 集合 
就 叫做 这 群 的 一 个 左 正则 表示 . 同样 作 右 乘 ga = g, 我 们 得 到 
一 个 右 正则 表示 . 重 排 群 的 元 素 g ,就 得 到 其 他 正则 表示 . 正则 表 
示 的 概念 是 由 Charles S. Peirce 于 1879 年 引进 的 多. 

把 置换 群 用 形 如 


x; 一 370 i—1,2,-^n 
的 线性 变换 来 表示 ,是 由 Jordan 首创 的 ,后 来 在 19 世纪 末 和 20 


(D Amer. Jour. of Math. , 4,1881,221~ 225, 
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世纪 初 由 Frobenius, Burnside, Theodor Molien (1861—1941 ) 和 
Issai Schur(1875 一 1941) 推 广 到 一 切 有 限 抽 象 群 的 表示 的 研究 . 
Frobenius 对 有 限 群 引进 了 可 约 和 完全 可 约 表示 的 概念 ,而 且 证 
明了 一 个 正则 表示 包含 所 有 不 可 约 表 示 . 他 在 1897 年 到 1910 年 
间 发 表 的 其 他 文章 中 (有 些 与 Schur 的 工作 相 联 系 ) 还 证 明了 许多 
其 他 的 结果 ,其 中 有 : 仅 存 在 少数 几 个 不 可 约 表 示 , 其 他 所 有 表示 
都 是 由 它们 组 合成 的 . 

Burnside® 给 出 了 男 一 个 主要 结果 , 即 要 一 个 群 可 约 ,n 个 变 
量 的 线性 变换 群 的 系数 所 应 满足 的 一 个 必要 充分 条 件 . 由 线性 变 
换 组 成 的 任何 有 限 群 是 完全 可 约 的 ,这 个 事实 首先 由 Heinrich 
Masohke(1853—1908) uE BHO. 有 限 群 的 表示 理论 已 经 引出 了 抽 
象 群 的 一 系列 重要 定理 . 在 本 世纪 的 第 二 个 四 分 之 一 里 ,表示 理论 
已 经 推广 到 连续 群 ,但 是 这 方面 的 发 展 不 准备 在 这 里 讲 . 

群 特征 标 (group character) 的 概念 有 助 于 群 表示 的 研究 . 这 
个 概念 可 以 回溯 到 Gauss, Dirichlet 和 Heinrich Weber( 下 页 注 2) 
的 工作 . Dedekind 在 Dirichlet 的 著作 《数论 讲义 》(Vorles-ungen 
über Zahlentheorie ，1879) 第 三 版 上 对 Abel 群 的 特征 标 作 了 一 般 
的 描述 . 一 个 群 G 的 特征 标 是 一 个 定义 在 群 G 的 所 有 元 素 s 上 的 
函数 X(s) ,函数 值 处 处 不 为 0 ,并且 X(Gs ) = X(s)X(s'). 两 个 特征 
标 是 互 不 相同 的 ,如 果 至 少 对 群 的 一 个 s 有 X(s) 天 X G). 

这 个 概念 由 Frobenius 推广 到 一 切 有 限 群 . 开始 的 定义 叙述 
颇 为 复杂 @, 他 后 来 给 了 一 个 较 简 单 的 定义 @@ ,成 为 现在 的 标准 形 
式 . 特征 标 函 数 是 群 的 一 个 不 可 约 表 示 的 矩阵 的 迹 ( 即 主 对 角 线 上 


(D Sitzungsber, Akad. Wiss. zu Berlin, 1897,994~1015 = Ges, Abh. , 3,82~ 
103, 
Proc. London Math. Soc. , (2),3,1905,430— 434, 
Math. Ann. , 52,1899,363— 368. 
Sitzungsber. Akad. Wiss. zu Berlin, 1896 ,985~1021=Ges. Abh. , 3,1~37. 
Sttzungsber. Akad, Wiss. zu Berlin, 1897,994~1015=Ges. Abh. , 3,82~103. 
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元 素 的 和 ). 这 一 概念 后 来 由 Frobenius 和 其 他 人 应 用 到 无 限 群 上 . 

特别 , 群 特征 标 可 用 来 确定 一 个 已 知 的 有 限 群 能 够 用 线性 变 
换 群 来 表示 所 需要 的 变量 的 最 小 数目 . 对 于 交换 群 来 说 , 群 特征 标 
还 可 以 确定 全 部 子 群 . 

显示 出 对 时 尚 的 通常 的 热忱 ,19 世纪 末 20 世纪 初 的 许多 数 
学 家 都 以 为 ,全 部 值得 纪念 的 数学 终究 将 会 包括 在 群 论 之 内 . 特别 
是 Klein, 他 虽然 不 喜欢 抽象 群 论 的 形式 主义 , 却 偏爱 群 这 个 概念 ， 
因为 他 认为 群 会 把 数学 统一 起 来 . Poincaré 是 同样 地 热情 . 他 曾 说 
过 中，…… 可 以 说 , 群 论 就 是 那 气 弃 其 内 容 而 化 为 纯粹 形式 的 整 


个 数学 .” 


3. 域 的 抽象 理论 

在 Galois HA JE EB , H nba, a2, e, as 生成 的 域 尺 ,是 
指 这 些 量 经 过 加 , 减 、. 乘 和 除 (除去 用 0 作 除 数 以 外 ) 得 到 的 一 切 量 
所 构成 的 集合 ,而 扩 域 这 个 概念 就 是 添加 以 外 的 一 个 新 元 素 X 
BR 所 形成 的 . 他 的 域 就 是 由 一 个 方程 的 系数 生成 的 域 ,他 的 扩 
张 是 经 添加 方程 的 一 个 根 做 成 的 . 在 Dedekind 和 Kronecker 关于 
代数 数 的 著作 里 (第 34 章 第 3 节 ) , 域 这 个 概念 有 着 完全 不 同 的 起 
源 .事实 上 ,“ 域 (field)”( 体 Kirper) 这 个 词 是 出 自 Dedekind. 

域 的 抽象 理论 是 由 Heinrich Weber 开始 的 . 他 已 经 拥护 群 的 
抽象 观点 .在 1893 年 多 他 曾经 给 Galois 理论 以 抽象 的 阐述 ,其 中 
他 引进 了 (交换 ) 域 作为 群 的 派生 . 按照 Weber 的 说 明 ,一 个 域 是 
指 一 个 由 元 素 组 成 的 集合 ,具有 两 种 运算 ,叫做 加 法 和 乘法 ,都 满 
足 封闭 条 件 ,结合 律 ,交换 律 以 及 分 配 律 . 而 且 每 一 个 元 素 在 每 一 
种 运算 下 必 有 一 个 唯一 的 逆 元 素 (除去 0 作 除 数 以 外 ) Weber 强 


(D Acta Math. , 38,1921,145. 
© Math. Ann. , 43,1893,521~549. 对 于 群 参看 Math. Ann. , 20,1882,301— 329. 
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调 群 和 域 是 代数 的 两 个 主要 概念 , 稍 后 , Dickson? 和 Hunting- 
ton? 给 出 了 一 个 域 的 独立 的 公理 系统 . 

在 19 世纪 已 经 知道 的 域 有 :有 理 数 域 .实数 域 .复数 域 .代数 
数 域 和 一 个 或 多 个 变数 的 有 理子 数 域 . Kurt Hensel X EMT S 
一 类 型 的 域 即 p- 进 域 , 它 在 代数 数 方面 开辟 了 新 的 工作 (代数 数 
论 》(Theorie der algebraischen Zahlen , 1908)). Hensel 首先 观察 
到 任何 一 个 普通 整数 D 能 够 用 一 种 方式 而 且 只 有 一 种 方式 表 成 
一 个 素数 p 的 方 医 的 和 , 即 

D — d, dip diff cd, 
其 中 d, EE ARAH Odi p—1. HM, p — 3, 
14 = 24-33, 
216—2-3 +2. 3', 
同样 ,任何 有 理 数 xr( 关 0) 能 唯一 地 写成 
r= vp, 

其 中 a, 5 是 不 能 被 bp 整除 的 整数 ,n 是 0 或 一 个 正 或 负 的 整数 . 
Hensel 根据 这 个 观察 推广 并 引进 了 pp- 进 数 . p- 进 数 是 如 下 形式 
的 表达 式 : 
(2) Dop, 
其 中 p 是 一 个 素数 ,系数 c; 是 普通 有 理 数 ,已 约 简 成 最 简 分 数 , 其 
分 母 不 能 被 p 整除 . 这 种 表达 式 一 般 并 不 一 定 有 普通 的 数 作为 它 
的 值 . 但 无 论 如 何 , 根 据 定义 ,它们 表示 数学 实体 . 

Hensel 对 这 种 数 规定 了 四 种 基本 运算 ,并 证 明 它 们 是 一 个 
域 . p- 进 数 的 一 个 子 集 能 够 和 普通 的 有 理 数 成 一 一 对 应 ,而 且 事 
实 上 这 个 子 集 就 是 在 两 个 域 同 构 的 完整 意义 下 同 有 理 数 域 同 构 


(D Amer. Math. Soc. Trans. , 4,1903,13— 20,51 6,1905,198~204. 
@ Amer. Math. Soc. Trans. , 4,1903,31—37,516,1905,181— 197. 
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的 .在 p- 进 数 的 域内 Hensel 定义 了 Pp- 进 整 数 ,单位 ( 即 Pp- 进 整数 
中 的 可 逆 元 素 ) 和 其 他 类 似 于 普通 有 理 数 中 的 那些 概念 . 

Hensel 引进 了 以 p- 进 数 作 系 数 的 多 项 式 和 这 种 多 项 式 的 p- 
进 根 的 概念 ,而 且 把 有 关 代 数 数 域 的 所 有 概念 推广 到 这 些 根 上 . 这 
ERA p- 进 整 代数 数 ,更 一 般 地 就 有 pp- 进 代数 数 ,而 且 可 以 构成 p- 
进 代 数 数 域 ,这 是 由 (2) 定 义 的 “有 理 " 的 p- 进 数 域 的 扩张 . 事实 上 ， 
有 关 代 数 数 的 所 有 一 般 理论 都 可 以 搬 到 p- 进 数 上 . 也 许 令 人 惊奇 的 
是 ,- 进 代数 数 的 理论 引出 普通 代数 数 的 一 些 结果 . 在 探讨 二 次 型 
的 理论 中 已 经 显 出 它 的 作用 ,而 且 导 致 赋值 域 的 观念 . 

Weber 的 著作 给 予 Ernst Steinitz(1871 一 1928) 非常 大 的 影 
响 ,在 域 的 日 益 增 长 的 变化 的 激励 下 ,Steinitz 着 手 对 抽象 域 进行 
综合 的 研究 ;他 把 研究 的 成 果 都 号 进 他 的 基本 论文 4 域 的 代数 理 
3:5 CAlgebraischen Theorie der Körper )®. 按照 Steinitz 的 观点 ， 
一 切 域 可 以 分 成 两 个 主要 类 型 . KK 是 一 个 域 . 考虑 天 的 所 有 子 
域 (例如 ,有 理 数 域 是 实数 域 的 一 个 子 域 ). 所 有 子 域 的 公共 元 素 也 
是 一 个 子 域 ,叫做 K 的 素 域 , 记 为 P. 素 域 有 两 种 可 能 的 类 型 . 单 
位 元 素 e 总 是 包含 在 P 内 ,因而 


e, 2e, e. ome, t 

也 包含 在 P 内 . 这 些 元 素 ,或 者 两 两 不 相同 ,或 者 存在 一 个 普通 整 
数 户 使 得 pe — 0. 在 第 一 种 情况 P 必须 包含 所 有 分 数 ne/me, 由 
于 这 些 元 素 形成 一 个 域 ,所 以 P 必须 和 有 理 数 域 辣 构 . 这 时 我 们 
说 K 有 特征 0. 

另 一 方面 ,如 果 pe — 0, 容易 证 明 ,这样 的 p 的 最 小 者 必 是 一 
个 素数 ,因而 域 P 必须 和 整数 模 p 的 同 余 类 域 10, 1, 2, …, p 一 
1 | 同 构 . 这 时 我 们 说 K 是 一 个 特征 为 p 的 域 . K 的 任何 一 个 子 域 
都 有 同一 特征 .于 是 pa = (peja = 0; 这 就 是 说 ,K 中 所 有 表达 式 
可 以 按 模 来 化 简 . 


(D Jour. für Math. , 137,1910,167— 309. 
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TERR P 属于 刚才 描述 过 的 哪 一 种 类 型 ,原来 的 域 K 可 以 
从 P 忆 经 过 添加 的 手续 而 得 到 .方法 是 :首先 在 K 内 取 一 个 不 在 P 
内 的 元 素 a ,并 作 a 的 系数 属于 PP 的 有 理 函 数 ,它们 全 体 构成 一 个 
TR R(a) ,然后 ,如 有 必要 ,再 在 K 内 取 一 个 不 在 R(a) 内 的 元 素 
b IRN a 的 办 法 来 对 待 5, 作 出 R(a) 的 扩张 ,如 此 继续 进行 直 

从 一 个 任意 的 域 K 出 发 ,可 以 作出 各 种 类 型 的 添加 . 一 个 单 
纯 的 添加 就 是 添加 单个 元 素 x. 这 个 扩大 了 的 域 必 包 含 所 有 如 下 
形式 的 表达 式 : 
(3) ao tact: da^, 
其 中 a, BFK. 如 果 这 些 表达 式 两 两 不 相等 ,那么 这 个 扩 域 就 是 
x 的 有 理 函 数 全 体 构成 的 域 K (x), 其 系数 属于 K. 这 样 的 添加 叫 
做 一 个 超越 添加 ,K(xz) 叫 做 一 个 超越 扩张 . 如 果 (3) 中 表达 式 有 茶 
些 彼 此 相等 ,可 以 证 明 , 必定 存 在 一 个 关系 (这 时 用 a RE x) 

fla) — a" bia" ! te +6, =0, 
其 中 系数 5; € K 而 且 f(zx) 在 K 内 不 可 约 . 这 时 表达 式 
Cia” + Cra" +e +C,, CG EK 

的 全 体 构 成 一 个 域 K (a) ,是 由 添加 a 到 而 形成 的 . 这 个 域 叫 做 
K 的 一 个 单纯 代数 扩张 . f(x) 在 KC) PUB — 8 a. 反 之 ,如 果 取 
定 一 个 在 K 内 不 可 约 的 任意 多 项 式 f Ce) ,就 可 以 造 一 个 域 K(a) 
使 得 f(x) 在 K(a) 内 有 一 个 根 ， 

由 Steinitz 获得 的 一 个 基本 结果 是 ,每 一 个 域 K 可 以 从 它 的 
素 域 出 发 ,经 过 如 下 的 添加 而 得 到 :首先 作 一 系列 (可 能 无 限 多 的 ) 
超越 添加 得 到 一 个 超越 扩张 ,然后 对 这 个 超越 扩张 又 作 一 系列 代 
数 添加 . 如 果 一 个 域 K' 能 够 从 一 个 域 民 exp Re BUR 
而 得 到 ,就 说 天 “是 天 的 一 个 代数 扩张 . 如 果 添 加 的 次 数 是 有 限 
的 ,就 说 天 是 天 的 有 限 代数 扩张 . 

并 不 是 每 一 个 域 都 可 以 经 过 代数 添加 而 扩大 . 例如 复数 域 就 
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不 能 这 样 扩大 ,因为 每 一 个 次 数 高 于 1 的 复 系数 多 项 式 f(x) 在 复 
数 域内 是 可 约 的 . 这 种 不 能 经 代数 添加 而 扩大 的 域 叫 做 代数 封闭 
BJ. Steinitz 还 证 明 :对 于 每 一 个 域 ,存在 一 个 唯一 的 代数 封闭 域 
K', 而 且 K' 是 KK 的 代数 扩张 . 这 里 “唯一 ”的 意思 是 :K 上 (包含 
KK) 所 有 其 他 代数 封闭 域 恒 包 含 一 个 与 K' 同 构 的 子 域 . 

Steinitz 还 考虑 了 这 样 一 个 问题 :确定 这 样 的 域 ,在 其 中 Ga- 
lois 的 方程 理论 有 效 . 我 们 说 Galois 理论 在 一 个 域 中 有 效 , 意 思 
是 :一 个 给 定 域 K 上 的 Galois th K 是 一 个 代数 域 ,而 且 K Go) rh 
每 一 个 不 可 约 多 项 式 f(z) 在 天 上 或 者 保持 不 可 约 或 者 完全 分 
解 成 一 次 因 式 的 乘积 *. 对 每 个 Galois 域 开 , 都 有 一 组 自 同 构 ,每 
一 个 自 同 构 是 K 到 自身 上 的 一 个 映射 ea ,使 得 x 士 8 和 wa B 
分 别 映 到 a -E B 和 a .8 ,而 且 它 保持 天 中 每 一 个 元 素 不 动 ( 即 
元 素 对 应 到 自身 ). 这 组 自 同 构 形 成 一 个 群 G, 叫 做 开关 于 下 的 
Galois 群 . Galois 理论 的 主要 定理 断言 :在 G 的 子 群 与 K 的 子 域 
(包含 人) 之 间 存 在 一 个 唯一 的 对 应 ,使 得 对 于 G 的 每 一 个 
FRG APF RK SO 对 应 ,而 K 是 由 在 G 下 保持 不 动 的 元 
素 全 体 组 成 ;而 且 反 之 也 对 . 只 要 这 个 定理 在 一 个 域 中 成 立 ,就 说 
Galois 理论 在 这 个 域 中 有 效 . Steinitz 的 基本 结果 主要 是 说 :如 果 
一 个 域 K 可 从 一 个 已 知 域 KK 经 过 添加 一 系列 无 重 根 的 不 可 约 多 
项 式 的 全 部 根 而 得 到 , 则 Galois Eie E K NAM. 如 果 一 个 域 K 
上 的 所 有 不 可 约 多 项 式 在 K 的 任何 扩 域 中 都 无 重 根 , 则 K 叫做 
完备 的 . 

如 Steinitz 的 分 类 所 指出 的 , 域 的 理论 还 包含 特征 p 的 有 限 
域 . 它 的 一 个 简单 的 例子 就 是 整数 模 素 数 p 所 得 到 的 余数 的 全 体 
组 成 的 集合 . 有 限 域 的 概念 属于 Galois. 1830 年 他 发 表 了 一 篇 


* 这 个 定义 确切 陈述 应 为 : 称 K 的 扩 域 下 是 域 K 上 的 Galois 域 ,如 果 玉 是 K 上 
的 可 分 代数 扩张 ,而且 上 上 的 任 一 个 不 可 约 多 项 式 f(x) 只 要 在 尺 内 有 一 个 根 , 则 它 
在 KK 内 完全 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 . 
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决定 性 的 文章 《关于 数论 》(Sur la théorie des nombres)®, Galois 
企 望 求解 同 余 式 

F(x) = 0(mod p), 
其 中 p 是 一 个 素数 ,F(z) 是 一 个 n 次 整 系数 多 项 式 . 他 假设 FG) 
(mod p) 不 可 约 , 使 得 这 个 同 余 式 没有 整 根 或 无 理 根 . 这 就 迫使 他 
去 考虑 其 他 的 解 . 由 虚数 得 到 启示 ,Galois 用 i 表示 F(x)(mod p) 
的 一 个 根 (i 并 不 是 Vv 一 1). 他 于 是 考虑 表达 式 
(4) ao tayitar tHe taat, 
H a; 是 整数 . 当 这 些 系数 都 分 别 取 (mod p) RS 3e] AE £5 38] AEST , 
这 个 表达 式 只 能 取 p” 个 值 ,因而 只 有 p" 一 1 个 非 零 的 值 . 假设 a 
是 其 中 一 个 非 零 的 值 . a (06 — 175 $39 MHA, ERE ffr 3x 08 75 
WARREN. TEER DATA a" = 1. 假定 m 是 满足 
这 个 等 式 的 最 小 正 整数 .于 是 共有 m PAINE: 
(5) l,a, oa, ,a” |. 
如 果 我 们 用 (4) 中 另 一 个 表达 式 6 乘 (5) 中 各 元 素 , 我 们 就 得 到 不 
AFORA m 个 元 素 , 它 们 彼此 不 同 . 再 用 上 两 组 以 外 的 男 一 
表达 式 y 乘 (5) 中 各 元 素 ,将 得 到 更 多 这 样 的 元 素 , 直 到 我 们 得 到 
形 如 (4) 的 全 部 表达 式 为 止 .因此 ,mm 必定 整除 p" 一 1, Bla? = 
1, 因而 a” =a. (4) 中 这 p^ 个 元 素 组 成 一 个 有 限 域 . Galois 曾经 
就 这 个 具体 情况 证 明 : 在 一 个 特征 p 的 Galois 域 中 ,元 素 的 个 数 
是 p WY — “Ne. 

E. H. Moore? 曾经 证 明 ,任何 一 个 有 限 抽 象 域 都 与 某 一 个 
Galois 域 同 构 , 后 者 的 元 素 个 数 为 ^ p 为 某 一 素数 . 对 于 每 一 个 
素数 p 和 每 一 个 正 整 数 n ,都 存在 p" 个 元 素 的 有 限 域 . Joseph H. 
M. Wedderburn(1882 一 1948) 是 普林斯顿 (Princeton ) 大 学 的 教 


(D Bulletin des Sciences Mathématiquesde Férussac, 13, 1830, 428 — 435 = 
Œuvres , 1897,15 —23. 
@ N.Y. Math, Soc. Bull. , 3,1893,73~78. 


4, Eh 249 WV 


15: , fF Dickson 同时 证 明了 :任何 有 限 域 必须 是 交换 的 (意思 
是 说 , 域 的 乘法 交换 律 可 以 从 域 的 其 余 的 公理 推 证 出 来 . 参看 下 一 
TO. 为 确定 包含 在 Galois 域内 的 加 法 群 的 构造 以 及 域 本 身 的 构 
造 , 已 做 了 大 量 的 工作 . 


4、 环 

虽然 环 和 理想 的 构造 是 熟知 的 并 在 Dedekind 和 Kronecker 关 
于 代数 数 的 著作 中 被 利用 过 ,但 抽象 理论 却 完 全 是 20 世纪 的 产 
物 . 理想 一 词 已 经 被 采用 (第 34 章 第 4 节 ). Kronecker 把 环 叫做 
“ 序 (order)”, 环 (ring) 这 个 词 是 Hilbert 引进 的 ， 

讨论 历史 以 前 , 先 讲 清 这 些 概 念 的 现代 意义 是 适宜 的 .一 个 抽 
象 的 环 是 一 组 元 素 组 成 的 集合 , 它 关 于 一 种 运算 形成 一 个 交换 群 ， 
而 且 它 还 受制 于 可 作用 于 任何 两 个 元 素 的 第 二 种 运算 ;这 第 二 种 
运算 是 封闭 的 并 且 是 结合 的 ,但 可 以 是 ,也 可 以 不 是 交换 的 ;可 以 
有 ,也 可 以 没有 单位 元 素 , CEEA alb +c) = ab + ac 和 
(bt cja = ba tca. 

环 尺 的 一 个 理想 是 这 样 一 种 子 环 M: 如 果 a 属于 M,r 属于 
R Jij ar 和 ra 都 属于 M. 如 果 只 有 ar 属于 M, 则 M 叫做 右 理想 ; 
如 果 只 有 ra 属于 M, 则 M 叫做 左 理想 ;如 果 一 个 理想 既是 右 理想 
又 是 左 理 想 , 则 它 叫做 双边 理想 . 单位 理想 是 指 整 个 环 . 由 一 个 元 
X a 生成 的 左 理想 (a) 是 由 下 面 形 式 的 元 素 全 体 组 成 的 : 

ra + na, 
其 中 xr E R, 7 为 任 一 整数 . 如 果 ROS — A RRIETCR e LT] 
ra tna = ra + nea = (r+ ne)a — ra, 

而 ER 的 任 一 元 素 . 由 一 个 元 素 生成 的 理想 叫做 主 理想 . 仅 
由 零 元 素 组 成 的 理想 叫 零 理想 , 记 作 0.0 AR 以 外 的 理想 叫做 真 


@ Amer. Math. Soc. Trans. , 6,1905,349— 352, 
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理想 . 类 似 地 ,如 果 ai. a, cn, a. 是 环 R PAH m 个 元 素 ,R 
有 单位 元 素 , 则 所 有 和 数 

riai treag te trian, ri € R 
的 集合 是 R 的 一 个 左 理想 , 记 作 (a ，, a, +, dn). 它 是 包含 a, 
à», s An 的 最 小 的 左 理想 . 如 果 一 个 交换 环 R 的 每 一 个 理想 都 
可 表 成 如 上 的 形式 , 则 R 叫做 Noether Ff. 

因为 环 中 任何 一 个 理想 都 是 环 的 加 法 群 的 一 个 子 群 ,所 以 环 

R 可 以 按理 想 M 分 成 一 些 剩余 类 . 如 果 R 中 的 两 元 素 a, b 满足 
(a —5) € M, 则 说 a, b XT M 同 余 , 记 作 4 志 6(modM). WRA 
R 到 环 R' 的 一 个 映射 a->T(a) 满 足 

T(a-4- 5b) = T(a) - T(5), 

Tla- b) = T(a) - T(b), TU) = 1, 


U TORR 到 环 尺 ' 的 一 个 同 态 . HERA T PLR 中 对 应 到 及 的 
零 的 元 素 全 体 叫做 R 的 核 , 它 是 R 的 一 个 (双边 ) 理 想 . 24 T E S 
HAR, RAF R 的 以 核 为 模 的 剩余 类 所 成 的 环 . 反之 ,给 定 R 
的 一 个 (双边 ) 理 想 工 ,可 作 尺 模 工 的 剩余 类 环 , 记 作 R/L, f R 
HL 的 商 环 ,于 是 有 R 到 RAL 的 同 态 ,以 L 作为 它 的 核 . 

环 的 定义 并 不 要 求 每 一 元 素 ( 非 零 ) 关 于 乘法 有 道 元 素 存在 . 
如 果 单 位 元 素 存在 ,而 且 每 一 个 非 零 元 素 都 有 逆 元 素 , 则 这 个 环 叫 
做 除 环 (或 可 除 代 数 ); 实 际 上 它 是 一 个 非 交 换 ( 或 斜 ) 域 . Wedder- 
burn 的 结果 已 经 指出 (1905) ,一 个 有 限 除 环 是 一 个 交换 域 . 直到 
1905 年 已 知 的 除 环 仅 有 交换 域 和 四 元 数 . 后 来 Dickson 作出 一 串 
新 的 除 环 ,交换 的 和 非 交 换 的 都 有 . 1914 年 他 中 和 Wedderburn® 
给 出 了 非 交 换 域 的 第 一 个 例子 , 它 关 于 中 心 (与 域 中 一 切 元 素 都 交 


(D Amer. Math. Soc. Trans. , 15,1914,31~46. 
@ Amer. Math. Soc. Trans. , 15,1914,162-— 166. 
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换 的 元 素 全 体 ) 的 阶 是 nO., 

在 19 世纪 晚期 ,已 经 造 出 了 大 量 的 各 种 具体 的 线性 结合 代数 
(第 32 章 第 6 节 ). 这 些 代 数 ,抽象 地 看 都 是 环 , 当 抽象 环 的 理论 形 
成 之 际 ,这些 具 体 的 代数 就 被 吸收 和 推广 . 当 Wedderburn 在 他 的 
文章 《 论 超 复数 》(On Hypercomplex Numbers) 9r 4k Elie Car- 
tan(1869 一 1951) 的 工作 @@ 并 推广 了 他 的 结果 时 ,线性 结合 代数 的 
理论 和 整个 抽象 代数 的 课题 就 受到 新 的 推动 . 回想 一 下 , 超 复 数 就 
是 如 下 形式 的 数 : 
(6) E = Tiel 十 Zaes 十 … 十 Toen， 
其 中 e 是 量 的 单位 ,z; 是 实数 或 复数 . Wedderburn 把 取 作 一 
个 任意 域 民 中 的 元 素 . 他 把 这 个 推广 了 的 线性 结合 代数 简称 为 代 
数 . 处 理 这 类 广义 代数 ,他 不 得 不 放弃 他 前 人 的 方法 ,因为 一 个 任 
意 的 域 不 都 是 代数 封闭 的 . 他 也 采取 了 而 且 完 成 了 Benjamin 
Peirce KFA STAND. 

在 Wedderburn 的 著作 中 ,一 个 代数 便 是 由 形 如 (6) 的 线性 组 
合 的 全 体 所 组 成 ,组 合 的 系数 现在 是 域 下 中 元 素 . 这 些 e 叫做 基 ， 
个 数 有 限 ,而且 这 个 个 数 就 叫 这 代数 的 阶 . 这 样 的 两 个 元 素 的 和 由 
下 式 给 出 : 

Sire, + > ye; = D(x + yi)e;. 

这 代数 中 的 一 个 元 素 x 和 域 下 中 的 一 个 元 素 a 的 乘积 az 定义 为 


ax=a > re; = > ar;ei, 


(D 1958 年 Michel Kervaire(1927— ) 在 Proceedings of the National Academy of 
Sciences, 44,1958, 280 ~ 283 和 John Milnor(1931— ) Æ Annals of Math. , (2),68, 
1958,444--449, Bj A S8 FB Raoul Bott(1923 一 ) 的 一 个 结果 ,证 明了 :具有 实 系数 的 唯一 
可 能 的 可 除 代数 (不 假定 乘法 结合 律 和 交换 律 ) 只 有 实数 ,复数 、 四 元 数 和 Cayley 数 . 

@ Proc. London Math. Soc. , (2),6,1907,77~118. 

© Ann. Fac. Sci. de Toulouse, 12B,1898,1~99 = Œuvres, Part [[ , Vol. 1, 
77-105. 
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而 这 代数 中 两 元 素 的 积 定 义 为 

(Sore) (Dd ye: )= Does. 
这 定义 的 完成 只 需 再 用 一 个 表 来 把 每 一 乘积 ese; 表 成 所 有 ei 的 
某 一 线性 组 合 , 其 系数 属于 F. 乘法 要 求 满足 结合 律 . 总 可 以 添加 
一 个 单位 元 素 ( 模 )1 到 代数 中 去 使 得 对 于 每 个 x 都 有 zx lHlee 
= zr, 于 是 系数 域 下 就 成 为 这 代数 的 一 部 分 ， 

设 A 为 一 个 代数 . 如 果 A 的 一 个 子 集 B 对 于 A 的 运算 也 构 
成 一 个 代数 , 则 B 叫做 A 的 一 个 子 代数 , 此 外 ,如 果 对 于 A 中 元 
素 x,B 中 元 素 y, 还 有 zy 和 yz EB 中 , 则 B 叫做 A BUR 
代数 . 如 果 一 个 代数 A 可 写成 两 个 不 变 子 代数 的 和 , 而 这 两 个 子 
代数 除 零 元 素 外 无 公共 元 素 , 则 A 叫做 可 约 的 . 这 时 A 也 叫做 这 
两 个 子 代数 的 直 和 和 . 

如 果 一 个 代数 除 (0) 和 它 本 身 外 没有 不 变 子 代数 , 则 它 叫 做 单 
代数 . Wedderburn 也 引用 而 且 修 改 了 Cartan 关于 半 单 代数 的 概 
念 .为 此 Wedderburn f| RAE XR X — BUS. 一 个 元 素 x 叫做 时 
零 的 (nilpotent) ,如 果 对 于 某 正 整 数 n, Ar = 0. 一 个 元 素 工 叫 
做 真正 寡 零 的 ,如 果 对 于 代数 A 中 每 一 元 素 y 而 言 ,zy 和 yx 都 
PRF. 可 以 证 明 ,一 个 代数 A PRIERS TANS AP AK 
的 集合 是 A 的 一 个 不 变 子 代数 (因而 也 是 医 零 不 变 子 代 数 ). 于 是 
一 个 半 单 代数 就 是 一 个 没有 适 零 不 变 子 代数 (不 计 仅 由 零 元 素 组 
成 的 寡 零 不 变 子 代数 ) 的 代数 ， 

Wedderburn 证 明了 ,每 一 个 半 单 代数 可 以 表 成 不 可 约 代数 
的 直 和 ,而 每 一 个 不 可 约 代数 等 价 于 一 个 矩阵 代数 和 一 个 可 除 代 
数 (Wedderburn 叫 它 为 本 原 代 数 ) 的 直 积 . 这 意思 是 说 ,这 个 可 约 
代数 的 每 一 个 元 素 可 以 表 成 一 个 矩阵 ,其 元 素 取 在 该 可 除 代数 中 . 
因为 半 单 代数 可 以 分 解 成 一 些 单 代数 的 直 和 ,这 个 定理 等 于 确定 
了 一 切 半 单 代数 . 还 有 另外 一 个 结果 用 到 全 矩阵 代数 的 概念 , 它 正 
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好 就 是 所 有 n X n 矩阵 组 成 的 代数 . 如 果 一 个 代数 的 系数 域 下 是 
复数 而 且 没 有 真正 攻 零 元 素 , 那 么 它 就 等 于 一 些 全 矩阵 代数 的 直 
和 . 这 是 由 Wedderburn 得 到 的 结果 的 一 个 样品 , 它 可 以 作为 广义 
线性 结合 代数 工作 的 一 个 指示 . 

环 和 理想 的 理论 由 Emmy Noether(1882 一 1935) 把 它 置 于 更 
为 系统 化 和 公理 化 的 基础 之 上 . Noether 是 少数 几 个 伟大 的 女 数 
学 家 之 一 ,她 于 1922 年 成 为 格 丁 根 的 讲师 . 当 她 开始 她 的 工作 时 , 
环 和 理想 的 许多 结果 都 已 经 知道 ,但 是 由 于 适当 地 确切 表述 了 抽 
象 概念 ,使 她 能 够 将 这 些 结果 纳入 抽象 理论 之 中 . 例如 ,她 把 Hil- 
bert 的 基 定 理 (第 39 章 第 2 节 ) 重 新 表述 如 下 :一 个 系数 环 上 的 任 
何 多 个 变量 的 多 项 式 所 成 的 环 , 当 这 系数 环 有 一 个 单位 元 素 和 一 
组 有 限 基 时 ,这 多 项 式 环 本 身 也 有 一 组 有 限 基 . 在 这 种 重新 表述 
下 ,她 把 不 变量 理论 变 成 了 抽象 代数 的 一 部 分 . 

多 项 式 环 的 理想 的 理论 已 由 Emanuel Lasker(1868—1941)& 
ERT. 他 给 出 一 种 决定 一 个 已 知 多 项 式 是 否 属 于 一 个 理想 的 方 
法 ,这 理想 是 由 > 个 多 项 式 生成 的 . 1921 %2 Emmy Noether 证 
BA ,这 种 多 项 式 理想 理论 能 由 Hilbert 基 定 理 推出 . 由 此 ,为 整 代 
数 数 的 理想 理论 和 整 代 数 函 数 (多 项 式 ) 的 理想 理论 建立 了 一 个 共 
同 的 基础 . Noether 和 其 他 人 对 环 和 理想 的 抽象 理论 作 了 非常 深 
透 的 研究 ,并 把 它 应 用 到 微分 算 子 环 以 及 其 他 代数 上 去 . 可 是 这 方 
面 工 作 的 报道 过 于 专门 ,已 超出 本 书 范围 了 . 


5. 非 结 合 代数 
近代 环 论 ,或 者 更 恰当 地 说 , 环 论 的 一 个 推广 ,也 包含 非 结合 
代数 . 这 里 乘法 运算 是 非 结合 的 而 且 是 非 交 换 的 ;线性 结合 代数 的 


®© Math. Ann. , 60,1905,20—116. 
C Math. Ann. , 83,1921,24~66. 
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其 他 性 质 则 仍然 保持 . 今天 已 有 好 几 种 重要 的 非 结合 代数 . 历史 上 
最 重要 的 一 种 类 型 是 Lie 代数 . 习惯 上 用 [a, 6] 表示 这 种 代数 的 
两 个 元 素 a, b 的 积 . 乘法 的 运算 规律 是 
[a, b] =— [5, a], 
[a, [b, c]] - [6. [c, a]] - Ee, [a, 8]1 = 0. 
两 者 取代 了 交换 律 和 结合 律 . 上 述 第 二 个 性 质 叫 Jacobi 恒等式 . 
两 个 向 量 的 向 量 积 就 满足 这 两 个 性 质 . 

Lie 代数 工 中 的 一 个 理想 过; 是 这 样 一 个 子 代 数 , 它 使 得 工 的 
任何 一 个 元 素 a FIL, 的 任何 一 个 元 素 的 积 [a, P105 T Li. 一 
个 单 Lie 代数 是 没有 非 平 凡 理 想 的 Lie 代数 . 如 果 一 个 Lie 代数 没 
有 交换 理想 ,就 叫 它 做 半 单 Lie 代数 . 

Lie 代数 产生 于 Sophus Lie 对 连续 变换 群 的 结构 的 研究 , A 
此 ,Lie 引进 无 穷 小 变换 的 概念 . 粗略 地 说 ,一 个 无 穷 小 变换 是 ， 
将 点 移动 一 个 无 穷 小 距离 的 变换 . Lie 将 它 用 符号 表示 成 


(7) zi — xi H ÈtX; (2, Tz, `, Xn), 
其 中 8 是 一 个 无 穷 小 量 ,或 者 表 成 
(8) Sa, = tX; (41, x2, t, Ln). 


这 个 8: 是 对 群 的 参数 作 一 个 小 的 改变 所 引起 的 结果 . 例如 ,假设 
一 个 变换 群 是 由 下 式 给 出 : 
a = a, y, a), y = Vx, y, a). 
设 w BEM affi eS SAY Ea — a; 时 表示 恒 等 变换 : 
T= $(x, y, a), y = P(T, y, ao). 
如 果 a M ao 改变 到 a + da, Mik Taylor 定理 有 


X; 二 $(x, ys as) + Sa 4 


9 
yi 一 P(x, Y, a) +a ^ ^, 


(D Archiv for Mathematik Naturvidenskab, 1,1876,152~193 = Ges. Abh., 5, 
42~75. 
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从 而 忽略 da BK ERE AS R 


br = z r = a, by = yi — y = aa, 
a$ ap l 


i = Ex, y), P = W(x, y). 


于 是 

(9) dx = E(x, y)8a, Sy = H(z, y)8a. 

如 果 sa 是 3 ,就 得 到 (7) 或 (8). 方程 (9) 表 示 群 的 一 个 无 穷 小 
如 果 f(x, y)JÉ x Al y 的 解析 函数 ,对 它 施 以 一 个 无 穷 小 变 

换 的 效应 是 用 St Eda, yt na) 替换 f(x, y), T Taylor E 

理 ,计算 到 一 阶 ， 


算 子 LU 
是 无 穷 小 变换 (9) 的 另 一 种 表现 形式 ,因为 只 要 知道 其 中 一 个 就 可 
给 出 另 一 个 . 这 样 的 算 子 在 微分 算 子 的 通常 意义 下 可 以 相 加 与 
FAR. 

独立 的 无 穷 小 变换 的 个 数 ,或 者 对 应 的 独立 算 子 的 个 数 ,就 是 
原来 变换 群 中 参数 的 个 数 . 现在 用 X, ，Xs ，…，X, ,表示 (独立 
的 ) 无 穷 小 变换 或 对 应 的 算 子 ,它们 确定 了 变换 的 Lie BF. 但 同样 
重要 的 是 ,它们 本 身 是 一 个 群 的 生成 元 .虽然 乘积 XX, 不 是 线性 
算 子 ,但 表达 式 

XX,— XX, 

是 一 个 线性 算 子 , 称 为 X AVX, 的 交错 子 (alternant), 记 作 [X,， 
Xi;]. 对 于 这 个 乘法 运算 , 算 子 群 就 变 成 一 个 Lie RR. 


MW 256 第 49 章 ”抽象 代数 的 出 现 


Lie 的 工作 是 从 研究 具有 个 参数 的 有 限 单 (连续 ) 群 的 结构 
开始 的 . 他 发 现 Lie 代数 的 四 种 主要 类 型 . Wilhelm K. J. Killing 
(1847 一 1923) 包 发 现 , 就 全 部 单 代 数 来 说 ,不 仅 有 这 四 个 类 型 而 且 
还 有 五 个 例外 情况 ,它们 是 含 14, 52, 78, 133 和 248 个 参数 的 单 
代数 . Killing 的 工作 有 缺陷 ,由 Elie Cartan 作 了 弥补 . 

Cartan 在 他 的 博士 论文 《 论 有 限 和 连续 变换 群 的 构造 》( Sur 
la structure des groupes de transformations finis et continus )O 
中 给 出 了 变数 和 参 变数 取 值 在 复数 域 中 的 全 部 单 Lie 代数 的 一 个 
完全 分 类 . 像 Killing 一 样 Cartan 发 现 , 全 部 单 Lie 代数 分 成 四 个 
类 型 和 五 个 例外 代数 . Cartan 明显 地 构造 出 这 些 例外 代数 . 1914 
1E 9 Cartan 又 确定 了 实 变 数 和 实 参 变数 的 全 部 单 代 数 . 这 些 结果 
现在 仍然 是 基本 的 . 

很 像 抽象 群 的 情形 ,用 表示 论 来 研究 Lie 代数 已 经 进行 得 很 
多 . Cartan 在 他 的 博士 论文 和 1913 年 的 一 篇 文章 四 中 , 发 现 了 单 
Lie 代数 的 不 可 约 表 示 . 一 个 关键 性 的 结果 是 由 Hermann Weyl® 
得 到 的 . 特征 为 0 的 一 个 代数 封闭 域 上 的 半 单 Lie 代数 的 任何 表 
示 都 是 完全 可 约 的 . : 


6. 抽象 代数 的 范围 
我 们 对 抽象 代数 领域 内 的 成 就 所 作 的 不 多 的 说 明 , 青 定 不 能 
给 出 哪 铂 是 在 这 个 世纪 的 头 四 分 之 一 里 创造 出 来 的 成 果 的 全 貌 . 


(QD Math. Ann. , 31,1888,252~290, $4 33,34,36 各 卷 中 . 

@ 1894, 2nd. ed. , Vuibert, Paris, 1933— GEuvres, Part [, Vol. 1,137— 286. 

© Ann. de l'Ecole Norm, Sup. , 31,1914,263—355 = Œuvres , Part I, Vol. 
1,399 — 491. 

@ Bull. Soc. Math. de France, 41,1913,53~96 = Œuvres, Part I , Vol. 1, 
3557-398. 

© Mathematische Zeitschrift, 23,1925,271— 309 41 24,1926,328~395 = Ges. 
Abh. , 2,543— 647. 


6. 抽象 代数 的 范围 257 WV 


但 是 不 管 怎样 ,去 说 明 由 于 有 意识 地 向 抽象 化 转变 而 开辟 的 广阔 
领域 ,可 能 是 有 帮助 的 . 

截至 1900 年 前 后 ,已 被 研究 过 的 各 种 代数 课题 ,不 管 是 矩 
阵 , 二 元 \ 三 元 或 nn 元 二 次 型 的 代数 , 超 数 系 , 同 余 式 ,还 是 多 项 
式 方程 的 解 的 理论 ,都 是 建立 在 实数 系 和 复数 系 之 上 的 . 无 论 如 
何 , 抽 象 代数 活动 的 结果 产生 了 抽象 群 . 环 .理想 、 可 除 代数 和 
域 .除了 研究 这 些 抽 象 结构 的 性 质 和 关系 如 同 构 . 同 态 之 外 , 数 
学 家 现在 发 现 ,几乎 对 任何 代数 课题 和 出 现 的 问题 ,都 可 能 用 任 
何 一 种 抽象 结构 去 代替 实数 系 和 复数 系 . 例如 , 蔡 代 元 素 为 复数 
的 矩阵 ,我 们 去 研究 元 素 属 于 一 个 环 或 域 的 矩阵 . 同样 ,我们 对 
待 数论 的 问题 ,用 一 个 环 去 代替 正 整数 ,人 负 整 数 和 0, 重 新 考虑 普 
通 整数 已 经 证 明了 的 每 一 个 问题 , 我 们 甚至 可 以 考虑 系数 属于 
任意 域 的 图 数 和 用 级 数 ， 

像 这 样 一 些 推广 确实 已 经 作 过 . 我们 曾 提 到 Wedderburn 在 
他 1907 年 的 著作 里 推广 了 他 前 人 关于 线性 结合 代数 ( 超 复 数 系 ) 
的 工作 ,用 任何 域 代替 实 系数 或 复 系 数 . 我 们 也 可 以 用 一 个 环 代替 
域 . 并 研究 在 这 种 替换 下 仍然 有 效 的 定理 . 甚至 系数 属于 任意 域 或 
有 限 域 的 方程 论 也 已 经 研究 过 了 . 

作为 普遍 化 这 一 现代 趋势 的 另 一 例子 , 试 考虑 二 次 型 . 整 系数 
二 次 型 在 整数 表 成 平方 和 的 研究 中 ,和 实 系数 二 次 型 在 圆锥 面 和 
二 次 曲面 的 表示 的 研究 中 ,都 是 重要 的 . 20 世纪 研究 了 系数 属于 
任意 域 的 二 次 型 . 由 于 引进 了 更 抽象 的 结构 ,所 有 这 些 都 能 够 用 作 
老 的 代数 理论 的 基础 或 系数 域 . 而 且 这 种 推广 的 过 程 可 以 无 限 地 
进行 下 去 . 抽象 概念 的 这 种 应 用 需要 用 到 抽象 代数 的 技巧 ;这 样 ， 
许多 表面 上 不 同 的 课题 都 被 吸取 到 抽象 代数 里 来 了 . 数论 (包括 代 
数 数 ) 的 大 部 分 就 是 这 样 的 情形 . 

然而 ,抽象 代数 已 经 毁坏 了 它 自己 在 数学 中 所 起 的 作用 . 抽象 
代数 概念 的 系统 曾 述 是 为 了 统一 各 种 表面 土 干 差 万 别 的 数学 领 
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域 ,例如 群 论 就 是 这 样 . 抽象 理论 一 经 正式 形成 ,数学 家 们 就 离开 
原来 的 具体 领域 转 而 把 注意 力 集中 在 抽象 结构 上 . 通过 成 百 个 从 
属 概念 的 引进 ,这 课题 就 如 雨后春笋 般 地 发 展 起 来 ,形成 一 团 混乱 
的 细小 分 支 ,它们 彼此 之 间 ,以 及 和 原来 的 具体 领域 之 间 ,都 没有 
多 少 联系 . 统一 性 通过 多 样 化 和 特殊 化 而 取得 成 功 . 确实 的 ,抽象 
代数 领域 里 的 大 多 数 工作 者 都 不 再 知道 抽象 结构 的 来 源 ,他 们 也 
不 关心 他 们 的 结果 对 具体 领域 的 应 用 . 
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我 相信 我 们 缺少 另 一 门 分 析 的 学 问 , 它 是 真正 几何 的 和 线 
性 的 , 它 能 直接 地 表示 位 置 e CR RE FE. 
G. W. Leibniz 


1 拓扑 是 什么 

19 世纪 的 若干 发 展 结 晶 成 几何 的 一 个 新 分 支 , 过 去 一 个 长 时 
期 中 叫做 位 置 分 析 (analysis situs) ,现在 叫做 拓扑 (topology). f 
且 粗 浅 地 讲 ,拓扑 所 研究 的 是 几何 图 形 的 那样 一 些 性 质 ,它们 在 图 
形 被 弯曲 、 拉 大 .缩小 或 任意 的 变形 下 保持 不 变 , 只 要 在 变形 过 程 
中 既 不 使 原来 不 同 的 点 熔化 为 同一 个 点 ,又 不 使 新 点 产生 . 换 句 话 
说 ,这 种 变换 的 条 件 是 :在 原来 图 形 的 点 与 变换 了 的 图 形 的 点 之 间 
存在 一 个 一 一 对 应 ,并 且 邻 近 的 点 变 成 邻近 的 点 . 这 后 一 性 质 叫做 
连续 性 ;因而 要 求 的 条 件 便 是 ,这 变换 和 它 的 逆 两 者 都 是 连续 的 . 
这 样 的 一 个 变换 叫做 一 个 同 胚 (homeomorphism) 或 拓扑 变换 , 拓 
扑 有 一 个 通行 的 形象 的 外 号 一 一 橡皮 几何 学 (rubber-sheet geom- 
etry) ,因为 如 果 图 形 都 是 用 橡皮 做 成 的 ,就 能 把 许多 图 形变 形成 
fia] ARO PSI. 例如 ,一 个 橡皮 圈 能 变形 成 一 个 圆周 或 一 个 方 圈 , 它 
们 同 胚 ;但 是 一 个 橡皮 圈 和 阿拉 伯 数 字 8 这 个 图 形 不 同 豚 ,因为 不 
把 圈 上 的 两 个 点 熔化 成 一 个 点 , 圈 就 不 会 变 成 8. 

通常 习惯 于 把 图 形 都 看 作 是 安放 在 一 个 包围 它们 的 空间 之 
m. 从 拓扑 的 目的 来 说 ,即使 不 能 把 包围 一 个 网 形 的 空间 拓扑 地 变 
换 成 包围 另 一 个 图 形 的 空间 ,这 两 个 图 形 还 能 同 胚 . 例如 , 取 一 长 
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方形 纸 条 ,把 它 的 两 条 短 边 连 接 起 来 ,就 得 到 柱 形式 圆 籍 . MRR 
用 男 一 个 办 法 , 先 把 一 条 短 边 扭 转 360" 之 后 ,再 把 它 跟 另 一 条 短 
边 连 接 起 来 ,那么 得 到 的 就 是 一 个 扭转 过 的 圆 夭 . 3x P SE n] 
FRE. 但 是 不 能 把 这 三 维 空间 拓扑 地 变 成 自己 ,同时 把 第 一 个 圆 征 
变 成 第 二 个 圆 夭 ， 

按照 20 世纪 所 理解 的 ,拓扑 分 裂 而 形成 两 个 有 些 分 立 的 部 
分 :点 集 拓 扑 和 组 合 拓扑 (或 代数 拓扑 ). 前 者 把 几何 图 形 看 作 是 点 
的 集合 ,又 常 把 这 整个 集合 看 作 是 一 个 空间 .后 者 把 几何 图 形 看 作 
是 由 较 小 的 构件 组 成 的 ,正如 墙壁 是 用 砖 砌 成 的 一 样 . 点 集 拓 扑 的 

念 ,组 合 拓 扑 当 然 也 要 用 ,特别 是 在 研究 那些 极 广泛 的 几何 结构 

的 时 候 . 

拓扑 有 很 多 不 同 的 起 源 . 跟 数学 的 大 多 数 分 支 一 样 , 先 有 了 许 
多 成 果 ,只 是 后 来 才 认 识 到 它们 归属 于 一 个 新 科目 或 被 一 个 新 科 
目 所 概括 . 现在 就 拓扑 而 论 ,Klein 在 他 的 埃 尔 兰 根 纲 领 (Erlanger 
Programm) (第 38 章 第 5 节 ) 里 就 至 少 勾 画 出 了 这 一 新 而 重要 的 
研究 领域 的 可 能 性 . 那 时 候 , 他 正在 推广 射影 几何 和 代数 几何 里 所 
研究 的 那 种 变换 ,并 且 通 过 Riemann 的 工作 ,他 已 经 感 党 到 同 胚 
的 重要 性 了 . 


2. 点 集 拓扑 

从 Cantor 开创 点 集 理 论 ( 第 41 章 第 7 节 ) 到 Jordan, Borel 和 
Lebesgue 扩展 它 ( 第 44 章 第 3—4 节 ) 的 时 候 , 点 集 理论 本 来 并 不 
涉及 变换 和 拓扑 性 质 . 但 是 另 一 方面 ,拓扑 所 感 兴趣 的 ,是 把 点 集 
作为 一 个 空间 看 待 . 点 集 只 是 互 不 相关 的 一 堆 点 ,而 空间 则 通过 某 
种 捆扎 的 概念 使 点 与 点 之 间 发 生 关系 ;这 是 空间 不 同 于 点 集 的 关 
键 . 例如 Euclid 空间 中 距离 这 一 概念 就 表明 点 与 点 之 间 有 多 远 ， 
尤其 是 使 我 们 能 定义 一 个 点 集 的 极限 点 ， 
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我 们 已 经 谈 过 点 集 拓 扑 的 起 源 ( 第 46 章 第 2 节 ), 由 于 想 要 把 
Cantor 的 集合 论 和 函数 空间 ( 即 以 函数 作为 点 的 空间 ,这 在 变 分 
法 中 已 经 是 习以为常 的 了 ) 的 研究 统一 起 来 ,Fréchet 在 1906 年 发 
动 了 抽象 空间 的 研究 . Hilbert 空间 、Banach 空间 的 引进 , 泛 隧 分 
析 的 兴起 ,更 增加 了 把 点 集 作为 空间 来 研究 的 重要 性 . 泛 防 分 析 中 
起 作用 的 性 质 都 是 拓扑 性 质 , 主 要 因为 序列 的 极限 居 重要 的 地 位 ， 
再 者 , 泛 函 分 析 的 算 子 就 是 从 一 个 空间 到 另 一 个 空间 的 变换 全. 

Fréchet 指出 ,这 捆扎 概念 不 必 就 是 Euclid 的 距离 函数 . 他 引 
进 了 (第 46 章 第 2 节 ) 几 种 不 同 的 概念 ,都 能 用 来 确定 什么 时 候 一 
个 点 是 一 个 点 序列 的 极限 点 . 特别 地 ,他 推广 了 距离 这 个 概念 , 引 
进 了 度量 空间 这 一 类 空间 . Euclid 平面 就 是 一 个 度量 空间 . 对 于 度 
量 空间 ,说 到 一 个 点 的 邻 域 时 , 指 的 是 离开 这 点 不 到 某 个 量 e 那么 
远 的 全 部 点 . 这 些 邻 域 是 珊 形 的 . 我 们 也 能 用 正方 形 的 邻 域 . 对 于 
一 个 给 定 的 点 集 ,甚至 不 必 引 进度 量 ,还 能 用 一 些 方式 来 确定 某 些 
子 集 作 为 邻 域 . 这 样 的 空间 叫做 具有 和 邻 域 拓 扑 的 空间 . 这 是 度量 空 
间 的 一 个 推广 . Felix Hausdorft(1868 一 1942) 在 他 的 《点 集 论 纲 
HY (Grundzüge der Mengenlehre, 1914) rh f FH T SB NE (X 
一 概念 , Hilbert 在 1902 年 进行 Euclid 平面 几何 对 一 种 特殊 的 公 
理化 研究 方法 时 已 经 使 用 过 ) ,并 且 根据 这 个 概念 建立 了 抽象 空间 
的 完整 理论 . 

Hausdorff 把 拓扑 空间 定义 为 一 个 集合 ,连带 着 它 的 每 一 元 
素 二 所 联系 的 一 族 子 集 UL. 这 些 子 集 叫 作 邻 域 ,它们 必须 满足 下 
列 条 件 : 

(a) 每 个 上 x 至 少 有 一 个 邻 域 U, ,每 一 个 U, 含有 这 个 点 工 . 

(b) x 的 两 个 邻 域 的 交 含有 zz 的 一 个 邻 域 . 


中 ”点 集 的 基本 性 质 ,如 紧 致 性 和 可 分 性 ,不 同 的 作者 用 不 同 的 定义 ,还 未 标准 
化 ,我们 采用 现在 通常 所 理解 的 意义 . 
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(c) 如 果 y BU, 的 一 个 点 , 则 存在 一 个 U, 使 得 U, CU,. 
(d) WR z y, WFE U, 与 U,, 使 得 U, U, = 0. 
Hausdorff 还 引进 了 两 条 可 数 性 公理 : 

(a) 对 于 每 一 个 点 z, 子 集 U. 所 组 成 的 集 是 可 数 集 . 
(b) 所 有 不 同 的 邻 域 所 组 成 的 集 是 可 数 集 . 
点 集 拓 扑 的 基础 是 若干 基本 概念 的 定义 . 邻 域 空间 中 一 个 

点 集 的 一 个 极限 点 是 这 样 一 个 点 , 它 的 每 一 邻 域 都 至 少 含有 这 

集合 的 一 个 点 . 如 果 这 集合 的 每 个 点 都 能 被 包围 在 只 由 这 集合 

的 一 部 分 点 所 组 成 的 一 个 邻 域 之 中 ,这 集合 就 是 开 集 . 如 果 一 个 

合 含 有 它 的 所 有 极限 点 , 它 就 是 闭 集 . 一 个 空间 或 一 个 空间 的 

子 集 叫 做 紧 致 的 ,如 果 每 一 个 无 穷 子 集 都 有 极限 点 . 因此 ,通常 

的 Euclid 直线 上 的 点 不 成 为 一 个 紧 致 空间 ,因为 相当 于 整数 的 

点 的 无 穷 集 没有 极限 点 . 如 果 一 个 集合 不 管 怎 样 分 成 两 个 互 不 

相交 的 子 集 ,其 中 一 个 子 集 至 少 含 有 另 一 个 的 一 个 极限 点 ,这 个 

集合 就 是 连通 的 . 曲线 y = tan z 不 是 连通 的 ,但 是 曲线 y = 

sin1/+ 加 上 y 轴 上 的 区 间 ( 一 1, 1) 就 是 连通 的 . 可 分 离 性 是 

Fréchet 在 1906 年 的 论文 中 引进 的 ,这 是 另 一 个 基本 概念 . 如 果 

一 个 空间 就 是 它 的 一 个 可 数 子 集 的 闭 包 ( 即 子 集 本 身 加 上 它 的 

极限 点 ), 它 就 叫做 可 分 离 的 . 

至 此 还 能 够 引进 连续 变换 和 同 胚 的 概念 . 连续 变换 通常 有 两 

个 内 容 : 对 于 一 个 空间 的 每 一 个 点 ,对 应 着 第 二 个 空间 或 象 空间 的 

唯一 的 一 个 点 ;并 且 对 于 一 个 象 点 的 任 一 给 定 的 邻 域 ,原来 的 点 

(或 每 一 个 原来 的 点 ,如 果 多 于 一 点 的 话 ) 有 一 个 邻 域 , 它 的 每 一 个 

点 的 象 点 都 被 包含 在 象 空间 的 该 给 定 的 邻 域 里 . 这 个 概念 不 外 是 

连续 函数 的 e-6 定义 的 一 种 推广 ,其 中 e 确定 象 空间 中 一 点 的 邻 

域 ;而 8 确定 原来 的 一 点 的 一 个 邻 域 . 两 个 空间 S 和 了 之 间 的 一 

个 同 胚 是 一 个 一 一 对 应 ,并 且 两 个 方向 ( 即 从 S 到 工 和 从 工 到 S) 

都 连续 . 点 集 拓扑 的 基本 任务 是 发 现在 连续 变换 和 同 胚 下 保持 不 
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变 的 性 质 . 上 面 提 到 的 所 有 性 质 都 是 拓扑 不 变性 ， 

Hausdorff 在 度量 空间 的 理论 方面 增添 了 许多 成 果 . 特别 是 
在 关于 Fréchet 在 他 的 1906 年 论文 中 所 引进 的 完全 性 概念 这 方 
面 .考虑 一 个 度量 空间 中 满足 下 列 条 件 的 点 序列 ju.| :对 于 任意 给 
定 的 s, 存 在 一 个 N ,使 得 | a, — a, |e MPRA N 的 所 有 mm 和 
n 都 成 立 . 如 果 一 个 空间 中 的 每 一 个 满足 这 条 件 的 序列 都 有 极限 
点 ,这 空间 就 是 完全 的 . Hausdorff 证 明了 ,每 一 个 度量 空间 能 够 
并 且 只 能 够 按 一 种 方式 扩展 成 一 个 完全 的 度量 空间 . 

抽象 空间 的 引进 提出 了 若干 问题 ,而 这 些 问题 发 动 了 许多 研 
究 工 作 , 例如 ,如 果 一 个 空间 是 用 邻 域 定义 的 ,这 个 空间 是 否 必 然 
是 可 度量 的 ? 即 是 否 能 在 这 空间 中 引进 一 种 度量 ,保持 这 空间 的 
结构 ,使 得 极限 点 仍然 是 极限 点 ?这 问题 是 Fréchet 提出 来 的 . 
Paul S，Urysohn(1898 一 1924) 的 一 个 结果 说 :每 一 个 正规 的 拓扑 
空间 是 可 度量 的 由. 一 个 正规 空间 是 这 样 一 个 空间 , 它 的 任意 两 个 
不 相交 的 闭 集 都 可 以 各 上 自 被 包含 在 一 个 开 集 之 中 ,而 这 两 个 开 集 
不 相交 . 他 还 证 明了 @ 一 个 相当 重要 的 有 关 结 果 : 每 一 个 可 分 离 的 
度量 空间 , 即 每 一 个 具有 一 个 稠密 的 可 数 子 集 的 度量 空间 , 同 胚 于 
Hilbert 方 体 的 一 个 子 集 ; 方 体 即 是 以 满足 0 委 zx; S 17i 的 无 穷 序 
列 {zi| 为 点 的 空间 ,其 中 的 距离 定义 为 


E 


KE AE B Bl , He BX (dimension) JR E 48 H Cantor 在 直 
线 和 平面 之 间 的 一 一 对 应 (第 41 章 第 7 节 ) 和 装 满 一 个 正方 形 的 
Peano 曲线 (第 42 章 第 5 节 ) 的 证 明 中 提出 来 了 . Fréchet( 已 经 在 
研究 抽象 空间 ) 和 Poincaré 已 经 看 到 需要 给 维 数 下 一 个 定义 ,使 
它 既 可 应 用 于 抽象 空间 ,又 可 以 使 直线 和 平面 具有 通常 的 维 数 . 通 
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85 Br FRBS D BELA ee BS) EA E: SE BU ee BE a A A 
标的 个 数 . 这 个 定义 不 适用 于 一 般 空间 . 

1912 年 ,Poincaré 给 出 一 个 递归 定义 9. 一 个 连续 统 ( 一 个 闭 
的 连通 集 ) 叫 做 n 维 的 ,如 果 它 能 分 成 两 部 分 ,其 公共 边界 是 由 
n 一 1 维 的 连续 统 组 成 的 . Luitzen E. J. Brouwer(1881—1966) #§ 
出 这 定义 对 于 两 叶 的 锥 面 不 适用 ,因为 一 个 点 就 分 开 这 两 叶 . 
Brouwer®, Urysohn® 和 Karl Menger ( 1902 一 1985 ) 9 pk i T 
Poincaré 的 定义 . 

Menger 和 Urysohn 的 定义 相似 ,人 们 都 认为 ,现在 所 采用 的 
定义 是 他 们 两 人 的 . 他 们 的 概念 是 规定 一 个 局 部 的 维 数 . Menger 
的 提 法 如 下 : 空 集 定义 为 一 1 维 的 .我 们 说 一 个 集合 M 在 一 点 P 
Ab m 维 的 ,如 果 n 是 这 么 一 个 最 小 的 数 ,使 得 存在 了 的 任意 小 

JRR, ENIE M 中 的 边界 的 维 数 小 于 .集合 M 叫做 x 维 的 ,如 
果 它 在 它 的 所 有 点 处 至 多 是 n 维 的 ,而 在 至 少 某 个 点 处 是 HEN. 

另 一 个 广泛 采用 的 定义 是 Lebesgue WO. 一 个 空间 是 n HE 
的 ,如 果 n 是 这 样 的 最 小 数 , 即 直径 任意 短 的 闭 集 所 组 成 的 覆盖 都 
含有 属于 这 莉 盖 的 闭 集中 十 1 个 集 的 公共 点 . 根据 这 些 定义 的 任 
一 个 ,Euclid 空间 都 有 恰当 的 维 数 ,并 且 任 意 空间 的 维 数 都 是 拓扑 
不 变 的 . 

维 数论 中 的 一 个 关键 的 结果 是 Menger(《 维 数论 》( Dimen- 
sionstheorie),1928, 第 295 Di ) fl A. Georg No6beling(1907 一 ?) 的 
一 个 定理 @. XP SERE BE: EP RR ARF 2 十 1 维 


(D Revue de Métaphysique et de Morale , 20,1912,483~504. 

@ Jour. fiir Math. , 142,1913,146— 152. 

Q Fundamenta Mathematicae , 7,1925,30~137 FU 8,1926 ,225~359. 

@ Monatshefte für Mathematik und Physik, 33,1923,148 — 160 和 34,1926, 
137—161. 

®© Fundamenta Mathematicae , 2,1921,256— 285. 

@ Math. Ann. , 104,1930,71-—80. 
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的 Euclid 空间 中 的 某 一 子 集 . 

Jordan 和 Peano 的 工作 所 引起 的 另 一 个 问题 是 曲线 本 身 的 
定义 (第 42 章 第 5 节 ). 有 了 维 数 论 方面 的 工作 ,才能 够 作出 答案 . 
Menger® 和 Urysohn® 定义 曲线 为 一 维 的 连续 统 ,连续 统 是 闭 的 
连通 集 . (这 个 定义 要 求 把 抛物 线 那 样 的 开 曲 线 用 一 个 无 穷 远 点 封 
闭 起 来 . ) 这 个 定义 排除 了 装 满 空 间 的 曲线 ,并 反映 了 曲线 在 同 豚 
下 不 变 的 这 一 性 质 ， 

点 集 拓 扑 这 一 学 科 继续 很 活跃 . 对 于 各 种 类 型 的 空间 的 公理 
基础 ,引进 变种 .特殊 化 以 及 推广 ,都 是 比较 容易 的 . 曾经 引进 了 成 
百 个 概念 ,证 明了 成 百 个 定理 ,虽然 这 些 概念 的 最 终 价值 大 多 数 是 
可 疑 的 . FR XE 8 RS Alis pn — RE ,数学 家 们 毫 不 迟 县 地 投身 于 点 集 拓 
扑 的 纵深 发 展 . 
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早 在 1679 年 ,Leibniz 就 在 他 的 《几何 特性 》(Characteristica 
Geometrica ) 里 ,试图 阐述 几何 图 形 的 基本 几何 性 质 ,采用 特别 的 
符号 来 表示 它们 ,并 对 它们 进行 运算 来 产生 新 的 性 质 . 他 杷 他 的 研 
究 叫 做 位 置 分 析 或 位 置 几 何 学 (geometria situs). 1679 年 ,他 在 给 
Huygens 的 一 封 信 里 ,说 明 他 不 满意 坐标 几何 研究 几何 图 形 的 方 
法 ,因为 这 方法 除了 不 直接 和 不 美观 之 外 ,关心 的 还 只 是 量 , 而 ”我 
相信 我 们 缺少 另 一 门 分 析 的 学 间 , 它 是 真正 几何 的 和 线性 的 , 它 能 
直接 地 表示 位 置 [situs], 如同 代 数 表示 量 一 样 . ”DLeibniz 对 于 他 


(D Monatshefte für Mathematik und Physik, 33, 1923, 148 ~ 160 和 Math. 
Ann. ; 95,1926,277 — 306, 

@ Fundamenta Mathematicae , 7,1925,30— 137 ,特别 是 第 93 页 . 

®© Leibniz, Math. Schriften, 1 Abt. , Vol. 2,1850, 19 ~ 20 = Gerhardt, Der 
Briefwechsel von Leibniz mit Mathematikern, 1,1899, 568 = Chr. Huygens, (lv. 
Comp. , 8, No. 2192. 
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所 拟 建立 的 东西 给 出 了 少数 例子 . 虽然 他 的 着 眼 点 在 于 那些 几何 
算法 ,认为 它们 会 给 出 纯 几 何 问题 的 解 ,他 的 例子 仍然 含有 度量 性 
Ji. 或 许 因为 他 对 于 所 寻求 的 那 种 几何 并 不 明确 ,他 的 想法 和 符号 
没有 引起 Huygens 的 热忱 . 就 Leibniz 所 达到 的 清楚 程度 来 看 ,他 
是 预想 到 了 现在 所 称 的 组 合 拓 扑 . 

几何 图 形 的 一 个 组 合 性 质 跟 Euler 的 名 字 联 在 一 起 ,虽然 
Descartes 在 1639 年 就 知道 这 性 质 ( 通 过 Descartes 的 未 发 表 的 手 
FA), Leibniz 在 1675 年 也 知道 这 性 质 . 如 果 数 一 数 任何 闭 的 凸 多 
面体 (例如 立方 体 ) 的 顶点 数 、 棱 数 和 曾 数 ,就 有 Y — ER F = 2. 
Euler 在 1750 年 发 表 了 这 个 结果 .1751 年 他 提出 了 一 个 证 明 包 . 
Euler 对 这 一 关系 感 兴 趣 是 要 用 它 来 作 多 面体 的 分 类 . 虽然 Euler 
发 现 了 所 有 闭 的 凸 多 面体 的 一 个 性 质 , 但 他 没有 想到 连续 变换 下 
的 不 变性 . 他 也 未 确定 出 满足 这 关系 的 这 类 多 面体 . 

1811 年 Cauchy® £x T 5j — 4 uEBH. 他 挖 去 了 一 个 面 的 内 部 ， 
把 剩 下 的 图 形 铺 在 一 个 平面 上 . 这 给 出 一 个 多 边 形 , 它 在 V 一 上 十 
下 这 个 数 应 该 是 1, 他 的 证 明 是 这 样 进 行 的 :把 这 图 形 剖 分 为 三 角 
JE ,然后 在 一 个 个 地 抹 掉 三 角形 时 计算 这 个 数 的 改变 . 这 个 证 明 因 
为 假设 了 任 一 闭 的 凸 多 面体 同 胚 于 球面 ,有 不 足 之 处 ;但 19 世纪 
的 数学 家 都 承认 这 个 证 明 . 

另 一 个 著名 的 问题 是 哥 尼 斯 堡 (Koenigsberg) 桥 的 问题 . 它 是 
当时 的 一 个 游戏 问题 ,后 来 才 体 会 到 它 的 拓扑 意义 . MAS EME 
的 普 列 格 尔 (Pregel) 河 湾 处 ,有 两 个 岛 和 七 座 桥 (图 50. 1 H b ER 
出 ),. 老 乡 们 为 了 消 遗 ,试图 在 一 次 连续 的 散步 中 走 过 所 有 这 上 七 座 
Mt ,但 不 准 在 任何 一 座 上 通过 两 次 . Euler 当时 在 圣彼得堡 , 听 到 


(D Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. , 4, 1752~1753,109~140, pub. 1758 = 
Opera, (1), 26, 71--93. 

Q Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. , 4, 1752—1753,140— 160, pub. 1758 = 
Opera , (1), 26, 94—108. 

@ Jour. de Ecol. Poly. , 9,1813,68~86 和 87—98—GEuvres, (2) ,1,7— 38. 
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图 50.1 图 50. 2 


了 这 个 问题 ,在 1735 年 找到 了 解答 9. 他 简化 了 这 个 问题 的 表示 
法 ,用 点 代表 陆地 ,用 线段 或 弧 代 表 桥 ,得 到 图 50. 2. Euler 于 是 把 
问题 提成 这 样 :能 敬一 笔画 出 这 个 图 ; 即 用 铅笔 连续 不 断 地 一 次 画 
出 这 个 图 ,在 每 一 条 弧 都 只 准 画 一 次 这 条 件 下 ,他 证 明了 ,对 于 上 
图 ,一 笔画 是 不 可 能 的 ;并 且 对 于 任何 一 组 给 定 的 点 和 强 , 给 出 了 
能 否 一 笔画 出 的 判别 条 件 . 

Gauss 时 常 谈 到 有 必要 研究 图 形 的 基本 性 质 多 ,但 并 未 做 出 
杰出 的 贡献 . 他 的 1834 年 的 一 位 学 生 Johann B. Listing(1806 一 
1882 ,后 来 任 格 丁 根 的 物理 教授 ) ,在 1848 年 出 版 了 《拓扑 学 的 初 
步 研究 》(Vorstudien zur Topologie). Listing 在 这 本 书 中 用 拓扑 
这 个 术语 作为 他 所 讨论 的 内 容 的 名 称 ;其 实 他 认为 宁愿 用 位 置 的 
几何 这 个 名 称 ,但 他 未 用 ,因为 von Staudt 已 经 把 射影 几何 叫做 
位 置 的 几何 了 . 1858 年 Listing 开始 了 一 系列 拓扑 研究 ,用 《空间 
复 形 的 概述 》( Der Census raümlicher Complexe) ix ^ m E] E 
RO, Listing 寻求 几何 图 形 的 定性 规律 . 例如 ,他 企图 推广 Euler 
关系 了 一 下 十 下 一 2. 


(D Comm. Acad. Sci. Petrop. , 8,1736,128~140, pub. 1741. 这 篇 论文 的 英 译 
本 见 James R. Newman; The World of Mathematics, Simon and Schuster, 1956 Vol. 
1,573~580, [中 文 再 译文 见 姜 伯 驹 ;一 笔画 和 邮递 路 线 问题 》, 数 学 小 丛书 (7) ,人 民 
教育 出 版 社 ,1964,33 一 39. 一 一 译 者 注 ] 

(D Werke, 8,270— 286. 

(QD Abh. der Ges. der Wiss. zu Gött. , 10,1861,97—180,3£ Æ 1862 年 以 书 的 形 
式 出 版 . 
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Mobius 是 对 拓扑 研究 的 本 性 给 出 恰当 提 法 的 第 一 个 人 . 他 是 
Gauss 1813 年 的 助教 . 他 在 把 不 同 的 几何 性 质 分 为 射影 的 , 仿 身 
的 ,相似 的 ,和 全 同 的 之 后 ,到 1863 年 在 他 的 《初等 关系 的 理论 》 
(Theorie der elementaren Verwandschaft)O# ,考虑 了 两 个 图 形 ， 
它们 的 点 成 一 一 对 应 ,并 在 这 对 应 下 ,邻近 的 点 对 应 着 邻近 的 点 ;他 
建议 研究 这 样 联系 着 的 两 个 图 形 之 间 的 关系 . 他 从 多 面体 的 位 置 几 
何 着 手 . 他 强调 把 一 个 多 面体 看 
成 二 维 多 边 形 的 一 个 集合 ;既然 
多 边 形 能 训 分 成 三 角形 ,这 就 使 
得 多 面体 是 三 角形 的 一 个 集合 . 
这 个 想法 后 来 证 明 是 基本 的 . 他 
还 表明 乌有 些 曲面 能 够 被 剪 开 ， 
被 铺 开 成 多 边 形 ;这 多 边 形 , 连 
带 由 于 剪 开 而 产生 的 每 对 边 恰 
当地 等 同 起 来 ,就 是 原来 的 曲面 . 例如 一 个 双环 能 够 用 一 个 多 边 形 
来 表示 (图 50. 3), 只 要 把 用 相同 字母 标 出 的 楼 等 同 起 来 就 行 了 . 

1858 年 , Mobius 和 Listing 各 自 独立 地 发 现 了 单 侧 的 (one- 
sided) 曲 面 ,其 中 最 闻名 的 是 Mobius 带 (图 50. 4). B — Fr KS 
条 ,把 一 个 短 边 扭转 180", 然 后 把 这 边 跟 对 边 粘贴 起 来 ,就 形成 一 
条 Mobius 带 , Listing 在 《概述 》 中 发 表 了 这 个 图 形 ; Mobius 在 一 


D B 


D B 
图 50.3 


图 50.4 


(D Königlich Sächsischen Ges. der Wiss, zu Leipzig, 15,1863, 18 ~ 57 = 
Werke , 2,433471, 
D Werke, 2,518559. 
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篇 论文 @ 里 也 描写 了 它 . 就 Mobius 带 这 个 图 形 来 说 , 它 的 单 侧 性 
的 特征 可 以 说 明 如 下 :用 刷子 油漆 这 个 图 形 时 ,能 连续 不 断 地 一 次 
就 刷 遍 整个 曲面 . 如 果 一 个 没有 扭转 过 的 带子 的 一 面 刷 遍 了 ,要 想 
把 刷子 挪 到 另 一面 , 就 必须 把 刷子 挪动 跨 过 带子 的 一 条 边沿 . 单 侧 
性 也 可 以 利用 曲面 的 垂 线 来 定义 . 让 垂 线 有 一 个 确定 的 方向 . 如 果 
这 垂 线 能 够 在 曲面 上 任意 地 挪动 ,并 且 在 它 回 到 原来 地 点 时 , 它 还 
必定 有 同一 个 方向 ,我 们 就 说 这 曲面 是 双 侧 的 (two-sided). 如 果 
有 一 次 方向 颠倒 了 ,这 曲面 就 是 单 侧 的 . 对 于 Mobius 带 , 垂 线 回 
到 “背面 "的 那 地 点 时 ,方向 就 颠倒 了 . 

还 有 一 个 问题 ,地 图 问题 (map problem) ,后 来 才 看 出 它 是 拓 
扑 性 质 的 . 这 问题 是 要 证 明 : 四 种 颜色 就 足够 把 所 有 地 图 涂 上 色 ， 
使 得 共有 至 少 一 条 曲线 公共 边界 的 国家 都 被 涂 上 了 不 同 的 颜色 . 
一 位 不 闻名 的 数学 教授 Francis Guthrie(? 一 1899) 在 1852 年 作 
出 猜测 :四 种 颜色 就 足够 了 ,他 的 弟弟 Frederick 把 这 个 猜测 转告 
De Morgan. 专 论 这 问题 的 第 一 篇 文章 是 Cayley 的 @; 他 在 文章 里 
说 他 没有 能 够 证 明 . 一 些 数学 家 试图 证 明 ; 有 些 发 表 了 的 证 明 当 时 
被 接受 了 ,后 来 却 被 指出 是 错误 的 . 这 问题 至 今 未 解决 ". 

拓扑 研究 的 最 大 推动 力 来 自 Riemann 的 复 变 函数 论 工作 . 
Riemann 在 1851 年 他 的 博士 论文 中 以 及 在 他 的 Abel 函数 的 研究 
里 @ ,都 强调 说 ,要 研究 函数 ,就 不 可 避免 地 需要 位 置 分 析 学 的 一 
些 定理 . 在 他 的 这 些 研 究 里 ,他 发 现 有 必要 引进 Riemann 面 的 连 


(D Königlich Sächsischen Ges. der Wiss, zu Leipzig, 17,1865, 31 ~ 68 = 
Werke, 2,473—512,15 I 88 519 R. 

@ Proceedings of the Royal Geographical Society, 1, 1879, 259 ~ 261 = Coll, 
Math. Papers, 11,7 — 8. 

Q Jour. für Math. , 54,1857, 105 — 110 = Werke, 91~96; th £ Werke , 479 一 
482. 

* 762 K. Appel 和 W. Haken 的 “Every planar map is four colorable", Buil. 
Amer. Math. Soc. , 82(1976) , 711—712. 译 者 注 
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通 性 . 他 的 连通 性 定义 如 下 :如果 在 [共有 边界 的 ] 了 曲面 EAEE 
n 条 闭 曲 线 a1 ,as ，…，q ,它们 各 自 单独 地 或 集体 地 都 不 能 包围 
曲面 下 的 一 部 分 ,但 是 它们 连同 任意 另 一 条 闭 曲 线 就 能 包围 ,这 
曲面 就 说 是 ”十 1 阶 连通 的 . ”关于 降低 连通 性 的 阶 , Riemann 5j 
iB: 


Al A — E H R CQuerschnitt), H, AP i F È E A A 
并 连接 曲面 的 一 个 边界 点 到 另 一 边界 点 的 一 条 线 , 能 把 
一 个 n 十 1 阶 和 连通 的 曲面 变 成 一 个 n 阶 连通 的 曲面 下 
由 于 洛 着 割 线 剪 开 而 产生 的 边界 部 分 ,在 尔后 前 开 时 仍 
起 着 边界 的 作用 ,因而 一 条 横 齐 线 不 能 通过 一 个 点 多 于 
一 次 ,但 能 以 它 的 早先 的 点 之 一 作为 端点 …… 要 把 这 些 
考虑 应 用 到 无 边界 的 曲面 , 即 闭 曲 面 ,必须 先 任意 地 指 
定 一 点 ,把 这 曲面 变 成 有 边界 的 ,使 得 第 一 次 剪 开 上 曲面 
时 就 利用 这 个 点 以 及 一 条 以 这 点 作 起 点 和 终点 的 横 齐 
线 , 即 一 条 闭 曲 线 . 


Riemann 给 出 锚 环 或 环 面 (图 50. 5) 这 个 例子 . 它 是 三 阶 连通 的 
[ 亏 格 1 或 一 维 Betti 数 2]; 利 用 一 条 闭 曲线 abe 和 一 条 横 剂 线 
ab'c' ,就 把 它 变 成 单 连通 的 曲面 
Riemann 就 这 样 按照 曲面 的 连通 

性 把 曲面 分 类 ,并 且 认 识 到 ,他 已 经 引 AN 
进 了 一 个 拓扑 性 质 . AA 19 世纪 后 期 
代数 几何 学 家 所 使 用 的 曲面 的 亏 格 这 
个 术语 来 说 ,Riemann 事实 上 已 经 对 闭 
曲面 按 亏 格 分 类 ;如 果 曲 面 是 亏 格 p 
的 ,把 它 剪 成 单 连通 的 曲面 所 需要 的 
纽 形 剂 线 [Riickkerschnitte] 的 个 数 就 
是 2p, 并 且 2p 十 1 条 就 能 把 这 曲面 前 成 两 片 . 他 认为 下 述 断 言 在 


图 50.5 
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直观 上 是 明显 的 :如 果 两 个 (能 定向 的 ) 闭 Riemann 曲面 拓扑 等 
ffr ,它们 就 具有 相同 的 亏 格 . 他 还 看 出 ,所 有 亏 格 零 的 闭 的 (代数 
的 ?曲面 , 即 闭 连通 的 曲面 ,都 拓扑 地 ( 保 角 地 并 且 双 有 理 地 ) 等 价 . 
每 一 个 都 能 拓扑 地 上 映射 成 球面 . 

因为 Riemann 曲面 的 结构 复杂 ,而 拓扑 等 价 的 图 形 有 相同 的 
亏 格 ,所 以 一 些 数学 家 寻找 较 简 单 的 结构 . William K. Clifford 证 
HTO: RA w TXAK n ARRAI Riemann 曲面 能 够 变换 成 具 
有 个 洞 的 球面 ,这 里 p= (wx2) —n4+ 1 (图 50. 6). Riemann 可 
能 知道 并 且 用 了 这 个 模型 . Klein 提出 具有 p 个 柄 的 球面 作为 另 
一 种 拓扑 模型 (图 50. 7) 包 ， 


图 S0.6 有 方 个 洞 的 球面 BH 50.7 有 p 个 柄 的 球面 


许多 人 研究 了 闭 曲面 的 拓扑 等 价 问题 . 要 想 叙 述 这 方面 的 主 
要 结果 ,必须 注意 能 定向 的 (orientable) 曲 面 这 一 概念 . 一 个 能 定 
向 的 曲面 是 这 样 一 个 曲面 : 它 能 三 角 齐 分 ,并且 能 指定 全 体 (弯曲 
的 ) 三 角形 的 定向 ,使 得 在 作为 两 个 三 角形 的 一 条 公共 边 的 任 一 边 
上 所 诱导 出 来 的 定向 相反 . 例如 球面 是 能 定向 的 ,但 是 射影 平面 
( 见 下 文 ) 是 不 能 定向 的 . 这 是 Klein 发 现 的 9. 他 在 这 篇 论文 里 所 
澄清 的 主要 结果 是 :两 个 能 定向 的 闭 曲 面 同 胚 , 当 且 仅 当 它们 具有 


(D Proc. Lon. Math. Soc. , 8, 1877, 292 ~ 304 = Math, Papers, 241—254. 
@) Uber Riemanns Theoric der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale , B. G. 

Teubner , 1882; Dover 重印 英 译本 ,1963 ,也 见 Klein 的 Ges. Math. Abh. , 3,499 -—573. 
@ Math. Ann. , 7,1874, 549 ~ 557 = Ges. Math. Abh. , 2,63— 7T. 
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相同 的 亏 格 . Klein 还 指出 :对 于 具有 边界 的 能 定向 的 曲面 ,还 必 
须 加 上 边界 曲线 的 条 数 相 等 这 一 条 件 . 这 个 定理 是 Jordan 早先 证 
明 过 的 中 ， 

Klein 在 1882 年 引进 现在 所 谓 的 Klein 瓶 这 一 曲面 (图 50. 8) 
时 [ 见 272 页 注 @ 所 引 的 论文 的 第 23 5 1, mA SR aloo: BU RE E 
的 闭 图 形 ,情况 也 可 以 很 复杂 . Klein JR 5 XR SL OF dt T if. [BR DR 
瓶 相 交 ,然后 终于 跟 瓶 底 沿 着 C 光滑 地 粘连 起 来 . 沿 着 D, 曲 面 并 
未 被 穿 破 ,而 管子 进入 了 曲 画 .Klein 瓶 无 边 ,无 内 并 且 无 外 ; 它 是 
单 侧 的 , 它 的 一 维 连通 数 是 3, 即 亏 格 是 1. 在 三 维 Euclid 空间 中 
ae ASH Klein Hf. 


图 50.9 


射影 平面 是 颇 为 复杂 的 闭 曲面 的 另 一 例 . 它 可 以 拓扑 地 表示 
成 一 个 圆 域 , 其 每 一 对 对 径 的 边界 点 互相 等 同 起 来 (图 50. 9). 无 
穷 远 直 线 用 半圆 周 CAD 表示 . 这 曲面 是 闭 的 , 它 的 连通 数 是 1, 即 
它 的 亏 格 是 0. 也 可 以 把 一 个 圆 域 的 圆周 跟 一 条 Mobius 带 的 边界 
(只 这 一 条 边界 ) 粘 连 起 来 ,做 成 射影 平面 ,虽然 在 三 维 Euclid 空 
间 中 还 是 不 能 做 出 射影 平面 ,使 得 应 该 不 同 的 点 不 重合 . 

拓扑 研究 的 另 一 推动 力 来 自 代数 几何 , 我 们 已 经 提 到 过 (第 
39 章 第 8 节 ) ,几何 学 家 曾经 转 而 研究 表示 两 复 变 数 代数 函数 的 
定义 域 的 四 维 * 曲 面 , 并 且 , 以 跟 二 维 Riemann 曲面 上 的 代数 通 
数 和 积分 的 理论 相仿 的 方式 ,引进 了 四 维 曲面 上 的 积分 . 为 了 研究 


(D Jour. de Math. , (2),11,1866, 105 ~ 109 = Œuvres , 4,85~89. 
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这 些 四 维 图 形 ,探讨 了 它们 的 连通 性 ,并 且 看 出 这 样 的 图 形 不 能 用 
一 个 数字 来 刻画 , 像 用 亏 格 来 刻画 Riemann 曲面 一 样 . Emile 
Picard 在 1890 年 左右 的 一 些 研究 中 揭露 ;刻画 这 样 的 图 形 , 至 少 
需要 一 个 一 维 的 和 一 个 二 维 的 连通 数 . 

Eurico Betti(1823 一 1892) 是 比萨 大 学 的 一 位 数学 教授 ,他 认 
识 到 研究 更 高 维 图 形 的 连通 性 的 必要 . 他 进而 断定 考虑 n 维 同样 
地 有 意义 .他 曾 在 意大利 见 到 过 Riemann ,当时 Riemann 因为 健 
康 的 原因 在 意大利 度 过 几 个 冬季 . Betti 从 Riemann 知道 Riemann 
本 人 以 及 Clebsch 的 工作 . Betti? 引进 了 从 1 到 ”一 1 维 的 每 一 维 
的 连通 数 . 如 果 在 一 个 几何 图 形 上 能 画 若干 条 闭 曲 线 ,而 不 把 图 形 
分 成 不 相连 的 区 域 ,这 种 闭 曲线 的 最 多 条 数 就 是 一 维 连通 数 (这 个 
数 加 1 就 是 Riemann 的 连通 数 ). 如 果 图 形 上 能 作 若 干 个 财 曲 面 ， 
而 它们 集体 地 不 成 为 这 图 形 的 任何 三 维 区 域 的 边界 ,这 种 闭 曲 面 
的 最 多 个 数 就 是 二 维 连 通 数 . 更 高 维 的 连通 数 有 相仿 的 定义 . 这 些 
定义 中 所 涉及 的 闭 曲线 、 闭 曲面 和 更 高 维 的 闭 图 形 叫 作 闭 链 ( 如果 
一 个 曲面 有 边界 ,曲线 必须 是 横 剂 线 ; 即 从 一 个 边界 的 一 点 到 另 一 
个 边界 的 一 点 的 曲线 . 所 以 ,一 个 有 限 长 的 空心 管子 的 一 维 连通 数 
是 1 ,因为 能 作 从 一 端 到 另 一 端的 一 条 横 剖 线 ,而 不 把 曲面 分 隔 成 
两 部 分 ). 对 于 用 来 表示 复数 代数 函数 f(z, y, z) = 0 的 四 维 图 
形 ,Betti 证 明了 一 维 连通 数 等 于 三 维 连通 数 . 


4. Poincaré 在 组 合 拓扑 方面 的 工作 

19 世纪 快 结束 时 ,组合 拓 扑 中 发 展 得 版 为 完善 的 唯一 区 域 是 
闭 曲 面 理论 . Betti 的 工作 只 是 一 个 更 广 的 理论 的 起 点 , 最 先 系统 
地 一 般 地 探讨 几何 图 形 的 组 合理 论 的 人 ,公认 为 是 组 合 拓扑 的 英 
基 者 , 即 Henri Poincaré(1854—1912). 他 是 巴黎 大 学 的 数学 教 


(D Annali di Mat. , (2),4,1870—1871,140— 158. 
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授 ,被 认为 是 19 世纪 最 后 四 分 之 一 和 本 世纪 初期 的 领袖 数学 家 ， 
并 且 是 对 于 数学 和 它 的 应 用 具有 全 面 知识 的 最 后 一 个 人 . 他 写 了 
大 量 研究 论文 . 教 本 和 通俗 论文 ,涉及 几乎 数学 的 所 有 基本 领域 以 
及 理论 物理 .电磁 理论 、 动 力学 .流体 力学 和 天 文学 的 主要 领域 . 他 
的 最 杰出 的 著作 是 《天 体力 学 的 新 方法 》(Les Méthodes nouvelles 
de la mécanique céleste ,三 卷 ,1892 一 1899), 自然 科学 问题 是 他 的 
数学 研究 的 动机 . 

Poincaré 在 从 事 于 我 们 即将 说 明 的 组 合理 论 之 前 ,对 微分 方 
程 的 定性 理论 这 个 拓扑 的 另 一 领域 作出 了 贡献 (第 29 章 第 8 735). 
这 个 理论 所 处 理 的 是 积分 曲线 的 形状 和 奇异 点 的 性 质 ,所 以 基本 
上 是 拓扑 工作 . 对 于 组 合 拓扑 的 贡献 是 由 下 述 问 题 激发 出 来 的 ; 当 
zr, y, 都 是 复数 时 ,确定 代表 代数 函数 FG, y, z) = 0 的 四 维 
“曲面 "的 结构 . 他 断定 系统 地 研究 一 般 的 或 n 维 的 图 形 的 位 置 分 
析 是 必要 的 . 他 在 1892 和 1893 年 的 《报告 》(Comptes Rendus ) 中 
发 表 了 一 些 短文 ,然后 于 1895 年 发 表 了 一 篇 基本 性 的 论文 中 , 接 
着 是 一 直到 1904 年 发 表 在 几 种 期 刊 上 的 五 篇 长 的 补充 . 他 认为 他 
在 组 合 拓扑 方面 的 工作 与 其 说 是 拓扑 不 变性 的 一 种 研究 ,不 如 说 
是 研究 维 几 何 的 一 种 系统 方法 . 

Poincaré 在 他 的 1895 年 的 论文 里 ,企图 通过 用 维 图 形 的 解 
析 表 示 来 建立 n 维 图 形 的 理论 . 在 这 样 的 研究 中 他 没有 取得 很 多 
的 进展 ,因而 他 转向 流 形 的 即 Riemann 曲面 的 推广 的 纯 几 何 理 
i£. 如 果 一 个 图 形 的 每 一 个 点 有 一 个 邻 域 , 同 胚 于 2 一 1 维 实心 球 
的 内 部 ,这 图 形 就 是 一 个 地 维 的 闭 流 形 .所 以 圆周 (以 及 任何 同 胚 
图 形 ) 是 一 个 一 维 流 形 . 球面 或 环 面 是 二 维 流 形 . 闭 流 形 之 外 ,有 带 
边界 的 流 形 . 正方 体 或 实心 环 是 带 边 界 的 三 维 流 形 .每 一 个 边界 点 
的 邻 域 只 是 二 维 球 的 内 部 的 一 部 分 . 

Poincare 最 后 所 采用 的 办 法 出 现在 他 的 第 一 个 补充 性 的 附录 


(D Jour. del’Ecole Poly. , (2),1,1895, 1 ~ 121 = Œuvres, 6,193~288. 
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里 .他 研究 流 形 使 用 的 是 弯曲 的 胞 腔 或 图 形 小 块 , 但 我 们 阐述 他 
的 思想 却 将 使 用 后 来 Brouwer 所 引进 的 术语 : 单 形 (simplex) 和 和 复 
JÉ (complex). 一 个 单 形 只 不 过 是 一 个 维 的 三 角形 , 就 是 说 , 零 维 
单 形 是 一 个 点 ;一 维 单 形 是 一 条 线段 ;二 维 单 形 是 一 个 三 角形 ;三 
维 单 形 是 一 个 四 面体 ;n 维 单 形 是 一 个 具有 十 1 个 顶点 的 广义 的 
四 面体 . 一 个 单 形 的 较 低 维 的 面 还 是 单 形 . 一 个 复 形 是 具有 下 述 性 
质 的 一 组 有 限 多 个 单 形 :组 中 任何 二 个 单 形 的 交 , 如 果 有 的 话 ,是 
一 个 公共 的 面 , 并 且 组 中 每 一 个 单 形 的 每 一 个 面 也 是 组 中 的 一 个 
JE. 单 形 也 叫 胞 腔 (cell). 

为 了 组 合 拓扑 的 目的 ,我 们 对 每 一 维 数 的 每 一 个 单 形 赋予 一 
个 定向 . 例如 ,以 wy al 和 as 为 顶点 的 二 维 单 形 (一 个 三 角形 ), 通 
过 选 定 顶点 的 一 个 顺序 , 璧 如 说 是 aaa ,就 给 了 它 一 个 定向 ;把 
这 样 定 了 向 的 这 二 维 单 形 记 作 E. 从 这 顺序 经 过 偶数 个 置换 所 得 
到 的 任何 顺序 ,都 说 是 具有 同一 个 定向 . 所以, (aoaiazs)、(azaosal) 
或 (aiazas ) 都 给 出 E. 从 这 个 基本 的 顺序 经 过 奇数 个 置换 所 得 到 
的 任何 顺序 ,都 代表 相反 定向 的 单 形 , 所 以 一 忆 由 (aoazal ) 或 
(arasa: ) 或 (azaiao) 给 定 . 

一 个 单 形 的 边缘 由 这 单 形 所 包含 的 低 一 维 的 单 形 组 成 . 所 以 
一 个 二 维 单 形 的 边缘 由 三 个 一 维 单 形 组 成 . 但 是 边缘 必须 取 适 当 
的 定向 . 我 们 按照 下 述 规 律 来 得 到 定 了 向 的 边缘 : 单 形 E" 
在 它 的 边缘 的 每 一 个 上 一 1 维 的 单 形 上 诱导 出 定向 
(1) (— 1) (agai aiiai t ag). 
VA iX E B e SAN DUAR — T XEIHRL BOE E 可 以 具有 (1) 所 给 
的 定向 ;这 时 候 , 我 们 说 EC 跟 天 :的 关联 数 (incidence number) 
是 1, 以 表示 ECC 的 定向 相对 于 Et* 的 关系 . EF 可 以 具有 相反 的 


© Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 13,1899, 285 ~ 343 = 
Guvres, 6,290— 337. 


4. Poincare 在 组 合 拓扑 方面 的 工作 277 W 


定向 ,这 时 候 关 联 数 是 一 1. 不 管 关 联 数 是 1 或 一 1, 基 本 的 事实 是 : 
E 的 边缘 的 边缘 是 0. 

对 于 一 个 给 定 的 复 形 ,可 以 作 它 的 & 维 定向 单 形 的 线性 组 合 . 
例如 ,如 果 E 是 一个 & 维 定向 单 形 ,并 且 c 是 一 个 正 或 负 的 
(2) CŒ = aE Heo +--+ GEP!, 

这 样 的 一 个 线性 组 合 叫 做 一 个 链 (chain). 整数 c; 只 不 过 告诉 我 们 
应 计算 这 给 定 的 单 形 多 少 次 ,负数 还 表明 这 单 形 的 定向 的 改变 . 如 
果 我 们 的 图 形 是 由 四 个 点 (aoaiazas ) 确 定 的 四 面体 ,我 们 能 作 链 
C = 5Fi. 任 一 链 的 边缘 是 这 链 的 所 有 单 形 的 所 有 低 一 维 的 单 形 
的 和 ,每 一 单 形 都 带 上 适当 的 关联 数 ,并且 带 上 (2) 中 出 现 的 次 数 ， 
链 的 边缘 既然 是 链 中 出 现 的 每 一 个 单 形 的 边缘 的 和 , 链 的 边缘 的 

一 个 边缘 为 零 的 链 叫 作 一 个 闭 链 (cycle). 所 以 ,有 些 链 是 闭 
链 . 闭 链 之 中 有 些 是 其 他 链 的 边缘 . Pl Ei 的 边缘 是 一 个 闭 
链 , 并 且 是 EL 的 边界 . 但是, 如果 我 们 原来 考虑 的 图 形 不 是 这 个 
三 维 单 形 ,而 是 这 个 三 维 单 形 的 边界 曲面 ,我 们 还 会 有 这 同一 个 财 
链 , 但 它 已 不 是 边界 . 举 另 一 例 , 平 环 (图 50.10) 上 的 链 

Cl = (aja, ) + (aiaz) + (azaz) H + (asao) 
是 一 个 闭 链 ;因为 aa 的 边缘 是 a» 一 
a, 等 ,整个 链 Ci 的 边缘 是 零 . 但 是 CI 
并 不 是 任何 一 个 二 维 链 的 边缘 . 这 在 
直观 上 是 明显 的 ,因为 所 讨论 的 复 形 
是 平 环 ,因而 内 洞 的 内 部 不 是 图 形 的 
部 分 . 

有 可 能 两 个 闭 链 中 的 每 一 个 都 不 
是 边缘 ,但 它们 的 和 或 差 却 是 一 个 区 
域 的 边界 , 例如 ,C 和 C; (AA 50. 10) 
的 和 就 是 这 平 环 的 整个 面积 的 边界 . 
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这 样 的 两 个 闭 链 叫 做 相关 的 . 一 般 地 说 ECE, Ch, CE 叫做 
相关 的 ,如果 


Sac 

是 边缘 ,其 中 c; 不 都 是 零 . 

然后 Poincaré 引进 他 称 之 为 Betti 数 (为 了 上 归功 于 Enrico 
Betti) 的 那些 量 . 考虑 复 形 中 了 某 一 个 维 数 的 所 有 可 能 的 单 形 ,该 维 
数 的 无 关 的 闭 链 的 个 数 就 叫做 该 维 数 的 Betti X (Poincaré 实际 上 
用 的 数 是 Betti 的 连通 数 加 1). 例如 ,对 于 平 环 这 个 例子 , 零 维 
Betti 数 是 1 ,因为 任 一 点 都 是 一 个 闭 链 ,但 两 个 点 是 连接 它们 的 线 
段 的 边缘 . 一 维 Betti 数 是 1 ,因为 存在 不 为 边缘 的 一 维 闭 链 ,但 任 
意 两 个 这 样 的 闭 链 ( 它 们 的 和 或 差 ) 就 是 边缘 . 二 维 Betti REF, 
因为 二 维 单 形 的 链 中 无 闭 链 . 人 们 可 用 圆 域 跟 环 作 比 较 ,来 领会 i 
些 数 的 意义 . 圆 域 的 每 一 个 一 维 闭 链 都 是 边缘 ,从 而 一 维 Betti 数 
m 

在 1899 年 的 这 篇 论文 里 ,Poincare 还 引进 了 他 所 称 的 挠 系数 
(torsion coefficient). 一 个 更 复杂 的 结构 ,例如 射影 平面 ,可 能 有 
一 个 不 为 边缘 的 闭 链 ,而 2 倍 这 闭 链 却 是 边缘 . 例如 ,如 果 把 三 角 
形 都 像 图 50. 11 所 表明 的 那样 定向 ,四 个 三 角形 的 边界 就 是 BB 
这 条 直线 的 2 倍 (我 们 必须 记 着 AB 和 BA 是 同一 条 线段 ). 这 个 
数 2 就 叫做 一 个 挠 系数 ,并 且 这 相应 的 边线 BB 叫做 一 个 挠 闭 链 . 


4. Poincaré 在 组 合 拓扑 方面 的 工作 279 NW 


即使 从 这 些 极 简单 的 例子 已 经 清楚 可 见 ,一 个 几何 图 形 的 
Betti 数 和 挠 系数 确实 能 够 以 一 种 方式 把 一 个 图 形 跟 另 一 个 区 列 
开 来 ,例如 平 环 不 同 于 圆 域 . 

Poincaré 在 他 的 第 一 篇 (1899) 和 第 二 篇 补充 中 人 ,介绍 了 一 
个 复 形 的 Betti 数 的 算法 . 每 一 个 9 EE E, 的 边缘 上 的 g 一 1 维 
单 形 有 关联 数 十 1 或 一 1 ;指定 不 在 E, 的 边缘 上 的 一 个 g — 1 维 单 
形 以 零 为 关联 数 . 然后 能 作 一 个 矩阵 , 它 表明 第 7 个 g 一 1 维 单 形 
的 ,相对 于 第 i 个 g 维 单 形 而 说 的 关联 数 e$. 对 于 每 一 个 非 零 的 维 
2X a B IUE TT EM T,. T, 的 行 数 是 复 形 中 的 g 维 单 形 的 个 
数 , 列 数 是 g 一 1 维 单 形 的 个 数 . 据 此 ,五 给 出 顶点 相对 于 棱 的 关 
ERT: 给 出 一 维 单 形 相对 于 二 维 单 形 的 关联 数 ,等 等 . 通过 对 第 
阵 作 初等 运算 ,能 够 使 非 主 对 角 线 上 的 元 素 都 变 成 零 , 并 使 这 对 角 
线 上 的 元 素 是 正 整 数 或 零 . 设 这 些 对 角 线 上 的 元 素 中 7 个 是 1. 
Poincaré 证 明了 :9g 维 的 Betti 数 p, (Bf Betti 的 连通 数 加 1) 是 

Pa S ag Ys — h tl, 
这 里 o, 是 9 维 单 形 的 个 数 . 

Poincaré 把 具有 挠 系数 的 复 形 跟 不 具有 挠 系数 的 复 形 区 别 开 
来 了 .在 后 一 情形 ,对 于 所 有 的 9, 主 对 角 线 上 的 所 有 数 都 是 零 或 
LAF 1 的 数 表明 挠 系数 的 出 现 ， 

他 还 引进 了 n ÆRE K” RX (characteristic) NCK"). 如 
果 复 形 有 a 个 & 维 单 形 , 按 定义 


n 


N(K") = X (~ 1ye. 


这 个 量 是 Euler & V 一 EE 十 下 的 一 个 推广 , 关于 这 个 示 性 数 ， 
Poincaré 的 结果 是 :如 果 p, E K" WA 2E Betti 28, 22 


@ Proc. Lon. Math. Soc. , 32,1900, 277 ~ 308 = Œuvres, 6,338~370. 
Q X p, tk Poincaré 的 小 1. 这 里 我 们 使 用 现在 习惯 的 说 法 . 
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N(K") = DCO D'he 
这 个 结果 叫做 Euler-Poincaré 公式 . 

Poincaré 在 他 1895 年 的 论文 中 介绍 了 一 个 基本 定理 , 称 为 对 
偶 定理 (duality theorem). 它 涉及 一 个 财 流 形 的 Betti 数 . 我 们 已 
经 说 过 ,一 个 半 维 闭 流 形 是 一 个 复 形 , 它 的 每 一 点 有 一 个 邻 域 同 豚 
T n ff Euclid 空间 的 一 个 区 域 . 这 定理 说 :在 一 个 二 维 的 能 定向 
的 闭 流 形 中 ,p 维 的 Betti 数 等 于 n — p 维 的 Betti 数 . 然而 他 的 证 
明 并 不 完全 ， 

Poincaré 在 致力 于 区 别 复 形 时 ,另外 引进 了 (1895) 复 形 的 基 
AP (fundamental group) 这 一 概念 ,也 称 为 Poincaré BE sk £8 — [5] 
EE. 它 今 天 在 拓扑 中 起 着 相当 重要 的 作用 . 想法 来 自考 虚 单 连通 
的 平面 区 域 与 多 连通 的 平面 区 域 的 区 别 .在 圆 域 的 内 部 ,所 有 闭 曲 
线 都 能 缩 成 一 点 . 但 是 在 平 环 上 ,一 条 闭 曲 线 能 否 缩 成 一 点 ,要 看 
它 是 否 包 围 平 环 的 内 圆 边界 而 定 . 

考虑 以 这 复 形 的 一 点 yo 为 起 点 和 终点 的 全 体 闭 曲线 ,就 可 以 
得 到 更 明确 的 理解 . 然后 在 这 些 闭 曲线 中 ,把 能 通过 在 复 形 空间 的 
连续 运动 而 从 一 条 变 成 男 一 条 的 那些 闭 曲 线 说 成 是 互相 同 伦 的 
(homotopic) ,并 把 它们 归于 一 类 . 这 样 平 环 中 的 从 y。 开始 而 又 回 

到 yo 的 (图 50.12) .并 且 不 包围 内 边 
了 界 的 闭 曲 线 就 是 一 类 ; 而 那些 从 yo 
开始 而 又 回 到 yo 的 ,确实 包围 内 边 
界 的 ,是 另 一 类 . 那些 从 yo 开始 而 义 
回 到 y, 的 ,并 且 包 围 内 边界 n 次 的 ， 
又 是 男 一 类 ， 
现在 能 够 在 类 和 类 之 间 定 义 一 
种 运算 ,几何 地 说 ,就 是 从 yo 开始， 
描 出 一 类 中 的 任 一 曲线 ,然后 描 出 
第 二 类 中 的 任 一 曲线 . 两 条 曲线 选取 的 顺序 ,以 及 描 出 一 条 曲线 


图 50, 12 
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时 所 取 的 方向 ,都 加 以 区 别 . 于 是 类 就 形成 一 个 群 , 叫 作 这 复 形 
K 相对 于 基点 vo 的 基本 群 . 现在 把 这 个 非 交 换 的 群 记 作 n (K, 
yo). 对 于 道路 连通 的 复 形 ,这 个 群 并 不 真正 依赖 于 yo 这 个 点 . 
换 句 话说 ,在 y. 处 的 这 个 群 和 在 yi 处 的 同 构 . 平 环 的 基本 群 是 
无 穷 循环 群 . 分 析 学 中 常用 的 单 连通 区 域 ,例如 圆周 和 它 的 内 
部 , 它 的 基本 群 就 只 有 一 个 元 素 , 恒 同 元 素 . 正如 圆 域 跟 平 环 由 
于 它们 的 基本 群 而 有 区 别 一 样 ,也 能 把 更 高 维 的 复 形 在 这 方面 
显著 地 区 别 出 来 . 

Poincaré 遗留 下 了 一 些 重要 的 猜测 . 他 在 他 的 第 二 篇 补充 里 
断言 ,如果 两 个 闭 流 形 有 相同 的 Betti 数 和 挠 系数 ,它们 就 同 胚 ,但 
是 在 第 五 篇 补充 名 里 ,他 给 出 了 一 个 三 维 流 形 , 它 的 Betti AH 
系数 跟 三 维 球 (四 维 实心 球 的 表面 ) 的 相同 ,但 它 不 单 连 通 . 因此 他 
增加 单 连通 性 作为 一 个 条 件 . 他 然后 指出 存在 三 维 流 形 , 它 们 具有 
相同 的 Betti 数 和 挠 系数 ,但 共有 不 同 的 基本 群 ,从 而 它们 不 同 胚 . 
James W. Alexander(1888 一 1971) 是 普林斯顿 (Princeton) 大 学 
的 数学 教授 ,后 来 在 高 等 学 术 研 究 所 ,他 证 明了 名 两 个 三 维 流 形 可 
以 有 相同 的 Betti 数 . 挠 系数 和 基本 群 , 却 还 是 不 同 胚 . 

Poincaré 在 他 的 第 五 篇 补充 (1904) 里 作 了 一 个 颇 加 限制 的 猪 
测 , 即 ,每 一 个 单 连通 的 . 闭 的 .能 定向 的 三 维 流 形 同 胚 于 三 维 球 . 
这 个 闻名 的 猜测 曾经 被 推广 成 :每 一 个 单 连通 的 、 财 的 2 维 流 形 ， 
如 果 具 有 n HERR AN Betti Be MAR, CRIT n 维 球 . 
Poincaré (fj BVA X xx EJ T B8 f m Ape AHO. 

5j — ^18] 225 8 38 yt], d 4E Poincaré BJ 3. 45 $8 ( Hauptvermu- 


(D Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 18, 1904, 45 ~ 110 = 
Œuvres , 6,435 ~ 498, 

Q) Amer. Math. Soc. Trans. , 20,1919,339~342. 

Q WT nlp 5, 这 推广 的 猜测 曾经 被 Stephen Smale (Amer. Math, Soc, Bull. , 
66, 1960,373~375) ,John R. Stallings (ibid. , 485-488) #0 E. C. Zeeman (ibid. , 
67,1961,270) uF BH. fri € n = 4 时 也 被 证 明 ARB F a = 3. 
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tung, 最 重要 的 猜测 ). 这 个 猜测 说 ,如 果 T, DT. 是 同一 个 三 维 
流 形 的 单纯 (不 必 是 平 直 的 ) 剖 分 ,那么 T, 和 了 有 同 构 的 重 分 @. 


5. 组 合 不 变量 

确立 组 合 性 质 的 不 变性 的 问题 ,就 是 要 证 明 : 如 果 任 一 复 形 在 
点 集 的 意义 下 同 有 扰 于 一 已 知 复 形 , 它 就 和 这 已 知 复 形 有 相同 的 组 
合 性 质 . Betti 数 和 挠 系数 是 组 合 不 变量 ,这 是 由 Alexander 首先 
证 明 的 名 ,他 的 结果 是 :如 果 玉 和 开 , 是 任意 两 个 同 胚 的 (作为 点 
集 的 ) 多 面体 P 和 Pi 的 任意 单纯 剖 分 (不 必 平 直 的 ) ,那么 P 和 
P, 的 Betti 数 相 同 , 挠 系数 也 相同 . 道 命题 不 成 立 , 即 两 个 复 形 的 
Betti 数 相同 , 挠 系数 也 相同 ,并 不 保证 这 两 个 复 形 同 胚 . 

L.E.J. Brouwer 页 献 了 另 一 个 重要 的 不 变量 , 通过 函数 论 的 
问题 ,他 对 拓扑 产生 了 兴趣 . 他 寻求 证 明 亏 格 g> 1 的 Riemann H 
面 , 在 保 角 变换 下 ,有 38 一 3 个 等 价 类 ,因而 被 引导 到 考虑 相关 的 
拓扑 问题 .他 证 明了 在 下 述 意 义 下 复 形 的 维 数 的 不 变性 ;如 果 K 
是 一 个 多 面体 P 的 一 个 n ERR AREA) ,那么 PP 的 每 一 个 单纯 剖 
分 ,以 及 同 胚 于 P 的 任何 多 面体 的 每 一 个 这 种 训 分 ,也 是 xn E 
复 形 . 

这 个 定理 的 证 明 , 跟 Alexander 的 定理 的 证 明 一 样 ,都 运用 了 
Brouwer 的 一 个 方法 @, 即 连续 变换 的 单纯 逼近 . 单纯 变换 ( 单 形 
到 单 形 ) 本 身 只 不 过 是 连续 变换 的 更 高 维 的 模拟 ,而 连续 变换 的 单 


O 已 经 证 明 : 对 于 低 于 三 维 的 有 限 的 单纯 复 形 (这 比 流 形 广 ), 主 猜测 成 立 , 但 对 
于 不 低 于 五 维 的 这 种 流 形 , 主 猜测 错误 . 对 于 不 高 于 三 维 的 流 形 , 主 猜 测 正 确 , 但 对 于 
不 低 于 四 维 的 流 形 , 主 猜测 对 否 是 一 个 未 解决 的 问题 . John Milnor, Annals of 
Math. , (2),74,1961,575-—590. 

@ Amer. Math, Soc. Trans. , 16,1915,148— 154. 

@ Math. Ann. , 70,1910/1911,161~165 31 71,1911/1912,305— 313. 

@ Math. Ann. , 71,1911/1912,97 — 115. 
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纯 逼 近 是 用 于 连续 函数 的 线性 逼近 的 模拟 . SR i v RE FE 
小 ,那么 ,对 于 不 变性 证 明 的 目的 来 说 ,逼近 就 能 用 来 奉 代 连续 


6. 不 动 点 定理 

组 合 的 方法 ,除了 服务 于 判别 复 形 之 外 ,还 产生 了 不 动 点 定理 
(fixed point theorems). 这 些 定理 有 重大 的 几何 意义 ,又 在 分 析 学 
中 有 应 用 . Brouwer 通过 引进 从 一 个 复 形 到 另 一 个 的 映射 类 外 和 
一 个 映射 的 映射 度 包 这 些 概 念 (这 里 不 详 说 ) ,能 够 第 一 次 处 理 所 
谓 一 个 流 形 上 的 向 量 场 的 奇 点 . 考虑 圆周 S: .球面 $ M ntl 


Euclid 空间 中 的 n HEER 2jx = 一 1. 在 S 上 ,能 够 在 每 一 点 处 都 


取 一 个 切 向 量 , 使 得 这 些 向 量 的 长 和 方向 绕 着 这 圆周 连续 地 变 , 而 
无 一 个 向 量 的 长 是 零 . 我 们 把 这 说 成 :S: 上 有 一 个 无 奇 点 的 连续 
向 量 场 . 但 是 ,S: 上 不 存在 这 样 的 一 个 场 . Brouwer 证 明了 S 上 
出 现 的 情形 必 也 出 现在 每 一 个 偶数 维 的 球 上 ; 即 , 偶 维 球 上 的 连续 
向 量 场 必 定 至 少 有 一 个 奇 点 . 

复 形 到 复 形 的 连续 变换 理论 跟 奇 点 理论 有 密切 关系 . 特别 有 
兴趣 的 是 在 这 种 变换 下 的 不 动 点 (fixed point). WRA f(z) 表示 
一 点 并 在 这 种 变换 下 的 象 点 ,那么 一 个 不 动 点 就 是 满足 f(z) 一 工 
的 点 . 可 以 在 任 一 点 xz 处 ,引进 从 z 到 f(x) 的 一 个 向 量 .在 一 不 动 
点 处 ,这 向 量 不 确定 ,这 个 点 是 一 个 奇 点 . 关于 不 动 点 的 基本 定理 
是 Brouwer 的 @. 这 定理 适用 于 维 单 形 ( 或 它 的 同 胚 象 ) ,定理 


(D Proceedings Koninklijke Akademie von Wettenschappen te Amsterdam, 12, 
1910 ,785~794. 

@ Math. Ann. , 71,1911/1912,97 —115. 

®© Math, Amn. , 71,1911/1912,97 —115. 

QD Math. Ann. , 71,1911/1912,97~115. 
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说 :2 维 单 形 到 它 自己 的 连续 变换 至 少 有 一 个 不 动 点 . 例如 ,一 个 
网 盘 到 自己 的 连续 变换 至 今 有 一 个 不 动 点 . 在 同 . -篇 论文 里 
Brouwer 还 证 明了 : 偶 维 球 到 它 自 己 的 每 一 个 一 一 的 连续 变换 ,如 
果 能 形变 为 恒 同 变换 , 它 就 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

Poincaré 在 1912 年 逝世 前 不 久 , 还 论证 了 :如 果菜 拓扑 定 
理 成 立 , 有 限制 的 三 体 问 题 中 将 会 存在 周期 轨道 . 这 个 拓扑 定理 说 
的 是 ,如 果 两 个 圆 之 间 的 平 环 到 自己 的 一 个 拓扑 变换 ,把 每 一 个 圆 
变 成 自己 ,把 一 个 圆 沿 着 一 个 方向 转动 ,而 把 另 一 个 圆 沿 着 相反 的 
方向 转动 ,同时 保持 面积 不 变 , 那 么 在 平 环 里 至 少 存在 两 个 不 动 
点 . Poincaré 的 这 个 “最 后 定理 "是 George D. Birkhoff uEBHES 2, 

Birkhoff 和 Oliver D. Kellogg 在 他 们 合 写 的 一 篇 论文 里 包 ， 
把 不 动 点 定理 推广 到 了 无 穷 维 的 函数 空间 ,Jules P. Schauder 
(1899—1943) 在 一 篇 文章 里 多 ,以 及 Schauder 和 Jean Leray 
(1906 一 1998) 在 合 写 的 一 篇 论文 里 多 ,应 用 不 动 点 定理 来 证 明 微 
分 方程 的 解 的 存在 . 这 些 应 用 所 运用 的 一 个 关键 定理 是 :如 果 人 了 
是 Banach 空间 中 一 个 财 的 . 凸 的 紧 致 集 到 这 集 自 身 的 一 个 连续 映 
射 , 那 么 工 有 一 个 不 动 点 . 

如 何 运 用 不 动 点 定理 来 证 明 微 分 方程 的 解 的 存在 ,最 好 是 从 
一 个 颇 为 简单 的 例子 来 理解 . 考虑 区 间 0 or <1 上 的 微分 方程 

V — F(x, y), 


MIR r= OF y = 0. HARARE E 


(D Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 33, 1912, 375 ~ 407 = 
CEuvres , 6,490— 538. 

Q Amer. Math. Soc. Trans. , 14,1913, 14 ~ 22 = Coll. Math. Papers, 1,673 
7-681. 

®© Amer. Math. Soc. Trans. , 23,1922, 96 — 115 = Birkhoff, Coll. Math. Pa- 
pers, 3,255 — 274. 

@ Studia Mathematica, 2,1930,170~179. 

© Ann. del'Ecole Norm. Sup. , 51,1934,45— 78. 
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$G) = | Fa, 8e) dz. 
我 们 引进 一 般 的 变换 
g(x) = | Fo. f(x))dz, 


这 里 的 f(x) E — MER ER HIC. 这 个 变换 把 了 联系 到 8 ,并 且 能 证 
明 它 在 由 [0, 1] 上 的 连续 函数 所 形成 的 空间 中 是 连续 的 . 我 们 所 
寻找 的 解 风 便 是 这 个 函数 空间 的 一 个 不 动 点 . 如 果 我 们 能 证 明 这 
函数 空间 满足 使 一 条 不 动 点 定理 成 立 的 条 件 ,那么 g 的 存在 就 证 
明了 -. 这 恰恰 是 适用 于 国 数 空间 的 那些 不 动 点 定理 所 做 的 事 . 这 个 
简单 的 例子 所 说 明 的 方法 ,还 使 我 们 能 证 明 非 线性 的 偏 微分 方程 
的 解 的 存在 ,这 些 方程 在 变 分 学 和 流体 动力 学 里 是 常见 的 . 


7. 定理 的 推广 和 领域 的 扩展 

掌握 了 Poincaré 和 Brouwer 的 思想 的 一 些 人 ,已 经 把 拓扑 扩 
展 到 很 大 的 范围 ,使 得 它 成 为 今天 数学 的 最 活跃 领域 之 一 . Brou- 
wer 自己 扩展 了 Jordan 曲线 定理 0. 这 一 定理 (第 42 章 第 5 节 ) 可 
叙述 如 下 : 设 S 为 二 维 球 (曲面 ),J 为 S* 上 的 一 条 闭 曲线 (拓扑 
等 价 于 一 个 S), M S 一 J 的 零 维 Betti 数 是 2. 既然 这 个 Betti 数 
是 分 文 的 个 数 , 了 就 把 S 分 开 成 两 个 区 域 . Brouwer 的 推广 说 ;一 
个 4 一 1 AREE n Æ Euclid 空间 分 开 成 两 个 区 域 . Alexander? 
推广 了 Poincaré 的 对 偶 定 理 ,因而 间接 地 推广 了 Jordan 曲线 定 
FH. Alexander 的 定理 说 :n 维 球 S^ 上 的 一 个 复 形 天 Wr 维 Betti 
数 等 于 余 空间 S 一 天 的 2 一 rr 一 1 维 Betti 数 ,rr 天 0 和 7 天 7 一 1 
mA r= 0 时 ,K 的 零 维 Betti 数 等 于 1 MES K Knl 
Betti 数 , 当 = 三 2 一 1 时 ,并 的 2 一 1 维 Betti 数 等 于 S" — K 的 零 维 


D Math. Ann. , 71,1911/1912,314~319. 
@ Amer. Math. Soc. Trans. , 23,1922,333-—— 349. 
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Betti 数 减 10. 这 定理 推广 了 Jordan 曲线 定理 ,因为 如 果 取 nn 一 1 
ERR SU 当 作 ,这 定理 就 是 说 ; S 的 2 一 1 维 Betti 数 ( 那 是 1) 
等 于 S" 一 S 的 零 维 Betti 数 减 1, 所 以 S" Sm 的 零 维 Betti 数 
是 2, 即 S 分 开 5" 成 两 个 区 域 . 

Betti 数 的 定义 有 各 种 的 改变 和 推广 . Veblen 和 Alexander? 
引进 了 模 2 链 和 闭 链 ; 换 名 话说 ,用 不 定向 的 单 形 替代 定向 的 单 
形 ,把 整数 系数 取 模 2. 链 的 边缘 也 这 样 算 . Alexander 后 来 引进 
JT ORR A AE m 的 链 和 闭 链 . Solomon Lefschetz (1884— 
1972) 建 议 用 有 理 数 做 系数 四, Lev S. Pontrjagin(1908—1988) E 
进一步 推广 ,用 一 个 交换 群 的 元 素 做 链 的 系数 @. 这 一 概念 包括 了 
上 述 的 各 类 系数 ,以 及 还 用 过 的 实数 模 1 的 另 一 类 系数 . 所 有 这 些 
推广 ,虽然 确实 导致 了 更 广 的 定理 ,但 并 未 使 Betti 数 和 挠 系数 在 
区 别 复 形 方面 更 加 有 效 . 

在 基本 的 组 合 性 质 的 确切 叙述 方面 ,从 1925 到 1930 年 一 些 
人 作 了 男 一 改变 ,可 能 是 Emmy Noether 建议 的 . 这 就 是 把 链 、 闭 
链 和 边缘 链 的 理论 用 群 论 的 语言 改写 一 遍 . 同 维 的 链 可 以 按照 明 
显 的 方式 相 加 , 即 把 同一 个 单 形 的 系数 相 加 ;并 且 , 既 然 闭 链 也 是 
链 , 它 们 也 能 相 加 ,而且 它 们 的 和 还 是 闭 链 .所 以 链 和 闭 链 都 组 成 
群 . 在 给 定 的 复 形 K 上 ,每 一 个 上 维 链 有 一 个 一 1 维 边缘 链 , 并 
且 两 个 链 的 和 的 边缘 是 这 两 个 链 各 自 的 边缘 链 的 和 . 因此 ,从 链 到 
边缘 这 种 关系 建立 了 从 上 & 维 链 的 群 C*(K) 到 上 & 一 1 维 链 的 群 的 一 
个 子 群 AY" CK) B9—^ e] zS. Br & EBIBECA > 0) 是 C'(K) 的 
ATE ZK), HEERS TRE C (K) 的 恒 同 元 素 


(D Alexander 是 在 链 的 系数 是 整数 模 2( 见 下 一 段 ) 这 个 条 件 下 叙述 他 的 定理 的 . 
我 们 的 氢 述 中 用 通常 的 整数 系数 ， 

© Annalsof Math. , (2),14,1913,163— 178. 

(Q Amer. Math. Soc. Trans. , 28,1926,301-- 329. 

QD Annals of Math, , (2),29,1928,232— 254, 

© Annalsof Math. , (2),35,1934,904—914. 
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或 0. 既然 每 一 个 边缘 链 是 一 个 闭 链 , HUI CK) 就 是 Z (K) 的 一 
ANF BE. 

有 了 这 些 事实 ,就 可 以 作 下 述 定 义 : 对 于 任何 一 个 k 宇 0,k& 维 
闭 链 的 群 Z:(K), 模 边缘 链 的 群 H*(K) 这 个 子 群 ,所 作成 的 商 群 ， 
叫 作 K 的 第 & 个 同调 群 (homology group), 记 作 B'CK). 这 个 商 
群 的 线性 无 关 的 母 元 的 最 大 个 数 叫 作 这 复 形 的 第 & 个 Betti 数 , 记 
fe (K). 第 & 个 同调 群 也 可 以 含有 有 限 循环 群 ,这 些 对 应 着 挠 闭 
链 . 事实 上 ,这 些 有 限 群 的 阶 就 是 挠 系数 . 复 形 的 同调 群 有 了 这 群 
论 的 确切 叙述 之 后 ,许多 旧 结 果 都 能 同样 地 重新 叙述 . 

20 世纪 初期 的 最 有 意义 的 推广 ,是 引进 一 般 空间 的 同调 论 ， 
例如 紧 致 度量 空间 的 同调 群 , 它 不 同 于 起 初 研究 的 复 形 的 同调 论 . 
基本 的 设计 来 自 Paul S. Alexandroff(1896—1982)®, Leopold 
Vietoris(1891—?) Of] Eduard Cech(1893—1960) 9. AX E MÆ 
涉 到 同调 论 的 革新 的 研究 途径 ,这 里 不 作 介绍 .但 是 ,我 们 应 该 指 
出 ,这 方面 的 工作 标志 着 把 点 集 拓 扑 和 组 合 拓扑 融合 起 来 的 一 步 . 
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第 S1 章 
数学 基础 


逻辑 是 不 可 战胜 的 ,因为 要 反对 逻辑 还 得 使 用 逻辑 . 

Pierre Boutroux 
我 们 知道 ,数学 家 对 于 逻辑 不 如 逐 辑 学 家 对 于 数学 那样 关 
心 . 数 学 和 多 辑 是 精确 科学 的 两 只 眼睛 :数学 派 团 上 逻辑 眼 
睛 ,逻辑 派 团 上 数学 眼睛 ,各 自 相 信 - -只 眼睛 能 比 两 只 看 得 
更 好 ， 


Augustus de Morgan 


1. 8| a 

20 世纪 数学 中 最 为 深入 的 活动 ,是 关于 基础 的 探讨 . 强加 于 
数学 家 的 问题 ,以 及 他 们 自愿 承担 的 问题 ,不 仅 牵 涉 到 数学 的 本 
性 ,也 牵涉 到 演绎 数学 的 正确 性 . 

在 这 世纪 的 前 期 ,有 几 种 活动 汇合 起 来 把 基础 问题 引 到 一 个 
高 潮 . 首先 是 矛盾 的 发 现 , 委 婉 地 被 称 为 悖 论 ,在 集合 论 中 尤为 突 
出 .已 经 提 到 过 的 Burali-Forti 悖 论 ,就 是 这 样 的 一 个 矛盾 (第 41 
章 第 9 节 ). 在 20 世纪 的 最 初 几 年 ,还 发 现 了 一 些 其 他 的 矛盾 . 这 
些 矛 盾 的 发 现 显然 深 深 地 扰乱 了 数学 家 . 另外 一 个 逐渐 被 认识 到 
并 在 20 世纪 初 显 露出 来 的 ,是 数学 的 相 容 性 (consistency) i] RR 
(第 43 章 第 6 节 ). 鉴于 集合 论 中 的 悖 论 , 在 这 一 领域 中 尤其 应 确 
立 相 容 性 ， 

在 19 世纪 后 期 ,有 一 些 人 已 经 开始 重新 考虑 数学 的 基础 , 特 
别 是 数学 对 有 逻 辑 的 关系 . 这 一 方面 的 探讨 (后 面 将 较 详细 地 说 明 ) 
启示 了 某 些 数学 家 ,认为 数学 可 以 建立 在 还 辑 上 . 另外 一 些 人 对 于 
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浸 辑 原则 的 普遍 应 用 ,对 于 某 些 存在 性 证 明之 是 否 有 意义 ,其 至 对 

AETA 者 果 的 证 实 ,都 有 疑问 .在 1900 年 以 前 

经 冒 了 烟 的 争论 ,经 悼 论 和 相 容 性 问题 加 上 燃料 ,就 爆发 成 大 火 . 
5n. 全 部 数学 的 适当 基础 ,就 成 了 极其 严重 和 普遍 关心 的 问题 . 


2. 集合 论 的 悖 论 

紧 接 在 Cantor 和 Burali-Forti 发 现 关于 序数 的 悖 论 之 后 ,又 
出 现 了 一 些 另 外 的 悖 论 或 雇 论 . 实际 上 悖 论 一 词 是 含糊 的 ,因为 它 
可 能 是 指 一 个 貌似 的 矛盾 . 但 是 数学 家 实际 上 磁 到 的 ,都 是 毫 无 疑 
问 的 了 矛盾. 我们 先 来 看 看 它们 是 些 什么 . 

Bertrand Russell (1872—1970) Æ 1918 年 把 一 个 悖 论 通俗 
化 ,成 为 “理发 师 " 悖 论 . 一 个 乡村 理发 师 , 自 夸 无 人 可 与 相 比 ,宣称 
他 当然 不 给 自己 刊 脸 的 人 刊 脸 ,但 却 给 所 有 自己 不 刊 脸 的 人 刊 脸 
一 天 他 发 生 了 疑问 ,他 是 否 应 当 给 自己 刊 脸 . 假如 他 自己 刊 IU 
话 , 则 按 他 声言 的 前 一 半 , 他 就 不 应 当 给 自己 刊 脸 ;但 是 假如 他 自 
已 不 刮 脸 的 话 , 则 照 他 自 夸 的 ,他 又 必须 给 自己 刮 脸 . 这 理发 师 陷 
入 了 逻辑 的 窘境 . 

x8 AMEE Jules Richard(1862 年 生 ) 编 造 的 0. 它 的 
一 种 简化 叙述 是 由 G.G. Berry 和 Russell 给 出 的 ,并 由 后 者 发 表 
出 来 @. 这 个 简化 了 的 悖 论 ,也 称 为 Richard 悖 论 , 它 是 这 样 说 的 : 
每 一 个 整数 都 可 用 若干 个 字母 的 词 描 写 出 来 . 例如 ,36 这 个 数 可 
以 描写 为 thirty-six(36) 或 four times nine(4 Æ 9). 第 一 种 描写 用 
了 9 个 字母 ,第 二 种 用 了 13 个 字母 . 描写 任 一 给 定 的 数 都 不 止 一 
种 方法 ,但 这 是 无 关 紧 要 的 . 现在 把 所 有 的 正 整 数 分 成 两 组 ,第 一 


(D Revue Générale des Sciences , 16,1905,541. 
®© Proc. Lon. Math. Soc. , (2),4,1906,29~53. 
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组 包括 所 有 那些 (至 少 有 一 种 方法 ) 可 以 用 不 多 于 100 个 字母 描写 
出 来 的 数 ,第 二 组 包括 所 有 那些 不 论 怎样 描写 都 需要 最 少 是 101 
个 字母 的 数 . 用 100 个 或 更 少 的 字母 只 能 描写 有 限 多 个 数 ,因为 用 
不 多 于 100 个 字母 最 多 只 能 有 27 个 表达 式 (而 县 其 中 有 些 是 没 
有 意义 的 ). 于 是 在 第 二 组 中 就 有 一 个 最 小 的 整数 . 它 可 以 用 下 列 
词组 来 描写 :“the least integer not describable in one hundred or 
fewer letters. "(不 能 用 100 个 或 更 少 的 字母 描写 出 来 的 最 小 的 整 
数 . ) 但 是 这 一 词组 中 的 字母 就 少 于 100 个 .因此 ,不 能 用 100 个 或 
更 少 的 字母 描写 出 来 的 最 小 的 整数 ,就 用 少 于 100 个 字母 描写 出 
来 了 . 

我 们 来 看 这 个 悖 论 的 另 一 种 形式 , 它 最 先是 由 Kurt Grelling 
(1886 一 1941) 和 Leonard Nelson(1882 一 1927) 在 1908 年 叙述 的 ， 
发 表 在 一 个 不 著名 的 刊物 中 上 . 有 些 词 是 可 以 描写 它们 自身 的 . Bl 
如 ,polysyllabic( 多 音节 的 ) "这 个 词 就 是 多 音节 的 . 另 一 方面 ， 
“monosyllabic( 单 音节 的 ) 这 个 词 却 不 是 单 音节 的 . 我 们 称 那些 
不 能 描写 它们 自身 的 词 为 异己 的 (heterological). 换 句 话说 , 词 X 
为 异 已 的 , 若 X 自身 并 非 X. 现在 我 们 把 XX 换 成 “ 异 已 的 "这 个 词 . 
那么 ,“ 异 已 的 "这 个 词 就 是 异 已 的 ,如 果 异 已 的 不 是 寞 已 的 . 

Cantor 在 1899 年 给 Dedekind 的 一 封 信 中 曾 指出 ,人 们 要 想 
不 陷于 矛盾 的 话 ,就 不 能 谈论 由 一 切 集合 所 成 的 集合 (第 41 章 第 
9 节 ). 实质 上 这 就 是 Russell 的 悖 论 的 内 容 [ 数 学 的 原理 》( The 
Principles of Mathematics) ,1903,p. 101]. 由 一 切 人 组 成 的 类 并 
不 是 一 个 人 . 但 由 一 切 概念 组 成 的 类 却 是 一 个 概念 ;由 一 切 图 书馆 
组 成 的 类 是 一 个 图 书馆 ;由 一 切 基数 大 于 1 的 集合 组 成 的 类 也 是 
这 样 一 个 集合 . 因此 ,有 一 些 类 不 是 它们 自己 的 元 素 ,而 有 一 些 则 
是 它们 自己 的 元 素 . 这 个 对 于 类 的 描述 ,包括 了 一 切 类 ,并 且 这 两 


(D Abhandlungen der Friesschen Schule, 2,1908 ,301~324. 
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种 类 型 是 互相 排斥 的 . 我 们 用 M 表示 一 切 包 含 自己 为 元 素 的 那些 
类 所 成 的 类 ,用 N 表示 一 切 不 包含 自己 为 元 素 的 那些 类 所 成 的 
类 . 现在 ,N 本 身 也 是 一 个 类 ,我 们 要 间 它 是 属于 M 还 是 属于 N? 
若 N 属于 NN, 则 N 就 是 它 自己 的 一 个 元 素 ,因而 必须 属于 M. 另 
一 方面 , 若 N 为 M 的 一 个 元 素 , 则 因 M 和 N 是 互相 排斥 的 类 ,NN 
就 不 会 属于 N. 于 是 N 不 是 它 自己 的 元 素 ,因而 由 于 N 的 定义 ， 
它 应 当 属于 N. 

所 有 这 些 悖 论 的 起 因 , 如 Russell 和 Whitehead 指出 的 ,都 在 
于 一 个 要 定义 的 东西 是 用 包含 着 这 个 东西 在 内 的 一 类 东西 来 定义 
的 . 这 种 定义 也 称 为 说 不 清 的 (impredicative) ,特别 发 生 在 集合 论 
tf. Zermelo 在 1908 年 曾 指出 ,一 组 数 的 下 界 的 定义 ,以 及 分 析 中 
其 他 一 些 概念 的 定义 ,都 是 这 种 类 型 的 定义 . 因此 经 典 分 析 包 含 着 
Eb. 

Cantor 关于 实数 集合 不 可 数 的 证 明 ( 第 41 章 第 7 节 ) 也 用 到 
了 这 样 一 个 说 不 清 的 集合 . 假定 在 所 有 正 整数 组 成 的 集合 与 所 有 
实数 组 成 的 集合 M 之 间 有 一 个 一 一 对 应 . 而 每 一 个 实数 又 对 应 于 
一 组 整数 . 于 是 每 一 个 整数 & 都 对 应 着 一 个 集合 FOOL 而 F(R) x 
是 包含 上 或 是 不 包含 &. 命 N 为 所 有 那些 使 k 不 属于 SOON kP 
组 成 的 集合 . 这 个 集合 N( 取 某 一 顺序 ) 为 一 个 实数 . 因而 , 按 假定 
的 一 一 对 应 ,就 应 有 一 个 整数 ”对 应 于 N. 若 ”属于 N , 则 按 N 的 
定义 , 它 将 不 属于 N; 若 nn 不 属于 NN , 则 按 N 的 定义 , 它 又 应 属于 
N. 集合 N 的 定义 是 说 不 清 的 ,这 是 因为 要 上 属于 NN ,必须 且 只 须 
在 M 中 有 一 个 集合 K 使 K = f(&) HER PATKE. 这 样 ,在 定 
义 入 时 就 用 到 了 一 些 集合 的 全 体 M, 它 包含 着 N 作为 元 素 . 这 就 
是 说 ,要 定义 N,N 必须 已 经 包含 在 M 中 . 

在 无 意 中 陷入 了 引进 说 不 清 的 定义 的 陷阱 ,这 是 很 容易 的 . 如 
定义 一 切 包含 多 于 5 个 元 素 的 类 所 组 成 的 类 ,就 定义 了 一 个 包含 
它 自 己 的 类 . 同样 ,一 切 能 用 25 个 或 更 少 的 字 定 义 出 来 的 集合 所 
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组 成 的 类 5S, 这 人 句 话 就 是 以 说 不 清 的 方式 定义 了 5 

正当 数学 家 们 不 但 接受 了 集合 论 并 日 还 E AMA ZIU 分 析 的 时 
候 , 这 些 矛 盾 动 摇 了 他 们 . 作为 逻辑 结构 ,数学 已 处 于 一 种 悲惨 的 境 
地 ,数学 家 们 以 向 往 的 心情 回顾 这 些 了 矛盾 被 认识 以 前 的 美好 了 时代. 


3. 集合 论 的 公理 化 
也 许 并 不 奇怪 ,数学 家 们 首先 是 求助 于 把 Cantor 以 相当 随便 
的 方式 阐述 的 .现在 所 谓 的 朴素 集合 论 加 以 公理 化 . 几何 与 数学 的 
公理 化 曾 解 决 了 这 些 领域 中 的 逻辑 问题 ,似乎 公理 化 也 可 能 淤 清 
合 论 中 的 困难 . 这 项 工作 最 先 由 德国 数学 家 Ernst Zermelo 所 
承担 ,他 相信 悖 论 起 因 于 Cantor 对 集合 的 概念 未 加 以 限制 . Can- 
tor 在 1895 年 中 曾 把 一 个 集合 定义 为 人 们 直观 或 思想 中 的 不 同事 
物 的 一 个 堆 集 . 这 是 有 些 含 糊 的 ,所 以 Zermelo 希望 ,清楚 明白 的 
公理 将 会 澄清 集合 的 意义 和 集合 应 有 的 性 质 . Cantor 自己 并 非 不 
知道 他 的 集合 概念 是 有 麻烦 的 . 他 在 1899 年 给 Dedekind 的 一 封 
Or, BRAMAN A ATA EG. Zermelo 认为 他 能 够 把 集 
合 限制 为 Cantor 的 相 容 的 集合 ,而 这 对 于 数学 就 足够 了 . 他 的 公 
理 系统 @ 只 包含 由 公理 本 身 的 叙述 所 定义 的 基本 概念 和 关系 , 在 
这 些 概念 中 有 集合 本 身 的 观念 和 集合 的 属于 关系 . 只 有 公理 所 提 
供 的 集合 的 性 质 才 可 以 用 . 无 穷 集合 的 存在 ,以 及 集合 的 联合 与 子 
集 的 形成 这 样 的 运算 ,也 由 公理 给 出 .特别 是 Zermelo 收入 了 选择 
公理 (第 41 章 第 8 节 ). 
Zermelo 的 计划 是 ,只 准许 那些 看 来 不 大 会 产生 了 矛盾 的 类 进 
入 集合 论 . 例如 空 类 ,任何 一 个 有 限 类 ,以 及 自然 数 的 类 ,看 来 是 安 


(D Math. Ann. , 46,1895, 481 ~ 512 = Ges, Abh, , 282~356. 
@ Ges, Abh. , 443—448. 
@ Math. Ann. , 65,1908,261—281. 
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全 地 给 定 了 一 个 安全 的 类 ,从 它 所 形成 的 一 些 类 ,诸如 任何 一 个 子 
类 ,安全 类 的 联合 ,以 及 一 个 安全 类 的 所 有 子 类 所 成 的 类 ,都 应 是 
安全 类 . 但 是 ,他 排除 了 求 余 ,因为 即使 工 是 一 个 安全 类 ,z 的 余 
类 , 即 在 对 象 的 某 个 大 宇宙 中 所 有 的 非 x (non), t o ZEE 
全 的 . 

Abraham A. Fraenkel(1891—1965) D pipi T Zermelo 所 发 
展 的 集合 论 ,von Neumann? 又 加 以 改革 .在 Zermelo-Fraenkel 系 
统 中 ,避免 悖 论 的 希望 寄托 在 对 所 容许 的 集合 的 类 型 加 以 限制 ,而 
同时 又 足够 用 来 作为 分 析 的 基础 , 但 von Neumann 的 想法 又 略为 
大 胆 些 . 他 作 了 类 (class) 与 集合 (set) 的 区 别 . 类 是 大 到 不 能 包含 
在 别 的 集合 或 类 中 的 集合 ,而 集合 是 限于 可 作为 类 的 元 素 的 类 . 这 
样 ,集合 就 是 安全 的 类 . 如 von Neumann 指出 的 ,导致 予 盾 并 非 由 
于 承认 了 类 ,而 是 由 于 把 它们 当 作 别 的 类 的 元 素 . 

Zermelo 的 形式 集合 论 , 经 过 Fraenkel, von Neumann 和 他 人 
的 修改 ,对 于 开展 可 以 说 是 全 部 经 典 分 析 所 需要 的 集合 论 是 适当 
的 ,而 悖 论 也 避免 到 这 种 程度 , 即 至 今 在 这 个 理论 之 内 还 未 发 现 . 
然而 ,公理 化 集合 论 的 相 容 性 尚未 证 明 . 关于 这 个 未 解决 的 相 容 性 
问题 Poincaré 评论 说 ;为 了 防备 狼 , 羊 群 已 用 篇 笛 圈 起 来 了 ,但 
却 不 知道 在 圈 内 有 没有 狼 .” 

除开 相 容 性 的 问题 ,集合 论 的 公理 化 还 用 了 选择 公理 ,这 是 建 
立 标准 分 析 .拓扑 和 抽象 代数 的 某 些 部 分 所 需要 的 . 有 些 数 学 家 认 
为 这 个 公理 应 该 反对 ,其 中 有 Hadamard, Lebesgue, Borel 和 
Baire; 而 在 1904 年 , 当 Zermelo 用 它 去 证 明 良 序 定理 (第 41 章 第 
8 节 ) 时 ,大 量 的 反对 意见 涌现 在 刊物 上 人 @. 提出 了 这 个 公理 是 不 是 


(D Math, Ann. , 86,1921/1922,230~237 及 后 来 的 许多 文章 . 

Q Jour. für Math. , 154,1925,219~240 及 以 后 的 文章 . 

O 这 些 人 的 看 法 表现 在 一 次 著名 的 交换 信件 中 , Bull, Soc. Math. de 
France, 33,1905,261— 273. 还 有 E. Borel: Leçons sur la théorie des fonctions, Gau- 
thier- Villars, Æ 4 fig, 1950,150~158, 
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根本 的 ,是否 与 其 他 公理 相 独 立 等 问题 ,并 且 有 一 段 时 期 没有 解决 
( 见 第 8 节 ). 

尽管 相 容 性 和 选择 公理 的 地 位 这 些 问 题 还 未 解决 ,集合 论 的 
公理 化 使 数学 家 对 于 悖 论 可 以 放心 ,并 且 削 弱 了 对 基础 的 兴趣 . 但 
这 时 ,无 疑 由 于 悖 论 和 相 容 性 问题 所 激发 ,关于 数学 基础 的 几 派 吊 
想 变 得 活跃 而 争论 起 来 . 这 些 哲学 的 提倡 者 不 满意 Zermelo 等 人 
所 实行 的 公理 方法 . 有 些 人 有 反对 它 , 是 因为 它 假定 了 它 所 用 的 逐 
辑 ,而 逻辑 本 身 以 及 它 与 数学 的 关系 也 正 处 于 研究 的 阶段 中 . 另 一 
些 人 更 为 彻底 ,反对 依靠 任何 种 类 的 逻辑 ,特别 是 把 它 用 于 无 穷 集 
合 . 要 了 解 各 派 思想 的 论据 ,我们 需要 回顾 一 下 过 去 . 


4. 数理 逻辑 的 兴起 

有 一 种 发 展 曾 在 集合 论 公理 化 中 引起 新 的 争论 和 不 满 ,这 种 
发 展 就 是 关于 逻辑 在 数学 中 的 地 位 的 ; 它 起 源 于 19 世纪 逻辑 的 数 
学 化 . 这 个 发 展 有 它 自己 的 历史 . 

在 几何 论证 的 符号 化 甚至 机 械 化 中 显示 出 来 的 代数 的 威力 ， 
感动 了 Descartes 和 Leibniz 一 些 人 (第 13 章 第 8 节 ) ,他 们 两 人 设 
想 了 一 种 比 数量 的 代数 更 宽广 的 科学 . 他 们 设计 了 一 种 一 般 的 或 
抽象 的 推理 科学 , 它 行使 起 来 将 有 点 像 通常 的 代数 ,但 可 应 用 于 一 
切 领域 中 的 推理 . 如 Leibniz 在 他 的 一 篇 文章 中 所 说 的 , “普遍 的 
数学 就 好 比 是 想象 的 逻辑 , "应 能 论述 “在 想象 范围 内 可 精密 确定 
的 一 切 东 西 ”. 用 这 样 的 逻辑 可 建立 思想 的 任何 大 厦 , 从 它 的 简单 
元 素 到 越 趋 复 杂 的 结构 . 这 种 普遍 代数 将 是 逻辑 的 一 部 分 ,并且 是 
代数 化 了 的 逻辑 . Descartes 已 经 谨慎 地 开始 了 去 建造 逻辑 的 一 种 
代数 ;这 个 工作 的 一 个 未 完成 的 草稿 现在 还 留存 着 . 

Leibniz 追 索 着 和 Descartes 相同 的 宽广 目标 ,开创 了 一 个 更 
雄伟 的 方案 . 他 一 生 都 很 注意 逻辑 ,并且 很 早 就 神往 于 中 世纪 神学 
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家 Raymond Lull(1235 一 1315) 的 图 式 . Lull 的 书 《 最 大 最 终 的 艺 
术 》(Ars Magna et Ultima ) 提 出 了 结合 已 有 的 理念 去 产生 新 理念 
的 朴素 的 机 械 方 法 ,但 他 确实 有 可 应 用 于 一 切 推理 的 .关于 逻辑 的 
普遍 科学 的 概念 . Leibniz 离开 了 经 院 逻 辑 和 Lull, 而 为 一 种 宽广 
演算 的 可 能 性 所 激动 ,这 种 演算 将 使 人 们 在 一 切 领域 中 能 够 机 械 
地 轻易 地 去 推理 . Leibniz 对 于 他 的 普遍 符号 有 逻辑 的 计划 说 道 ,这 
样 一 种 科学 ,通常 的 代数 只 是 它 的 一 小 部 分 , 它 将 只 受到 必须 服从 
形式 逻辑 的 规律 的 约束 . 他 说 ,可 以 称 它 为 “代数 逻辑 的 综合 ”. 

这 种 广义 的 科学 首先 需要 配备 一 种 提供 适合 于 思维 的 合理 的 
普遍 语言 . 概念 被 分 解 成 为 一 些 原始 的 不 相同 的 又 不 相 重 个 的 概 
念 ,它们 可 以 用 一 种 几乎 是 机 械 的 方式 结合 起 来 . 为 了 防止 思想 失 
误 , 他 还 认为 必须 利用 符号 .在 这 里 ,代数 符号 对 他 思想 的 影响 是 
明显 的 . 他 想得到 一 种 能 明确 表示 人 们 的 思想 并 有 助 于 推理 的 符 
号 语言 . 这 种 符号 语言 正 是 他 的 “普遍 的 特征 ”. 

1666 年 Leibniz 每 成 他 的 《 论 组 合 的 艺术 ) 包 ,其 中 包括 有 他 
对 于 推理 的 普遍 系统 的 早期 计划 . 后 来 他 又 写 过 许多 片段 ,从 未 发 
表 过 ,但 可 以 在 他 的 哲学 著作 的 版 本 ?中 找到 . 在 他 的 最 初 尝试 
中 ,他 把 每 一 个 原始 概念 配合 上 一 个 质数 ;由 几 个 原始 概念 所 组 
成 的 任 一 概念 就 表示 为 相应 的 质数 的 乘积 . 例如 ,如 果 3 代表 
“人 "而 7 代表 “有 理性 的 ”,21 就 代表 “有 理性 的 人 ”. 随后 他 想 
要 把 通常 三 段 论 的 法 则 翻译 成 为 这 个 样式 ,但 没有 成 功 . 有 时 他 
还 想 用 特殊 的 符号 去 代替 质数 ,这 时 复杂 的 理念 将 表示 为 符号 
的 结合 . 实际 上 Leibniz 认为 原始 理念 的 个 数 很 少 ,但 这 被 证 明 
是 错误 的 . 而 只 用 合 取 (conjunction) 这 一 个 基本 运算 去 结合 原始 
理念 也 是 不 够 的 . 


(D 1690 年 出 版 二 G. W. Leibniz; Die philosophischen Schriften, CL Gerhardt 
主编 ,1875~1890,， Vol. 4,27— 102. 
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他 还 开始 了 真正 逻辑 代数 的 工作 .在 他 的 代数 中 ,Leibniz 已 
经 直接 间接 地 有 了 这 样 一 些 概 念 , 即 我 们 现在 所 说 的 逻辑 加 法 3e 
法 .等 同 .否定 和 空 集 . 他 还 注意 到 需要 研究 一 些 抽象 关系 ,如 包 
含 一 一 对 应 、 多 一 对 应 以 及 等 价 关系 等 . 他 认识 到 其 中 有 些 具 有 
对 称 和 传递 的 性 质 . Leibniz 没有 完成 这 项 工作 ;他 未 能 超过 三 段 
论 的 法 则 ,他 自己 也 认识 到 这 是 不 能 包括 数学 所 用 到 的 全 部 逻辑 
的 . Leibniz $ X l'Hospital 等 人 说 明 过 他 的 想法 ,但 他 们 未 予 注 
意 . 他 的 逻辑 工作 直到 20 世纪 初 都 未 出 版 ,因而 很 少 有 直接 的 影 
Dig. 在 18 世纪 和 19 世纪 初 , 有 些 人 草拟 过 与 Leibniz 相似 的 计划 ， 
但 未 能 比 他 更 前 进一步 . 

Augustus De Morgan 采取 了 一 种 雄心 较 小 却 较为 有 效 的 办 
ik. De Morgan 发 表 了 《形式 逻辑 》( Formal Logic ，1847 ) 和 很 多 
文章 ,其 中 有 几 篇 发 表 在 Transactions of the Cambridge Philo- 
sophical Society E. 他 想 修 正 并 改进 Aristotle 的 逻辑 . (E fi OE 
式 逻 辑 》 中 ,对 Aristotle 的 逻辑 增加 了 一 条 新 的 原则 . 在 Aristotle 
的 逻辑 中 ,前 提 “ 有 些 M 是 A" 和 “有 些 M 是 B" 是 没有 结论 的 ;并 
且 事 实 上 ,这 种 逻辑 要 求 中 项 M 必须 用 作 全 称 的 , 即 必须 出 现 “ 所 
有 的 M”. 但 是 De Morgan 指出 ,从 “多 数 的 MM 是 A" 和 “多 数 的 M 
是 B” 必 定 可 以 得 出 "有些 A 是 B”. De Morgan 把 这 个 事实 表 成 定 
量 的 形式 . 如 果 有 x 个 MM, 而 有 a 个 M 是 A 并 有 5 个 M EBD 
么 至 少 有 (a 十 b 一 m) A 是 B.De Morgan 的 意见 的 要 点 就 是 : 
词 项 (term) 可 以 是 定量 的 . 从 而 他 就 能 够 引进 更 多 的 正确 的 三 段 
论 式 . 定量 化 还 消去 了 Aristotle 逻辑 中 的 一 个 缺陷 . 在 Aristotle 
的 逻辑 中 ,从 “所 有 的 A 是 B" 可 以 推出 的 结论 "有些 A 是 B", 级 
含 A 的 存在 ,但 它 未 必 存 在 . 

De Morgan 还 开创 了 关系 逻辑 (logic of relations) 的 研究 . 
Aristotle 的 逻辑 主要 专注 于 “是 "的 关系 ,并 且 不 是 肯定 就 是 否定 
这 个 关系 . De Morgan 指出 ,这 种 逻辑 不 能 证 明 :如 果 马 是 动物 , 那 
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么 马尾 巴 是 动物 尾巴 . 它 肯 定 不 能 讨论 像 x 爱 y 这 样 的 关系 . De 
Morgan 引进 了 讨论 关系 的 符号 ,但 没有 把 这 个 论题 进行 很 远 . 
在 符号 逻辑 领域 内 ,De Morgan 以 现在 所 谓 的 De Morgan 法 则 
而 闻名 . 照 他 的 说 法 和 ,一 个 组 (aggregate) 的 反面 (contrary) 是 各 
个 组 (aggregates) 的 反面 的 复合 (compound) ;一 个 复合 的 反面 是 
各 成 分 (components) 的 反面 的 组 合 . 这 些 法 则 表 成 逻辑 记号 便 是 
l= (+y) = (>z) y), 
l— zy = (1-—2)+(1—y). 
符号 方法 对 于 逻辑 代数 的 功绩 ,重要 的 一 步 是 George Boole 
(1815 一 1864) 做 的 ,他 基本 上 是 由 自学 而 成 为 科 克 (Cork) 皇 后 学 
院 的 数学 教授 . Boole 确信 语言 的 符号 化 会 使 逻辑 严密 . fi 88 G7 
辑 的 数学 分 析 》(Mathematical Analysis of Logic ) 是 与 De Mor- 
gan 的 《形式 逻辑 》 同 时 出 版 的 ,和 他 的 《思维 规律 的 研究 》(An In- 
vestigation of the Laws of Thought ,1854) 这 两 本 书包 含 着 他 的 
主要 想法 . 
Boole 的 办 法 是 着 重 于 外 延 逻 辑 (extensional logic), BI 类 
MU 其 中 类 或 集合 用 x，y, 2, RR, S X,Y, 
… 则 代表 个 体 元 素 . 用 1 表示 万 有 类 ,用 0 表示 空 类 或 零 类 .他 
LY 表示 两 个 集合 的 交 ( 他 称 这 个 运算 为 选拔 (election)), 即 z 与 
» 所 有 共同 元 素 的 集合 ;他 还 用 z 十 > 表示 工 中 和 y 中 所 有 元 素 的 
集合 . (严格 地 讲 , 对 于 Boole, 加 法 或 联合 只 用 于 不 相交 的 集合 ; W. 
S.Jevons(1835 一 1882) 推 广 了 这 个 概念 . EF x 的 补 则 记 作 1 一 
x. 更 一 般 地 , x y 是 由 不 是 y 的 那些 x 所 组 成 的 类 . 包含 关系 ， 
BD x 包含 在 y 中 ,他 写作 zy = x. 等 号 表示 两 个 类 的 同一 性 . 
Boole 相信 ,头脑 会 立即 允许 我 们 作 一 些 初 等 的 推理 规程 ,这 
就 是 逻辑 的 公理 . 例如 ,矛盾 律 , 即 A 不 能 既是 B 又 是 非 B, 就 是 


(D Trans. Camb. Phil. Soc. , 10,1858,173~230. 


4, SEB Me 29 N 
DI 它 可 表示 为 
Z(1 一 工 ) 一 0. 
下 列 关 系 也 是 显然 的 ; 
TY = Mv, 
因而 交 的 这 个 交换 性 是 另 一 条 公理 . 同样 明显 的 是 性 质 : 
这 条 公理 背离 了 通常 的 代数 . Boole 认为 可 作为 公理 的 还 有 
aty=yta 
和 
z(utv) = zu + xv. 
用 这 些 公理 就 可 把 排 中 律 说 成 
zx 十 (1 一 Xx)=1; 
就 是 说 ,任何 东西 不 是 z 就 是 非 x. 每 一 个 和 都 是 Y 就 变 成 
zx(1 一 y) 二 0. RAX EY 可 写成 xy =0 H6 X BY RM ry 
关 0 IDEE X EY 表 成 x(1 一 y) 冯 0. 
Boole 想 从 这 些 公理 用 公理 所 许可 的 规程 去 导出 推理 的 规 
ELEAF ANSI LA 1-2 = x 和 0.zx=0. 一 个 稍微 复杂 一 
点 的 论证 可 说 明 如 下 . 从 


x 十 (1 一 xX) 二 1 
可 导出 zx[z 十 (1 一 z)] 一 <. 1， 
从 而 有 zr 十 &(1 一 工 ) — z. 


于 是 z 这 类 东西 就 由 那些 在 z 中 的 ,和 那些 在 1 一 z 中 的 东西 所 组 成 . 
Boole 看 到 了 类 的 演算 可 以 解释 为 命题 的 演算 .如果 zz 和 > 
不 是 类 而 是 命题 ,那么 xy 就 是 x My 的 联合 肯定 ,而 x 十 y 就 是 xz 
或 y 或 两 者 的 肯定 . x — 1 这 句 话 的 意思 是 命题 x 是 真 的 ,而 
x= Otic RES. 1— x EC x 的 否定 . 可 是 Boole 在 他 的 命 
题 演算 上 并 未 进行 很 远 . 
De Morgan 和 Boole, 都 可 以 看 作 是 Aristotle 逻辑 的 改造 者 
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和 有 逻辑 代数 的 创始 者 . 他 们 的 工作 的 成 效 是 建立 一 种 逻辑 科学 VU 
从 那 以 后 便 离 开 哲 学 而 靠近 数学 . 

Charles S. Peirce 推进 了 命题 演算 . Peirce 把 命题 (proposi- 
tion) 与 命题 函数 (propositional function) 区 别 开 来 . 一 个 命题 (如 
约翰 是 人 ) 只 包含 常量 ;一 个 命题 溺 数 (如 x 是 和 人) 包含 着 变量 ,一 
个 命题 总 是 真 的 或 假 的 ,一 个 命题 函数 却 可 以 对 变量 的 某 些 值 是 
真 的 ,而 对 其 他 的 值 是 假 的 . Peirce 还 引进 了 两 个 变量 的 命题 函 
数 ,例如 ,z 知道 y. 

建立 符号 逻辑 的 人 们 一 直 都 对 逻辑 及 其 数学 化 有 兴趣 . 由 于 
Hb (Jena) 的 数学 教授 Gottlob Frege(1848 一 1925) 的 工作 ,数理 
逻辑 得 到 一 个 新 方向 ,这 个 方向 与 我 们 对 数学 基础 的 说 明 很 有 关 
系 . Frege 写 了 几 部 重要 的 著作 ,有 《概念 演算 》( Begriffsschrifi， 
1879),《 算 术 基 础 》(Die Grundlagen der Arithmetik ，1884) 和 《 算 
术 的 基本 法 则 》(Grundgesetze der Arithmetik ; Vol. 1,1893; Vol. 
2,1903). 他 的 著作 以 精确 和 过 细 为 特点 . 

在 纯 逻 辑 的 领域 中 ,Frege 扩展 了 变量 、 量 词 和 命题 函数 的 运 
用 ;这 个 工作 的 大 部 分 是 他 独自 完成 的 ,与 他 的 前 人 (包括 Peirce) 
FER. Frege 在 他 的 《概念 演算 》 中 给 出 了 逻辑 的 公理 基础 . 他 引进 
TREKS , 在 后 来 是 很 重要 的 ,例如 一 个 命题 的 叙述 与 表 定 它 是 
真 的 这 中 间 的 区 别 , 用 符号 F 放 在 命题 的 前 面 表示 肯定 ,他 还 把 
一 个 东西 x 与 只 包含 x 的 集合 jz 所 以 及 一 个 东西 属于 一 个 集合 
与 一 个 集合 包含 在 另 一 个 中 ,都 加 以 区 别 , 像 Peirce 那样 ,他 用 了 
变量 和 命题 函数 ,他 还 指明 了 他 的 命题 函数 的 定量 化 ,也 就 是 使 它 
们 成 为 真 的 那个 变量 或 那些 变量 的 区 域 . 他 还 引进 了 (1879) 实 性 
24 iK material implication) 的 概念 :A Zi d& B 的 意思 是 或 者 A OR 
B 也 真 ,或 者 A 假 而 B 真 ,或 者 A 假 B ER. AENA PRR ON 
于 数理 逻辑 更 为 合适 . Frege 也 研究 了 关系 逻辑 ;例如 ,a 大 于 所 
说 的 顺序 关系 ,在 他 的 工作 中 就 是 重要 的 . 
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Frege 一 经 把 逻辑 建立 在 明确 的 公理 上 ,就 在 他 的 《算术 基 
础 中 通 向 他 的 真正 目标 ,作为 还 辑 的 展 延 去 建立 数学 .他 把 算术 
概念 表示 成 为 逻辑 概念 . 这 样 , 数 的 定义 和 规律 就 从 逻辑 前 提 被 推 
导出 来 . 我 们 将 联系 Russell 和 Whitehead 的 工作 来 考察 这 种 构 
造 . AS Frege 的 符号 对 数学 家 说 来 是 太 复 杂 而 又 生 玲 . 他 的 工 
作 直 到 被 Russell 发 现 以 前 ,实际 上 人 们 都 不 大 知道 . 很 有 风趣 的 
是 ,正当 《算术 的 基本 法 则 》 第 二 卷 要 付 印 的 时 候 , 他 接 到 Russell 
的 一 封 信 ,Russell 把 集合 论 的 悖 论 告诉 了 他 . Frege 便 在 第 二 卷 
的 结尾 (第 253 页 ) 说 :“ 一 个 科学 家 不 会 碰 到 比 这 更 难 洪 的 事情 
了 , 即 在 工作 完成 的 时 候 它 的 基础 垮 掉 了 . 当 这 部 著作 只 等 付 印 的 
时 候 ,Bertrand Russell 先生 的 一 封 信 就 使 我 处 于 这 种 境地 .” 


5 iE H R 

关于 数学 基础 的 工作 ,我 们 已 经 讲 到 集合 论 的 公理 化 提供 
了 一 个 基础 , 它 避 开 了 已 知 的 悖 论 , 却 仍 可 以 作为 现 有 数学 的 还 
辑 依据 .我 们 曾 指 出 ,很 多 数学 家 对 这 种 办 法 并 不 满意 . 大 家 都 
承认 ,实数 系 和 集合 论 的 无 矛盾 性 是 尚 待 证 明 的 ; 相 容 性 已 不 再 
是 一 件 小 事情 了 . 选择 公理 的 使 用 就 有 争论 . 除去 这 些 问题 ,还 
有 一 个 总 的 疑问 ,就 是 数学 的 妥善 的 基础 究竟 是 什么 . 19 世纪 
末 的 公理 化 运动 中 集合 论 的 公理 化 ,假定 了 数学 所 用 的 逻辑 是 
没有 问题 的 ,是 以 此 为 根据 来 进行 的 . 但 是 在 20 世纪 初 , 就 有 了 
不 再 同意 这 个 前 提 的 几 派 思想 . 以 Frege 为 首 的 一 派 , 要 重建 还 
辑 ,并 把 数学 建立 在 逻辑 上 . 这 个 计划 ,如 已 经 指出 的 ,由 于 矛盾 的 
出 现 而 受到 挫折 ,但 并 未 被 放弃 . 事实 上 ,Bertrand Russell 和 Al- 
fred North Whitehead 曾 独 立地 设想 过 ,并 且 施 行 了 这 个 计划 . 
Hilbert 已 感到 需要 确立 相 容 性 ,开始 记述 了 他 自己 的 有 系统 的 数 
学 基础 .还 有 另 一 群 数学 家 , 称 为 直观 主义 者 ,不 满意 于 19 世纪 在 
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分 析 中 所 引进 的 概念 和 证 明 . 这 些 人 坚持 这 样 一 种 哲学 见解 ,不 但 
与 分 析 的 方法 论 不 能 调和 ,而 且 对 于 四 辑 的 作用 也 提出 疑问 . 这 几 
种 哲学 的 发 展 乃 是 数学 基础 中 的 主要 事迹 ,其 结果 是 揭 开 了 关于 
数学 本 性 的 整个 问题 . 这 三 个 主要 的 思想 派别 的 每 一 个 ,我 们 都 要 
考察 一 下 . 

其 中 的 第 一 个 称 为 逻辑 派 (logistic school) ,其 哲学 称 为 逻辑 
主义 .创立 人 是 Russell 和 Whitehead. 他 们 与 Frege 独立 无 关 地 
抱 有 这 样 的 想法 , 即 数学 可 以 从 逻辑 推导 出 来 ,因而 是 逻辑 的 一 种 
FRIE (extension). 其 基本 思想 , Russell 在 他 的 《数学 的 原理 》 
(1903) 中 作 了 概要 的 说 明 ; 而 在 Whitehead 和 Russell 的 写 得 很 
详尽 的 著作 《数学 原理 》(Principia Mathematica ,3 vols., 1910— 
1913) 中 作 了 发 挥 . 因为 这 部 著作 是 权威 性 的 论述 ,我 们 的 说 明 将 
以 此 为 本 . 

这 个 学 派 从 逻辑 本 身 的 展开 起 始 ,由 此 导出 数学 ,而 不 需要 数 
学 所 特有 的 任何 公理 . 逻辑 的 展开 就 在 于 提出 一 些 逻 辑 的 公理 ,由 
此 推出 定理 ,它们 可 以 用 于 以 后 的 推理 . 这 样 ,逻辑 的 规律 就 由 公 
理 用 形式 的 推导 得 出 , 和 任何 公理 化 的 理论 一 样 人 原理》 中 也 有 不 
定义 的 概念 , 因为 若是 不 容许 无 限 反复 的 定义 , 那 就 不 可 能 把 所 有 
的 词 项 都 定义 出 来 . 在 这 些 不 定义 的 概念 中 有 :基本 命题 的 概念 ， 
命题 函数 的 概念 ,肯定 一 基本 命题 的 真 , 一 命题 的 否定 ,以 及 两 个 
命题 的 析 取 . 

Russell 和 Whitehead 解释 了 这 些 概念 ,虽然 正如 他 们 指出 
的 ,这 种 解释 并 不 是 逻辑 展开 的 一 部 分 . 他 们 所 谓 的 命题 是 指 陈述 
一 个 事实 或 一 个 关系 的 语句 ;例如 , 江 是 人 ;苹果 是 红 的 ;等 等 . 一 
个 命题 函数 则 含有 一 个 变量 ,把 这 个 变量 代 换 为 一 个 值 就 给 出 一 
个 命题 . 例如 “XX 是 一 个 整数 "就 是 一 个 命题 函数 . 一 个 命题 的 否 
定 是 指 :“ 这 个 命题 成 立 不 是 真 的 ”, 因 此 ,如果 p 表示 江 是 人 这 个 
命题 , 则 RE, IFO p) ,就 是 指 " 江 是 人 不 真 ”, 或 “ 江 不 是 
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A". 两 个 命题 p 和 9 JETER EIE p V gag, 是 指 p 或 g. 这 里 “或 "的 
意思 正如 “男人 或 女人 缘 可 申请 ”这 旬 话 中 所 说 的 . 就 是 说 ,男人 可 
以 申请 ;女人 可 以 申请 ;并 且 都 可 以 申请 . 在 “人 必 为 男 的 或 女 的 ” 
这 句 话 中 ， 或 "具有 更 通常 的 意义 ,就 是 说 非 此 即 彼 而 不 能 两 全 ， 
在 数学 中 是 按 第 一 个 意思 来 用 "或 "这 个 词 的 ,虽然 有 时 只 有 第 二 
个 意思 是 可 能 的 . 例如 , “三 角形 为 等 腰 的 或 四 边 形 为 平行 四 边 形 ” 
说 的 是 第 一 个 意思 . 我 们 也 说 一 个 数 必 为 正 的 或 负 的 . 而 关于 正 数 
和 负数 的 一 些 事实 说 明 两 者 不 能 都 是 真 的 . 因此 ,肯定 b V oq 就 是 
指 户 并 且 g, 一 户 并 县 9 ,以 及 疡 并 且 一 4. 

在 命题 之 间 最 重要 的 一 种 关系 是 蕴涵 (implication), 即 一 个 
命题 的 真 强制 着 另 一 个 的 真 . 在 4 原理 中 ,蕴涵 , pg, 定义 为 
— pN a, 它 的 意思 是 指 一 请 并 且 gq,p 并 且 q, Ek — p EH. —q. TF 
为 说 明 ,我 们 来 看 这 个 荀 涵 : 若 和 是 人 , 则 和 有 和 死 . 这 里 的 情况 
可 有 

X 不 是 人 并 且 X BE; 

X ZAHA X AM; 

X 不 是 人 并 且 X RAM. 
这 些 可 能 都 是 容许 的 . 草 凶 所 排除 的 乃 是 

X MAHA X RA. 

在 《原理 ?中 有 几 个 公设 是 : 

(a) 一 个 真 的 基本 命题 所 蕴涵 的 命题 是 真 的 . 

(b) (pV p) O p. 

(c) q 2 (5 V q). 

(d) (P V q) O (q V p). 

(e) [pV (a v 12a V XGo V 70)]. 

a 由 p EXER Dq 的 肯定 可 得 g 的 肯定 . 

公设 的 独立 性 和 无 了 矛盾 性 是 不 能 证 明 的 ,因为 通常 的 
wie Ris 备用 . 作者 们 从 这 些 公设 出 发 推导 出 逻辑 的 定理 ,并 且 终 
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于 导出 算术 和 分 析 . 通常 的 Aristotle 的 三 段 论 法 则 则 作为 定理 
出 现 . 

为 说 明 逻 辑 本 身 己 经 形式 化 ,并 成 为 演绎 的 ,我 们 来 看 一 下 
《原理 》 开 头 的 几 个 定理 : 
2.01 (pD~ p) D~ b. 

RE“ a BE. MARW, pk MARRS p 是 假 
的 , 则 p 就 是 假 的 . 
2.05 [4a Dr] 29[( 229 25 (p2r)]. 

这 是 三 段 论 的 一 种 形式 , 用 话 来 说 ,如 果 gd dr AA: 
f; pawg U pAr. 
2.11 pV~ p. 

这 就 是 排 中 律 :p 是 真 的 或 是 假 的 . 
2.12 pop). 

用 话 来 说 ,p 蕴涵 着 非 p 是 假 的 . 
2.16 (pDq) D(~q>~ fp) 

若 pp 蕴涵 9q, 则 非 g 蕴涵 非 p. 

命题 是 达到 命题 函数 的 一 个 步骤 ,命题 水 数 是 用 性 质 来 论述 

€ ,而 不 用 把 集合 中 的 东西 指点 出 来 .“z 是 红 的 "这 个 命题 函 

数 ,就 表示 由 所 有 红 的 东西 所 组 成 的 集合 . 

如 果 一 个 集合 的 元 素 都 是 单个 的 东西 ,那么 适用 于 这 些 元 素 
的 命题 函数 就 说 是 层次 (type) 为 0 的 . 如 果 一 个 集合 的 元 素 本 身 
就 是 命题 函数 ,那么 适用 于 这 些 元 素 的 命题 函数 就 说 是 层次 为 1 
的 .一 般 地 ,变量 的 层次 小 于 和 等 于 ”的 命题 函数 ,其 层次 为 
n+l, 

层次 论 是 想 要 避免 这 样 的 悖 论 , 它 的 产生 是 由 于 一 堆 东 西 包 
含 着 一 个 元 素 , 而 这 个 元 素 只 能 用 这 个 堆 来 定义 .Russell 和 
Whitehead 对 这 个 困难 的 解决 是 要 求 “任何 奉 涉 着 一 个 集合 的 所 
有 元 素 的 东西 ,都 不 能 成 为 这 个 集合 的 元 素 . "为 要 在 《4 原理 》 中 货 
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彻 这 个 制约 ,他 们 申明 ,一 个 (有 逻辑) 函数 不 能 用 由 这 个 函数 本 身 定 
义 的 东西 作为 变 元 . 他 们 接着 讨论 了 悖 论 , 并 说 明 层次 论 把 悖 论 避 
开 了 . 

但 是 ,层次 论 引 到 一 类 语句 ,它们 需要 细致 地 按 层 次 加 以 区 
别 . 要 想 按照 层次 论 来 建立 数学 ,开展 起 来 将 极为 复杂 . 例如 ,在 
《原理 》 中 ,两 个 东西 a 和 2 是 相等 的 ,如 果 对 每 个 性 质 PO, 
P(a) 和 P(5) 都 是 等 价 的 命题 (每 一 个 蕴涵 男 一 个 ). 按照 层次 论 ， 
P 可 以 有 不 同 的 层次 ,因为 它 可 以 包含 不 同 阶 数 的 变 元 以 及 单个 
的 东西 a 或 6, 因 而 相等 的 定义 必须 适用 于 PP 的 所 有 层次 ; 换 句 话 
说 ,相等 的 关系 有 无 穷 多 个 ,对 每 一 层次 的 性 质 都 有 一 个 . 同样 ,由 
Dedekind 分 割 所 定义 的 无 理 数 ,其 层次 分 明 比 有 理 数 要 高 ,而 有 
理 数 的 层次 又 比 自然 数 的 高 ,因此 连续 统 是 由 不 同 层次 的 数组 成 
的 .为 了 避免 这 种 复杂 性 ,Russell 和 Whitehead 引进 了 约 化 公理 
(axiom of reducibility) , 它 对 任何 层次 的 一 个 命题 函数 都 确认 存 
在 着 一 个 等 价 的 层次 为 0 的 命题 函数 . 

在 论述 了 命题 函数 以 后 ,两 位 作者 就 讲 到 类 的 理论 . 粗略 地 
讲 ,一 个 类 (class) 就 是 由 满足 某 个 命题 函数 的 东西 所 组 成 的 集合 . 
而 关系 (relation) 则 表现 为 满足 二 元 命题 水 数 的 偶 (couple) 所 成 的 
类 . 这 样 ,“z 审查 y” 就 表示 一 个 关系 . 作者 是 准备 在 这 个 基础 上 
来 引进 基数 的 概念 的 . 

基数 (cardinal number) 的 定义 是 很 有 意思 的 . 它 的 根据 是 先 
前 引进 过 的 类 与 类 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 处 在 一 一 对 应 中 的 两 
个 类 , 称 为 相似 的 . 相似 关系 分 明 是 自 反 的 ,对 称 的 ,并 且 是 传递 
的 .所 有 相似 的 类 都 具有 一 个 共同 的 性 质 ,这 就 是 它们 的 数目 . 
可 是 ,相似 的 类 可 能 具有 多 个 共同 的 性 质 . Russell 和 Whitehead 
在 这 一 点 上 所 做 的 ,正如 Frege 做 过 的 ,是 把 一 个 类 的 数目 定义 
为 所 有 与 它 相 似 的 类 所 组 成 的 类 . 这 样 ,3 这 个 数目 就 是 所 有 的 
三 元 类 所 组 成 的 类 ,而 三 元 类 的 记号 是 1|x，y，z|, 其 中 
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rz yz zm. 因为 数目 的 定义 事先 假定 了 一 一 对 应 的 概念 ,看 起 
来 这 个 定义 似乎 是 循环 的 . 但 是 作者 指出 ,一 个 关系 是 一 一 的 ， 
MRH CRI x BRE y 有 这 个 关系 时 ,zx 与 VEN, mY x 
Xy RU y 都 有 这 个 关系 时 y 5 y 必 是 恒 同 的 . 因此 ,一 一 对 应 的 
概念 并 未 牵涉 到 数目 1. 

有 了 基数 或 自然 数 以 后 ,就 能 建立 起 实数 系 和 复数 系 、 函 数 、 
以 及 全 部 分 析 . 几何 可 以 通过 数 来 引进 . 虽然 《原理 》 在 细节 上 有 所 
不 同 ,但 我 们 对 数 系 的 和 几何 的 基础 的 考察 (第 41 和 42 章 ) 都 表 
明 ,这 样 的 构造 在 逻辑 上 是 可 能 的 ,不 需要 另外 的 公理 ， 

这 就 是 逻辑 派 的 宏大 计划 . 他 们 在 逻辑 上 的 工作 有 很 多 可 说 
的 ,我 们 在 这 里 只 是 一 提 而 过 . 我 们 必须 着 重 指出 ,他 们 在 数学 上 
的 工作 ,就 是 要 把 数学 莫 基 在 逻辑 上 . 不 需要 任何 的 数学 公理 ; 数 
学 不 过 是 逻辑 的 主题 和 规律 的 自然 延展 . 但 是 逻辑 的 公设 和 它们 
所 有 的 推论 是 任意 的 ,而 且 还 是 形式 的 . 就 是 说 ,它们 是 没有 内 容 
的 ;它们 只 有 形式 . 结果 ,数学 也 就 没有 内 容 只 有 形式 了 . 我 们 对 数 
和 几何 概念 所 给 予 的 物理 意义 并 不 属于 数学 . 正 是 这 种 思想 使 
Russell 说 道 :数学 是 这 样 一 门 学 科 , 在 其 中 我 们 永远 不 会 知道 我 
们 所 讲 的 是 什么 ,也 不 会 知道 我 们 所 说 的 是 不 是 真 的 . 实际 上 , 当 
Russell 在 这 世纪 初 开始 这 个 计划 的 时 候 ,他 (以 及 Frege) 曾 以 为 
逻辑 的 公理 都 是 真 的 . 但 在 《数学 的 原理 》( Princi ples of Mathe- 
matics )1937 年 的 版 本 中 ,他 放弃 了 这 个 看 法 . 

逻辑 派 的 做 法 受到 了 很 多 批评 . 约 化 公理 激 起 了 反对 ,因为 
CARLES. 它 曾 经 被 说 成 是 可 豆 的 意外 的 ,而 不 是 逻辑 所 必需 
的 . 有 人 说 ,在 数学 中 不 能 容许 这 个 公理 ,只 有 用 它 才 能 证 明 的 
东西 根本 就 不 能 认为 是 被 证 明了 的 . 另外 一 些 人 说 ,这 个 公理 是 
48 73 B5 Bi £T 5. 此 外 ,Russell 和 Whitehead 的 体系 一 直 是 未 完成 
的 ,并 且 在 很 多 细节 上 是 不 清楚 的 . 后 来 有 许多 工作 是 去 简化 和 
Gin eC. 
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对 整个 逻辑 派 的 观点 ,还 有 一 种 严重 的 批评 . 就 是 :假如 逻辑 
派 的 看 法 是 正确 的 ,那么 全 部 数学 就 是 一 门 纯 形 式 的 .逻辑 演绎 的 
科学 , 它 的 定理 可 以 从 思维 的 规律 得 出 ;而 思维 规律 的 演绎 的 精致 
工作 ,怎么 能 够 表现 像 声 学 .电磁 学 和 力学 这 样 广泛 的 自然 现象 ， 
却 没有 解释 .还 有 ,在 数学 的 创造 中 ,必须 由 知觉 的 或 想象 的 直观 
提供 新 概念 ,这 是 不 是 来 自 经 验 呢 ?不 然 的 话 , 新 的 知识 怎么 会 产 
ERE? 但 是 ,在 《原理 》 中 ,所 有 的 概念 都 化 成 为 逻辑 的 了 . 

逻辑 派 设计 的 形式 化 ,在 任何 真正 的 意义 上 都 显然 没有 表现 
数学 . 它 给 我 们 显示 外 壳 而 不 是 内 核 . Poincare 曾 讯 讽 地 说 过 ( 见 
Foundations of Science ,第 483 TL): “逻辑 派 的 理论 并 非 不 毛 之 
地 ; 它 生 长 矛盾 . "若是 承认 了 层次 论 , 就 不 能 这 样 讲 了 ,但 是 这 种 
层次 论 ,正如 已 指出 过 的 ,是 人 为 的 . Weyl 也 攻击 过 逻辑 主义 ;他 
说 ,这 个 复杂 的 结构 “对 我 们 信仰 力量 的 压制 ,不 下 于 早期 教会 神 
父 和 中 世纪 经 院 哲 学 家 的 教条 ”. 

尽管 有 这 些 批评 ,逻辑 派 的 哲学 还 是 被 不 少数 学 家 承认 了 . 这 
个 Russell- Whitehead 构造 在 另 一 方面 也 作出 了 贡献 , 它 以 完全 符 
号 的 形式 实现 了 逻辑 的 彻底 的 公理 化 ,从 页 大 大 地 推进 了 数理 逻 
辑 这 门 学 科 . 


6. R X 派 

一 群 被 称 为 直观 主义 者 (intuitionist) 的 数学 家 ,对 数学 采取 
了 根本 不 同 的 研究 途径 . 与 逻辑 主义 的 情况 一 样 ,直观 主义 哲学 是 
在 19 世纪 末 创 立 的 ,当时 的 主要 活动 是 数 系 和 几何 的 严密 化 . Fg 
论 的 发 现 刺激 了 它 的 进一步 发 展 . 

第 一 个 直观 主义 者 是 Kronecker, 他 在 19 世纪 70 年 代 和 80 
年 代 中 发 表 了 他 的 看 法 , Kronecker 认为 ,Weierstrass 的 严密 性 含 
有 不 能 接受 的 概念 ,而 Cantor 关于 超 限 数 和 集合 论 的 工作 不 是 数 
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学 而 是 神秘 主义 . Kronecker 情愿 接受 整数 ,因为 它们 在 直观 上 是 
清楚 的 . 它们 “是 神 造 的 ”, 其 他 的 东西 都 是 人 造 的 ,是 可 疑 的 . 他 在 
1887 SER CHC MIS) (Uber den Zahlbegriff) 吕 中 ,表明 了 
某 种 类 型 的 数 ,如 分 数 , 可 以 用 整数 定义 出 来 . 这 样 定义 的 分 数 被 
认为 是 一 种 方便 的 写法 . 他 想 砍 掉 无 理 数 和 连续 函数 的 理论 . 他 的 
理想 是 ,分析 中 的 每 个 定理 都 应 当 可 以 解释 为 ,它们 给 出 只 限于 整 
数 中 间 的 关系 . 

Kronecker 对 数学 很 多 部 分 的 另 一 个 反对 意见 是 ,它们 没有 
给 出 构造 方法 或 判断 准则 ,可 用 有 限 步骤 去 确定 它们 所 研究 的 对 
象 , 定义 应 当 包括 由 有 限 步 骤 所 定义 的 对 象 的 计算 方法 ,而 存在 性 
的 证 明 对 于 要 确立 其 存在 的 那个 量 ,应 当 许 可 计算 到 任意 的 精确 
度 . 代数 学 家 愿意 说 ,一 个 多 项 式 FOE BUB RNC T. ,就 是 可 约 
的 ;在 相反 的 情形 ,就 是 不 可 约 的 . 在 他 的 纪念 文章 《代数 量 的 一 种 
算术 理论 之 基础 》(Grundziige einer arithmetischen Theorie der 
algebraischen Grössen) rf , Kronecker 说 道 :“ 可 约 的 定义 是 没有 
可 靠 的 基础 的 ,除非 给 定 了 一 个 方法 ,用 它 可 以 断定 一 个 函数 是 否 
可 约 的 .” 

还 有 ,虽然 无 理 数 的 几 种 理论 都 对 两 个 实数 a Fb 相等 .或 a 
> 有 或 2>a 给 出 了 定义 ,但 它们 都 未 给 出 在 已 知情 况 中 去 确定 
哪 一 个 成 立 的 判别 法 . 因此 ,Kronecker 反对 这 样 的 定义 ,认为 它 
们 仅仅 是 表面 上 的 定义 . 他 对 无 理 数 的 整个 理论 都 不 满意 . Linde- 
mann 证 明了 是 超越 数 , 有 一 天 他 对 Lindemann 说 “你 对 于 x 
的 美丽 的 研讨 有 什么 用 处 ? 无 理 数 是 不 存在 的 ,为 什么 要 研究 这 
种 问题 呢 ?” 

除去 批评 对 于 仅仅 确立 了 存在 的 那些 量 还 缺少 确定 它们 的 构 
造 程序 以 外 ,Kronecker 本 人 很 少 去 开展 直观 主义 哲学 . 他 曾 尝试 


(Q Jour. für Math. , 101,1887, 337 ~ 355 = Werke, 3,251— 274. 
© Jour. für Math. , 92,1882, 1 ~ 122 = Werke, 2,237— 387, 
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重建 代数 ,但 未 致力 于 重 造 分 析 . Kronecker 在 算术 和 代数 上 做 了 
美好 的 工作 ,但 并 不 符合 他 自己 的 要 求 ,正如 Poincaré 所 说 的 中， 
他 一 时 忘记 了 他 自己 的 哲学 . 

在 Kronecker 那个 时 代 , 没 有 人 支持 他 的 哲学 ,将近 25 年 中 
没有 人 探索 他 的 思想 .可 是 ,在 发 现 了 悖 论 以 后 ,直观 主义 却 复活 
了 ,并 且 成 了 广泛 的 认真 的 运动 . 第 二 个 强 有 力 的 倡导 者 是 
Poincaré. 已 经 提 到 过 ,他 因为 集合 论 产 生 了 悖 论 就 反对 集合 论 . 
他 也 不 承认 逻辑 派 挽 救 数 学 的 计划 . 他 嘲笑 把 数学 葛 基 在 逻辑 上 
的 企图 ,理由 是 数学 将 化 为 无 限 的 同 义 反复 . 他 还 挖苦 (在 他 看 来 
是 ) 高 度 人 为 的 数 的 推导 . 例如 《原理 》 中 把 1 定义 为 a1 3x .a 一 
ix}, Poincaré 嘲讽 地 说 ,这 对 于 从 未 听 说 过 数目 1 的 人 来 说 ,是 
一 个 令 人 赞叹 的 定义 ， 

Poincaré 在 他 的 《科学 与 方法 》( 见 Foundations of Science, 
第 480 页 ) 中 宣称 ， 


逻辑 主义 必须 加 以 修正 ,而 人 们 一 点 也 不 知道 还 有 什么 
东西 可 以 保留 下 来 . 性 需 多 说 ,这 指 的 是 Cantor 主义 和 
讽 辑 主义 ;真正 的 数学 ,总 有 它 实用 的 目的 , 它 会 按照 它 
自己 的 原则 不 断 地 发 展 , 而 不 理会 外 面 狂 烈 的 购 ,并 且 
它 将 一 步 一 步 地 去 追寻 它 惯常 的 胜利 ,这 是 一 定 的 ,并 且 
永远 不 会 停止， 


Poincaré 反对 那 种 不 能 用 有 限 个 词 来 定义 的 概念 . 例如 , 按 选 
择 公理 选 出 来 的 一 个 集合 ,如 果 是 从 超 限 数 个 集合 的 每 一 个 都 需 
要 作 选 取 的 话 , 那 它 就 不 是 真正 被 定义 了 的 , 他 还 争辩 说 ,算术 是 
不 能 由 公理 基础 来 判明 它 是 正确 的 . 我们 的 直观 是 先 于 这 样 一 个 
结构 的 . 尤其 是 数学 归纳 法 , 它 是 一 种 基本 的 直观 ,不 只 是 公理 系 
统 中 的 一 条 有 用 的 公理 . 与 Kronecker 一 样 ,他 坚持 所 有 的 定义 和 


@ Acta Math. , 22,1899,17. 
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证 明 都 必须 是 构造 性 的 . 

他 同意 Russell 的 这 种 看 法 , 即 了 矛盾 的 来 源 是 在 一 个 东西 的 
定义 ,这 个 东西 是 一 些 堆 或 集合 ,其 中 就 包含 所 要 定义 的 那个 东 
西 . 如 所 有 的 集合 所 组 成 的 集合 A, 就 包括 A. 但 A 是 不 能 定义 
的 ,除非 A 的 每 个 元 素 都 已 有 了 定义 ;而 若 A 也 是 一 个 元 素 , 则 定 
义 就 成 为 循环 的 了 . 这 种 说 不 清 的 定义 的 另 一 个 例子 ,是 把 定义 在 
一 个 闭 区 间 上 的 连续 函数 的 极 大 值 (maximurm value) ,定义 为 函 
数 在 这 个 区 间 上 的 最 大 值 (greatest value). 这 样 的 定义 在 分 析 中 
是 常见 的 ,尤其 是 在 集合 论 中 . 

在 Borel, Baire, Hadamard 和 Lebesgue 中 间 往 来 的 信件 
中 由 ,展开 并 讨论 了 对 现时 数学 的 逻辑 状况 的 进一步 批评 . Borel 
支持 Poincaré 关于 整数 不 能 以 公理 为 基础 的 论断 . 他 也 批评 选择 
公理 ,因为 它 需 要 作 不 可 数 的 无 穷 个 选择 ,这 对 于 直观 讲 来 是 不 可 
理解 的 . Hadamard 和 Lebesgue 走 得 更 远 ,宣称 即使 是 可 数 无 穷 
个 相继 的 选择 ,也 并 不 更 直观 一 些 ,因为 它 需 要 无 穷 个 运算 ,而 
这 不 可 能 被 认为 是 确实 可 行 的 . Lebesgue 认为 困难 全 在 于 , 当 人 
们 说 到 某 个 数学 对 象 存在 的 时 候 , 要 知道 它 的 含义 是 什么 . TEX 
择 公理 的 情形 ,他 争论 说 ,如 果 人 们 仅仅 是 “设想 ”了 一 个 选择 的 
方法 ,那么 在 推理 的 过 程 中 这 个 选择 法 就 不 会 改变 吗 ? 即使 是 
在 一 个 集合 中 选 出 一 个 东西 来 ,Lebesgue 坚持 说 ,也 有 同样 的 困 
难 . 因为 我 们 必须 知道 这 个 东西 是 “存在 ”的 ;这 就 是 说 ,我 们 必 
须 把 选取 的 东西 明确 地 指出 来 . CRE, Lebesgue 就 驳斥 了 Cantor 
关于 超越 数 存 在 的 证 明 . Hadamard 指出 ,Lebesgue 的 反对 意见 
将 导致 否定 所 有 实数 组 成 的 集合 的 存在 ,而 Borel 也 得 出 完全 相 
同 的 结论 . 

土 述 直观 主义 者 所 持 的 反对 意见 ,都 是 零散 的 .片断 的 .近代 
直观 主义 的 系统 的 创立 者 是 Brouwer. 和 Kronecker 一 样 ,他 的 许 


D 看 p.294 注 @. 
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多 数学 工作 ,尤其 是 在 拓扑 方面 ,并 不 符合 他 的 哲学 ,但 是 毫 无 疑 
问 ,他 的 见解 是 重要 的 . Brouwer 从 他 的 博士 论文 (On the Foun- 
dations of Mathematics，1907) 起 ,就 开始 建立 直观 的 哲学 . 自从 
1918 年 以 后 ,他 就 在 各 种 期 刊 上 写 文章 来 申 张 论述 他 的 看 法 , 包 
括 1925 年 和 1926 年 的 数学 年 刊 (Mathematische Annalen). 

Brouwer 的 直观 主义 观点 起 源 于 一 种 广泛 的 哲学 . Brouwer 
认为 ,基本 的 直观 是 按时 间 顺 序 出 现 的 感觉 .“ 当 时 间 进 程 所 造成 
的 二 重 性 (twoness) 的 本 体 (subject) ,从 所 有 的 特殊 显 象 中 抽象 出 
来 的 时 候 , 就 产生 了 数学 . 所 有 这 些 二 重 性 的 共同 内 容 所 留 下 来 的 
空洞 形式 [n 到 7 十 1 的 关系 ] 就 变 成 数学 的 原始 直观 ,并 且 由 无 限 
反复 而 造成 新 的 数学 对 象 . ”例如 ,由 无 限 反 复 , 头 脑 就 形成 了 一 个 
接 一 个 的 自然 数 的 概念 . Kant, William R，Hamilton( 在 他 的 《 作 
为 时 间 科 学 的 代数 》 中 ) 及 哲学 家 Arthur Schopenhauer 都 曾经 主 
张 整数 导 源 于 时 间 的 直观 这 种 思想 . 

Brouwer 把 数学 思维 理解 为 一 种 构造 性 的 程序 , 它 建造 自己 
的 世界 ,与 我 们 经 验 的 世界 无 关 , 有 点 像 是 自由 设计 ,只 受到 应 以 
基本 数学 直观 为 基础 的 限制 . 这 个 基本 直观 的 概念 ,不 能 设想 为 像 
公设 理论 中 那 种 不 定义 的 概念 ,而 应 设想 为 某 种 东西 ,用 它 就 可 以 
对 于 出 现在 各 种 数学 系统 中 的 不 定义 的 概念 , 作 直 观 上 的 理解 ,只 
要 它们 在 数学 思维 中 是 确实 有 用 的 . 

Brouwer 坚持 认为 :“ 数 学 的 基础 只 可 能 建立 在 这 个 构造 性 的 
程序 上 , 它 必须 细心 地 注意 有 哪些 论点 是 直观 所 容许 的 ,哪些 不 
是 . "数学 概念 媒 进 入 们 的 头脑 是 先 于 语言 .未 辑 和 经 验 的 . 决定 概 
念 的 正确 性 和 可 接受 性 的 ,是 直观 ,而 不 是 经 验 和 逻辑 . 当然 必须 
记 住 ,这些 关 于 经 验 的 作用 的 言论 ,是 在 哲学 的 意义 上 ,而 不 是 在 
历史 的 意义 上 来 讲 的 . 

对 于 Brouwer, 数 学 的 对 象 是 从 理智 的 构造 得 来 的 ,其 中 基本 
的 数目 1, 2, 3, … 提 供 了 这 种 构造 的 原型 . 从 nn 到 十 1 这 一 步骤 


N 312 第 51 章 数学 基础 


的 空洞 形式 的 无 限 反 复 的 可 能 性 ,导致 无 穷 集合 . 但是, Brouwer 
的 无 穷 是 Aristotle 的 潜 无 穷 ;而 近代 数学 ,如 Cantor 所 奠定 的 ， 
则 广泛 地 运用 实 无 穷 的 集合 ,它们 的 元 素 是 “一 下 子 ” 就 都 出 现 了 . 

属于 直观 派 (intuitionist school) 的 Weyl, 在 联系 到 无 穷 集合 
的 直观 主义 的 概念 时 ,说 道 : 


Ue 数目 的 序列 , 它 会 增长 超过 任何 一 个 已 经 达到 的 阶 
Ree "EE — ROT o OP ENT E PEE o XR E ICT ASB 
的 状态 中 ,并 不 是 一 个 本 来 就 存在 着 的 封闭 王国 . 我 们 盲 
目地 把 一 个 转换 成 男 一 个 ,这 才 是 我 们 的 困难 (包括 那些 
矛盾 ) 的 真正 根源 一 一 这 是 比 Russell 的 恶性 循环 原理 
所 指出 的 更 为 基本 的 根源 . Brouwer 启 开 了 我 们 的 眼睛 ， 
使 我 们 看 到 :在 信仰 超越 一 切 人 类 所 能 实现 的 可 能 性 的 
绝对 中 ,培育 起 来 的 经 典 数学 走 过 头 了 , 它 的 言论 离开 以 
显然 性 为 基础 的 真实 意义 和 真理 有 多 人 么 远 . 


数学 直观 的 世界 与 因果 感觉 的 世界 是 对 立 的 . 用 以 理解 日 党 
事物 的 语言 ,是 属于 因果 世界 的 ,而 不 属于 数学 . 词 或 词语 的 连结 
是 用 来 交流 真理 的 . 语言 用 符号 和 声音 来 引起 人 们 头脑 中 思想 的 
AK 但 是 思维 永远 不 可 能 完全 符号 化 . 这 些 话 对 于 数学 语言 , 包 
括 符号 语言 在 内 ,也 是 对 的 . 数学 思想 是 独立 于 它 的 语言 外 衣 的 ， 
而 事实 上 要 比 它 丰富 得 多 . 

逻辑 是 属于 语言 的 . 它 提供 一 套 法 则 ,用 以 导出 更 多 的 词语 连 
接 ,这 也 是 为 了 交流 真理 的 . 但 是 ,这 些 真理 在 它们 还 没有 被 经 验 
时 并 不 是 真理 ,也 不 能 保证 它们 是 能 够 被 经 验 到 的 . 逻辑 并 不 是 揭 
露 真理 的 可 靠 工具 ,用 别 的 方法 不 能 得 到 的 真理 ,逻辑 也 一 样 地 不 
能 推导 出 来 . 逻辑 的 原则 是 在 语言 中 归纳 地 观察 到 的 规律 性 . 它们 
是 运用 语言 的 一 种 手段 ,或 者 说 ,它们 是 语言 的 表现 理论 . 数学 中 
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最 重要 的 进展 都 不 是 由 于 要 把 逻辑 形式 完美 化 而 得 到 的 ,而 是 由 
于 基本 理论 本 身 的 变革 .是 逻辑 依靠 数学 , 而 不 是 数学 依靠 逻辑 . 

因为 Brouwer 不 承认 任何 先 验 的 不 可 违反 的 逻辑 原则 ,他 就 
不 承认 从 公理 推出 结论 的 这 种 数学 工作 . 数学 并 不 是 非 遵 从 逻辑 
的 规律 不 可 ,由 于 这 个 原因 , 悖 论 并 不 要 紧 , 纵 然 是 我 们 接受 了 这 
些 人 迟 论 所 纠缠 着 的 数学 概念 和 构造 也 不 要 紧 . 当然 ,如 我 们 将 要 看 
到 的 ,直观 主义 者 是 不 会 全 部 接受 这 些 概 念 和 证 明 的 . 

Weyl 这 样 阐述 逻辑 的 作用 : 


按照 他 的 [Brouwer 的 看 法 和 历史 的 研究 ,经 典 钠 辑 是 
从 有 限 集合 和 它们 的 子 集 的 数学 抽象 出 来 的 …… 人 们 忘 
记 了 这 个 有 限 的 来 源 , 后 来 就 错误 地 把 敢 辑 看 作 是 高 于 
并 且 先 于 全 部 数学 的 某 种 东西 ,而 终于 没有 根据 地 把 它 
应 用 到 无 穷 集 合 的 数学 上 去 了 . 这 就 是 集合 论 的 昔 落 和 
原罪 , 它 正 因 此 而 受到 自 相 矛盾 的 无 罚 .使 人 惊奇 的 并 不 
是 这 种 矛盾 的 暴露 ,而 是 它 在 事情 发 展 到 这 样 晚 的 阶段 
才 暴 露出 来 . 


在 逻辑 领域 里 有些 事 是 清楚 的 ,直观 上 可 以 接 爱 的 逻辑 原则 
或 程序 ,可 以 用 来 从 旧 的 定理 去 断定 新 的 定理 . 这 些 原则 是 基本 数 
学 直观 的 一 部 分 . 可 是 ,并 非 所 有 的 逻辑 原则 对 于 基本 直观 都 是 可 
接受 的 ,对 于 自从 Aristotle 以 来 就 一 直 被 承认 了 的 东西 ,必须 持 
批判 的 态度 . 因为 数学 家 们 把 这 些 Aristotle 的 规律 用 得 很 随便 ， 
他 们 就 招致 自 相 了 矛盾 .所 以 ,直观 主义 者 就 去 分 析 , 有 哪些 逻辑 原 
则 是 可 以 容许 的 ,以 使 通常 的 逻辑 符合 于 正确 的 直观 ,并 且 把 它 恰 
当地 表示 出 来 . 

作为 逻辑 原则 被 用 得 太 随便 了 的 一 个 独特 的 例子 ,Brouwer 


Q Amer. Math. Monthiy, 53,1946, 2 ~ 13 = Ges. Abh. , 4,268~279. 


M 314 第 51 章 数学 基础 


举 出 了 排 中 律 . 这 条 原则 是 , 它 肯 定 每 一 名 有 意义 的 话 不 是 真 的 
就 是 假 的 , 它 是 间接 证 明 方 法 的 根本 . 在 历史 上 它 起 源 于 推理 在 
有 穷 集 合 的 子 集 上 的 应 用 ,并 且 是 由 此 抽象 出 来 的 . 后 来 它 就 被 
认为 是 一 条 独立 的 先 验 的 原则 ,并 且 没 有 根据 地 应 用 到 无 穷 集 
合 上 去 了 . 对 于 有 穷 集 合 ,可 以 用 逐个 检查 的 办 法 来 断定 ,是 否 
所 有 的 元 素 都 共有 某 一 性 质 P, 但 是 这 个 办 法 对 于 无 穷 集合 就 
不 再 是 可 能 的 了 . 人 们 可 能 碰巧 知道 无 穷 集合 的 某 个 元 素 没 有 
这 个 性 质 , 也 可 能 由 集合 的 构造 就 能 知道 ,或 能 够 证 明 , 它 的 每 
一 个 元 素 都 具有 这 个 性 质 , 无 论 如 何 ,总 不 能 用 排 中 律 来 证 明 这 
个 性 质 是 成 立 的 . 

因此 ,如 果 有 人 证 明了 ,在 某 个 无 穷 集合 中 ,并 不 是 所 有 的 元 
素 都 具有 某 一 性 质 ,那么 Brouwer 就 反对 要 由 此 作 结 论说 , 至少 
有 一 个 元 素 没有 这 个 性 质 . 这 样 ,从 否定 a* = bY 对 所 有 的 数 都 成 
立 , 直 观 主义 者 就 不 作 这 样 的 结论 ,说 存在 a 和 5 f at AD. fà 
果 , 很 多 存在 性 的 证 明 都 不 为 直观 主义 者 所 接受 . 排 中 律 可 以 用 于 
这 样 的 情形 ,其 中 的 结论 可 以 经 过 有 限 个 步骤 达到 . 例如 ,来 断定 
一 本 书 是 否 包含 印刷 错误 的 问题 . 在 另外 一 些 情形 ,直观 主义 者 否 
认 疡 定 的 可 能 性 . 

对 排 中 律 的 否认 ,产生 了 新 的 可 能 性 一 一 不 可 断定 的 命题 . 对 
于 无 穷 集合 ,直观 主义 者 主张 还 有 第 三 种 状况 , 即 可 以 有 这 样 的 命 
题 , 既 不 是 可 以 证 明 的 ,也 不 是 不 可 以 证 明 的 . 作为 这 种 命题 的 一 
个 例子 ,我 们 定义 x 在 十 进位 展开 中 的 第 个 位 置 为 第 一 个 零 的 
位 置 ,在 它 的 后 面 跟 着 1]，… ,9 这 些 数 . Aristotle 的 逻辑 说 ,k 或 
者 存在 或 者 不 存在 ,而 数学 家 就 跟着 Aristotle 在 这 两 种 可 能 性 的 
基础 上 去 进行 论证 . Brouwer 就 反对 所 有 这 样 的 论证 ,因为 我 们 并 
不 知道 我 们 是 否 能 够 证 明 , 它 或 者 存在 或 者 不 存在 . 因而 所 有 关于 
数目 上 的 推理 都 为 直观 主义 者 所 排斥 . 这 样 就 有 了 明明 白 日 的 数 
学 问题 ,它们 在 数学 公理 条 文 的 基础 上 ,是 永远 得 不 到 解决 的 . 这 
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种 问题 对 于 我 们 来 说 ,似乎 是 可 以 断定 的 ;但 是 我 们 所 以 期 望 它们 
必 能 断定 的 根据 ,实际 上 只 不 过 是 它们 牵涉 着 数学 的 概念 , 

对 于 直观 主义 者 认为 在 数学 探讨 中 是 合法 的 概念 ,他 们 坚持 
要 有 构造 性 的 定义 . 对 于 Brouwer 以 及 所 有 的 直观 主义 者 ,说 无 
穷 是 存在 的 , 它 的 意思 就 是 说 ,人 们 总 可 以 找到 一 个 有 穷 的 集合 大 
于 给 定 的 一 个 . 要 讨论 任何 其 他 类 型 的 无 穷 , 直 观 主义 者 就 要 求 给 
出 构造 的 方法 或 有 限 个 步骤 的 定义 . 这 样 ,Brouwer 就 排斥 了 集合 
论 中 的 集合 (aggregates). 

可 构造 性 的 要 求 是 另 一 个 根据 ,用 以 排斥 任何 这 样 的 概念 ,其 
存在 是 由 间接 推理 来 确立 的 , 即 其 论证 是 由 不 存在 导出 矛盾 . 即使 
不 考虑 这 种 存在 性 的 证 明 要 用 到 应 该 反对 的 排 中 律 这 一 点 ,直观 
主义 者 对 于 这 种 证 明 还 是 不 能 满意 ,因为 他 们 对 于 要 确立 其 存在 
的 那个 对 象 要 求 一 个 构造 性 的 定义 . 这 个 构造 性 的 定义 必须 由 有 
限 个 步 又 可 以 确定 到 任何 需要 的 精确 度 . Euclid 关于 存在 无 限 多 
个 质数 的 证 明 ( 第 4 章 第 7 节 ) 就 不 是 构造 性 的 ; 它 没 有 提供 确定 
第 nn 个 质数 的 方法 . 因而 是 不 能 接受 的 . 还 有 ,如 果 人 们 只 是 证 明 
了 满足 r +y =" 的 整数 z, y, zn 的 存在 ,直观 主义 者 就 不 
会 接受 这 个 证 明 . 男 一 方面 ,质数 的 定义 是 构造 性 的 ,因为 它 可 以 
用 来 以 有 限 个 步骤 去 确定 一 个 数 是 否 为 质数 . 坚持 构造 性 的 定义 ， 
尤其 适用 于 无 穷 集合 . 由 选择 公理 用 于 无 穷 多 个 集合 而 造成 的 集 
f ,是 不 能 接受 的 . 

Weyl 曾 对 于 非 构 造 性 的 存在 证 明说 过 (Philosophy of 
Mathematics and Natural Science, p. 51), 他 们 对 世 入 宣称 ,有 某 
一 个 珍宝 是 存在 的 ,但 是 没有 泄露 它 在 什么 地 方 . 通过 公设 法 作出 
的 证 明 ,不 能 代替 构造 而 不 失掉 它 的 意义 和 价值 . 他 还 指出 ,主张 
直观 主义 哲学 ,就 意味 着 要 放弃 经 典 分 析 的 存在 性 定理 , 例如 
Weierstrass-Bolzano 定理 . 一 个 有 界 的 单调 的 实数 集合 不 必 有 一 
个 极限 . 对 于 直观 主义 者 ,如 果 一 个 实 变 函 数 按照 他 们 的 意思 是 存 
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在 的 ,那么 根据 这 个 事实 它 就 是 连续 的 . 超 限 归纳 法 及 其 在 分 析 上 
的 应 用 ,以 及 Cantor 理论 的 大 部 分 ,都 被 彻底 地 谴责 了 . 分 析 ， 
Weyl 说 ,是 建立 在 沙滩 上 ， 

Brouwer 和 他 的 学 派 并 不 局 限于 批判 ,他 们 曾 力 图 在 他 们 所 
接受 的 构造 的 基础 上 去 建立 一 种 新 的 数学 . 他 们 已 经 成 功 地 把 微 
积分 带 着 它 的 极限 程序 拯救 出 来 了 ,但 是 他 们 的 构造 是 很 复杂 的 . 
他 们 还 重新 构造 了 代数 和 几何 的 初等 部 分 . 和 Kronecker 不 同 ， 
Weyl 和 Brouwer 承认 几 种 无 理 数 . 显然 ,直观 主义 者 的 数学 根本 
不 同 于 数学 家 们 在 1900 年 以 前 几乎 普遍 接受 的 数学 . 


LÉ X K 

数学 的 第 三 种 主要 的 哲学 , 称 为 形式 派 ({ormalist school), € 
的 领导 人 是 Hilbert. 他 从 1904 年 开始 从 事 于 这 种 哲学 工作 . 他 在 
那 时 的 动机 是 ,给 数 系 提 供 一 个 不 用 集合 论 的 基础 ,并 且 确 立 算术 
的 相 容 性 . 因为 他 自己 对 于 几何 的 相 容 性 的 证 明 已 约 化 成 算术 的 
相 容 性 ,算术 的 相 容 性 就 成 了 一 个 没有 解决 的 关键 性 间 题 . 他 还 曾 
企图 去 战胜 Kronecker 的 必须 扫 掉 无 理 数 的 论点 , Hilbert 接受 了 
实 无 穷 并 且 称 赞 了 Cantor 的 工作 (第 41 章 第 9 节 ). 他 想 要 保住 
7558 ,保住 纯粹 存在 性 的 证 明 , 以 及 像 最 小 上 界 这 样 一 些 概 念 ,其 
定义 似乎 是 循环 的 . 

在 1904 年 的 国际 数学 会 议 上 2, Hilbert 提出 一 篇 文章 论述 
他 的 观点 .有 15 年 他 都 没有 再 做 这 个 题目 ;后 来 ,由 于 要 回答 直观 
主义 者 对 经 典 分 析 的 批评 ,他 才 开 始 研究 基础 问题 ,并 且 在 他 后 来 
的 科学 事业 中 一 直 继 续 这 方面 的 工作 . 他 在 20 世纪 20 年 代 发 表 
了 几 篇 关键 性 的 文章 . 他 的 观点 逐渐 地 获得 一 些 人 的 支持 . 


(D Proc. Third Internat. Congress of Math. , Heidelberg, 1904, 174 ~ 185 = 
Grundlagen der Geom, ,第 7 版 ,247 一 261; 英 译文 在 Monist, 15,1905,338— 352. 
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他 们 成 熟 的 哲学 包含 着 很 多 学 说 . 与 这 种 新 倾向 一 致 , 即 数学 
的 任何 基础 都 必须 注意 到 逻辑 的 作用 ,形式 派 主 张 逻辑 必须 和 数 
学 同时 加 以 研究 . 数学 有 好 些 个 部 门 , 每 一 部 门 都 有 它 自 己 的 公理 
基础 . 它 必定 包含 着 逻辑 的 和 数学 的 概念 与 原则 . 逻辑 是 一 种 记号 
语言 , 它 把 数学 的 语句 表达 成 公式 ,并 且 用 形式 的 程序 表示 推理 ， 
公理 仅仅 表示 从 公式 得 到 公式 的 法 则 , 所 有 的 记号 和 运算 符号 在 
内 容 上 都 与 它们 的 意义 无 关 . 这 样 ,所 有 的 含义 都 从 数学 符号 上 消 
除了 . Hilbert 在 他 的 1926 年 的 文章 也 中 说 ,数学 思维 的 对 象 就 是 
符号 本 身 . 符号 就 是 本 质 ; 它 们 并 不 代表 理想 的 物理 对 象 . 公式 可 
能 蕴涵 着 直观 上 有 意义 的 叙述 ,但 是 这 些 涵义 并 不 属于 数学 . 

Hilbert 把 排 中 律 保留 下 来 ,因为 分 析 需 要 它 . hit: “禁止 
数学 家 用 排 中 律 ,就 像 禁 止 天 文学 家 用 望远镜 或 拳师 用 拳 一 样 .” 
因为 数学 只 讨论 符号 的 表达 式 , 全 部 Aristotle 逻辑 的 法 则 都 可 以 
用 在 这 些 形式 表达 式 上 . 在 这 个 新 的 意义 上 ,无 穷 集 合 的 数学 是 可 
能 的 . RA, Hilbert 希望 ,避免 公开 使 用 “一 切 (all)" 这 个 词 就 可 以 
避免 悖 论 ， 

要 用 公式 去 表示 逻辑 的 公理 , Hilbert 引进 了 一 组 符号 ,来 代 
表 这 样 -一些 概念 和 关系 ,如 “并 且 (and)”“ 或 者 (or)7 “HE 
(negation)"”“ 存 在 (there exists)" 等 等 . 8E 7537 RMR TS E 
辑 ) 已 经 被 发 展 了 (为 了 别 的 目的 ), 因 而 Hilbert 说 ,他 手头 上 已 
经 有 了 他 需要 的 东西 . 所 有 上 述 的 符号 都 是 构造 理想 表达 式 ( 即 公 
OB m. 

为 了 处 理 无 穷 ,除了 通常 的 没有 争议 的 公理 外 , Hilbert 用 到 
超 限 公理 


(D Math. Ann. , 95,1926, 161 ~ 190 = Grundlagen der Geometrie , 第 7 版 ,262 
— 288. Æ p. 319 EOD. 
@ Weyl, Amer. Math. Soc. Bull, , 50,1944, 637 = Ges. Abh. , 4,157. 
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A(rA) — A(a). 

他 说 它 的 意思 是 : 若 谓词 A 适合 于 标准 对 象 r4 , 它 就 适合 于 每 一 

个 对 象 a. 例如 ,假使 A 代表 腐败 ,如 果 Aristides the Just(it 35 B 

大 政治 家 Aristides ,被 尊称 为 the Just) 是 标准 的 并 且 是 腐败 的 ， 

那么 每 个 人 都 是 腐败 的 . 

数学 证 明 是 由 这 样 的 程序 组 成 的 ;肯定 一 个 公式 ;肯定 这 个 公 
式 萄 涵 着 另 一 个 公式 ;肯定 这 第 二 个 公式 . 一 系列 这 样 的 步骤 ,其 
中 所 肯定 的 公式 或 蕴涵 关系 都 是 前 面 的 公理 或 结论 ,这 就 构成 了 
一 个 定理 的 证 明 . 还 有 一 个 许可 的 运算 ,就 是 用 一 个 符号 去 替换 另 

个 或 一 组 符号 . 这 样 ,公式 的 推导 就 是 ,把 操作 符号 的 法 则 运用 
于 以 前 已 经 建立 了 的 公式 上 去 . 

一 个 命题 是 真 的 ,必须 且 只 须 它 是 这 样 一 串 命题 的 最 后 一 个 ， 
其 中 每 一 个 命题 ,或 者 是 形式 系统 的 一 条 公理 ,或 者 是 由 一 条 推导 
法 则 所 导出 的 命题 . 每 个 人 都 可 以 验证 ,一 个 给 定 的 命题 是 不 是 可 
以 由 一 申 适 当 的 命题 得 出 来 . 这 样 ,按照 形式 主义 的 观点 ,真理 各 
严密 就 是 确定 的 和 客观 的 . 

于 是 对 于 形式 主义 者 来 说 ,数学 本 身 就 是 一 堆 形式 系统 ,各 自 
建立 自己 的 逻辑 ,同时 建立 自己 的 数学 ;各 有 自己 的 概念 ,自己 的 
公理 ,自己 的 推导 定理 的 法 则 (如 关于 相等 和 替代 的 法 则 ) ,以 及 自 
己 的 定理 . 把 这 些 演 绎 系统 的 每 一 个 都 开展 起 来 ,就 是 数学 的 任 
务 .数学 就 不 成 为 关于 什么 东西 的 一 门 学 科 , 而 是 一 堆 形 式 系统 ， 
在 每 一 个 系统 中 ,形式 表达 式 都 是 用 形式 变换 从 男 一 些 表 达 式 得 
到 的 . Hilbert 的 方案 中 ,关于 数学 本 身 的 部 分 ,就 是 这 些 . 

然而 我 们 现在 必须 问 ,这 些 推 导 是 不 是 就 没有 矛盾 呢 ? 这 是 
未 必 能 在 直观 上 看 出 来 的 . 但 是 要 证 明 没有 矛盾 ,只 须 证 明 我 们 永 
远 不 会 得 出 1 = 2 这 个 形式 的 语句 . (因为 由 逻辑 的 一 个 定理 , 任 
何 别 的 假 命题 都 荔 涵 着 这 个 命题 ,我 们 只 考虑 这 一 个 就 够 了 . ) 

Hilbert 和 他 的 学 生 Wilhelm Ackermann(1896—1962) , Paul 
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Bernays(1888 一 1977) 和 von Neumann 在 1920 一 1930 年 间 逐 步 
地 开展 了 所 谓 的 Hilbert 的 Berveistheorie[ 证 明 论 ] 或 元 数学 (me- 
ta-mathematics) , 这 是 确立 任何 形式 系统 的 相 容 性 的 一 个 方法 . Hil- 
bert 提议 ,在 元 数学 中 要 用 一 种 特殊 的 逻辑 , 它 应 该 是 基本 的 ,并 且 
是 没有 异议 的 . 它 使 用 一 种 普遍 承认 的 具体 而 有 限 的 推理 ,很 接近 
于 直观 主义 的 原则 . 不 使 用 那些 有 争议 的 原则 ,诸如 由 子 盾 去 证 明 
存在 , 超 限 归纳 ,以 及 选择 公理 . 存在 性 证 明 必 须 是 构造 性 的 . 因为 
一 个 形式 系统 可 以 是 没有 尽头 的 ,元 数学 必须 接纳 这 样 一 些 概念 和 
问题 ,它们 牵连 着 至 少 是 潜 无 穷 的 系统 . 但 是 ,只 能 使 用 有 限 性 的 证 
明 方 法 . 不 能 涉及 到 公式 的 无 穷 多 个 结构 性 质 或 无 穷 多 个 公式 操作 . 

现在 大 部 分 经 典 数学 的 相 容 性 ,都 能 够 化 归 到 自然 数 的 算术 
(数论 ) 的 无 了 矛盾 性 ,犹如 这 个 理论 大 多 概括 在 Peano 公理 中 ;或 者 
化 归 到 一 种 相当 丰富 的 集合 论 , 足 以 给 出 Pean 公理 . 因此 ,自然 
数 的 算术 的 无 矛盾 性 就 成 了 注意 的 中 心 . 

Hilbert 利他 的 学 派 ,确实 证 明了 一 些 简单 形式 系统 的 无 矛盾 
性 ,并 且 他 们 相信 他 们 就 将 实现 证 明 算 术 和 集合 论 的 无 矛 导 性 这 
个 目标 了 . 他 在 《 论 无 限 》(Uber das Unendliche)—X Op iii , 


在 几何 学 和 物理 理论 中 ,无 矛盾 性 的 证 明 是 通过 把 它 化 
归 到 算术 的 无 矛盾 性 来 完成 的 , 这 个 方法 明显 地 不 能 用 
于 对 算术 本 身 的 证 明 . 因为 我 们 的 证 明 论 …… 使 得 这 最 
后 一 步 成 为 可 能 , 它 就 构成 数学 结构 的 不 可 缺少 的 基石 ， 
而 尤其 值得 注意 的 是 ,我 们 已 经 受过 两 次 事件 一 一 首先 
是 在 微 积 分 的 蛋 论 中 ,后 来 是 在 集合 论 的 悖 论 中 一 在 
数学 的 领域 中 不 会 再 发 生 了 . 


(D Math, Ann. , 95,1926, 161 ~ 190 = Grundlagen der Geometrie , 第 7 版 ,262 
— 288. 英 译文 见于 Paul Benacerraf and Hilary Putnam: Philosophy of Mathematics , 
134~181, Prentice-Hall, 1964. 
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但 是 随后 Kurt G56del(1906 一 1978) 上 场 了 . Godel 的 第 一 篇 
主要 文章 是 《 论 数 学 原理 (Principia Mathematica ) 一 书 中 的 形式 
上 不 可 断定 的 命题 以 及 有 关系 统 I )(Über formal unentscheid- 
bare Sätze der Principia Mathematica und verwandter Systeme 
I )®. AXE Godel 证 明了 ,包含 着 通常 逻辑 和 数论 的 一 个 系统 
的 无 矛盾 性 是 不 可 能 确立 的 ,如 果 人 们 只 限于 运用 在 数论 系统 中 
可 以 形式 表 出 的 概念 和 方法 . 实际 这 就 是 说 ,数论 的 相 容 性 用 元 数 
学 所 容许 的 狭义 逻辑 是 不 可 能 确立 的 . 对 于 这 个 结果 ,Weyl 说 道 : 
上 带 是 存在 的 ,因为 数学 没有 矛盾 ;魔鬼 也 是 存在 的 ,因为 我 们 不 
能 证 明 这 无 矛盾 性 . 

EIR Godel 的 结果 ,是 他 的 更 为 惊人 的 结果 的 一 个 推论 . 这 个 
主要 结果 (G6del 的 不 完备 性 定理 (incompleteness theorem) ) dL MY 
是 ,如 果 一 个 足以 容纳 数论 的 形式 理论 工 是 无 矛盾 的 ,并 且 算 术 
的 形式 系统 的 公理 都 是 了 的 公理 或 定理 ,那么 工 就 是 不 完备 的 . 
这 就 是 说 ,有 这 样 一 个 数论 的 语句 S, 使 S 和 非 S 都 不 是 这 个 理论 
的 一 个 定理 . 因为 S XE S 总 有 一 个 是 真 的 ;于 是 就 有 了 一 个 数 
论 的 语句 , 它 是 真 的 又 是 不 可 证 明 的 . 这 个 结果 适用 于 Russell- 
Whitehead 系统 ,Zermelo-Fraenkel 系统 ,以 及 Hilbert 的 数论 公 
理化 . 这 是 有 点 讽刺 意味 的 , Hilbert 在 1928 年 波 洛 尼 亚 (Bolo- 
gna) 国 际 数学 会 上 的 讲话 中 (看 p. 321 注 ) 曾 批评 过 先前 通过 范 
Ws pk fF EIS Sc ERED, MRA ACN ARE TBA. 实 
际 上 这 些 先前 的 证 明 牵 涉 到 包含 着 自然 数 的 系统 ,它们 被 夭 认 
为 正确 的 ,仅仅 是 因为 集合 论 还 没有 被 公理 化 ,是 在 朴素 的 基础 
上 使 用 的 . 

不 完备 性 的 不 足 之 处 就 在 于 ,形式 系统 还 不 足以 用 来 证 明 所 
有 在 系统 中 可 以 作出 的 判断 . 损伤 更 兼 届 辱 ,系统 中 存在 着 这 样 的 
判断 ,它们 是 不 可 断定 的 ,但 在 直观 上 又 是 真 的 . 不 完备 性 是 不 能 


(D Monatshefte für Mathematik und Physik ,38,1931,173~198; 看 参考 书目 . 
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由 添加 S 或 一 S 作为 公理 来 补救 的 ,因为 Gödel 证 明了 ,包括 着 数 
论 的 任何 系统 都 必定 含有 不 可 断定 的 命题 . 这 样 ,尽管 Brouwer 
已 经 弄 清 楚 了 ,直观 上 明确 的 东西 不 及 数学 上 证 明了 的 东西 多 ; 
Godel 却 证 明了 ,直观 的 正确 会 超过 数学 的 证 明 . 

Gödel 定理 的 一 个 涵义 是 ,不 仅 是 数学 的 全 部 ,其 至 是 任何 一 
个 有 意义 的 分 支 也 不 能 用 一 个 公理 系统 概括 起 来 ,因为 任何 这 样 
的 公理 系统 都 是 不 完备 的 . 存在 着 这 样 的 语句 , 它 的 概念 属于 这 个 
系统 , 它 不 能 在 系统 之 内 证 明 出 来 ,但 是 却 可 以 用 非 形式 的 论证 来 
证 明 它 是 真 的 ,事实 上 是 用 元 数学 的 逻辑 . 公理 化 的 成 就 是 有 限度 
的 ,这 个 涵义 与 19 世纪 末 的 这 种 看 法 形成 了 尖锐 的 对 比 , 即 数学 ， 
与 公理 化 了 的 各 分 支 的 总 和 具有 相同 的 广度 . Godel 的 结果 给 了 
内 涵 公 理化 (comprehensive axiomatization ) 一 个 致命 的 打击 , 公 
理 方法 的 这 个 缺陷 本 身 并 不 是 一 个 矛盾 ,但 却 是 可 惊 的 ,因为 数学 
家 曾经 期 望 任何 一 个 真 的 语句 一 定 会 在 某 个 公理 系统 的 框架 中 确 
立 起 来 . 当然 ,上 述 的 论点 并 不 排除 新 的 证 明 方 法 的 可 能 性 ,这 种 
新 方法 将 超出 Hilbert 元 数学 所 容许 的 范围 . 

Hilbert 并 不 信服 这 些 打 击 摧毁 了 他 的 计划 . 他 争辩 说 ,即使 
要 用 到 形式 系统 以 外 的 一 些 概念 ,它们 仍 可 以 是 有 限 的 ,并 且 在 直 
观 上 是 具体 的 ,因而 是 可 以 接受 的 . Hilbert 是 一 个 乐观 主义 者 ,他 
对 人 类 的 推理 和 理解 的 能 力 有 无 限 的 信心 ,他 在 1928 年 国际 会 
议 D 上 所 作 的 讲话 中 曾经 断言 :“…… 对 于 数学 的 理解 是 没有 界限 
的 ,…… 在 数学 中 没有 Ignorabimus[ 不 可 知 ]; 更 确切 地 说 ,我 们 
总 是 能 够 回答 有 意义 的 问题 的 ,…… 我 们 的 理智 并 不 具有 任何 秘 
密 的 技术 , 它 只 是 按照 十 分 确定 的 并 且 是 可 以 说 明白 的 法 则 行事 ， 
这 些 法 则 就 是 它 的 判断 的 绝对 客观 性 的 保证 , "每 个 数学 家 ,他 说 ， 
都 会 同样 深信 ,任何 确定 的 数学 问题 总 是 可 以 解决 的 . 这 种 乐观 主 


(D Atti Del Congresso. Internazionale Dei Matematici , J, 185 ~ 141 = 
Grundlagen der Geometrie , $ 7 版 ,313 一 323. 
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义 给 他 以 勇气 和 力量 ,但 却 阻止 他 去 了 解 可 能 有 不 可 断定 的 数学 
问题 . 

形式 主义 的 计划 ,不 管 成 功 与 否 ,对 于 直观 主义 者 都 是 不 能 接 
受 的 . Brouwer 在 1925 年 冲击 了 形式 主义 者 中 . 他 说 ,公理 化 的 办 
法 ,形式 主义 的 办 法 ,当然 都 会 避免 了 矛盾 ,但 是 用 这 种 办 法 不 会 得 
到 有 数学 价值 的 东西 . 一 个 错误 的 理论 ,即使 没有 因 了 矛盾 而 告终 ， 
也 仍然 是 错误 的 ,正如 一 种 罪行 ,不 论 法 庭 是 否 禁止 都 是 有 罪 的 , 
他 还 讽刺 地 说 ;"“ 数 学 的 严密 在 哪里 ,对 这 个 问题 ,这 两 派 给 出 不 同 
的 回答 . 直观 主义 者 说 ,是 在 人 类 的 理智 中 ;形式 主义 者 说 ,是 在 纸 
E.” Weyl 也 攻击 过 Hilbert 的 计划 .“Hilbert 的 数学 或 许 是 一 种 
美妙 的 公式 游戏 ,甚至 比 下 棋 更 好 玩 ;但 是 它 与 认识 毫 无 关系 , 因 
为 那 是 公认 的 , 它 的 公式 并 不 具有 可 借以 表示 直观 真理 的 那 种 实 
在 意义 . ”为 保卫 形式 主义 哲学 ,可 以 指出 ,把 数学 化 成 没有 意义 的 
公式 ,其 目的 只 在 于 要 证 明 相 容 性 ,完备 性 ,以 及 其 他 的 性 质 . 至 于 
数学 作为 一 个 整体 ,即使 形式 主义 者 也 反对 说 它 仅 仅 是 一 种 游戏 
的 这 种 思想 ;他 们 认为 它 是 一 种 客观 的 科学 . 

Hilbert 也 反 过 来 攻击 Brouwer 和 Weyl, 说 他 们 想 要 扔 掉 他 
们 所 不 喜欢 的 每 一 件 东 西 ,并 且 专 横 傲慢 地 颁布 一 道 禁 令 @. 他 称 
直观 主义 是 对 科学 的 一 种 背叛 . (可 是 在 他 的 元 数学 中 ,他 却 把 自 
己 局 限于 直观 上 明确 的 钦 辑 原则 . ) 


8. 一 些 新 近 的 发 展 
对 基础 的 根本 问题 所 提出 的 解答 ~ 一 -集合 论 的 公理 化 、 腔 辑 
主义 、 直 观 主 义 或 形式 主义 一 一 都 没有 达到 目的 ,没有 对 数学 提供 


@ Jour. für Math. , 154,1925,1. 
@ Abh. Math. Seminar der Hamburger Univ. , 1,1922, 157 ~ 177 = Ges. 
Abh. , 3,157~177. 
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一 个 可 以 普遍 接受 的 途径 . 在 Godel 1931 年 的 工作 以 后 的 发 展 ， 
也 没有 在 实质 上 改变 这 种 状况 . 可 是 ,有 些 动态 和 结果 是 值得 一 提 
的 . 有 些 人 对 数学 建立 了 妥协 的 途径 ,兼备 两 个 根本 学 派 的 特色 . 
另 一 些 人 ,特别 是 Gerhard Gentzen(1909—1945) , Hilbert 学 派 的 
— Ba, BURR f Hilbert 元 数学 中 对 证 明 方 法 的 限制 ,例如 ,设法 用 
超 限 归纳 (对 超 限 数 进行 归纳 ) 去 确立 数论 和 分 析 的 一 些 受 到 限制 
的 部 分 的 相 容 性 中 . 

在 其 他 有 意义 的 结果 中 ,有 两 个 特别 值得 提 到 . 在 《选择 公理 
和 广义 连续 统 假设 二 者 与 集合 论 公理 的 相 容 性 》( The Consistency 
of the Axiom of Choice and of the Generalized Continuum H y- 
pothesis with the Axioms of Set Theory, 1940, 5 1T hk ,1951), 
Gödel 证 明了 ,如果 Zermelo-Fraenkel 公理 系统 在 除去 选择 公理 
后 是 相 容 的 ,那么 加 上 这 条 公理 以 后 这 个 系统 也 是 相 容 的 ;这 就 是 
说 ,这 条 公理 是 不 能 反 证 的 . 同样 ,连续 统 假设 ( 它 说 的 是 没有 基数 
HEF VS, 与 2% 之 间 ) 与 Zermelo-Fraenkel 系统 (除去 选择 公理 ) 
合 在 一 起 也 是 相 容 的 . 1963 年 ,斯 坦 福 (Stanford) 大 学 的 数学 教授 
Paul J. Cohen(1934— ) 证 明了 @ ,所 说 的 这 两 条 公理 对 于 Zer- 
melo-Fraenkel 系统 是 独立 的 ;就 是 说 ,它们 是 不 能 以 这 个 系统 为 
基础 去 证 明 的 . 还 有 ,即使 把 选择 公理 保留 在 Zermelo-Fraenkel A 
统 中 ,连续 统 假设 也 还 是 不 能 证 明 的 . 这 些 结果 意味 着 ,我 们 可 以 
随意 去 构造 数学 的 新 系统 ,在 其 中 这 两 条 有 争议 的 公理 有 一 个 或 
者 两 个 全 都 被 否定 了 . 

1930 年 以 后 的 全 部 发 展 还 留 下 来 两 个 没有 解决 的 大 问题 :去 
证 明 不 加 限制 的 经 典 分 析 与 集合 论 的 相 容 性 ,以 及 在 严格 直观 的 
根基 上 去 建立 数学 ,或 者 去 确定 这 种 途径 的 限度 . 在 这 两 个 问题 


D Math. Ann. , 112,1936,493~565. 
© Proceedings of the National Academy of Sciences, 50,1963,1143~ 1148; 
51,1964,105— 110. 
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中 ,困难 的 根源 都 在 于 无 穷 集 合 和 无 限 程序 中 所 用 到 的 无 限 (in- 
finity). 这 个 概念 ,即使 对 于 希腊 人 也 已 经 在 无 理 数 上 造成 了 问 
MANES BARA E. 从 那 以 后 ,无 限 这 个 概念 一 直 是 
争论 的 题目 ,并 使 Weyl 说 道 ,数学 是 无 限 的 科学 . 

关于 数学 的 适当 逻辑 基础 的 问题 ,特别 是 直观 主义 的 兴起 ,在 
某 种 较 广 的 意义 上 ,显示 出 数学 走 了 一 个 圆圈 . 这 门 学 科 是 在 直观 
的 和 经 验 的 基础 上 起 始 的 .严密 性 在 希腊 时 代 就 变 成 了 一 个 目标 ， 
虽说 直到 19 世纪 以 前 在 受到 冲击 时 仍 更 加 受到 尊重 , 它 似乎 就 要 达 
到 了 . 但 是 ,过 分 追求 严密 性 ,将 引入 绝境 而 失去 它 的 真正 意义 . 数学 
仍然 是 活跃 而 富有 生命 力 的 ,但 是 它 只 能 建立 在 实用 的 基础 上 . 

有 些 人 看 到 了 从 当前 的 绝境 中 解脱 出 来 的 希望 . 以 Nicolas 
Bourbaki 为 笔名 的 一 群 法 国 数 学 家 ,提出 了 这 种 令 人 鼓舞 的 看 
法 @:“ 经 过 了 25 个 世纪 ,数学 家 们 已 经 有 了 改正 错误 的 锻炼 ,从 
而 看 到 他 们 的 科学 是 更 加 丰富 了 ,而 不 是 更 贫困 了 ;这 就 使 他 们 有 
权 去 安详 地 展望 未 来 .” | 

不 管 乐 观 主义 有 没有 根据 , Weyl 对 数学 的 现状 作 了 恰当 的 措 
述 @,“ 关 于 数学 最 终 基础 和 最 终 意义 的 问题 还 是 没有 解决 ;我 们 
不 知道 向 哪里 去 找 它 的 最 后 解答 ,或 者 根本 就 不 能 期 望 会 有 一 个 
最 后 的 客观 回答 .数学 化 '(Mathematizing) 很 可 能 是 人 的 一 种 创 
造 性 活动 , 像 语 言 或 音乐 一 样 ,具有 原始 的 独创 性 , 它 的 历史 性 决 
定 不 容许 完全 的 客观 的 有 理化 (rationalization).” 
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Wantzel, Pierre L. (万 采 尔 )， 
Il 148,160—61 


N 350 


Waring, Edward (424%) , 
了 196,366—67 
Watson, George N. (R), 
lll 99, IV 188 
Weber, Heinrich (AA ES - 韦伯 )， 
Ill 74—75,102—3,370,W 242 
Weber, Wilhelm (威廉 .韦伯 )， 
Hl 287 
Wedderburn, Joseph H. M. 
IR), 
M 195,IV 250—53,257 
Weierstrass, Karl ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 )， 
fe id, M 21—22; RR, M 194, 205— 
6; 代 数 几 何 , 亚 365, 367; 3E 2 3E, E 
47,111, Ill 141 一 43; 复 函数 , M 21— 
23, E 30 一 31,47; 分 析 基 础 ,KR 2,7— 
8,W 13,24 一 25 ,41 一 42; 算 术 基 础 ,区 
46 ,51 一 52 
Wellstein, Joseph ( 韦 尔 斯 泰 因 ) ， 
II 340 
Wentzel, Gregor QR E/F), 
W 191 
Werner, Johann (4#), 
] 276 
Wessel, Caspar ( 韦 塞 尔 )， 
lll 5,174—75 
Weyl, Hermann (Ah), 
I 114, ll 349, IV 99,158,179, 228, 
256 ;数学 基础 , 307,312,315—16, 
321 一 24 
Whitehead, Alfred North (怀特 黑 德 ) ， 
I 290,1Y 79,105 一 6 ,292 ,301 一 6 
Wiener, Norbert ( 维 纳 ) ， 
IV 174,179 
William of Moerbecke ( 穆 尔 贝克 的 威 


( 韦 德 伯 


人 名 索引 


BO. 
Į 307 
William of Ockham ( 奥 克 哈 姆 的 威廉 ) , 
J 239 
Wilson, John (威尔逊 ) , 
[ 367—68 
Wirtinger, Wilhelm (维尔 丁 格 )， 
I 147—48 
Witt, Jan de (RUF), 


I 289 
Wolf, Christian ( 沃 尔 夫 ) ， 
I 172 


Woodhouse, Robert (伍德 豪 斯 )， 
I 35 

Wren, Christopher (7% Bi), 
I 63,292 


Xenophanes ( 色 诺 芬 尼 )， 
I 31 


Young, John W. (£588 - 42), 
N 79 

Young, Thomas (#6530 - $5), 
I 84 


Zeeman, E. C. (388), 
IV 281 
Zenodorous (iE & PM). 
I 141, [ 325 
Zeno of Elea ( 埃 利 亚 的 芝 诺 )， 
I 31,40—42,171 
Zermelo, Ernst (#24838), 
W 70,292—95 
Zeuthen, Hieronymous G. (#84 BR), 
Ml 372 


名 词 索 引 


Abel Jj f&( Abejian equation), 
II 150 

Abel 函数 (Abelian function), 
M 48 

Abel zz F8 ( Abel's theorem), 
TH 24,35—36,362—63 

Abel #24} ( Abelian integral), 
Il 36,45—48,363,367 

Airy 积分 (Airy's integral), 
IV 191 

Apollonius [a] Bl ( Apollonian problem), 
] 112 


Archimedes 2S FH (axiom of Archime- 


des), 
I 92,]V 56,83 

Archimedes 原理 ( Archimedes’ princi- 
ple), 
] 187—89 

Aristotle BY 2€ Pd Æ Jk (Lyceum of Aris- 
totle), 
I 32 


Banach Zi [E] ( Banach space), 
N 175—78,262,284 
Bernoulli x ( Bernoulli numbers) , 
fl 176—80 
Bessel 不 等 式 (Bessel inequality), 
I| 106,]V 169 
Bessel ij 28 ( Bessel functions), 
H 213—15,222,258—59,][[| 98—99 
B eA (beta function), 
146 
Betti JE (Betti numbers), 
WV 274,278,281—82,285—86 


Brianchon $E Xf ( Brianchon's theorem), 
M 251,260 

Burali-Forti f& i£ ( Burali-Forti paradox), 
W 71,289 

Burnside 问题 (Burnside’s problem), 
W 240 

Cassini BH JE £k ( Cassinian ovals), 
] 21 

Cauchy-Lipshitz 定理 ( Cauchy-Lipshitz 
theorem), 
M 107 

Cauchy-Riemann 7j #@ ( Cauchy-Riemann 


equations), 


Il 2—3,11,40 

Cauchy 4H 4 A XX (Cauchy integral for- 
mula), 
Il 16—17 

Cauchy 积分 定理 (Cauchy integral theo- 
rem), 


I| 353, M 14,16—18,52 
Cavalieri 3E JE ( Cavalieri's theorem), 
I 57 
Cayley-Hamilton 5E Œ ( Cayley- Hamilton 
theorem), 
WM 211—14 
Cayley 2 (Cayley numbers) , 
M 192 
Christoffel i € (Christoffel symbols), 
Ml 316,]V 222 
Christoffel 的 四 线性 形式 (Christoffel's 
quadrilinear form), 


E 320;4 BX, Il 321 


N 352 


Clebsch-Gordan 定 FE ( Clebsch-Gordan 
theorem), 
lll 355 
Clifford 代数 (Clifford algebra), 
M 193 
Cramer 法 则 (Cramer's rule), 
Il 362 
Cramer [£iC ( Cramer's paradox), 
E 299, Ñ 269 
Cremona "EF $ ( Cremona transforma- 
tion), 
Ill 360 
vw (del), 
Hl 179 
De Morgan 定律 (De Morgan’s laws) , 
W 298 
Desargues 对 合 定理 (Desargues's involu- 


tion theorem) , 
] 341—42 
Desargues 5E F# ( Desargues's theorem), 
] 339—40,]l 256—57 
Descartes 8| J£ (oval of Descartes), 
H 16 
Descartes fj H Æ £& (folium of Des- 
cartes), 
I] 295 
Descartes fj 5 13; ll] ( Descartes's rule of 
signe), 
J 315 
Dirichlet [A] Æi (Dirichlet problem), 
Wl 70,91—2 
Dirichlet 级 数 (Dirichlet series), 
lli 238 
Dirichlet 原理 (Dirichlet principle), 
M 41,68—70,92— 93,366 
Dupin 指标 线 (Dupin indicatrix) , 
[[ 317 
ele), I 300, [ 162,346,]IV 43—44 
Eratosthenes f (sieve of Eratosthenes), 
I 155 


f b x* 5i 


Erlangen 444% ( Erlangen Programm), 
Ml 341—45,W 235,261 

Euclid 几何 (Euclidean geometry) , 
lli 275—77,N 74 一 94; 亚 历 山 大 希腊 
fy ~, I 117—18,121—33, 141—45,; 
阿拉 伯 的 ~ 一, 工 222; P1 p fe 89 —. I 
10 一 11; 埃 及 的 一 , 工 21—23; t M fh 
的 一 , 27—64,67—113; 印度 的 一 ， 
214 一 15;19 世纪 的 一 ,型 246—50; 32 
k~, I 54,96—97; R m~, I 101 一 
2,133—36 

Euclid 的 《原本 》( Elements of Euclid), 
I 29, 31, 38, 43, 60, 65—100, 195, 
253, I] 110,350, M 280, NW 74—77 

Euclid 算法 (Euclidean algorithm) , 
1 89,213 

Eudoxus A) & (magnitude of Eudoxus), 
I 56 一 57 ,78 一 83; 又 见 无 理 数 

Euler-Maclaurin 求 和 公式 (Euler-Ma- 
claurin summation formula}, 
HH 179 


Euler-Poincaré 4 X, ( Euler-Poincaré for- 


mula), 
IV 280 
Euler #4 $^ Œ FB ( Euler's topology theo- 
rem), 
[V 267—968 
Euler 常数 (Euler's constant), 
H 177,IV 45 


Euler 微分 几何 定理 (Euler's diffrential 
geometry theorem), 
H 311 
Euler 微分 方程 (Euler’s differential equa- 
tion), 
I| 328,337,341 
Fagnano Æ E&( Fagnano's theorem), 
I| 136 
Fermat 定理 (Fermat's “theorem”), 
T 322—24, [[ 365,366, I 224—26 
Fourier 44 4% ( Fourier series), 


4 il * 5| 
I 184—88, 252—54, fl 57—62, IV 
25 一 32 ,又 见 三 角 级 数 

Fourier 变换 (Fourier transform) , 
四 65, IV 134, 157—58; 一 积分 , M 
63—65 

Fourier #44} (Fourier integral) , 
I] 63—65 

Fredholm f£ — 5E H (Fredholm alterna- 
tive theorem), 
N 142,150—53,178 

Fresnel #44} (Fresnel integrals) , 
IV 188 

Galois Jj f£( Galoisian equation), 
H 159 

Galois 理论 (Galois theory), 
If 146—61 

P ek XC gamma function), 
E 145—46 

Goldbach “ 3€ FZ” ( Goldbach's “ theo- 
rem”), 
li 367 

Green 定理 (Green's theorem), 
lli 67 ,78 一 83 

Green RAŽ ( Green's function), 
lll 68—69,78,1]V 152 

Gregory-Newton Zt 3X, ( Gregory-Newton 
formula), 
Į 165—66 

Hahn-Banach 定理 (Hahn-Banach theo- 
rem), 
W 177 

Hamilton 运动 方程 (Hamilton's equa- 
tions of motion), 
fil 135—36 

Hamilton-Jacobi 方程 ( Hamilton-Jacobi 
equation) , 
Wl 137—38 

Heine-Borel 定理 ( Heine-Borel theo- 


rem), 


IV 10 


353 WV 


Helmholtz 7j f$ ( Helmholtz equation) , 
见 偏 微分 方程 
Hermite 国 数 (Hermite function) , 
ill 103 
Hesse 3, ( Hessian), 
M 271,342—43,352—53 
Hilbert È tk ( Hilbert cube), 
W 264 
Hilbert 曲线 (Hilbert curve), 
W 90—91 
Hilbert 空间 (Hiibert space), 
IV 158—59,168,175,179—83,262 
Hilbert 的 不 变 积 分 (Hilbert's invariant 
integral) , 
MI 143 
Hilbert 的 零点 定理 (Hilbert's Nudlstel- 
lensatz), 
W 371 
Hilbert 基本 定理 (Hilbert's basis theo- 
rem), 
lll 356 
Hilbert-Schmidt 定理 ( Hilbert-Schmidt 
theorem) , 
W 147,151 
Hippocrates BY A JÉ (lunes of Hippoc- 
rates), 
] 47—48 
Huygens IR #2 ( Huygens's principle), 
W 77,81 
Jacobi f15] (Jacobian) , 
M 352 
Jordan 曲线 (Jordan curve), 
WV 89 
Jordan 曲线 定理 (Jordan curve theo- 
rem), 
TV 89,285 
Jordan $E JÉ (Jordan canonical form), 
M 215 
Jordan- Holder 定理 (Jordan-Halder theo- 


N 354 


rem), 
M 158,164 
Kepler 定律 (Kepler's laws), 
I 283,1] 78—79 
Klein JR (Klein bottle), 
W 273 
Koenigsberg Ef AY |] Ei ( Koenigsberg 
bridge problem), 
N 267—68 
Kummer 曲面 (Kummer surface) , 
H 272 
Lagrange 运动 方程 (Lagrange's equations 
of motion), 
I 339—41,M 133 
Lamé 国 数 (Lame functions), 
M 101 
Laplace 方程 (Laplace's equation), 
见 位 势 论 
Laplace 系数 (Laplace coefficients) , 
见 Legendre 多 项 式 
Laplace 变换 (Laplace transform), 
IV 133 
Laplace # F (Laplacian), 
I] 185,323—25,1]V 222—23 
Laurent f£ Jf (Laurent expansion), 
D 19 
Lebesgue #414} (Lebesgue integral) , 
W 123—31,154 
Lebesgue-Stieltjes 积分 
Stieltjes integral), 
WV 131 
Legendre & ji X (Legendre polynomial), 
I 267—73,M 99—100; xk f — , I 
272 
L'Hospital iz: Hi] (L'Hospital's rule), 
fl 97 
Liouville Æ (Liouville theorem) , 
II 50 
Maclaurin 定理 (Maclaurin’s theorem), 


( Lebesgue- 


名 词 索引 


ll 167 
Mathieu £g ( Mathieu functions), 
fl 102—3 
Maxwell 7; f2( Maxwell's equations) , 
M 86 
Menelaus 定理 ( Menelaus's theorem), 
I 135—36 
Meusnier 5E EE ( Meusnier's theorem), 
fl 311—12 
Mobius #4 (Mobius band), 
WW 269—70 
Morley 定理 (Morley's theorem), 
M 249 
Napier 法 则 (Napier's rule), 
i 277 
Navier-Stokes 7j f£ ( Navier-Stokes equa- 
tions) , 
Il 83—84 
Neumann 问题 (Neumann problem), 
ll 69—70 
Newton ¥ 77 PU 33 JE ( Newton's parallelo- 
gram), 
Il 164,297 
Newton 运动 定律 (Newton' s laws of mo- 
tion), 
H 7?7—78,224 
Newton-Raphson 7; i& ( Newton-Raphson 
method), 
TT 95 
n f JL. T3] (n-dimensional geometry), 
Il 181,]V 101—6 
Ostrogradsky 5r £i ( Ostrogradsky's theo- 
rem), 
见 发 散 定 理 
p 3t p-adic fields), 
I 244—45 
Pappus 定理 (Pappus theorem), 
I 143,347 
Pappus-Guldin 5E # ( Pappus-Guldin the- 
orem), 


AARI 


I 144 
Parseval 不 等 式 (Parseval inequality) , 
W 181 
Parseval 定理 (Parseval's theorem), 
WM 105, NW 31—32,127 
Pascal 三 角形 (Pascal triangle) , 
I 318 
Pascal 定理 (Pascal's theorem), 
I 347,1] 260 
Pasch 公理 (Pasch's axiom), 
WV 82 
Peano 公理 (Peano's axioms) , 
NW 53—54 
Peano 曲线 (Peano curve), 
WV 90,264 
Pell 7; f2(Pell's equation), 
I 325, I 368 
n(pi), 
] 10,21,151,291,296, J] 62,163— 
64,175,346, IV 43—44 
Picard 定理 (Picard's theorem), 
M 51 
Plato 47k Platonic school) , 
] 48—55 
Plücker 公式 (Pliicker formulas) , 
i 270 
Poincaré-Bendixson 定理 ( Poincaré-Ben- 
dixson theorem), 
M 129 
Poincaré (f) X: 5à W) ( Hauptvermutung of 


Poincaré), 


IW 281—82 

Poincaré 的 最 后 定理 (Poincare's last the- 
orem), 
W 284 


Poincaré 猜测 (Poincate conjecture), 
W 281—82 

Ptolemy + 8A( Ptolemy dynasty), 
I 115—16 
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Puiseux 4E JB ( Puiseux's theorem), 
[ 298 

Pythagoras = Jt Et 44 ( Pythagorean tri- 
ples}, 
] 19,36 

Pythagoras Æ 4 (Pythagorean theorem), 
1 10,22,38,73,209 

Pythagoras 学 派 ( 了 ythagoreans ) , 
I 31—39,57,167—71 

Pythagoras 4% $i 24 (Pythagorean number 
philosophy) , 
J 251—52 

Ricci 引 理 (Ricci's lemma), 
W 222 

Ricci k  ( Ricci tensor), 
VV 220 

Riemann-Lebesgue 引 理 ( Riemann-Lebe- 
sgue lemma), 
N 126 

Riemann-Roch jE Hi ( Riemann- Roch the- 
orem), 
Il 48,368 

Riemann 几何 (Riemannian geometry), 
[I 309 一 23, 219—20,224—27; 
可 应 用 性 ,有 314 一 15 

Riemann 四 指标 记号 (Riemann four in- 
dex symbol), 
Ill 316,]V 218 

Riemann H fi] (Riemann surface), 
Ill 37—48, HM 361,364 

Riemann [A] #4 (Riemann problem), 
M 114,116, IV 152 

Riemann 映射 定理 (Riemann mapping 
theorem), 
I 49 

Riemann 假设 (Riemann hypothesis) , 
M 240 

Riemann § £I Riemann zeta function) , 
Tl 239 


N 356 


Riesz-Fischer 定理 ( Riesz-Fischer theo- 
rem), 
W 155,170 

Riesz 表示 定理 (Riesz representation the- 
orem), 
W 171 

Schwarz-Christoffel HR Sf ( Schwarz 
Christoffel mapping) , 
Ill 49—50,71 

Schwarz 不 等 式 (Schwarz's inequality), 
W 169,181 

Serret-Frenet 公式 (Serret-Frenet formu- 
las), 
[| 308—9 

Stieltjes #447 (Stieltjes integral), 
WV 119—20,171 

Stirling 484 (Stirling series), 
TT 181, IV. 185 

Stokes 定理 (Stokes’ theorem), 
IT 190 

Stokes £&(Stokes line), 
WV 193,198 

Sturm-Liouville FE 7 ( Sturm-Liouville 
theory), 
I 104 一 6 

Sylow zE 3 (Sylow's theorem), 
Ml 165,]V 238 

Tauber 定理 (Tauberian theorem), 
W 211 

Taylor 定理 (Taylor's theorem), 
fl 167,195,TV 22 

0 FAR (theta functions) , 
fl 29—30 

Waring 定理 (Waring's theorem), 
I| 366—67 

Weierstrass [X] A 47 fli E FB ( Weierstrass 
factorization theorem), 
lil 50—51 

Weierstrass 定理 ( Weierstrass's theo- 


rem), 
W 24—25 
WKB] 方法 (WKBJ method), 


*, im x Sl 


IV 191,198 
Zeno I E 16 (Zeno's paradoxes), 
I 40 一 43, 58 
画 
二 次 互 反 性 (quadratic reciprocity)， 
E 369—70,1]Ili 219—20,22—23 
二 次 方程 (quadratic equation), 
I 8—9,21,212,219—20; 几何 地 解 
~, I 86—87 
二 次 曲线 的 直径 (diameter of a conic), 
] 105—6,111—12,344 
二 次 曲面 (quadric surface), 
Į 122—24,191, 7 290 一 91 I] 259 
二 次 型 (quadratic form), 
II 201 一 3; 化 成 标准 型 E 202, 204 一 
6; 无 穷 一 ,KW 146 一 49; 又 见 惯 性 律 
二 项 方程 (binomial equation), 
Tl 354, TM 146,156—61 
二 项 式 定 理 (binomial theorem), 
I 317—18, [I 163,166, [NV 23 
二 重点 (double points), 
见 曲 线 的 奇 点 
力学 {mechanics)， 
I 144, 185—89, 242—44, 334, I 
375; iR 4^, I 144, 187, 242, 271— 72, 
I 50,55; 运 动 , I 174—75,185—86, 
242—44, [| 41 一 44,200; 又 见 天 文学 ; 
摆 的 运动 ,抛射 运动 
AX3z i) (humanist movement), 
I 254—57,274 
八 元 数 (biquaternions)， 
[[ 192 
JL IBI (nine point circle), 
Il 246—247 
《几何 》(La Géométrie), 
I 314—17,329, I 4,8—18,53 
几何 中 的 虚 元 素 (imaginary elements in 
geometry), 
Il 254—56 
几何 代数 学 (geometrical algebra), 
I 72—77,86—88,122,222 


名 词 索 引 


El 


548 (genus), 
M 36,43—44 ,363—66, IV 271—72; 
几何 一 , 朋 372; 数 值 一 ,于 373 
15 deficiency), 
[| 297 
= X (trivium) , 
I 232 
= RARE (cubic equation), 
] 220—22,274,306—11,313—14 
三 次 互 反 性 (cubic reciprocity), 
ll 222—24 
三 体 问 题 (three-body problem), 
I 80,227—28,232, [| 122-—-24,127 
= FRA X (triangle inequality) , 
IV 164,169 
= Fi HX (trigonometric series), 
IT 182—88,246—54,IN 27—32; X ŅŲ 
Fourier 级 数 
三 角 学 (trigonometry) ， 
阿拉 伯 一 , 工 222—24; m HB —. T 
133—41;EDBE ~, [ 214~15;¥ mi~, 
I 133~41,214—15,275—78; 3: 2, 
Mot HP BS —, 275—78; 球面 一 I 
133—41,275—78 
J18 51 Jj (gravitational attraction) , 
[| 50,66—67,78—80, I 201, 224— 
29 ,263--71 
(AW A) Almagest), 
I 63,137—40,150,182,217 
大 地 测量 学 (geodesy)， 
I 130—31 
KÆ (universities), 
I 230, 240, 246, 254, ]| 115--16, 
381— 82 
《大 衍 术 》 或 《重要 的 艺术 》(Ars Magna), 
] 273,294,307—9,311—12 
FF (subgroup) , 
I 154; 4% ~, HiEM~;iEM~, I 
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157; Hdk S — , ML TE EL 
广义 坐标 (generalized coordinates) , 
E 340 
四 E] 
3533 K (infinity), 
] 61,79,199—201 
X538 7) (infinitesimal) , 
I 79,] 71,100,103,152; X M fic 
《无 穷 小 分 析 引 论 》( Introauctio in Anal- 
ysin Infinitorum), 
l| 108,121, 123—24, 153, 243, 300, 
304 
J533 HB (infinite series), 
H 70—71, 130, 160—198, 196, 213— 
14, 221-23; Kk ~ 5S E B ll 
189—198, V 19 一 25; ~ HI Ek H T Hi, 
H 180—81; W {m ~, IE 169—71, 
176 一 78; 超 几何 一 , B. 223; ~ 的 一 致 
收敛 ,了 22 一 25; 又 见 发 散 级 数 ;Fou- 
rier 级 数 ; 常 微分 方程 ;特殊 函数 ;三 角 
级 数 
EAE S (infinite set), 
y 58 
X23 yv à ( point at infinity), 
I 338 
AR FP 3E 3E ( method of infinite descent), 
I 320—21 
JEU (irrational number), 
I 7,20,37—38,55—57 ,82—83,91 
92,118, 151—52, 161—62, 170, 196— 
97,200, 211, 218, 225, 241, 291—93, 
Il 344—46;-—3g X.,IV 45—51 
五 次 方程 (quintic equation), 
I 159 
A ay ZS BEES (incommensurable ratio), W 
无 理 数 
不 可 分 量 (indivisibles) , 
I 51,57—60 
不 可 约 多 项 式 (irreducible polynomials), 


M 358 


M 150 
不 可 断定 的 命题 (undecidable proposi- 
tions), IV. 314 
不 动 点 定理 (fixed point theorem), 
W 283 一 85 
不 定 方程 (indeterminate equations) , 
I 158—62,212—14 
ARE EE (invariance) , 
I 350, M 344,350—51 
Ma RARE (biquadratic reciprocity), 
M 222—24 
双 有 理 变 换 (birational transformation) , 
fl 349,358 
双 曲 函数 (hyperbolic functions) , 
[| 123 
3X £n £& (lemniscate) , 
I| 21,137—41,294—95 
埃 利 亚 学 派 (Eleatic school) , 
I 31,39—43 
fz #8 (inversion), 
M 359 
KX (astronomy), 
I 290, I 201—2,224—33; B] t 4B my 


~, ] 223—24; B. EE R~, T. 11 一 


B ER~, 1 23—24; 71 W~, I 
133—34, 140—41, 168—70, 172, 
175—82; MRH, I 215; 见 地 心 说 ; 
万 有 引力 ;日 心 说 ;三 体 问 题 
CRATE) (Mécanique céleste), 
LT 230,234—35,271,286,1V 32 
《天 体力 学 中 的 新 方法 》(Les Méthodes 
nouvelles de la mécanique céleste) , 
ll 128, IV 195 
元 数学 (metamathematics ) , 
WV 319 


太阳 系 的 稳定 性 (stability of the solar 


system), 
[ll 122,128 

X ACbranch-point) , 
M 19—38 


名 词 索 引 


比例 (proportion) , 
I 37,155,274; — fj Eudoxus Fit, I 
78 
Wek (tangent), 
ll 49—54 
# dy dz (specialization) , 
IW 96 
= S translation of books), 
I 236,253 
日 心 说 (heliocentric theory), 
I 279 一 86 ,了 31—32 
日 历 ,历法 (calendar) ， 
] 12—14,23—25,133,203 
日 县 指针 SE ET TÉ (gnomon), 
I 35—36 
KÆ (length), 
一 的 射影 定义 ,区 332,334 
中 值 定 理 (mean value theorem) , 
了 195,IV 11 
^j x UJ gJ|(branch-cut) , 
I 20,37—39 
(41 Er 712€) Mécanique analytique), 
Il 228,285,373,]V 4,103 
(53 # A 91169 (In Artem Analyticam 
Isagoge), 
I 304 
分 析 的 算术 化 (arithmetization of analy- 
sis), 
N 1—32,98—99 
2S F8 (axioms), 

I 58, 60—61, 68—70; Euclid ~, I 
68—70, NV 74 一 77; 几 何 的 Hilbert 一 ， 
W 80 一 84; 非 欧 几 何 的 一 ,了 86—87; 
数 的 一 , WV 53 一 56; 射影 几何 的 一 ,下 
77 一 80; 集 合 论 的 一 ,KW 293 一 95; 又 见 
数 的 Hilbert 公理 ;平行 公理 

公理 化 (axiomatization)， 
W 99 一 101; 集 合 论 的 一 ,了 293~95 


公理 的 完全 性 (completeness of axioms), 


名 词 索引 


W 86,321 

4 FB AK) ath Yr TE (independence of axioms), 
W 85 

牛头 角 (horn angle), 
I 77 

从 变换 观点 来 看 待 几何 ( geometry from 
the transformation viewpoint) , 
Ill 340—45 

JA BU ( deferent). 
I 180 

Jj iki (methodology); 
代数 中 的 一 , I 312 一 14; 几 何 中 的 一 ， 
I 334,350, I 1,24; 科 学 的 一 , E 257 
Ili 28—41 

《方法 论 讲话 》( Discourse on Method), 
] 261,01 4 

计算 机 (computing machines), 
I 300—1 

计算 技术 (logistica) , I 147 

HAAR (slide rule), 
I 300 


五 E 
平行 公理 (parallel axiom), 
I 70,201, M 264, 277—83, 339, IV 
83,85 
平行 位 移 (parallel displacement) , 
N 223—27 
《平面 和 立体 的 轨迹 引 论 》(Ad Locos pl- 
anos et Solidos Isagoge), 
I 1,18 
未 定义 的 名 词 (undefined terms), 
I 60,N 53,77—78,80 
A PEF Ai (essential singularity) , 
ll 19 
jE 3% 4.4% (orthogonal trajectories), 
I 206—8 
IEX AA A (orthogonal system of func- 
tions), 


M 105,]V 149 
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古 希 腊 科 学 (Greek science), 
I 57,116—17,165—92 
ik 4% (Eastern Roman Empire), 
I 205,217,235 ,249 
Ya FES UK (Sophists) , 
I 31,43—48 一 
可 除 代数 (division algebra), 
IV 251 
HI H H (developable surface), 
Il 312—17; RUE ~, D 315 
Xt (involution), 
I 143,341—43 
对 偶 性 (duality) ,拓扑 ~ , 
W 280,285 
对 偶 定理 (duality theorem), 
I 256—57, 
对 侦 原 理 ( principle of duality) , 
H 256 一 57 ,259—60, 267 
TIERA Ri (symmetrie functions), 
I| 354—55,357 
XP (logarithms), 
Į} 297—300 
xf Ay pa Ak (logarithm function), 
[ 62—63,122 
PO X f (quadrivium) , 
I 166,170,231 
元 数 (quaternion) , 
H 178—80,191,1V 97 
四 次 方程 (quartic equation) , 
工 311 一 14 
di EK (astrology) , 
I 13, 191—92, 204, 224, 232—33, 
255—56 
代数 (aigebra) : 55 fif Br (and analysis), I 
25—26,71; 9] ME tt — FE (as analysis), 
I 327—28, I 25; 阿拉 伯 代 数 ( Ara- 
bic), 1 218 一 22; 与 几何 相对 : I 56, 
153—54, I 225—26, I 326—30, 1 
19—20,25—26,76,107—9, I] 243— 
45; 希 腊 ( 亚 历 山 大 ), E 118, 152— 
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163; ME ~, I 209—14; X E, BM 
HHA 273—175," Ht" ~ , II 262; X. 
W 13,25,31,32,33,34 Ñ 
CRB) (algebra), 
n 75 
代数 几何 (algebraic geometry), 
I] 343—44,349—75,]V 273—74 
代数 不 变量 (algebraic invariants) , 
I 350—58; &54 —, M 351; 完 备 系 ， 
I 354; 协 变量 ,下 352 
代数 方程 论 (theory of algebraic equa- 
tions) , 
I 314—17, [I 95,351—61 
《代数 分 析 教 程 》( Cours d'analyse 
algébrique), 
I| 2,3,6—7,IV 22—23 
代数 形式 {quantics ) , 
I 353 
代数 数 (algebraic numbers) , 
II 346 , Hl 224—33, [V 43,62—63 
4 4% (envelope), 
Il 91,303 
A BY BW (divergent series), 
I 196, N 34—38,184—212; X WL Bf 
3r BR ;无 穷 级 数 
A sr A Sàn E ( semicubical parabola), 
I 111, ff 295 
立体 几何 学 (stereometry) , 
| 272 
ED fil] (printing) , 
| 249 
FU A C Hindus), 
[ 208—16 


A 画 
亚历山大 艺术 宫 (Museum of Alexand- 
ria), 
1115 


亚历山大 图 书馆 (library of Alexandria), 
[ 116,204—5 


名 词 索 引 


亚历山大 城 (Alexandria)， 
Į 114—15 

WE £p XX ( meromosphic functions) , 
M 21,51 

(HRS H) (Encyclopédie) , 
IT 157,195,248,348,350,375 

47 FE (existence), 
I 353; 代数 中 的 一 ,351 一 52; Euclid 
几何 中 的 一 , 1 60,69,198, 81;~ 
的 证 明 , I 60,200 一 2; 又 见 常 微 分 方 
程 , 偏 微分 方程 

有 限 差 计算 (calculus of finite differ- 
ences}, 
Il 165 一 66 ,179 一 82 

有 界 变 差 国 数 (functions of bounded vari- 
ation), 
TV 31,128 

有 理性 区 域 (domain of rationality) , 
Wig (Field) 

地 图 问题 (map problem), 
N 270 

地 球 中 心 说 (geocentric theory), 
I 175—82,279— 80 

地 球 的 形状 (shape of the earth), 
I| 200—1,263 

地 理学 (geography) , 
] 119,182—85 

扩张 的 演算 (calculus of extention), 
I] 181 一 84 

导数 (derivative) , 亦 称 微 商 ， 
I 51—57,69—76,84—91,99—104, 
146—158,]V 10—13 

fa #4 (negative number), 
I 161, 210—11, 218, 292—94, I 
344— 46 

曲线 (curve) :一 的 概念 ， 
I 197—98, I] 12—15, N 88—94, 
266; — H K Æ, I 50, 55, 63—64, 
133—37,1]V 15—16,91—92; X. 4l, Hil- 


名 词 索引 


bert 曲线 ;Jordan 曲线 ,Peano 曲线 
曲线 及 方程 (curve and equation), 
I] 2 一 3,10 一 18; 又 见 高 次 平面 曲线 ; 
代数 几何 
曲线 坐标 (curvilinear coordinates), 
fl 72—75,102—3 
gu £& AY 35 i (intersections of curves), 
] 298—99, I 268—71 
曲线 的 多 重点 (multiple points of 
curves), 
Dh Ea ERS AF 
曲线 的 奇 点 (singular points of curves), 
If 294—98,1[ 362,369—70; 3: Sg 4, 
I 296; 44, Il 295—96; - E A, I 
294 一 95; 多 重点 , ] 294; 结 点 , I 294 
曲线 的 单 值 化 (uniformization of 
curves), 
Il 365—66 
曲线 的 指数 (index of a curve), 
M 128—29 
曲面 理论 (theory of surfaces), 
I| 309-18, M 272; =~, M 272: 4 
5y JLfip ~, M 301—9; FFE ~, M 305; 
四 次 一 ,有 272; 又 见 代数 几何 ;Kum- 
mer 曲面 ;一 次 曲面 
曲率 (curvature) ， 
Il 75,91,97,302 一 4,306 一 8; 流 形 的 
ll 312—14,317—18, W 219— 20; 
平均 一 , WD 303; 曲面 的 一 , E 310— 
12, ll] 302—4, 307 
尖 点 (cusp), 见 曲线 的 奇 点 
协 变 量 (covariant)， 
lll 352 
协 变 微 分 (covariant differentiation) , 
N 220—23 
fa] fÈ (homotopy), 
见 基本 群 
Ja] (homomorphism), 
M 164,1V 235 
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I EJ (isomorphism), 
W 162—64,1V 235 
i] BK (homeomorphism), 
N 260 
Ely ( homology) , 
WW 287 
Wr S& (convergence) , 

[| 189—97; Cauchy ~, IV 19—25; 4% 
~ J~, N 156; 又 见 可 和 性 

光学 (optics) ， 

] 100,189—91, 223—24, 244—45, 
333—34, I] 7,15—16,67,330—31, fll 
134 

《光学 》(Opticks)， 
I 67 
D # (precession of the equinoxes) , 
I 181, if 81 
忠 物 线 (tractrix)， 
I 97,205—6, I] 328 
仿 射 几何 学 (affine geometry) , 
lg 342 
th ER Mij (pseudosphere) , 
M 314,328 
多 面体 (polyhedra) , 
E~, [I 54,95—97 
#18 H2 ( multiple-valued complex 
functions) , 
[| 19—20,36—44 
多 重 积 分 (multiple integrals), 

Bi 147—48, fi] 201, ]¥ 129 一 30 

合成 序列 (composition series), 

I] 158,164 

合成 指数 (composition indices), 
fl 158 

全 纯 (holomorphic)， 
21 

全 连续 性 (complete continuity), 
NY 148 一 49 

杂志 (journals) 
H 114,385 一 387 


V 362 


{TA XX (determinant), 
I| 361—64,197—216; 一 的 初等 因子 ， 
E 206; 无 穷 一 , 0 123; 不 变 因子 , 亚 
206 ABA — , II 204—5, X WS RE 

[5] & 43 Wr ( vector analysis), 
lll 174—78,184—92 

Ei fe] (automorphism) , 
W 238 

自 守 国 数 (automorphic functions) , 
I 117—21; fA R~, I 117; Fuchs 
~, 120;Klein~, H 120—21 

自然 界 的 数学 设计 (mathematical design 
of nature), 
I 174—75,248,251, I 29—30,32— 
33 

《自然 哲学 的 数学 原理 》( Mathematical 
Principles of Natural Philosophy), 
I] 39—40, 67, 75—81, 94,112, 165, 
202,226— 27,232,322 

约 化 公理 (axiom of reducibility), 
W 305 

3E tb (cross ratio, anharmonic ratio), 
I 135--36 ,142—43, I] 259,263,330 

次 法 线 ( binormal) ， 
E 306 一 9 

齐 次 坐标 (homogeneous coordinates) , 
I 264 

= [Al Bl ( word problem), 
IV 237,239 

《关于 两 大 世界 体系 的 对 话 》( Dialogue 
on the Great World Systems) 
[ 31—32 

《关于 两 门 新 科学 的 对 话 》( Dialogues 
Concerning Two New Sciences), 
I 264, I] 31—32, 37, 43—44, 56, 
199, V 58—59 

闭 链 (cycle) ， 
N 277 

《 论 天 体 的 转动 》( De Revolutionibus Or- 


bium Coelestium ) ， 


$ i * 5l 


Il 279 
2K Al SB ( Miletus), 
I 28,31 
七 画 
李 代 数 (Lie algebra) , 
见 抽象 代数 
ERA (formalism), 
W 316—22 
3E 43 JR ( continued fraction), 
I 213,295—97,]] 188—89 
XE TE (connectivity), 
Ill 42—44,364 
连续 变化 {continuous change), 
I 349 
连续 变换 (continuous transformation) , 
W 263 
3k & AF Hh BE (continuous transformation 
group), 
W 236—37 ,254 
连续 性 (continuity)， 
I] 124,N 3 一 10; 一 致 一 ,NN 9—10 
连续 性 原理 ( principle of continuity ), 
I 101—2,[ 251,253—56 
连续 统 假 设 (continuum hypothesis) , 
W 69,323 
《运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 学 》( De Anal- 
yst per Aequationes Numero Termino- 
rum Infinitas), 
I 69,71,95,162 
进位 记 法 (Positional notation), 
I 3 一 6,210 
医学 (medicine)， 
I 192,224,232—33 
3k & ^3 Br (tensor analysis), 
Il 183—84,1V 214—15 
极 小 曲面 (minimal surface) , 
I| 281,329,336—37, Į 144—45 
极 大 和 极 小 (maxima and minima), 


名 词 索引 


I 110—11, 1 50,54—55, [II 247—48 
4 AB HR ( polar coordinates) , 
I 21 
极点 和 极 线 (pole and polar), 
I 108—10,343,348,] 256 
dà £5 Et iij v 3X ( parabolic cylinder func- 
tions) , 
Il 103 
抛射 运动 (projectile motion), 
工 334 ,208 ,212 
《 求 曲 边 形 的 面积 》( Tractatus de 
Quadratura Curvarum), 
I 74 
求 和 (summability)， 
f 194,N 185,200—12; Abel~, V 
202; Borel, [V 208—10; Cesaro~, 
IV 204; Frobenius ~, WV 203, 211; 
Hölder ~, WY 203—4, Stieltjes ~, IV 
205~8 
求 和 约定 (summation convention), 
I 219 
求 面积 (quadrature) , 
工 47 
声音 (sound) ， 
Il 215—16 ,260 一 63 ME 77 
严密 性 (rigor) , 
VV 1 一 39 ,98,324; 又 见证 明 
阿 卡 得 人 (Akkadians) ， 
I2 
阿拉 伯 人 (Arabs) ， 
] 206,216—227,235 
337g A (Sumerians), 
12 
位 势 理论 (potential theory), 
I 263—73, IJ 40—41, 65—72, IV 
136 一 37; 位 势 方程 , [ 265—73, I 
40—41, 66—72, 91—93; # PR X, I 
265, I] 66—71 
fk R (volumes), 
~HA, I 50,55 
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伴随 曲线 (adjoint curve), 
Il 362 
作 图 问题 (construction problems), 

I 43—48, 54—55, 132, 222, 271, ll 
10, 12—15, [J 147-48, 159—61, 
249—850 

坐标 几何 (coordinate geometry), 

Il 1 一 27,288 一 300; 高 次 平面 曲线 , I 
292—300, Il 263 一 71; 一 的 重要 性 , I 
23 一 27; 三 维 一 , l| 22—23,289—92; 
又 见 圆锥 曲线 ;二 次 曲面 

坐标 变换 (transformation of coordi- 
nates), 

I| 148,290—91 

希腊 工作 的 复兴 (Revival of Greek 
works), |. 235—38,248—49 

希腊 数学 的 总 结 (Greek mathematics 
summarized), | 194 一 202 

fü(angle) ,其 射影 定义 ， 
HH 330,334—35 

纯粹 数学 及 应 用 数学 (pure and applied 
mathematics), 

W 113—14 

7 p functional), 

N 161—68; 一 的 微分 ,于 161; 一 的 半 

连续 ,区 163 

i$ poy 4A functional analysis), 
W 160—83 ,262 

23 Wig 7 (method of exhaustion), 

I 58, 93—96, 122—23, 125—28, 

201—2, 50 

序数 (ordinal number), 
IV 68 

524 PU JÉ (complete quadrilateral) , 
Į 142 ,341—43 

HEA (proof), 

I 14, 23 一 25 39, 51—54, 58, 163, 
194, 226—27, 330, IT 97--104, 110, 
149—58,376—79, NV. 97—98; 间接 证 
%, I 37,51 


八 


Bl 


fi (abstraction), 
I 34,49—51,194 
抽象 代数 (abstract algebra), 
I 374, W 231 一 32; 李 代数 , WV 254 一 
56; 非 结合 代数 , IV 253 一 56; 又 见 域 ; 
群 ; 理 想 ; 环 
TG EE (categoricalness) , 
IW 85—86 
#4) 7% TE uF BH (constructive proofs), 
NY 315—16 
画 法 几何 (descriptive geometry), 
I 272 
Wing), 
[| 228—29,358,]V 249—53 
A d b IB (reduction of singularities}, 
Il 369—70 
Wr E Ji (principle of stationary phase), 
WV 188 
AAR A (function concept), 
ll 44—47,122—25,243—45, M 60— 
62, 3—10 
拓扑 学 (topology) ， 
M 344,]V 260 一 87; 组 全 一 , 人 261, 
266—87; 5 E —, TV 261—866 
38 A (inflection points), 
Il 294,297,302,]I 270 
直 纹 曲面 (ruled surface), 
Il 315,10 272 
BA (straight line), 
一 的 无 限 性 277-78 
直觉 主义 (intuitionism ) , 


IV 307—16 

E] ££ (latitude of forms), 
I 241—42 

罗马 人 (Romans) ， 
工 120 ,202 一 5 

3n Bb JE A. (Chaldeans) , 
I 2 


名 词 索引 
周转 圆 (epicycle) , 
I 180 
H HAAR (periodicity modules), 
I 18—19,44 


3E Archimedes JL {ef ( non-Archimedian 
geometry), [V 87 

非 哆 几何 (non-Euclidean geometry), 
I 120,275—99,]1V 2,85,86; 应 用 可 
AE HE, III 289,294,345 一 47; 一 的 公理 ， 
W 86 一 87; 相 容 性 ,下 298,327—40; 
Ii~, M 328 一 29; 一 中 所 蕴含 的 , 亚 
297—98; ~ RE FI, [| 308,328—29, 
336 一 40; 发 明 的 优先 权 , III 295—97; 
单 重 贿 圆 一 及 二 重 椭圆 一 ,下 328 一 
29 ,335 一 36; 又 见 Riemann 几何 


3E Riemann 几何 (non-Riemannian geom- 


etries), 
WW 227—29 
f&(line), 
一 的 结构 , ] 61 
线 汇 (congruence of lines), 
IL 316 一 18 
线 曲 线 (line curve), 
I 259 一 60 
线 坐 标 (line coordinates), 
IE 267 
线性 代数 方程 (linear algebraic equa- 
tions) , 
I 361-62, Į 206—7 
线性 变换 (linear transformations) , 
I] 165—66,341—45 
线性 结合 代数 (linear associative alge- 
bra), 
lil 192—95, TY 251—53 
经 院 派 学 者 (scholastics ) , 
工 238 
Aa EX (empiricism), 
I 262—65, I 35 
£48 (normal) , 


名 词 索引 


I 306 一 8 

波斯 (Persia)， 
I 3,28 

Æ X. (definition) ,一 的 Aristotle ES, 
I 60; 4 Euclid 处 的 ~ 一 , 工 68—70, 
78 一 81 ,83 一 84 ,89,92—93,[V 75 

定量 认识 (与 定性 认识 相对 的 ) (quantita- 
tive versus qualitative knowledge) , 
I| 38—39 

空间 (space) , 
抽象 一 ,W 162 一 64,262 一 66; 紧 致 一 ， 
N 163 ,263; 完 备 一 ,W 264; 连 通 一 ， 
V 263; 极 型 一 , N 163; RA ~, N 
163 一 65, 68—71, 284; 一 的 内 点 ,区 
163; 一 的 极限 点 ,人 W 263, E 8 ~, W 
164, 264; 可 度量 化 ~, IN 264; 邻 
域 , WV 164, V 262—3, W 3G —, IV 
174—T15,595 6 —, N 163; ny S, N 
263; Y, Kl Banach 2 fal; Hilbert 2 [8]; 
集合 

25 jA Bh E (space curves), 
1 272,[ 303—9,314,[] 368 

单行 曲线 (unicursal curve), 
] 297 

RE (simplex), 
I 276 

45 4 TE ( calculus of variations), 
I 322—43, I 70,132—45,]V 160, 
162,165; Jacobi Z& #, M 139; Leg- 
endre # 4, II 341—42; Weierstrass 
条 件 , 开 142 一 43; 又 见 极 小 曲面 

变化 率 (rate of change), 
Beit ~~, IF 51,70 

F pA Bi ( functions of real variables), 
W 118 一 32 

宗教 方面 的 推动 力 (religious motiva- 
tion), 
I 251—52, 1 69 

宗教 改革 (reformation ) ， 
] 250 
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九 画 
型 的 永恒 性 (permanence of form), 
li 170—73 
型 的 理论 (theory of forms), 
ll 234—37 
lie (theory of types), 
相对 于 分 析 的 几何 (geometry vs. analy- 
sis), 
IL 372—74 
相对 于 连续 的 离散 (discrete vs. continu- 
ous), 
J 40,61,199 
相对 性 (relativity ) , 
W 315,IV 223—25 
TEASE (consistency) , 
M 298,337—40, IV 84—85,115,289, 
W 294,319,323 
柏拉图 的 学 院 , 柏 拉 图 学 派 (Academy of 
Plato), 
J 31,48—49,52,145,217 
面积 (areas)， 
N 121, 一 的 计算 , II 50,55—61,70; 
曲面 一 ,下 64,R 92 
面积 的 应 用 (application of areas), 
I 38 一 39 ,84 一 88 
tt Be (academies), 
] 262,1 83,113—115,119,123,381, 
IV 96 
#92 (exponents), 
工 303—4 
TE (torsion) , 
BE~, N 278, 281—82, 287; 曲线 
的 一 , I 306—9 
草 片 文 书 (papyri) , 
I 17,22,28,149 
带 调 和 (zonal harmonics) , 
见 Legendre 多 项 式 
选择 公理 (axiom of choice)， 
W 70,293,294— 95,323 
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点 的 调和 集 (harmonic set of points), 
I 108—9,143,342—43,350,]l 263 
CEN SBA) Logistica speciosa), 
l 304 
拜占庭 帝国 (Byzantine Empire), 
I 205,217,235— 36,249 
TEJER 1 (conformal mapping), 
I 273,] 318—20,]l[[| 48—50,307— 
8; 又 见 绘制 地 图 
复 形 (complex)， 
W 276 
复 变 函 数论 (complex function theory), 
I 1—54,71—72,361 
复数 (complex number), 
I 162, 294—95, [ 127—28, 346— 
49, M 10—11,72,171—72, 221—22; 
一 的 几何 表示 , I 347—48, M 3—9; 
一 的 对 数 , HE 127—31,346 
复 整 数 (complex integers), 
H 223—26 
i& (superposition), 
1 98 
225% (resultant), 
Il 361—64, M 200 
绘制 地 图 (map-making) , 
I 184—85, 272—73, 334, ] 312, 
319—20 
46 x1 TÉ (absolute), 
I 331 
绝对 连续 函数 (absolutely continuous 
function) , 
W 128 
绝对 微分 学 (absolute differential calcu- 
lus), 
见 张 量 分 析 
说 不 清 的 定义 (impredicative definition) , 
WV 292 
itl Hh ER (geodesic) , 
下 309—10,325,327,M 306,312 
测度 (measure)， 


名 词 索 引 


W 122—25 

32°F (aesthetics), I 196 

音乐 (music)， 
I 168, I 211—12, 213—14, 254— 
55,262—63, I 80; 
又 见 振动 弦 问题 

5B ME (matrices), 
HW 207—16;3t58 —, M 2113; 一 的 初等 
AF, E 213;3¢t~.M 213; Hermite 
一 ,下 212; 无 限 阶 一 ,下 216; 一 的 不 
FAF, M 213; X ~, M 211; 一 的 最 
小 多 项 式 , M 212-13; ER ~, Ill 
214; — WK, Tl 213; 38 4 ~, M 214; 
~A, M 212; ~, WM 211; XA 
特征 方程 ;特征 根 

和 矩 量 问题 (moment problem), 
W 155—56,208 

+ 画 

《 热 的 解析 理论 》(Théorie analytique de 
la chaleur), 
lll 55,W 19,26 

HE (truth), 
I 51,58,172,251, I 5—-6, 30, 34, 
379—81, Il 297—99,310,314—15, lV 
42,105—12 

3 oh 8% [A] REL ( vibrating-string problem), 
— 211,240—58 

振动 膜 (vibrating membrane) , 
I. 258—60, I] 74,102 

素数 (prime number), 
1 89,323, I 365,H 238—41; 
又 见 数论 ;素数 定理 

素数 定理 (prime number theorem) 
lll 238—41 

CRA) Elements), 
I 31,65—100 

JRF it (atomism) , 
I 171, 0 33 

圆 上 无 穷 远 点 (circular points), 
Il 255—56,268 
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内 旋 轮 线 (hypocycloid) , 
fl 79 
圆 外 旋转 线 (epicycloid) , 
] 272,] 79 
圆锥 曲线 (conic sections) , 
] 54—55, 100—12, 334, 349, I 3, 
20, Il 247,256—60 
«USE HER) (conic sections) , 
I 31,65,102--12,195 
圆锥 曲线 的 轴 (axes of a conic) 
J 105 一 08 
tts (conchoid) , 
I 132,334 
X$ 42 (edge of regression), 
了 315 
H ži residue), 
Il 15—16,18 
Aiii (navigation), 
J 133,290,334, l| 41—43,202 
§t EZ projection) , 
] 269,336 
射影 几何 (projective geometry) , 
J 269,333—51, 由 243 一 73, N 77— 
80; 代 数 一 , IIl 264 一 73; ~ AE BL 
FT, Hl 262 一 64,332, V 108—9; 5 4Ẹ 
bk FLT RK A, II 332—36, IV 108, X. 
见 代 数 不 变 式 
射影 平面 (projective plane), 
I 339,IN 273 
积分 (integral), 
Il 70—73,84—94, WV 13—19; Lebes- 
gue-Stieltjes~ , [V 131; Riemann~ ,NN 
16—17; Stieltjes--,]V 119—20 
3145 Fi f integral equations), 
R 133—59,171,176—78; Fredholm 


一 ,区 136,139—42, Volterra —, WV. 


136—39 

《积分 学 原理 》( Institutiones Calculi In- 
tegralis), 
1 121,223,285 
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爱 奥 尼 亚 (Ionia)， 

] 28,167 
爱 奥 尼 亚 学 派 (Ionian school), 

I 31—33 
特征 三 角形 (characteristic triangle), 

I] 53 一 54,88 ,102 
特征 方程 (characteristic equation), 

行列 式 的 一 , ME 202 一 3; 微 分 方程 的 

~, I 219; 8M M 211; 二 次 型 

的 一 ,下 202—3 
Fr GE PR X (characteristic function, eigen- 

function}, 

I 94—95,104, V 145,151 
特征 函数 的 完全 人 性 (completeness of 

characteristic functions), 

M 106 
特征 线 (characteristics) , 

一 的 理论 , 〖 278 一 81, H 87—91 
特征 值 ( characteristic value, eigenva- 

lue), 

I| 213, HJ] 57,94—95,104, WV 145,151 
4% TF A (characteristic root), 
{TAIRA ~, M 203; 和 矩阵 的 一 ， 

M 211 

特征 根 (latent roots), 

见 特征 方程 

特殊 函数 (special functions), 

Il 144—48, M 97—103 
预 解 方程 (resolvent equation), 

H 360, H 156 
ES (perspective), 

I 267—71,335 
透射 的 图 形 (homologous figures) , 

WM 253 
速度 势 (velocity potential), 

I 266,M 71 
WHE (elimination), 

见 结 式 
流量 (fluent)， 


MW 368 


卫 72 
流体 动力 学 (hydrodynamics) , 
Il 80,260,283—85, II 71,83—84; ji 
体 静 力学 , TD 187—89,242 
#2 (fluxion), 
i 72 
《 流 数 法 和 无 穷 级 数 》( Methodus Fluxio- 
num et Serierum Infinitarum), 
Ill 71—73,75,95,164, 201 
调和 函数 (harmonic function) , 
[[[ 69 
#042 T (commutator), 
W 238 
高 次 方程 (higher degree equation), 
1 314—15, 人 353—61, fl 146—59, 
MAL Abel 方程 ;二 次 方程 ;Galois 理论 
高 次 平面 曲线 (higher plane curves)， 
li 292—300 ; #4 Sti ~, Il 268—71 
JB (content), 


R 120 一 23 
二 一 5 
Fi tB (ideal), 
lf 229—30 
理想 数 (ideal numbers), 
Il 226 一 27 


FRAXI ( spherical functions), 
Il 271, M 99 一 100 
球面 调和 (spherical harmonics) , 
ER ea 
ER fff I] (spherical circle), 
M 256,267 
tai (field), 
Wl 150, 153, 227—33, 358, WV 243— 
49; 添 加 ,四 228, IV 246; 一 的 特征 ,TY 
245;3°~, Dl 228, 246; 有限 一 ,NN 
247 一 48; 域 的 Galois Hit, IV 247; 3E 
za~, V 250—651; p~, N 244 
基本 定理 (fundamental theorem), 


44 i *& 5l 


代数 一 , D 348, 351-53, BR~, I 
89—91, M 223,226,231; 05 Ma ~, Hl 
86—88, V 15 

dEK EE (fundamental group), 
W 280 

基底 (base)， 
I 4 一 5 

基础 (foundations)， 
W 41 一 94; 代数 一 ， 工 200, 330, [II 
169—73, IV 42; 4T ~, I 97—106, 
149—58, W 1—39; SUR ~, I 200, HI 
350, H 171—72, IY 5—6,32; 几何 一 ， 
W 74 一 94 ,数学 一 ,区 289—328 

基数 (cardinal number), 
W 60 

dB 3 Christianity) , 
I 205-—-6,229—30,233—35 

iE tis F (harmonic oscillator) , 
H 215 

BÉ BE (gradient), 
MM 179,185,189,324—5 

HER (law of excluded middle), 
WV 314 

HE 3] 5i 48 & (permutations and combina- 
tions), I. 318 

《 推 想 的 艺术 》(Ars Conjectandi), 
I 318, 1 168,179 

5M HE (elasticity), 
| 199--200,218, M 94—95,132—33 

3 PE f (elastica), 
If 133,305 

常 微分 方程 {ordinary differential equa- 
tion), 
I 199—238, 328, ll 97—131; 伴随 
~, [ 220—21; Bernoulli —, IE 206; 
Bessel— , [ 222,259; Clairaut — , [I 
209—10,]5 34 —, I 208; 存 在 定理 , 焉 
106—11;N 284 一 85; 一 阶 一 , H 178, 
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202—8; Fuchs~, IJ 111,114—16; È 
Ep. T 217 一 21; 超 几何 一 , ID. 223, 
M 100,114; Lamé~,[ 101; Legend- 
re 一 ,了 270, I] 99; £& E —, [| 219— 
20, M 121—23; Mathieu~, M 102 ;级 
HGH, 222,1] 97 一 101; 非 线性 一 ， 
D 217, 且 124—31, 周期 解 , IE 102, 
121—23; Riccati~, 216 一 17; 二 阶 
~, p 210—17; 一 的 奇 解 , DD 209 一 
10; ~ 组, [| 224—27, 326—27, Wl 
135 一 36; 参 数 变 易 法 , E 233—35; 
Weber~, M 102 一 3; 又 见 渐 近 级 数 ; 
自 守 函数 ; 常 微 分 方程 的 定性 理论 ; 
Sturm Liouville 理论 ;可 和 性 

常 微 分 方程 的 定性 理论 (qualitative theo- 
ry of ordinary differential equations) , 
W 124—30, W 275 

偏 导数 (partial derivative), 
I] 147 

偏 微分 方程 (partial differential equa- 
tion), 
Il 73, 239-87, 315—16, Il 54—96; 
分 类 , M 87—88; 存在 定理 , I 69 一 
70,86—96; V 285; —B} ~, Hl 273 一 
78; Hamilton-Jacobi ~, JJ 138; 热 方 
£, E 56—58, M 63,72—73; Helm- 
holtz~ , IE 80 一 83, TY 136; 非 线性 , 工 
278—83; Poisson ~, I 66,69; 位 势 
~, I 265—71, H 40—41, 65—72, 
91 一 97; 退 化 波动 方程 , M 79—80; 分 
离 变数 法 , I 256—57, I 56—57; ~ 
组 , 了 283 一 85, lll 83—86; € ~, Il 
273 ;波动 方程 , [ 239—863, Ill 75—81 

惯性 定律 (law of inertia), 
M 202 

悬 链 线 (catenary) ， 
II 97,203—5,329 

逻辑 (logic) ， 
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I 60 一 62; 又 见 数理 逻辑 
逻辑 主义 (logicism) ， 
N 301—7 


"PS (dimension) , 


WV 93-—-94,264—65,282 
MRA (asymptotic series) , 
WV 186—200; Wr RW ~, N 186, 
193; OL WKB] 方法 
Bi (28 (involute), 
H 301 
i ZR (evolute), 
I 111, Į 301—2 
fF S tk KH (symbolism), 
] 9, 157—58, 162—63, 212, 219, 
301—6, If 46,91 
f] “3 XP 48 (symbolic logic), 
见 数理 逻辑 
第 一 性 和 第 二 性 (primary and secondary 
qualities), 
] 29,33 
密切 面 (osculating plane), 
IL 306,308 
密切 圆 (osculating circle), 
I| 302 
Be #6 £& ( cycloid) , 
[ 44, 58—61, 63, 79, 200, 203, 302, 
324 
ie RE (curl), 
M 180,185,189 
PE (distance), 
~ BUS REGE XCLTE 331,334 
SUE MF (hieroglyphic) , 
I 17 


BK E (divergence), 
M 180,185,189,]V 222 
BUE SE FÉ (divergence theorem), 
i 190 
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TEH (Athens), 
1 43,114 
T (Bf (interpolation) 
Il 144,165—67,182—84 
超 限 数 (transfinite number), 
W 57—72 
超 复 数 (hypernumbers)， 
Il 181 一 84; 又 见 线性 结合 代数 ;四 元 
数 
超越 数 (transcendental number) , 
I] 346, IV 43—44 
超 梢 圆 积 分 (hyperelliptic integrals) , 
mn 32 一 36 
最 小 作用 原理 (principle of least action) , 
H 332,338—41,380, I 132—38 
最 速 降 线 (brachistochrone) , 
下 323 一 25 
最 短 时 间 原 理 (principle of least time), 
I 16,330—31 
3 EUR power series), 
Il 21—23; X. & Taylor 定理 
掌握 自然 (mastery of nature), 
I 261,H 8 
合 (set)， 
N 30,59—72, 261; I~, IN. 61,163, 
263; 导 一 ,KW 30,163; 可 数 一 ,W 61— 
64; 第 一 型 ,YY 30; 无 穷 一 ,W 57—72; 
一 的 极限 点 ,K 30; JF ~, IV. 61, 263; 
完全 ~ ,NM 61; 一 的 势 ,W 61; 良 序 一 ， 
N 69; 又 见 空 间 , 抽 象 空间 
集合 论 的 悖 论 (paradoxes of set theory), 
W 290—93 
#4 E] ea HU (elliptic functions) , 
M 23—32; ~ RS me EE, M 27—28 
HA ER VA AI (ellipsoidal harmonies) , 
Ii 101 
Æ HJ (isochrone), 
] 203,302 


名 词 索 引 


等 时 曲线 (tautochrone)， 
见 等 时 (isochroney) 
等 周 定理 (isoperimetric theorem), 
Ik 248 
35 jal PFE (isoperimetric figures) , 
I 141, [I 325—26;]l 248—49 
BAA (cyclotomic equation), 
见 二 项 方程 
割 圆 曲 线 (quadratrix) ， 
工 45—46,55 
54 (chain) , 
W 277—78 
链 (chain) ,一 的 振动 ， 
I 212 一 14 
链 式 法 则 (chain rule), 
— 89 
《普遍 的 算术 》( Arithmetica Universa- 
lis), 
I 292,314— 16,329, [ 13,19, 67, 
108,363 
SB HE (generality) , 
] 111 


FUÉ SC (cuneiform), 
I4 
概率 (brobability ) , 
I 319 
E8935 3] (pendulum motion), 
[ 43,200,203,212,302 
摄 动 论 (theory of perturbations) , 
区 229 一 33 
2E (zero), 
I 4,149,210 
HF (group), 
W 152 一 54; Abel~, M 164; 抽象 一 ， 
M 166, V 232—43;,72$8—. M 158; %2 
A~, M 162, V 239; 连 续 变换 一 ,下 
236,254, iE £k ~, II 117 一 21; 一 个 
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方程 的 一 , M 154; 指标 一 , MM 154; 无 
R~, E 117 一 21,166; 线 性 置换 ~ , TIT 
166; 448 ~, M 113; 一 的 阶 , ID 155; 
BAP, LRR~; KE, I 162, N 
239; ~ , [E 162, W 239; T# — , M 
458, WV 239; 63 ~, I 154,161; 对 称 
~, M 158; 拓 扑 中 的 一 ,287 一 87 ;传递 
~, M 161 一 62,[V 239 
群 的 生成 子 (generators of a group), 
W 237,239 
群 的 表示 {group representation) , 
M 165,W 240—42 
群 特 征 标 (group character) , 
W 242 
Ha (permutation) , 
WRK (substitution) 
A (substitution), 
Il 357—58, I] 152—54 
$4 ^r (differential), 
I 84—91, 99—100, 152—53, 157— 
58,374, KW 11 
微分 几何 (differential geometry) , 
[[ 300—20, I] 301—25,1IY 223—29 
微分 不 变量 (differential invariants) , 
Ill 323—25,W 214—15,221,223 
微分 方程 的 奇 性 (singularities of diffe- 
rential equations) , 
lll 111—16,125,130 
《微分 学 原理 》( Tnstitutioues Calculi Di f- 
ferentialis) , | 121,153,193 
RAH 4} (calculus), 
| 49—106, 118—59, 372—74, Hi 
200 一 1; 又 见 穷竭 法 
解析 几何 (analytic geometry)， 
SAB BR LAB (coordinate geometry) 
解析 开拓 (analytic continuation) , 
ll 19—22,]N 205 
(fgg Hi ER BOIL) ( Théorie des fonctions 
analytiques), 
I 125,154—56, WV 2,22,103 


371 y 


错位 法 则 (rule of false position) , 
I 21 

Xt (number), 
I 34 一 35; 亲 和 一 , I 36,325, I 367; 
六 边 形 一 , 工 36; 五 边 形 一 , 1 36,50 
£~, I 36,89,154,324, I 367; 多 角 
形 一 , 了 154,324, J 237; 素 一 , 见 素 
数 : 正 方形 ~, 工 35 三 角形 一 , 工 
34—35, M 237; 又 见 复数 ,无 理 数 , 负 
数 :数论 

Hit (theory of numbers), 
I 10, 34—37, 61, 88—91, 153—61, 
319—25, J] 364—70, M 218—41, 
350, ft ~, I 237—41; 又 见 双 二 次 
互 反 性 ;三 次 互 反 性 ;Pell 方程 ;素数 ; 
素数 定理 ;四 次 互 反 性 ;型 论 

《 数 的 几何 》(Geometry of Numbers), 
Il 237 

数 的 Hilbert 公理 (Hilbert's axioms for 
number), 
IV 54—57 

数 的 平均 (means of numbers), 
I 37 

A lal d (congruence of numbers), 
I] 219—24 

GRISE AR) (Logistica numerosa ) , 
I 304 

数学 归纳 法 (mathematical induction) , 
工 317 

《数学 原理 》( Principia Mathematica), 
W 302 

数学 学 会 (mathematical societies) , 
[| 386 一 87 

数学 和 现实 (mathematics and reality), 
I 108—11, M 297—98,]V 101—6 

数学 和 科学 (mathematics and science) , 
I 28—41,H 111 一 13 ,374 一 76; 又 见 
科学 的 方法 学 


N 372 


Tir FE XE SR ( mathematical logic), 


I 328—29,]V 295—301 
3E SE PON HA( Seleucid period), 
| 3,115 


士 四 画 以 上 


M (module), 
ll 358,371 
#3 A ( modular system), 
M 233 
ELE (section), 
} 269,335 
Sint & (cissoid) , 
] 132—33,334, I] 64 
f& (HIT) ( hieratic), 
I 17—18 
膜 盖 问 题 (velaria problem), 
T 211 
Ti T (operator), 
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W 160,168,171—76, 181—82; Her- 
mite~ ,[¥ 179 

(BR) Arithmetica), 
] 157—62 

BK (arithmetic) , 
阿拉 伯 一 , 工 218 一 19; 巴 出 伦 的 一 , 工 
3 一 7; 埃 及 的 一 , I 18 一 20; 希 腊 的 ( 亚 
历 山大 的 ) ~, 工 147—52, 印度 的 一 ， 
I 208—11; $889 —,. 1 1; 文 艺 复兴 
时 期 的 一 , 1 291—301 

(BRAM) Untroductio Arithemetica) ， 
E 153—56 

《算术 研究 或 《算术 探讨 》( Desquisitiones 
Arithmeticae) , 
I 146 ,218-—-20,234—37 , 286 

SE AZt (entire functions), 
lll 50—51 

F& Bi £X (cross-cut), 
Il 43 
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